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Аннотация

Данная работа содержит как известные, так и новые результаты о модулях, в ко-
торых подмодули близки к прямым слагаемым. Основные результаты приведены с до-
казательствами.

Abstract

A. N. Abyzov, A. A. Tuganbaev, Submodules and direct summands, Fundamental-
naya i prikladnaya matematika, vol. 14 (2008), no. 6, pp. 3—31.

This paper contains new and known results on modules in which submodules are close
to direct summands. The main results are presented with proofs.

Все кольца предполагаются ассоциативными и с ненулевой единицей, а мо-
дули— унитарными. Говоря об артиновых кольцах или подобных объектах, мы
подразумеваем, что соответствующие условия выполнены справа и слева. Под-
модуль X модуля M называется малым в M , если X +P �= M для любого соб-
ственного подмодуля P модуля M . Модуль M называется I0-модулем (см. [35]),
если каждый его конечно порождённый немалый подмодуль содержит ненуле-
вое прямое слагаемое модуляM . МодульM называется слабо регулярным, если
каждый его подмодуль, не лежащий в радикале Джекобсона модуля M , содер-
жит в себе ненулевое прямое слагаемое модуля M . Слабо регулярные модули
совпадают с I0-модулями и изучались в [1—5, 8—10, 13, 31, 35, 47], [46, гл. 3] и
других работах. Кольцо называется обобщённым правым SV-кольцом, если над
ним каждый правый модуль является слабо регулярным.

Пересечение всех максимальных подмодулей модуля M обозначается через
J(M) и называется радикалом Джекобсона модуля M . Через E(M) обозна-
чается инъективная оболочка модуля M . Кольцо A называется регулярным
(по фон Нейману), если a ∈ aAa для любого элемента a ∈ A. Модуль M
называется цепным, если любые два его подмодуля сравнимы по включению.
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Прямая сумма цепных модулей называется полуцепным модулем. МодульM на-
зывается полупростым, если каждый его подмодуль— прямое слагаемое в M .
Модуль называется полуартиновым, если каждый его фактор-модуль является
существенным расширением полупростого модуля. Подмодуль N модуля M на-
зывается существенным, если для любого подмодуля X модуля M равенство
X ∩ N = 0 влечёт равенство X = 0. В этом случае также говорят, что M —
существенное расширение модуля N . Модуль называется равномерным, если
любые два его ненулевых подмодуля имеют ненулевое пересечение. Модуль,
изоморфный подмодулю гомоморфного образа прямых сумм копий модуля M ,
называется M -подпорождённым модулем. Полная подкатегория всех правых
R-модулей, состоящая из всех M -подпорождённых модулей, обозначается через
σ(M) и называется категорией Висбауэра модуля M .

Говорят, что подмодуль N модуля M лежит над прямым слагаемым моду-
ля M , если существуют такие подмодули N1 и N2, что N1 ⊕N2 = M , N1 ⊂ N
и N2 ∩ N мал в N2. Правый R-модуль M называется модулем со свойством
подъёма, если каждый его подмодуль лежит над прямым слагаемым модуля M .
Если каждый циклический подмодуль модуля M лежит над прямым слагаемым,
то модуль M называется полурегулярным. Модуль M называется CS-модулем,
если каждый его подмодуль является существенным подмодулем в некотором
прямом слагаемом модуля M .
Рядом Лёви модуля M называется возрастающая цепь

0 ⊂ Soc1(M) = Soc(M) ⊂ . . . ⊂ Socα(M) ⊂ Socα+1(M) ⊂ . . . ,

где
Socα(M)/Socα−1(M) = Soc

(
M/Socα−1(M)

)
для каждого непредельного ординального числа α и

Socα(M) =
⋃

β<α

Socβ(M)

для каждого предельного ординального числа α. Обозначим через L(M) подмо-
дуль вида Socξ(M), где ξ—наименьший ординал, для которого выполнено ра-
венство Socξ(M) = Socξ+1(M). Модуль M полуартинов в точности тогда, когда
M = L(M). В этом случае ξ называется длиной Лёви модуля M и обозначается
Loewy(M). Кольцо R называется полуартиновым справа, если модуль RR по-
луартинов. Для кольца R через L(R) и Soc(R) обозначаются идеалы L(RR) и
Soc(RR) соответственно. МодульM называется инъективным, если для любого
модуля X и каждого подмодуля Y в X все гомоморфизмы Y → M продолжа-
ются до гомоморфизмов X → M . Кольцо A называется правым V-кольцом при
выполнении следующих эквивалентных условий (см. [12, 7.32A]):

1) все простые правые A-модули инъективны;
2) в A каждый собственный правый идеал— пересечение максимальных пра-

вых идеалов.

Полуартиново справа правое V-кольцо называется правым SV-кольцом.
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В каждом кольце R мы выделим два идеала SI(R) и I(R), которые строятся
с помощью трансфинитной индукции.

Для любого кольца R определим по трансфинитной индукции для каждого
ординального числа α идеал SIα(R). При α = 0 положим SIα(R) = 0. Если
α = β + 1, то SIβ+1(R)/SIβ(R) — сумма всех простых инъективных правых
R-подмодулей модуля R/SIβ(R). Когда α—предельное ординальное число, по-
ложим SIα(R) =

⋃
β<α

SIβ(R). Ясно, что для некоторого ординального числа τ

имеют место равенства SIτ (R) = SIτ+1(R) и SI1
(
R/ Iτ (R)

)
= 0. Далее через

SI(R) обозначается идеал SIτ (R).
Определим идеал I(R). При α = 0 положим Iα(R) = 0. Если α = β + 1, то

Iβ+1(R)/ Iβ(R)— сумма всех локальных инъективных подмодулей правого R-мо-
дуля R/ Iβ(R) длины не больше двух, у которых фактор-модуль по радикалу
Джекобсона является инъективным модулем. Когда α—предельное ординаль-
ное число, положим Iα(R) =

⋃
β<α

Iβ(R). Ясно, что для некоторого ординального

числа τ имеет место равенство Iτ (R) = Iτ+1(R). Далее через I(R) будем обо-
значать правый идеал Iτ (R), который, как легко заметить, является идеалом.

1. Теорема Ософской—Смита

Лемма 1.1 [39]. Пусть {ei | i ∈ I}—бесконечное множество ортогональных
ненулевых идемпотентов кольца R. Предположим, что для каждого непустого
подмножества A ⊆ I существует такой элемент fA ∈ R, что ei = fAei для i ∈ A
и eifA = 0 для i ∈ I \ A. Положим S = {r ∈ R | eir = 0, i ∈ I}. Тогда модуль

R/
( ∑

i∈I

eiR+ S
)
не инъективен.

Доказательство. Представим множество I в виде бесконечного дизъюнкт-
ного объединения бесконечных подмножеств I =

⋃
A∈Σ

A, где Σ ∈ 2I . Рассмотрим

множество T всех тех элементов Ω из 2I , которые удовлетворяют следующим
условиям:

1) если A ∈ Ω, то A—бесконечное множество;
2) если A,B ∈ Ω, A �= B, то A ∩B конечно.
Непосредственно проверяется, что T —индуктивно упорядоченное множе-

ство. Поэтому согласно лемме Цорна множество T содержит такой максималь-
ный элемент ∆, что Σ ⊂ ∆.

Если для элемента r ∈ R выполнено равенство {eir | i ∈ I \ {i1, . . . , in}} =
= {0}, то r − ei1r − . . .− ein

r ∈ S. Следовательно, множество

L =
∑
i∈I

eiR+ S

состоит в точности из тех элементов кольца R, которые аннулируют слева почти
все элементы множества {ei | i ∈ I}.
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Покажем, что сумма
∑

A∈∆

(fAR+L)/L является прямой. Пусть A ∈ ∆, r ∈ R,

Aj ∈ ∆ \ {A}, где 1 � j � n. Предположим, что fAr /∈ L. Тогда существу-
ет бесконечное число элементов i ∈ A, для которых выполнено неравенство

eifAr �= 0. По построению множество A ∩
( n⋃

j=1

Aj

)
конечно. Поэтому если

r0 ∈
n∑

j=1

fAj
R + L, то для почти всех элементов i ∈ A имеет место равенство

eir0 = 0. Следовательно, fAr /∈
n∑

j=1

fAj
R+ L.

Определим отображение

ϕ :
∑
A∈∆

(fAR+ L)/L→ R/L,

положив ϕ(fA + L) = fA + L, если A ∈ Σ, и ϕ(fA + L) = 0, если A ∈ ∆ \ Σ.
Предположим, что R/L—инъективный модуль. Тогда гомоморфизм ϕ можно
продолжить до гомоморфизма ψ : R/L → R/L. Следовательно, существует та-
кой элемент t ∈ R, что для всех A ∈ Σ имеет место равенство fA = tfA + l, где
l ∈ L. Поэтому eifAei = eitfAei + eilei для каждого элемента i ∈ A. Поскольку
для почти всех элементов i ∈ A имеют место равенства eil = 0 и fAei = ei,
то множество A0 = {i ∈ A | ei = eitfAei = eitei} является бесконечным. Пусть
C —множество, которое с каждым элементом из множества {A0 | A ∈ Σ} пе-
ресекается по одноэлементному подмножеству. Допустим, что C ∈ ∆. Тогда,
очевидно, C ∈ ∆ \ Σ и, следовательно, tfC ∈ L и ectfCec = 0 для почти всех
c ∈ C. С другой стороны, ec = ectec для каждого c ∈ C. Полученное противоре-
чие показывает, что C /∈ ∆. В силу максимальности ∆ для некоторого D ∈ ∆
пересечение C ∩D является бесконечным и D /∈ Σ. Тогда tfD ∈ L и для почти
всех элементов i ∈ I имеет место равенство eitfD = 0. Поэтому для почти всех
элементов d ∈ C ∩ D мы имеем edtfD = 0. С другой стороны, для каждого
элемента d ∈ C ∩ D имеет место равенство ed = edted = edtfDed = 0. Таким
образом, для бесконечного множества элементов d ∈ C ∩ D идемпотенты ed

являются нулевыми, что противоречит условию леммы.

Лемма 1.2. Пусть R—инъективное справа регулярное кольцо и C — счётно
порождённый неконечно порождённый правый идеал. Тогда правый R-модуль
R/C не является инъективным.

Доказательство. Непосредственно проверяется, что C =
∑
i∈I

eiR, где

{ei | i ∈ I}—бесконечное множество ортогональных идемпотентов регуляр-
ного кольца R.

Для каждого непустого подмножества A множества I найдётся такой идем-
потент f кольца R, что модуль

⊕
i∈A

eiR существен в fR. Непосредственно про-

веряется, что для каждого i ∈ A fei = ei и ejf = 0 для каждого j ∈ I \ A. По
лемме 1.1 модуль R/

( ∑
i∈I

eiR+ S
)
, где S = {r ∈ R | eir = 0, i ∈ I}, не является

инъективным.
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Существует такое прямое слагаемое L модуля RR, что S существен в L.
Тогда L = gR, где g—идемпотент R. Правый идеал N = {r | gr ∈ S} явля-
ется существенным в RR. Поскольку R несингулярно справа и для каждого
i ∈ I eigN = 0, то eig = 0 для всех i ∈ I. Тогда g ∈ S и S = gR. Модуль⊕
i∈I

eiR является существенным в некотором прямом слагаемом T модуля RR.

Поскольку S ∩ T = 0 и RR —инъективный модуль, то RR = S ⊕ T ⊕U , где U —
подмодуль RR.

Предположим, что R/
⊕
i∈I

eiR — инъективный модуль. Тогда модуль(
R/

⊕
i∈I

eiR
)
⊕ U инъективен. С другой стороны, из изоморфизма

R
/ (∑

i∈I

eiR+ S

)
∼=

(
R

/ ⊕
i∈I

eiR

)
⊕ U

следует, что этот модуль не является инъективным. Полученное противоречие
показывает, что модуль R/

⊕
i∈I

eiR неинъективен.

Лемма 1.3. Пусть R—инъективное справа регулярное кольцо, A— счётно
порождённый неконечно порождённый правый идеал и для некоторого идем-
потента e модуль eR является существенным расширением AR. Тогда модуль
R/(A⊕ (1 − e)R) не содержит ненулевых инъективных подмодулей.

Доказательство. Допустим, что B = A ⊕ (1 − e)R. Предположим, что мо-
дуль R/B содержит ненулевой инъективный подмодуль C/B. Тогда R/B =
= C/B ⊕ D/B. Поскольку R/D ∼= C/B, то R/D—инъективный модуль. Так
как модуль B счётно порождён и D/B цикличен, то D счётно порождён. По
лемме 1.2 D конечно порождён. Тогда D—циклическое прямое слагаемое в RR.
Поскольку модуль B существен в RR, то D = R, следовательно, C/B = 0, что
противоречит нашему предположению.

Теорема 1.4 [38]. Для кольца R следующие условия равносильны:
1) R—полупростое кольцо;
2) над кольцом R каждый циклический правый модуль является инъектив-

ным.

Теорема 1.4 следует из леммы 1.3.

Лемма 1.5. Для правого R-модуляM имеют место следующие утверждения:
1) если A1 ⊂ A2 ⊂ . . .—бесконечная строго возрастающая цепь прямых сла-

гаемых в M , то существует такая бесконечная строго убывающая цепь
прямых слагаемых B1 ⊃ B2 ⊃ . . . модуля M , что M = Ai ⊕Bi для каждо-
го i;

2) если B1 ⊃ B2 ⊃ . . .—бесконечная строго убывающая цепь прямых сла-
гаемых модуля M , то существуют такие ненулевые подмодули C1, C2, . . .

модуля M , что M = C1 ⊕ . . .⊕ Cn ⊕Bn и
∞⊕

i=n+1

Ci ⊂ Bn для каждого n.
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Доказательство. Докажем утверждение 1). Существует такой подмодуль B1

модуля M , что M = A1 ⊕ B1. Из закона модулярности следует равенство
A2 = A1 ⊕ (A2 ∩B1). Поскольку A2 —прямое слагаемое модуля M , то для неко-
торого подмодуля B2 модуляM имеем B1 = (A2∩B1)⊕B2. ТогдаM = A1⊕B1 =
= A1 ⊕ (A2 ∩ B1) ⊕ B2 = A2 ⊕ B2 и B2 ⊃ B1. Повторяя эти рассуждения, мы
получим бесконечную строго убывающую цепь B1 ⊃ B2 ⊃ . . . прямых слагаемых
модуля M , причём для каждого i имеют место равенства M = Ai ⊕Bi.

Докажем утверждение 2). Для каждого i � 1 имеем Bi = Bi+1 ⊕ Ci+1, где
Ci+1 —подмодуль M , и M = B1 ⊕ C1, где C1 —подмодуль M . Тогда очевидно,

что для каждого n верны равенства M = C1⊕ . . .⊕Cn⊕Bn и
∞⊕

i=n+1

Ci ⊂ Bn.

Теорема 1.6. Для правого R-модуля M следующие условия равносильны:
1) каждая убывающая цепь прямых слагаемых модуля M стабилизируется;
2) каждая возрастающая цепь прямых слагаемых модуляM стабилизируется;
3) кольцо End(M) не содержит бесконечного числа ортогональных ненулевых

идемпотентов.

Доказательство. Эквивалентность 1) ⇐⇒ 2) следует из леммы 1.5.
Докажем импликацию 2) =⇒ 3). Пусть e1, e2, . . .—ортогональные идемпо-

тенты кольца End(M). Тогда e1M ⊆ (e1 + e2)M ⊆ . . .—возрастающая цепь
прямых слагаемых модуля M . Следовательно, найдётся такое натуральное чис-
ло n, что (e1 + . . .+ek)M = (e1 + . . .+en)M для каждого k � n. Таким образом,
ek = 0 для каждого k � n.

Докажем импликацию 3) =⇒ 1). Предположим противное. Тогда в моду-
ле M существует бесконечная строго убывающая цепь прямых слагаемых
B1 ⊃ B2 ⊃ . . .. Без ограничения общности можно считать, что B1 �= M .
Согласно лемме 1.5 в модуле M существуют такие подмодули C1, C2, . . ., что

M = C1 ⊕ . . . ⊕ Ci ⊕ Bi и
∞⊕

k=i+1

Ci ⊂ Bi для каждого натурального числа i.

Пусть πi —проекция модуля M на подмодуль Ci относительно разложения
M = C1 ⊕ . . . ⊕ Ci ⊕ Bi. Тогда π1, π2, . . .—бесконечная система ортогональ-
ных ненулевых идемпотентов. Получили противоречие с предположением пунк-
та.

Модуль называется I-конечным, если он удовлетворяет одному из эквива-
лентных условий теоремы 1.6.

Теорема 1.7 [24, 7.12]. Пусть M —циклический правый R-модуль и в каж-
дом циклическом подфакторе модуля M каждый замкнутый подмодуль являет-
ся существенным расширением циклического подмодуля. Тогда M — I-конечный
модуль.

Доказательство. Допустим противное. Тогда согласно лемме 1.5 и тео-
реме 1.6 существуют такие семейства ненулевых подмодулей N1, N2, . . . и

L1, L2, . . . модуляM , чтоM = N1⊕. . .⊕Nn⊕Ln и
∞⊕

i=n+1

Ni ⊂ Ln для каждого n.
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Для каждого i подмодуль Ni является циклическим и, следовательно, содержит
в себе максимальный подмодуль Ai. Пусть

M̄ = M
/ ( ∞⊕

i=1

Ai

)
, S =

( ∞⊕
i=1

Ni

) / ( ∞⊕
i=1

Ai

)
.

Тогда S—полупростой подмодуль модуля M̄ и для каждого n подмодуль( n⊕
i=1

Ni +
∞⊕

i=1

Ai

) / ( ∞⊕
i=1

Ai

)
—

прямое слагаемое в M̄ .
Пусть P —максимальное существенное расширение подмодуля S в моду-

ле M̄ . Поскольку P — замкнутый подмодуль модуля M̄ , то согласно нашему
предположению P содержит циклический существенный подмодуль T . Очевид-

но, что S = Soc(T ). Представим S в виде S =
∞⊕

i=1

Si, где Si —неконечно по-

рождённые подмодули для каждого i. Пусть для каждого i Bi —максимальное
существенное расширение подмодуля Si в модуле T . Тогда по предположению
для каждого i в модуле Bi существует существенный циклический подмодуль.
Следовательно, Bi �= Si и B̄i = (Bi + S)/S �= 0 для каждого i.

Пусть T̄ = T/S и W —максимальное существенное расширение подмоду-

ля
∞⊕

i=1

B̄i в T̄ . Тогда W содержит циклический существенный подмодуль Ē.

Пусть E—циклический подмодуль T , для которого (E + S)/S = Ē. Положим
F̄i = Ē ∩ B̄i. Очевидно, что F̄i �= 0 для каждого i. Обозначим через Fi обратный
прообраз подмодуля F̄i в Bi относительно канонического гомоморфизма. Тогда
Si ⊂ Fi ⊂ Bi.

Если для некоторого i имеет место равенство Si ∩ E = 0, то из существен-
ности Si в Fi следует, что Fi ∩ E = 0. Поскольку Fi ⊂ E + S = E ⊕ S0, где
S0 ⊂ S, то Fi вложи́м в S0 и, следовательно, является полупростым. Тогда
Fi ⊂ S и F̄i = 0, что невозможно. Таким образом, для каждого i существует
такой простой подмодуль Vi модуля M̄ , что Vi ⊂ Si ∩ E.

Положим V =
∞⊕

i=1

Vi. Тогда по предположению найдётся такой циклический

подмодуль K модуля E, что K является существенном подмодулем в некотором
замыкании V в E. Очевидно, что V �= K и K̄ = (K + S)/S �= 0.

Покажем, что K ∩
∞⊕

i=1

Bi ⊂ S. Для каждого n � 1 имеем

(
K ∩

n⊕
i=1

Bi

)
∩ S = K ∩

( n⊕
i=1

Bi ∩ S
)

= K ∩
n⊕

i=1

Si ⊂

⊂ Soc(K) ∩
n⊕

i=1

Si =
( ∞⊕

i=1

Vi

)
∩

n⊕
i=1

Si =
n⊕

i=1

Vi.
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Поскольку
n⊕

i=1

Vi —прямое слагаемое модуля T , то для некоторого подмодуля

T ′ ⊂ T имеем T =
n⊕

i=1

Vi ⊕ T ′. Если
(
K ∩

n⊕
i=1

Bi

)
∩ T ′ �= 0, то ввиду суще-

ственности S в T найдётся такой простой подмодуль N0 модуля S, что N0 ⊂
⊂

(
K ∩

n⊕
i=1

Bi

)
∩ T ′. Тогда N0 ⊂

(
K ∩

n⊕
i=1

Bi

)
∩ S ⊂

n⊕
i=1

Vi, что невозможно.

Полученное противоречие показывает, что
(
K ∩

n⊕
i=1

Bi

)
∩ T ′ = 0, следователь-

но, модуль K ∩
n⊕

i=1

Bi вложи́м в
n⊕

i=1

Vi и является полупростым. Таким образом,

K∩
n⊕

i=1

Bi ⊂ S. Поскольку последнее включение выполняется для произвольного

n � 1, то K ∩
∞⊕

i=1

Bi ⊂ S.

Так как S ⊂
∞⊕

i=1

Bi, то K̄ ∩
∞⊕

i=1

B̄i = 0. Получили противоречие с тем фактом,

что
∞⊕

i=1

B̄i существен в W .

Теорема 1.8 [42]. ПустьM —циклический правый R-модуль. Предположим,
что каждый циклический подфактор модуля M является CS-модулем. Тогда
модуль M является прямой суммой равномерных подмодулей.

Доказательство. Из предыдущей теоремы следует, что модуль M I-коне-
чен. Тогда M —конечная прямая сумма неразложимых подмодулей. Посколь-
ку каждый неразложимый CS-модуль равномерен, M —конечная прямая сумма
равномерных модулей.

Следующее утверждение является модульным аналогом теоремы 1.4.

Следствие 1.9. Для правого R-модуля M следующие условия равносильны:
1) M —полупростой модуль;
2) каждый циклический модуль в σ(M) является M -инъективным;
3) каждый циклический подфактор модуля M является M -инъективным.

Доказательство. Импликации 1) =⇒ 2) и 2) =⇒ 3) очевидны.
Докажем импликацию 3) =⇒ 1). Пусть N —циклический подмодуль в M .

Тогда из теоремы 1.8 следует, что N является конечной прямой суммой рав-
номерных подмодулей. Пусть P —равномерное прямое слагаемое N . Поскольку
в P каждый циклический подмодуль M -инъективен и, следовательно, выделя-
ется в виде прямого слагаемого в P , то P —простой модуль. Таким образом,
каждый циклический подмодуль модуля M является полупростым, и следова-
тельно, модуль M сам является полупростым.

2. Полуартиновы кольца и Max-кольца

Лемма 2.1. Пусть R—кольцо и e = e2 ∈ R. Если eR—простой правый
R-модуль и Re не содержит нильпотентных левых идеалов, то Re—простой
левый R-модуль.
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Доказательство. Рассмотрим произвольный ненулевой элемент re из Re.
Поскольку Re не содержит нильпотентных левых идеалов, то для некоторого
элемента s ∈ R имеет место неравенство esre �= 0. Так как eRe— тело, то для
некоторого элемента t ∈ R имеем (ete)(esre) = e. Следовательно, Rre = Re.

Лемма 2.2. Пусть R—полупервичное кольцо.

1. Soc(RR) = Soc(RR).
2. Если r ∈ Soc(RR), то rR—прямое слагаемое модуля RR.
3. Если r ∈ Soc(RR), то r Soc(RR) = rR.
4. Soc(RR)—регулярный идеал.

Доказательство. Утверждение 1 непосредственно следует из леммы 2.1.
Для доказательства утверждения 2 используем индукцию по композицион-

ной длине lg(rR). Если lg(rR) = 1, то rR—минимальный правый идеал полу-
первичного кольца R, следовательно, rR выделяется в виде прямого слагаемого
в RR. Допустим, что lg(rR) = n и rR = A⊕B, где A, B—правые идеалы коль-
ца R и lg(A) = n−1. По предположению индукции RR = A⊕C, где C —правый
идеал. Пусть π—проекция модуля RR на модуль C относительно разложения
RR = A ⊕ C. Тогда π(rR)—минимальный правый идеал и C = π(rR) ⊕ D.
Поскольку π(B) = π(rR), то

RR = A⊕ π(rR) ⊕D = A⊕ π(B) ⊕D = A⊕B ⊕D = rR⊕D.

Докажем утверждение 3. По пункту 2 Rr = Re, где e = e2. Тогда rR =
= reR ⊂ r Soc(RR).

Докажем утверждение 4. Пусть r ∈ Soc(RR). Согласно пункту 2 для некото-
рого идемпотента e кольца R имеем rR = eR. Из пункта 3) следует, что e = rs,
где s ∈ Soc(RR). Тогда r = er = rsr.

Теорема 2.3 [20]. Пусть R—полуартиново справа кольцо и Loewy(RR) =
= n <∞. Тогда R—полуартиново слева кольцо и Loewy(RR) � 2n − 1.

Доказательство. Доказательство будем проводить, используя математиче-
скую индукцию по правой длине Лёви кольца. Случай Loewy(RR) = 1 следу-
ет из теоремы Веддербарна—Артина. Допустим, что Loewy(RR) = n и M =
= J(R) ∩ Soc(RR). Поскольку Soc(RR)M = 0, то модуль RM мы можем
рассматривать как левый R̄ = R/Soc(RR)-модуль, следовательно, по предпо-
ложению индукции

Loewy(RM) � Loewy(R̄R̄) � 2n−1 − 1.

Покажем, что Soc(RR)/M является полупростым левым R-модулем.
Пусть e—примитивный идемпотент из Soc(RR). Если левый R/M -модуль
(R/M)(e+M) содержит нильпотентный идеал (A+M)/M , где A—подмодуль
Re, то из равенства M2 = 0 следует, что левый идеал A является нильпотент-
ным. Тогда A ⊂ J(R) ∩ Soc(RR) = M , и по лемме 2.1 (R/M)(e+M)—простой
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модуль. Поскольку Soc(RR) =
⊕
i∈I

eiR ⊕M , где ei —примитивные идемпотен-

ты, то из равенства Soc(RR)/M =
( ∑

i∈I

ReiR+M
)
/M следует, что Soc(RR)/M

является полупростым левым R-модулем. Тогда

Loewy(RR) � Loewy
(
R/Soc(RR)

)
+ Loewy(Soc(RR)/M) + Loewy(M) �
� (2n−1 − 1) + 1 + (2n−1 − 1) = 2n − 1.

Далее через CFMN(R) будем обозначать множество всех конечностолбцовых
матриц из RN×N, где R—некоторое кольцо.

Пример 2.4 [20]. Существует полуартиново справа кольцо R, у которого
Loewy(RR) = 2 и Loewy(RR) = 3.

Доказательство. Пусть D—некоторое тело и T = CFMN(D). Пусть S =
= Soc(T ). Пусть φ : S → S—отображение, при котором φ(A)ij = Ai+1,j , где
A ∈ S и i, j ∈ N. Непосредственно проверяется, что φ—D-T -гомоморфизм и
Ker(φ) = {A ∈ S | Ai,j = 0 для каждого i > 1}. На множестве R = D × S
определяется естественное сложение. Умножение определяется правилом

(d, s)(d′, s′) =
(
dd′, sd′ + ds′ + sφ(s′)

)
.

Непосредственно проверяется, что R—кольцо с единицей (1, 0) и (0, S),(
0,Ker(φ)

)
— его идеалы, причём (0, S)

(
0,Ker(φ)

)
= 0. Так как (0, s)(d′, s′) =

=
(
0, s

(
d′ + φ(s′)

))
и φ—эпиморфизм, то из утверждения 3 леммы 2.2 следует,

что Lat
(
(0, S)R

)
= Lat(ST ). Таким образом, правый идеал (0, S) кольца R полу-

прост и, поскольку R/(0, S) ∼= D, R—полуартиново кольцо и Loewy(RR) = 2.
Так как (0, S)

(
0,Ker(φ)

)
= 0, то левый идеал

(
0,Ker(φ)

)
можно рассмат-

ривать как левый модуль над кольцом R/(0, S) ∼= D. Тогда
(
0,Ker(φ)

)
—по-

лупростой левый R-модуль. Непосредственная проверка показывает, что N —
точный правый T -модуль. Пусть (d, s)—произвольный элемент кольца R, не
лежащий в (0, N). В этом случае либо d �= 0, либо s /∈ N . Поскольку в кольце
CFMN(D) имеет место равенство D ∩ S = 0, то d + φ(s) �= 0. Тогда найдётся

такой ненулевой элемент (0, n) ∈ (0, N), что (0, n)(d, s) =
(
0, n

(
d + φ(s)

)) �= 0.
Таким образом, левый идеал N является существенным в RR и, следователь-
но, Soc(RR) = N . Поскольку R/(0, N), очевидно, не является полупростым, по
теореме 2.3 Loewy(RR) = 3.

Открытый вопрос 1 [20]. Пусть R — полуартиново справа кольцо и
Loewy(RR) = n < ∞. Какие значения может принимать левая длина Лёви
кольца R?

В [18] для произвольного натурального числа n построен пример полуарти-
нова справа и слева кольца, у которого Loewy(RR) = n и Loewy(RR) = 2n− 1.

В [41] Ософская показала, что для каждых двух бесконечных ординалов α
и β существует такое совершенное кольцо, что его левая длина Лёви равна
α+ 1, а правая длина Лёви равна β + 1.
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Лемма 2.5. Для идеала J полуартинова слева кольца R следующие условия
равносильны:

1) J —примитивный слева идеал;
2) J —примитивный справа идеал.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Поскольку кольцо R/J
является первичным, то из леммы 2.1 следует, что Soc

(
(R/J)R

) �= 0. Пусть M —
минимальный правый идеал кольца R/J . Из первичности кольца R/J следует
равенство AnnR/J(M) = 0, и следовательно, J —примитивный справа идеал.

Импликация 2) =⇒ 1) доказывается аналогично.

Лемма 2.6. Пусть M —ненулевой правый модуль над полуартиновым слева
кольцом R. Тогда существует такой примитивный идеал P в кольце R, что
MP �= M .

Доказательство. Пусть A = Ann(M) и T — такой левый идеал кольца R,
что T/A—минимальный левый идеал кольца R/A. Если P —левый аннулятор
левого R-модуля T/A, то MPT ⊂MA = 0 �= MT .

Теорема 2.7 [21]. Если каждая возрастающая цепь примитивных идеалов
полуартинова слева кольца R стабилизируется, то R—правое Max-кольцо.

Доказательство. Пусть M —ненулевой правый R-модуль. По лемме 2.6 су-
ществует такой примитивный идеал P кольца R, что P —максимальный при-
митивный идеал со свойством MP �= M . Пусть S/P = Soc

(
(R/P )R

)
. Если

MS �= M , то по лемме 2.6 существует такой примитивный идеал Q/S кольца
R/S, что (M/MS)(Q/S) �= M/MS. Тогда Q—примитивный идеал кольца R,
для которого имеет место неравенство MQ �= M . Так как Q строго содер-
жит идеал P , то получаем противоречие с максимальностью P . Таким образом,
MS = M и M/MP = MS/MP = (M/MP )(S/P ). Таким образом, M/MP —
ненулевой полупростой модуль, и следовательно, модуль M содержит макси-
мальный подмодуль.

В [21] было выдвинуто предположение, что в полуартиновых слева правых
Max-кольцах выполнено условие предыдущей теоремы. Там же было показано,
что существует регулярное полуартиново справа и слева кольцо, которое не
является правым Max-кольцом.

3. Кольца, над которыми каждый модуль
слабо регулярен

Лемма 3.1. Следующие условия для циклического правого R-модуля M рав-
носильны:

1) M полупрост;
2) в M никакой максимальный подмодуль не является существенным.
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Доказательство. Импликация 1) =⇒ 2) следует из того, что в M каждый
подмодуль— прямое слагаемое.

Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Пусть N —произвольный подмодуль M .
В силу леммы Цорна в модуле M мы можем выбрать максимальный подмо-
дуль T с условием T ∩ N = 0. Тогда T ⊕ N является существенным в M .
Допустим, что T ⊕ N �= M . По лемме Цорна в любом ненулевом циклическом
модуле существует максимальный подмодуль, следовательно, в модуле M най-
дётся такой максимальный подмодуль M0, что T ⊕ N ⊂ M0 ⊂ M . Очевидно,
M0 является существенным подмодулем в M , что противоречит нашему исход-
ному предположению. Таким образом, каждый подмодуль модуля M выделяется
в M в виде прямого слагаемого, и следовательно, M является полупростым.

Лемма 3.2. Пусть M —правый R-модуль, N —ненулевой подмодуль моду-
ля M , который содержится в J(M), и N0 —максимальный подмодуль модуля N .
Если модуль M ⊕ (N/N0) слабо регулярен, то N0 —прямое слагаемое в N .

Доказательство. Пусть φ— естественный гомоморфизм модуля N на мо-
дуль N/N0. Поскольку модуль M ⊕ (N/N0) слабо регулярен, то для некоторого
ненулевого элемента n ∈ N и подмодуля T имеет место равенствоM⊕(N/N0) =
=

(
n, φ(n)

)
R ⊕ T . Пусть π—проекция модуля M ⊕ (N/N0) на первое прямое

слагаемое. Тогда M = nR+π(T ) = π(T ). Если Kerπ|T �= 0, то T = M⊕ (N/N0),
что невозможно. Таким образом, M ⊕ (N/N0) = T ⊕ (N/N0), и следователь-
но, J(M) = J

(
M ⊕ (N/N0)

)
= J

(
T ⊕ (N/N0)

)
= J(T ). Тогда nR ∩ Kerφ = 0.

С другой стороны, nR+ Kerφ = N , и следовательно, N = nR⊕N0.

Лемма 3.3. Если в категории σ(M) каждый модуль является слабо регуляр-
ным, то радикал Джекобсона каждого модуля из σ(M) является полупростым.

Доказательство. Пусть N ∈ σ(M). Из леммы 3.1 следует, что в каждом
циклическом подмодуле модуля J(N) каждый максимальный подмодуль выде-
ляется в виде прямого слагаемого. Тогда из леммы 3.2 следует, что в J(N) каж-
дый циклический подмодуль является полупростым, и следовательно, J(N)—
полупростой модуль.

Лемма 3.4. Если в категории σ(M) прямая сумма двух равномерных моду-
лей является CS-модулем, то каждый равномерный модуль в категории σ(M)
имеет длину не большую двух.

Доказательство. Пусть N ∈ σ(M)—M -инъективный непростой равномер-
ный модуль. Сначала покажем, что J(N) �= 0. Для этого, очевидно, достаточно
показать, что модуль N содержит не более одного максимального подмоду-
ля. Допустим противное. Тогда в N найдутся два различных максимальных
подмодуля N1 и N2. Пусть φ : N1 → N2 —мономорфизм. Поскольку N —рав-
номерный квазиинъективный модуль, то φ продолжается до автоморфизма N ,
следовательно, φ—изоморфизм. Таким образом, каждый мономорфизм всяко-
го максимального подмодуля модуля N является автоморфизмом, и, поскольку



Подмодули и прямые слагаемые 15

N1 и N2 —равномерные модули, End(N1) и End(N2)—локальные кольца. По-
кажем, что Nj —Ni-инъективен, где i, j ∈ {1, 2}. Пусть N0 —подмодуль Ni и
f : N0 → Nj —некоторый гомоморфизм. Рассмотрим в модуле Ni ⊕ Nj подмо-
дуль S = {n − f(n) | n ∈ N0}. Согласно условию для некоторого существен-
ного расширения T подмодуля S имеет место равенство Ni ⊕ Nj = T ⊕H, где
H —некоторый подмодуль модуля Ni ⊕ Nj . Непосредственно проверяется, что
T ∩ Nj = 0. Поскольку модуль T неразложим, то из теоремы Крулля—Шмид-
та—Адзумая следует, что либо Ni ⊕ Nj = T ⊕ Ni, либо Ni ⊕ Nj = T ⊕ Nj .
Допустим, что Ni ⊕ Nj = T ⊕ Ni и π : T ⊕ Ni → Ni —проекция. Тогда π|Nj

—
мономорфизм и, следовательно, изоморфизм. Таким образом, Ni ⊕Nj = T ⊕Nj .
Пусть π′ : T ⊕ Nj → Nj —проекция. Непосредственная проверка показывает,
что π′|N0 = φ. Следовательно, Nj Ni-инъективен. Тогда N1 N -инъективен, и,
поскольку N = N1 +N2, N1 —прямое слагаемое в N , что невозможно.

Допустим, что J(N) не является простым. Тогда найдётся такой элемент
n ∈ J(N), что модуль nR содержит ненулевой максимальный подмодуль N0.
Пусть n̄ = n + N0. Поскольку модуль N квазиинъективен, то End(N)—ло-
кальное кольцо. Рассмотрим модуль N ⊕ n̄R. Поскольку N ⊕ n̄R является
CS-модулем и (n − n̄)R ∩ N �= 0, то из теоремы Крулля—Шмидта—Адзумая
следует, что N ⊕ n̄R = U ⊕ n̄R, где U — существенное расширение (n − n̄)R.
Пусть π : U ⊕ n̄R → n̄R—проекция. Тогда π(n) = n̄ и π

(
J(N)

)
= 0. Так как

n ∈ J(N), то получаем противоречие.

Теорема 3.5 [4]. Для произвольного правого R-модуля M следующие усло-
вия равносильны:

1) в категории σ(M) каждый модуль является слабо регулярным;
2) в категории σ(M) каждый модуль либо является полупростым, либо со-

держит в себе ненулевой M -инъективный подмодуль.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Рассмотрим произволь-
ный модуль N из категории σ(M). Если он не является полупростым, то ввиду
леммы 3.3 имеем N �⊂ J

(
EM (N)

)
. Тогда из слабой регулярности модуля EM (N)

следует, что модуль N содержит в себе ненулевой M -инъективный подмодуль.
Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Пусть N —произвольный модуль из кате-

гории σ(M). Если подмодуль N0 модуля N не содержится в J(M), то согласно
нашему предположению он содержит в себе либо ненулевой M -инъективный
подмодуль, либо малый простой подмодуль. Таким образом, в любом случае
подмодуль N0 будет содержать в себе ненулевое прямое слагаемое модуля N .

Следствие 3.6. Если в категории σ(M) каждый модуль является слабо ре-
гулярным, то каждый неразложимый модуль из σ(M) является либо простым,
либо инъективным локальным длины два.

Доказательство. Пусть N ∈ σ(M)—неразложимый модуль. Если N ⊂
⊂ J

(
EM (N)

)
, то из леммы 3.3 следует, что N —простой модуль. Если
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N � J
(
EM (N)

)
, то N —циклический инъективный неразложимый модуль. То-

гда N —локальный равномерный модуль, и по лемме 3.3 J(N) является простым
модулем.

Следствие 3.7. Пусть в категории σ(M) каждый модуль является слабо ре-
гулярным. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Каждый ненулевой модуль из σ(M) содержит максимальный подмодуль.
2. Если N ∈ σ(M), то J(N) 
 N .

Доказательство. Докажем утверждение 1. Пусть N ∈ σ(M)—ненулевой
модуль. Если J(N) = N , то по лемме 3.3 N —полупростой модуль, и следова-
тельно, N = J(N) = 0. Полученное противоречие показывает, что модуль N
содержит максимальный подмодуль. Таким образом, каждый ненулевой модуль
из σ(M) содержит максимальный подмодуль и для каждого N ∈ σ(M) имеем
J(N) 
 N .

Утверждение 2 непосредственно следует из утверждения 1.

Лемма 3.8. Пусть M — слабо регулярный правый R-модуль и N — такой
подмодуль модуля M , что

(
N + J(M)

)
/J(M)—простой подмодуль модуля

M/J(M). Тогда модуль N содержит такое локальное прямое слагаемое mR
модуля M , что

(
N + J(M)

)
/J(M) =

(
m+ J(M)

)
R.

Доказательство. Пусть n— такой элемент подмодуля N , что(
N + J(M)

)
/J(M) =

(
n+ J(M)

)
R.

Из слабой регулярности модуля M следует существования такого циклического
подмодуля mR, что mR �⊂ J(M), mR ⊂ nR и mR—прямое слагаемое моду-
ля M . Тогда(

N + J(M)
)
/J(M) =

(
m+ J(M)

)
R ∼= mR/(J(M) ∩mR) ∼= mR/J(mR)

и модуль mR локален.

Лемма 3.9. Если M —полуартинов модуль и в категории σ(M) каждый
модуль является слабо регулярным, то каждый неполупростой модуль N из
σ(M) будет содержать инъективный локальный подмодуль длины не больше
двух.

Доказательство. Поскольку N является неполупростым, то из теоремы 3.5
следует, что он будет содержать ненулевой инъективный подмодуль N0. Так
как M —полуартинов модуль, то по [24, 3.12] подмодуль N0 также является
полуартиновым, и следовательно, N0/J(N0) будет содержать простой подмодуль.
Тогда из следствия 3.6 и леммы 3.8 следует, что модуль N0 будет содержать
прямое слагаемое, которое является инъективным и локальным и имеет длину
не больше двух.

Теорема 3.10 [37]. Пусть M —правый R-модуль. Тогда следующие условия
равносильны:
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1) в категории σ(M) каждый модуль является модулем со свойством подъёма;
2) в категории σ(M) каждый модуль является CS-модулем;
3) M —полулокальный модуль и каждый модуль в σ(M) является слабо ре-

гулярным;
4) M —локально нётеров и каждый модуль в σ(M) является слабо регуляр-

ным;
5) в категории σ(M) каждый модуль является прямой суммой локальных

модулей длины не больше двух.

Доказательство. Импликация 1) =⇒ 3) проверяется непосредственно.
Докажем импликацию 2) =⇒ 5). Из леммы 3.4 и следствия 1.9 следует, что

каждый модуль в σ(M)—прямая сумма локальных модулей длины не боль-
ше двух, причём в категории σ(M) каждый локальный модуль длины два яв-
ляется M -инъективным. Ясно, что M локально нётеров. Тогда из [49, 27.3]
непосредственно следует, что каждый модуль из σ(M) является прямой суммой
локальных модулей длины не больше двух.

Докажем импликацию 5) =⇒ 2). Непосредственно проверяется, что мо-
дуль M локально нётеров и каждый локальный модуль длины два в катего-
рии σ(M) является M -инъективным. Пусть N ∈ σ(M) и N0 —подмодуль N .
Тогда N0 = N1 ⊕ N2, где N1 —полупростой модуль, не содержащий ненулевых
M -инъективных подмодулей, и N2 —M -инъективный модуль. Модуль N имеет
вид N = H1 ⊕H2 ⊕N2, где H1 —полупростой подмодуль, не содержащий нену-
левых M -инъективных подмодулей, а H2 —M -инъективный подмодуль. Пусть
π : H1 ⊕H2 ⊕ N2 → H1 —проекция, N1 = Ker(π|N1) ⊕ S и H1 = Im(π|N1) ⊕ T ,
где S и T —подмодули модуля N . Тогда H1 ⊕ H2 ⊕ N2 = S ⊕ T ⊕ H2 ⊕ N2.
Поскольку модуль H2 ⊕N2 является M -инъективным и Ker(π|N1) ∩N2 = 0, то
H2 ⊕ N2 = E1 ⊕ E2 ⊕ N2, где E1 и E2 —подмодули модуля N , причём E1 —
существенное расширение модуля Ker(π|N1). Тогда

N = S ⊕ T ⊕ E1 ⊕E2 ⊕N2, N0 = S ⊕ Ker(π|N1) ⊕N2

и S ⊕ E1 ⊕N2 — существенное расширение N0.
Убедимся в справедливости импликации 3) =⇒ 4). Покажем, что модуль M

является локально нётеровым. Пусть N —конечно порождённый подмодуль мо-
дуля M . Ясно, что модуль N/

(
N ∩J(M)

)
является полупростым модулем конеч-

ной длины. Используя индукцию по длине модуля N/
(
N ∩J(M)

)
, покажем, что

N —модуль конечной длины. Если Loewy
(
N/

(
N ∩ J(M)

))
= 1, то из лем-

мы 3.8 следует существование такого локального подмодуля N0 модуля N ,
что

(
N0 + J(M)

)
/J(M) ∼= (

N + J(M)
)
/J(M) и M = N0 ⊕ L, где L—под-

модуль M . Тогда N = N0 ⊕ (N ∩ L), где N ∩ L ⊂ J(M) и J(M) ⊂ Soc(M)
по лемме 3.3. Поскольку N ∩ L—конечно порождённый полупростой модуль,
а по следствию 3.6 N0 —локальный модуль конечной длины, то N —модуль
конечной длины. Пусть наше утверждение доказано для конечно порождённых

подмодулей S модуля M , у которых Loewy
(
S/

(
S ∩ J(M)

))
< n и N —конечно
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порождённый подмодуль модуля M , у которого Loewy
(
N/

(
N ∩ J(M)

))
= n.

Выберем в модуле N такой подмодуль N0, что N0/
(
N0 ∩ J(M)

)
—простой мо-

дуль. Из леммы 3.8 следует существование такого локального подмодуля mR
модуля N0, что M = mR⊕L, где L—подмодуль вM . Тогда N = mR⊕(N ∩L) и
Loewy

(
N/

(
N ∩J(M)

))
= 1+Loewy

(
(N ∩L)/

(
(N ∩L)∩J(M)

))
. Модули mR и

N ∩ L в силу предположения индукции имеют конечную длину, следовательно,
модуль N также имеет конечную длину. Таким образом, модуль M является
локально нётеровым.

Докажем импликацию 4) =⇒ 5). Покажем, что каждый модуль в категории
σ(M) полуартинов. Для этого согласно [24, 3.12] достаточно показать полуарти-
новость M . Пусть M/N —фактор-модуль модуля M и N0 —ненулевой конечно
порождённый подмодуль в M/N . Тогда N0 —нётеров модуль и по [14, утвер-
ждение 10.14] N0 = N1 ⊕ . . .⊕Nk, где для каждого i модуль Ni неразложим. По
следствию 3.6 Soc(N0) �= 0. Таким образом, каждый фактор-модуль модуля M
имеет ненулевой цоколь, что и доказывает полуартиновость модуля M .

Пусть N —неполупростой модуль из σ(M). Обозначим через A множество
всех подмодулей N , которые являются локальными и инъективными длины
не больше двух. Из леммы Цорна следует, что мы можем выбрать мак-
симальное подмножество A0 множества A со свойством

∑
U∈A0

U =
⊕

U∈A0

U .

Пусть N0 =
⊕

U∈A0

U . Поскольку по предположению M локально нётеров, то

из [49, 27.3] следует равенство N = N0 ⊕L, где L—подмодуль модуля N . Если
L—неполупростой модуль, то по лемме 3.9 L содержит инъективный локаль-
ный подмодуль длины не больше двух. А это противоречит выбору модуля N0.
Таким образом, каждый модуль из категории σ(M) является прямой суммой
локальных модулей длины не больше двух.

Докажем импликацию 5) =⇒ 1). Пусть N —ненулевой модуль из σ(M) и
N0 — его подмодуль. Непосредственно проверяется, что каждый локальный мо-
дуль длины два в категории σ(M) является M -инъективным. Пусть N0 =
= N1 ⊕ N2, где N1 —полупростой модуль и N2 —прямая сумма локальных
модулей длины два. Тогда из [49, 27.3] следует, что N = N2⊕S. Модуль N0∩S
является полупростым. Допустим, что S = S1⊕S2, где S1 —полупростой модуль
и S2 —прямая сумма локальных модулей длины два, и π—проекция модуля S на
первое прямое слагаемое. Если N0∩S = T⊕Ker(π|N0∩S), то Ker(π|N0∩S) ⊂ J(S)
и S1 = π(T )⊕ T0. Тогда, как легко убедиться, S = π(T )⊕ T0 ⊕S2 = T ⊕ T0 ⊕S2

и N0 ∩ (T0 ⊕S2) ⊂ J(S2). Таким образом, N = N2 ⊕ T ⊕ T0 ⊕S2, N2 ⊕ T ⊂ N0 и
по следствию 3.7 N0 ∩ (T0 ⊕ S2) 
 N . Следовательно, подмодуль N0 лежит над
прямым слагаемым.

Следствие 3.11 [48]. Для кольца R равносильны следующие условия:

1) над кольцом R каждый правый модуль является модулем со свойством
подъёма;

2) над кольцом R каждый правый модуль является CS-модулем;
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3) R—полусовершенное обобщённое правое SV-кольцо;
4) R—артиново полуцепное кольцо и J2(R) = 0;
5) R—полулокальное обобщённое правое SV-кольцо.

Теорема 3.12 [5]. Для кольца R следующие условия равносильны:
1) R—обобщённое SV-кольцо;
2) R/ I(R)—артиново полуцепное и J2

(
R/ I(R)

)
= 0;

3) каждый правый модуль над кольцом R/ I(R) является модулем со свой-
ством подъёма.

Открытый вопрос 2. ПустьM —правый R-модуль и в категории σ(M) каж-
дый модуль слабо регулярен. Верно ли, что в этом случае модуль M является
полуартиновым?

Частным случаем предыдущей проблемы является следующий открытый во-
прос.

Открытый вопрос 3 [25]. ПустьM —правый R-модуль и в категории σ(M)
каждый ненулевой модуль содержит ненулевойM -инъективный подмодуль. Вер-
но ли, что в этом случае модуль M является полуартиновым?

Пусть C—локально конечно порождённая категория Гротендика. Хорошо
известно [45, утверждение 6.7], что каждый объект в C инъективен тогда и
только тогда, когда каждый объект в C полупрост. В [25] была поставлена
следующая проблема.

Открытый вопрос 4 [25]. Изучить локально конечно порождённые кате-
гории Гротендика, в которых каждый ненулевой объект содержит ненулевой
инъективный подобъект.

4. SV-кольца и их характеризации

Теорема 4.1 [17]. Пусть R—полуартиново справа кольцо. Если для каждого
ординального числа α фактор-кольцо R/

(
Socα(RR)

)
является полупервичным,

то R—регулярное кольцо.

Доказательство. Используя трансфинитную индукцию, покажем, что для
каждого ординального числа α идеал Socα(RR) является регулярным. Если
α = 0, то утверждение очевидно. Допустим, что для каждого β < α идеал
Socα(RR) регулярен. Если β—предельное ординальное число, то регулярность
идеала Socβ(RR) проверяется непосредственно. Пусть α = γ + 1. По лемме 2.2
Socα(RR)/Socγ(RR)—регулярный идеал. Идеал Socγ(RR) регулярен по пред-
положению индукции. Тогда регулярность идеала Socα(RR) следует из [29, лем-
ма 1.3].

Следствие 4.2. Каждое правое SV-кольцо является регулярным кольцом.

Пример 4.3 [17]. Существует полуартиново регулярное кольцо R, которое
не является ни правым, ни левым V-кольцом.
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Доказательство. Пусть P —некоторое поле. Рассмотрим в кольце CFMN(P )
подкольцо R вида PE +N , где E— единичная матрица,

N = {A ∈ CFMN(P ) | Aij = 0 для почти всех пар (i, j) ∈ N × N}.
Непосредственно проверяется, что R—регулярное кольцо. Рассмотрим абелеву
группу M = PN, элементы которой можно считать бесконечными строками.
Ясно, что абелева группа M имеет естественную структуру правого R-модуля.
Непосредственная проверка показывает, что

M0 = {(pi)∞i=1 ∈M | pi = 0 для почти всех i ∈ N}—
простой существенный подмодуль правого R-модуля M , и следовательно, M0 не
является инъективным модулем. Таким образом, кольцо R не является правым
V-кольцом. Аналогично можно показать, что R не является левым V-кольцом.

Лемма 4.4. Пусть e—ненулевой идемпотент кольца R и M —правый R-мо-
дуль. Справедливы следующие утверждения.

1. Если N —подмодуль модуля M , то имеет место изоморфизм правых
eRe-модулей (M/N)e ∼= Me/Ne.

2. Если (Mα)α∈A — семейство подмодулей модуля M , то

⋂
α∈A

(Mαe) =
( ⋂

α∈A

Mα

)
e,

∑
α∈A

(Mαe) =
( ∑

α∈A

Mα

)
e.

3. Если M =
⊕

α∈A

Mα, то Me =
⊕

α∈A

(Mαe).

4. Правило ϕ(N) = Ne определяет сюръективный гомоморфизм решёток
ϕ : Lat(MR) → Lat(MeeRe).

5. Если R-модуль M полупрост, то и eRe-модуль Me полупрост.

Следующая лемма непосредственно следует из [12, 11.35].

Лемма 4.5. Пусть P —правый R-модуль и кольцо S = EndR(P ) регулярно.
Тогда из инъективности правого R-модуля M следует инъективность правого
S-модуля HomR(P,M).

Следствие 4.6. Если e—ненулевой идемпотент кольца R и eRe—регуляр-
ное кольцо, то из инъективности правого R-модуля M следует инъективность
правого eRe-модуля Me.

Доказательство. Поскольку eRe ∼= HomR(eR, eR), то утверждение следует
из предыдущей леммы и eRe-изоморфизма HomR(eR,M) ∼= Me.

Лемма 4.7. Если e—ненулевой идемпотент кольца R, eRe—регулярное
кольцо и R—обобщённое правое SV-кольцо, то eRe—обобщённое правое
SV-кольцо.
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Доказательство. Предположим противное. Тогда из теоремы 3.5 следует,
что над кольцом eRe найдётся неполупростой правый модуль N , который не
содержит ненулевых инъективных подмодулей. Рассмотрим правый R-модуль
M = N ⊗eRe eR. Ясно, что Me ∼= N .

Определим в модуле M по трансфинитной индукции для каждого ординаль-
ного числа α подмодуль Mα следующим образом. При α = 0 положим Mα = 0.
Если α = β + 1, то Mβ+1/Mβ — сумма всех инъективных подмодулей моду-
ля M/Mβ . Когда α—предельное ординальное число, положим Mα =

⋃
β<α

Mβ .

Обозначим через M0 объединение всех таких модулей. Покажем с помощью
трансфинитной индукции, что для каждого ординального числа α имеет место
равенство Mαe = 0. Если α = 0, то утверждение тривиально. Пусть α—неко-
торое ординальное число и Mβe = 0 для каждого β < α. Если α—предельное
ординальное число, то равенство Mαe = 0 тривиально. Предположим, что α—
непредельное ординальное число и α = α0 + 1. По предположению индукции
Mα0e = 0. По лемме 4.4

(Mα/Mα0)e ∼= (Mαe)/(Mα0e) ∼= Mαe.

Если Mαe �= 0, то в модуле Mα/Mα0 найдётся инъективный подмодуль L, для
которого имеет место неравенство Le �= 0. Поскольку по следствию 4.6 Le—
инъективный eRe-модуль, то Mαe и, следовательно, Me будут содержать в себе
ненулевые инъективные подмодули, что противоречит исходному предположе-
нию. Таким образом, для каждого ординального числа α имеет место равенство
Mαe = 0, и следовательно, M0e = 0.

Поскольку M/M0 не содержит инъективных подмодулей, то из теоремы 3.5
следует, что модуль M/M0 полупрост. Тогда по лемме 4.4 (M/M0)e—полупро-
стой модуль, и следовательно, поскольку (M/M0)e ∼= Me, модуль Me также
является полупростым, что противоречит выбору модуля N .

Лемма 4.8 [5]. Пусть R—кольцо. Справедливы следующие утверждения.

1. Для каждого ординального числа α всякий инъективный простой правый
R/SIα(R)-модуль M —инъективный правый R-модуль.

2. R—правое SV-кольцо в точности тогда, когда R = SI(R).

Теорема 4.9 [4,5]. Для кольца R равносильны следующие условия:

1) R—правое SV-кольцо;
2) R—регулярное кольцо и каждый правый R-модуль является слабо регу-

лярным.

Доказательство. Импликация 1) =⇒ 2) проверяется непосредственно.
Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Пусть R—регулярное кольцо, над кото-

рым каждый правый модуль слабо регулярен. Предположим, что R �= SI(R),
и обозначим через S кольцо R/SI(R). Из леммы 4.7 следует, что модуль SS

не содержит простых инъективных S-подмодулей и, в частности, не является
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полупростым. Поскольку над кольцом S каждый модуль является слабо регу-
лярным, то из теоремы 3.5 следует, что SS содержит ненулевой инъективный
подмодуль вида eS, где e—некоторый идемпотент в S. Так как S регулярно,
то по [49, 22.1] кольцо eSe также является регулярным и инъективным справа.
Тогда из леммы 4.7 следует, что eSe—обобщённое правое SV-кольцо. Посколь-
ку eS не содержит простых подмодулей, то регулярное кольцо eSe не содержит
примитивных идемпотентов, т. е. Soc(eSe) = 0. Тогда в кольце eSe мы можем
выделить бесконечное семейство ортогональных ненулевых идемпотентов вида

{eij}∞i,j=1. Для каждого i модуль
∞⊕

j=1

eijeSe является существенным подмодулем

в fieSe, где fi —некоторый идемпотент кольца eSe. Семейство правых идеалов
{fieSe}∞i=1 является, очевидно, независимым, и для некоторого идемпотента f

кольца eSe правый идеал
∞⊕

i=1

fieSe является существенным в feSe. Правый

идеал
∞⊕

i,j=1

eijeSe является существенным подмодулем в feSe, и правый eSe-мо-

дуль eSe/
( ∞⊕

i,j=1

eijeSe⊕ (e− f)eSe
)
содержит подмодуль, изоморфный модулю

∞⊕
i=1

(
fieSe/

( ∞⊕
j=1

eijeSe
))

. Тогда модуль eSe/
( ∞⊕

i,j=1

eijeSe⊕ (e−f)eSe
)
не явля-

ется полупростым и, следовательно, согласно теореме 3.5 содержит ненулевой
инъективный подмодуль, что противоречит лемме 1.3.

Следствие 4.10. Для полуартинова регулярного кольца R следующие усло-
вия равносильны:

1) R—правое SV-кольцо;
2) каждый правый R-модуль является слабо регулярным.

Теорема 4.11. Если R—обобщённое справа SV-кольцо, то R—полуартино-
во справа кольцо.

Доказательство. Пусть R—обобщённое SV-кольцо. Предположим, что
R �= L(R), и обозначим через S кольцо R/L(R), которое также является обоб-
щённым SV-кольцом. Ясно, что Soc(SS) = 0, и следовательно, по лемме 3.3
J(S) = 0. Поскольку модуль SS не является полупростым, то из теоремы 3.5
следует, что SS содержит ненулевой инъективный подмодуль вида eS, где e—
некоторый идемпотент кольца S. Согласно [49, 22.1] eSe является регулярным
кольцом. Тогда из леммы 4.7 и теоремы 4.9 следует, что eSe—правое SV-коль-
цо, следовательно, оно содержит некоторый примитивный идемпотент f . Модуль
feS является простым, что противоречит равенству Soc(SS) = 0.

Теорема 4.12. Для кольца R равносильны следующие условия:

1) R—правое SV-кольцо;
2) каждый ненулевой правый R-модуль содержит ненулевой инъективный

подмодуль.



Подмодули и прямые слагаемые 23

Доказательство. Импликация 1) =⇒ 2) проверяется непосредственно.
Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Непосредственно проверяется, что R—пра-

вое V-кольцо. Поскольку каждый правый R-модуль является слабо регулярным,
то из теоремы 4.11 следует, что кольцо R является полуартиновым справа.

Следствие 4.13. Для правого SV-кольца R равносильны следующие усло-
вия:

1) R—левое SV-кольцо;
2) каждый левый R-модуль слабо регулярен.

Следует отметить, что предыдущая теорема в коммутативном случае была
получена в [36]. Модульным аналогом предыдущей теоремы является следую-
щее утверждение.

Теорема 4.14 [25]. Для квазипроективного правого R-модуля P следующие
условия равносильны:

1) P —SV-модуль;
2) каждый ненулевой модуль в категории σ(P ) содержит ненулевой P -инъ-

ективный подмодуль;
3) каждый ненулевой циклический подфактор модуля P содержит ненулевой

P -инъективный подмодуль.

Модуль M называется QF-3′-модулем, если M копорождает свою инъектив-
ную оболочку E(M). Согласно [33] кольцо R называется правым c-QF-3-коль-
цом, где c—некоторое ненулевой кардинальное число, если R содержит точный
правый идеал, который является прямой суммой c попарно неизоморфных инъ-
ективных оболочек простых правых R-модулей. Имеет место следующая харак-
теризация полупервичных правых c-QF-3-колец.

Теорема 4.15 [15]. Для кольца R следующие условия равносильны:
1) для некоторого ненулевого кардинального числа c R—полупервичное пра-

вое c-QF-3-кольцо;
2) R—полупервичное кольцо, у которого цоколь существен справа и каждый

простой проективный правый R-модуль инъективен.

Теорема 4.16 [17]. Для кольца R следующие условия равносильны:
1) R—правое SV-кольцо;
2) каждое фактор-кольцо кольца R является полупервичным и правым

c-QF-3-кольцом для некоторого кардинального числа c.

Доказательство. Импликация 1) =⇒ 2) следует из теоремы 4.15 и из того
факта, что каждое фактор-кольцо правого SV-кольца является правым SV-коль-
цом.

Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Из теоремы 4.1 и теоремы 4.15 следует, что
R—полуартиново регулярное кольцо. Если R �= SI(R), то из теоремы 4.15 и
леммы 4.8 следует, что правый R-модуль R/SI(R) содержит инъективный про-
стой правый R-модуль, что, очевидно, невозможно. Таким образом, R = SI(R),
и по лемме 4.8 R—правое SV-кольцо.



24 А. Н. Абызов, А. А. Туганбаев

Теорема 4.17 [17]. Для кольца R следующие условия равносильны:

1) R—правое SV-кольцо, у которого каждый примитивный образ артинов;
2) R—правое и левое SV-кольцо;
3) R—регулярное полуартиново кольцо, у которого каждый примитивный

образ артинов;
4) R—полуартиново кольцо и для каждого ординального числа α <

< Loewy(RR) фактор Socα+1(R)/Socα(R) изоморфен как кольцо без
единицы прямой сумме полных матричных колец конечного порядка над
телами.

Следствие 4.18. Для правого SV-кольца R следующие условия равносиль-
ны:

1) R—левое SV-кольцо;
2) каждый левый R-модуль является слабо регулярным;
3) каждый примитивный образ кольца R артинов.

МодульM называется QFD-модулем, если каждый его фактор-модуль имеет
конечную размерность Голди.

Для произвольного модуля M определим по трансфинитной индукции для
каждого ординального числа α подмодуль Sα(M) следующим образом. При
α = 0 положим Sα(M) = 0. Если α = β + 1, то Sβ+1(M)/Sβ(M)— сумма
всех QFD-подмодулей модуля M/Sβ(M). Когда α—предельное ординальное
число, положим Sα(M) =

⋃
β<α

Sβ(M). Для некоторого ординального числа τ

имеют место равенства Sτ (M) = Sτ+1(M) и S1

(
M/Sτ (M)

)
= 0. Далее через

S(M) будем обозначать подмодуль Sτ (M). Наименьшее τ с таким свойством мы
будем называть QFD-длиной модуля M .

Следующая лемма проверяется непосредственно.

Лемма 4.19. Пусть M —модуль и α—ординал. Справедливы следующие
утверждения.

1. Подмодуль Sα(M) вполне инвариантен в M .

2. Если M =
n⊕

i=1

Mi, то Sα(M) =
n⊕

i=1

Sα(Mi).

Лемма 4.20. Пусть M —конечно порождённый CS-модуль, у которого для
каждого собственного подмодуля N фактор-модуль M/N содержит ненулевой
QFD-модуль. Тогда M является конечной прямой суммой равномерных подмо-
дулей.

Доказательство. По предположению M = S(M). Пусть τ —QFD-длина мо-
дуля M . Докажем лемму индукцией по τ . Если τ = 1, то M является конеч-
ной суммой QFD-подмодулей, и следовательно, M имеет конечную размерность
Голди. Поскольку модуль M —CS-модуль, он является конечной прямой суммой
равномерных подмодулей. Допустим, что наше утверждение доказано для всех
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ординалов, которые не превосходят τ . Предположим, что M имеет бесконечную
размерность Голди. Поскольку модуль M конечно порождён, τ —непредельный
ординал. Тогда M/Sτ−1(M) является конечной суммой QFD-подмодулей, и сле-
довательно, M имеет конечную размерность Голди. Пусть n—размерность Гол-
ди модуля M/Sτ−1(M) и m—некоторое натуральное число, превосходящее n.

Так как M —CS-модуль бесконечной размерности Голди, то M =
m⊕

i=1

Mi, где

для каждого i модуль Mi имеет бесконечную размерность Голди. По лемме 4.19

M/Sτ−1(M) =
( m⊕

i=1

Mi

) / ( m⊕
i=1

Sτ−1(Mi)
)

∼=
m⊕

i=1

Mi/Sτ−1(Mi).

Поскольку M/Sτ−1(M) имеет размерность Голди n, то для некоторого i име-
ет место равенство Mi = Sτ−1(Mi). Очевидно, что модуль Mi удовлетворяет
условию леммы. Тогда по предположению индукции Mi имеет конечную раз-
мерность Голди. Полученное противоречие показывает, что модуль M имеет
бесконечную размерность Голди и, следовательно, является конечной прямой
суммой равномерных подмодулей.

Из леммы 4.20 непосредственно вытекает следующее утверждение.

Следствие 4.21 [23]. Над полуартиновым кольцом каждый конечно поро-
ждённый CS-модуль имеет конечную размерность Голди.

Поскольку каждое полуартиново справа кольцо, которое имеет конечную
размерность Голди, является, очевидно, артиновым справа, то из следствия 4.21
получаем следующее утверждение.

Следствие 4.22 [17, следствие 4.6]. Каждое полуартиново справа самоинъ-
ективное справа регулярное кольцо является классически полупростым.

Модуль M называется квазинепрерывным, если каждый идемпотентный эн-
доморфизм любого подмодуля в M продолжается до эндоморфизма модуля M .
Ясно, что все инъективные модули квазинепрерывны и любое прямое слага-
емое квазинепрерывного модуля квазинепрерывно. Любой циклический Z-мо-
дуль квазинепрерывен, но прямая сумма Z⊕Z квазинепрерывных Z-модулей не
квазинепрерывна.

Теорема 4.23 [23]. Для кольца R следующие условия равносильны:
1) R—правое SV-кольцо;
2) R—полуартиново справа кольцо и каждый конечно порождённый правый

CS-модуль над кольцом R является инъективным;
3) R—полуартиново справа кольцо и каждый конечно порождённый правый

CS-модуль над кольцом R является квазинепрерывным;
4) R—полуартиново справа кольцо и каждый конечно порождённый непре-

рывный правый R-модуль является инъективным.

Доказательство. Импликации 2) =⇒ 4) =⇒ 1) и 2) =⇒ 3) проверяются
непосредственно.
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Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Пусть M —конечно порождённый правый
CS-модуль. Тогда согласно следствию 4.21 модуль M является прямой суммой
равномерных подмодулей, и следовательно, Soc(M) = M .

Убедимся в справедливости импликации 3) =⇒ 1). Пусть N —произвольный
простой правый R-модуль. Предположим, что E(N) �= N . Поскольку модуль
E(N) является полуартиновым, то для некоторого подмодуля L модуля E(N)
модуль L/N прост. Тогда очевидно, что L—локальный модуль длины два. Рас-
смотрим внешнюю прямую сумму модулей T = N ⊕ L. Непосредственно про-
веряется, что T —CS-модуль, и следовательно, согласно предположению T —
квазинепрерывный модуль. Поскольку (S, 0) ∼= (0, S), то (0, S)—прямое слагае-
мое T , что противоречит его малости в T . Полученное противоречие показывает,
что N = E(N).

Следуя [30], назовём кольцо R левым AI-кольцом, если в R каждый нену-
левой правый аннулятор содержит ненулевой идемпотент.

Лемма 4.24 [30]. Пусть R—кольцо, A, B, C —ненулевые правые R-модули,
C ′ = C(N) (или C ′ = CN) и u, v—эндоморфизмы модуля C ′, которые действуют
по следующим правилам:

u(x1, x2, . . . , xn, . . .) = (0, x1, x2, . . . , xn, . . .),
v(x1, x2, . . . , xn, . . .) = (x2, x3, . . . , xn, . . .).

Справедливы следующие утверждения.

1. Пусть f : B → C — гомоморфизм правых R-модулей и g : B → C ′ — такой
гомоморфизм, что g(x) = (f(x), 0, 0, . . . , 0, . . .). Рассмотрим эндоморфизм φ
модуля C ′ ⊕B ⊕A, заданный матрицей

u g 0
0 0 0
0 0 1A


 .

Тогда если существует ненулевая проекция π модуля C ′ ⊕ B ⊕ A, для
которой φπ = 0, то существует такая ненулевая проекция p модуля B, что
fp = 0.

2. Пусть f ′ : C → B— гомоморфизм правых R-модулей и g : C ′ → B— такой
гомоморфизм, что g′

(
(x1, x2, . . . , xn, . . .)

)
= f ′(x1). Рассмотрим эндомор-

физм φ′ модуля C ′ ⊕B ⊕A, заданный матрицей
v 0 0
g′ 0 0
0 0 1A


 .

Тогда если существует ненулевая проекция π′ модуля C ′ ⊕ B ⊕ A, для
которой π′φ′ = 0, то существует такая ненулевая проекция p′ модуля B,
что p′f ′ = 0.
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Доказательство. Докажем только утверждение 1, поскольку доказатель-
ство утверждения 2 проводится двойственно. Допустим, что гомоморфизм π
задан матрицей 

a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3


 .

Из равенства πφ = 0 для каждого i = 1, 2, 3 получаем ci = 0, uai + fbi = 0.
Так как vu = 1C′ и vf = 0, то для каждого i = 1, 2, 3 имеем ai = 0. Поскольку
π2 = π, то b22 = b2. Если b2 = 0, то π = π2 = 0, что невозможно. Таким образом,
b2 —ненулевая проекция модуля B и fb2 = 0.

Теорема 4.25 [30]. Для кольца R следующие условия равносильны:

1) R—правое SV-кольцо;
2) кольцо эндоморфизмов каждого правого R-модуля M является левым

AI-кольцом;
3) для каждого правого R-модуля M и для каждого ненулевого подмоду-

ля N модуля M существует такая ненулевая проекция p модуля M , что
p(M) ⊂ N ;

4) правый аннулятор каждого собственного главного левого идеала кольца
эндоморфизмов каждого инъективного правого R-модуля содержит нену-
левой идемпотент.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). ПустьM —правый R-мо-
дуль и S ⊂ EndR(M). Если r(S) �= 0, то Sf = 0 для некоторого ненулевого
элемента f ∈ EndR(M), следовательно,

⋂
s∈S

Ker(s) �= 0. Поскольку R—правое

SV-кольцо, то
⋂

s∈S

Ker(s) содержит инъективный простой подмодуль N , который

выделяется прямым слагаемым в M . Пусть π ∈ EndR(M)— такой идемпотент,
что π(M) = N . Тогда очевидно, что Sπ = 0.

Докажем импликацию 2) =⇒ 3). Пусть M —правый R-модуль и N — его
ненулевой подмодуль. В лемме 4.24 положим M = B, M/N = C, N = A,
f : M →M/N — естественный гомоморфизм. Рассмотрим гомоморфизм

ψ =


0 0 0

0 0 i
0 0 0


 ,

где i : N → M —вложение. Непосредственно проверяется, что ψ �= 0 и φψ = 0.
Из нашего предположения следует, что существует такая ненулевая проекция
π ∈ End(C ′ ⊕B ⊕A), что φπ = 0. Тогда из леммы 4.24 следует, что существует
ненулевая проекция модуля M , для которой fp = 0. Следовательно, p(M) ⊂ N .

Импликация 3) =⇒ 4) проверяется непосредственно.
Докажем импликацию 4) =⇒ 1). Пусть M —правый R-модуль и N — его

ненулевой подмодуль. Положим в лемме 4.24 B = A = M , C = E(M/N),
C ′ = CN, f : M → E(M/N)— естественный гомоморфизм. Модуль C ′ ⊕ B ⊕ A
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является инъективным, и Kerφ �= 0. Тогда по нашему предположению существу-
ет такая ненулевая проекция π, что φπ = 0. Из леммы 4.24 следует существо-
вание такой ненулевой проекции p, что fp = 0. Таким образом, p—ненулевая
проекция модуля E(M) и p

(
E(M)

) ⊂ N . Следовательно, подмодуль N моду-
ля M содержит ненулевой инъективный подмодуль, и импликация следует из
теоремы 4.12.

Теорема 4.26 [30]. Для кольца R следующие условия равносильны:

1) R—полупростое кольцо;
2) кольцо эндоморфизмов каждого правого R-модуля M является правым

AI-кольцом.

Пусть A—некоторая алгебра над полем K и An = A для каждого натураль-

ного n. Обозначим через A0 подалгебру алгебры R =
∞∏

n=1
An, которая имеет вид

A0 = K1R +
∞⊕

n=1
An.

Следующие два утверждения проверяются непосредственно.

Лемма 4.27. Для каждого ординала α � Loewy(A) имеет место равенство

Socα(A0) =
∞⊕

n=1

Socα(A).

Лемма 4.28. Если A—полуартинова справа алгебра, то A0 —полуартинова
справа алгебра и Loewy(A0) = Loewy(A) + 1.

Лемма 4.29. Если A—правое SV-кольцо, то A0 —правое SV-кольцо.

Доказательство. Пусть M —простой правый A0-модуль и E(M)— его инъ-

ективная оболочка. Непосредственно проверяется, что SocLoewy(A)(A0)=
∞⊕

n=1
An.

Для каждого натурального числа i через ei обозначим такой элемент кольца A0,
что ei(i) = 1 и ei(j) = 0, если i �= j.

Допустим, что M SocLoewy(A)(A0) = 0. Если E(M) SocLoewy(A)(A0) �= 0, то
для некоторого натурального числа i имеем E(M)ei �= 0. Тогда для некоторо-
го элемента m ∈ E(M) имеем M = meiR = meiRei = Mei = 0. Получен-
ное противоречие показывает, что E(M) SocLoewy(A)(A0) = 0. Следовательно,
модуль E(M) мы можем рассматривать как векторное пространство над K и
E(M) = M .

Допустим, что M SocLoewy(A)(A0) �= 0. Тогда для некоторого натурального
числа i имеем Mei �= 0 и M(1 − ei) = 0. Рассуждения, проведённые выше,
показывают, что E(M)(1− ei) = 0. Следовательно, E(M) является модулем над
кольцом A0/(1 − ei)A0

∼= A. Поскольку A—правое SV-кольцо, то M = E(M).
Таким образом, кольцо A0 является правым SV-кольцом.

Теорема 4.30. Для каждого ординального числа α существует такая полу-
артинова справа K-алгебра A, что Loewy(A) = α+ 1.
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Доказательство. Предположим противное. Тогда существует наименьшее
ординальное число α, для которого не существует полуартиновой K-алгебры
длины Лёви α + 1. Если α—непредельное ординальное число, то найдётся по-
луартинова K-алгебра длины Лёви α. Тогда из леммы 4.28 следует, что R0 —
полуартинова K-алгебра, у которой Loewy(R0) = α.

Предположим, что α—предельное ординальное число. Тогда для каждого
ординала β < α существует полуартинова алгебра Rβ длины Лёви β. Пусть R∗ —
подалгебра алгебры R =

∏
β<α

Rβ вида R∗ = K1R +
⊕

β<α

Rβ . Непосредственно

проверяется, что Socα(R∗) =
⊕

β<α

Rβ . Поскольку R∗/
⊕

β<α

Rβ
∼= K, то l(R∗) = α.

Из вышеизложенного выводим следующее утверждение.

Теорема 4.31 [25]. Для каждого ординального числа α существует такая
правая SV-алгебра A, что Loewy(A) = α+ 1.

Открытый вопрос 5 [17]. Описать правые R-модули M , у которых кольца
EndR(M) являются правыми SV-кольцами.

Открытый вопрос 6 [17]. Рассмотрим следующие два условия для произ-
вольного кольца R:

1) R—правое SV-кольцо;
2) над кольцом R каждый правый R-модуль M является QF-3′-модулем.

Несложно показать, что всегда верна импликация 1) =⇒ 2). Верно ли, что эти
два условия эквивалентны? Как показал Бачелла в [17], эти два условия экви-
валентны для колец, у которых каждый примитивный образ артинов.

Открытый вопрос 7. Описать кольца R, у которых кольца эндоморфизмов
всех правых R-модулей являются I0-кольцами.
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