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Аннотация

В работе построены две полугрупповые конструкции, которые с точностью до
изоморфизма описывают строение всех полугрупп эндоморфизмов 2-нильпотентных
бинарных отношений.

Abstract

Y. V. Zhuchok, Endomorphism semigroups of 2-nilpotent binary relations, Funda-
mentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 14 (2008), no. 6, pp. 75—83.

We define two constructions of semigroups, which up to isomorphism describe the
structure of all endomorphism semigroups of 2-nilpotent binary relations.

1. Введение

Полугруппы эндоморфизмов бинарных отношений изучались многими ав-
торами. Одним из первых результатов об эндоморфизмах бинарных отношений
является теорема Л. М. Глускина [2] об определяемости любого нетривиального
отношения квазипорядка своей полугруппой эндоморфизмов. Л. Б. Шнеперман
в [5] показал, что результат Глускина невозможно перенести на класс всех ре-
флексивных бинарных отношений, при этом им были найдены абстрактные ха-
рактеристики полугруппы всех эндоморфизмов квазиупорядоченного множества
и квазиупорядоченной полугруппы всех эндоморфизмов отношения квазипоряд-
ка. Далее в этом направлении было получено достаточно много результатов для
различных классов отношений, а также некоторые обобщения и аналоги ряда
классических результатов (cм., например, [6,8,9]).

Следует отметить, что особенное внимание уделялось изучению полугруппы
эндоморфизмов отношения частичного порядка и, в частности, полугруппы эндо-
морфизмов цепи. Так, для полугруппы эндоморфизмов конечной цепи А. Я. Ай-
зенштат [1] были найдены её образующие и соотношения, а Б. М. Шайном [10]
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получены условия, при которых элемент полугруппы эндоморфизмов произволь-
ной цепи раскладывается в произведение идемпотентов. Для полугрупп эн-
доморфизмов частичных порядков также изучались некоторые комбинаторные
свойства [7], условия регулярности [4] и другие алгебраические свойства.

Открытым при этом остаётся вопрос о строении c точностью до изомор-
физма полугрупп эндоморфизмов для многих содержательных типов бинарных
отношений. Для полугруппы эндоморфизмов произвольного отношения эквива-
лентности этот вопрос был решён в [3]. Основной целью этой работы является
описание с точностью до изоморфизма строения всех полугрупп эндоморфизмов
2-нильпотентных отношений.

2. Основные понятия

В этом разделе вводятся необходимые понятия. Показано, как эндоморфизм
бинарного отношения определяется через нижний или верхний конус.

2.1. Пусть �(X)— симметрическая полугруппа на множестве X. Эндомор-
физмом отношения ρ ⊆ X ×X называется преобразование f ∈ �(X), такое что
при любых a, b ∈ X из условия (a; b) ∈ ρ следует (af ; bf) ∈ ρ. Множество Eρ(X)
всех эндоморфизмов отношения ρ относительно обычной операции композиции
преобразований является полугруппой.

Нижним (верхним) конусом элемента u ∈ X реляционной системы (X, ρ),
где ρ ⊆ X ×X, называется множество

u� = {v ∈ X | (v;u) ∈ ρ} (
u� = {v ∈ X | (u; v) ∈ ρ}).

Эндоморфизмы бинарного отношения можно определить в терминах нижнего
или верхнего конуса.

Лемма. Пусть ρ ⊆ X × X —непустое отношение, f ∈ �(X). Следующие
условия эквивалентны:

1) f ∈ Eρ(X);

2) f(a�) ⊆ (
f(a)

)�
для всех a ∈ Dom ρ;

3) f(a�) ⊆ (
f(a)

)�
для всех a ∈ Im ρ.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Пусть b ∈ f(a�), где
a ∈ Dom ρ. Тогда существует такой элемент x ∈ a�, что f(x) = b. Так как
f ∈ Eρ(X), то из условия (a;x) ∈ ρ следует, что

(
f(a); f(x)

)
= (f(a); b) ∈ ρ,

т. е. b ∈ (
f(a)

)�
.

Докажем импликацию 2) =⇒ 3). Возьмём x ∈ f(b�), где b ∈ Im ρ. Тогда
найдётся такой элемент u ∈ b�, что f(u) = x. Из того, что (u; b) ∈ ρ, сле-
дует b ∈ u�. Так как f(b) ∈ f(u�) и u ∈ Dom ρ, то по условию 2) получаем

f(b) ∈ (
f(u)

)�
, откуда

(
f(u); f(b)

)
=

(
x; f(b)

) ∈ ρ. Следовательно, x ∈ (
f(b)

)�
.
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Докажем импликацию 3) =⇒ 1). Пусть (u; v) ∈ ρ, тогда u ∈ v�. Соглас-
но условию 3) f(v�) ⊆ (

f(v)
)�

, поэтому f(u) ∈ (
f(v)

)�
. Таким образом,(

f(u); f(v)
) ∈ ρ, т. е. f ∈ Eρ(X).

Лемма доказана.

2.2. Пусть BX —полугруппа всех бинарных отношений на множестве X, n—
натуральное число. Отношение ρ ∈ BX называется нильпотентным отношением
степени n (или n-нильпотентным отношением), если ρn = ∅ и не существует
натурального m < n с таким свойством.

Если n = 2, то условие 2-нильпотентности отношения ρ ∈ BX равносильно
тому, что Dom ρ ∩ Im ρ = ∅.

Множество Dom ρ ∪ Im ρ будем называть содержанием отношения ρ ∈ BX и
обозначать через c(ρ).

Если f : A → B—произвольное отображение, Y ⊆ A, то через f |Y будем
обозначать ограничение отображения f на подмножество Y , а через f∗ —отно-
шение

{(
a; f(a)

) | a ∈ A
}
.

3. Эндоморфизмы 2-нильпотентных отношений

В этом разделе описываются необходимые и достаточные условия, при ко-
торых произвольное преобразование множества, на котором определено нильпо-
тентное отношение второй степени, будет эндоморфизмом этого отношения.

3.1. Подмножество A ⊆ Dom ρ (B ⊆ Im ρ) назовём множеством связности
(косвязности) элемента u ∈ Dom ρ (v ∈ Im ρ), если

u ∈ A,
⋂
x∈A

x� �= ∅

(
v ∈ B,

⋂
x∈B

x� �= ∅

)
.

Обозначим через Qu (Q′
v) совокупность всех множеств связности (косвязно-

сти) элемента u ∈ Dom ρ (v ∈ Im ρ), и пусть

T = {f ∈ �(Dom ρ) | ∀x ∈ Dom ρ A ∈ Qx ⇒ f(A) ∈ Qf(x)}, λ ∈ T,

S′ = {g ∈ �(Im ρ) | ∀ y ∈ Im ρ A ∈ Q′
y ⇒ g(A) ∈ Q′

g(y)}, µ ∈ S′.

Если K = {k� | k ∈ Dom ρ} (K ′ = {k� | k ∈ Im ρ}), то для каждого x ∈ Im ρ
(соответственно a ∈ Dom ρ) положим

[x] = {y� ∈ K | x ∈ y�}, [x]∗ = {y ∈ Dom ρ | y� ∈ [x]}, Pλ(x) =
⋂

y∈λ([x]∗)

y�,

(
[a]′ = {b� ∈ K ′ | a ∈ b�}, [a]∗ = {b ∈ Im ρ | b� ∈ [a]′}, P ′

µ(a) =
⋂

b∈µ([a]∗)

b�
)
.

Обозначим через Mλ
x (M ′µ

a ), где x ∈ Im ρ (a ∈ Dom ρ), множество всех отоб-
ражений из одноэлементного множества {x} (соответственно {a}) в множество
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Pλ(x) (соответственно P ′
µ(a)), т. е.

Mλ
x = Map

({x};Pλ(x)) (
M ′µ
a = Map

({a};P ′
µ(a)

))
.

Пусть

Sλ = {f ∈ �(Im ρ) | ∀x ∈ Im ρ f |{x} ∈Mλ
x }, S =

⋃
η∈T

Sη,

T ′
µ = {g ∈ �(Dom ρ) | ∀ a ∈ Dom ρ g|{a} ∈M ′µ

a }, T ′ =
⋃
η∈S′

T ′
η.

Если f ∈ �(X) и ρ ⊆ X × X, то будем использовать (в этом разделе)
обозначения f |Dom ρ = ϕ, f |Im ρ = ψ.

3.2. Эндоморфизмы нильпотентных отношений второй степени, содержание
которых совпадает с множеством, на котором определено это отношение, опи-
сывает следующая лемма.

Лемма. Пусть ρ— 2-нильпотентное отношение на множестве X, такое что
c(ρ) = X. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) f ∈ Eρ(X);
2) ψ ∈ Sϕ, где ϕ ∈ T ;
3) ϕ ∈ T ′

ψ, где ψ ∈ S′.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Предположим, что ϕ /∈
/∈ �(Dom ρ). Тогда найдётся такой элемент x ∈ Dom ρ, что ϕ(x) /∈ Dom ρ и
при любом y ∈ x� из условия (x; y) ∈ ρ следует, что

(
f(x); f(y)

)
/∈ ρ, т. е.

f /∈ Eρ(X). Следовательно, ϕ ∈ �(Dom ρ).
Допустим, что ϕ /∈ T . Это означает, что существуют такие u ∈ Dom ρ и

A ∈ Qu, что ϕ(A) /∈ Qϕ(u). Отсюда получаем, что u ∈ A,
⋂
x∈A

x� �= ∅, при этом,
так как ϕ(u) ∈ ϕ(A),

⋂
y∈ϕ(A)

y� = ∅.

Пусть a ∈ ⋂
x∈A

x�. Так как f ∈ Eρ(X), то для всех t ∈ A из условия

(t; a) ∈ ρ следует, что
(
f(t); f(a)

)
=

(
ϕ(t);ψ(a)

) ∈ ρ, и значит, ψ(a) ∈ (
ϕ(t)

)�
при любом t ∈ A. Таким образом, ψ(a) ∈ ⋂

t∈A

(
ϕ(t)

)�
, или, что то же са-

мое, ψ(a) ∈ ⋂
v∈ϕ(A)

v� = ∅. Следовательно, начальное предположение неверно

и ϕ ∈ T . Покажем, что ψ ∈ Sϕ.
Понятно, что ψ ∈ �(Im ρ), в противном случае нашелся бы элемент x ∈ Im ρ,

такой что ψ(x) /∈ Im ρ, и тогда из условия (y;x) ∈ ρ при любом y ∈ x� следовало
бы, что

(
f(y); f(x)

)
=

(
ϕ(y);ψ(x)

)
/∈ ρ.

Предположим, что ψ /∈ Sϕ, т. е. существует элемент x ∈ Im ρ, для которого
ψ|{x} /∈Mϕ

x , и пусть ψ(x) = y. ПосколькуMϕ
x = Map

({x};Pϕ(x)
)
, то y /∈ Pϕ(x),

где Pϕ(x) =
⋂

z∈ϕ([x]∗)

z�.
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Очевидно, [x] �= ∅. Тогда для всех t ∈ [x]∗ имеем x ∈ t�, откуда (t;x) ∈ ρ.

Так как f —эндоморфизм, то
(
f(t); f(x)

)
= (ϕ(t); y) ∈ ρ, т. е. y ∈ (

ϕ(t)
)�

для

всех ϕ(t) ∈ ϕ([x]∗). Это означает, что y ∈ ⋂
ϕ(t)∈ϕ([x]∗)

(
ϕ(t)

)�
, или, что то же

самое, y ∈ Pϕ(x). Итак, ψ ∈ Sϕ.
Докажем импликацию 2) =⇒ 3). Предположим, что ϕ /∈ T ′

ψ. Тогда найдётся
элемент u ∈ Dom ρ, такой что ϕ|{u} /∈ M ′ψ

u . Отсюда следует, что v = ϕ(u) /∈
/∈ P ′

ψ(u). Если Dom ρ = P ′
ψ(u), то v /∈ Dom ρ, что противоречит условию ϕ ∈ T .

В случае когда Dom ρ �= P ′
ψ(u), из условия v /∈ P ′

ψ(u) получаем, что найдётся
элемент t ∈ ψ([u]∗), для которого v /∈ t�, откуда следует, что

t /∈ v�. (∗)
Так как t ∈ ψ([u]∗), то существует такой элемент a ∈ [u]∗, что ψ(a) = t.

Отсюда следует, что a� ∈ [u]′, u ∈ a�. Тогда (u; a) ∈ ρ, т. е. a ∈ u�.
Поскольку ψ ∈ Sϕ, то ψ(a) ∈ Pϕ(a). Учитывая, что u ∈ [a]∗, получаем

ϕ(u) ∈ ϕ([a]∗), следовательно, Pϕ(a) ⊆ ϕ(u)�. Тогда t ∈ v�, что противоречит
условию (∗).

Докажем импликацию 3) =⇒ 1). Пусть f ∈ �(X)— такое преобразование,

что ϕ ∈ T ′
ψ, где ψ ∈ S′. Покажем, что ϕ(t�) ⊆ (

ψ(t)
)�

для всех t ∈ Im ρ.
Возьмём произвольный элемент v ∈ ϕ(a�), где a ∈ Im ρ. Тогда найдётся элемент
u ∈ a�, такой что ϕ(u) = v.

Так как ϕ ∈ T ′
ψ, то ϕ|{u} ∈ M ′ψ

u , где M ′ψ
u = Map

({u};P ′
ψ(u)

)
. Очевид-

но, что [u]∗ �= ∅. Тогда для всех c ∈ [u]∗ имеем c� ∈ [u]′, откуда u ∈ c� и,
значит, u ∈ ⋂

c∈[u]∗
c�. Это означает, что [u]∗ является множеством косвязности

для любого своего элемента. Учитывая, что ψ ∈ S′, получаем, что ψ([u]∗) так-
же множество косвязности для каждого элемента из ψ([u]∗). Следовательно,
P ′
ψ(u) =

⋂
s∈ψ([u]∗)

s� �= ∅, и значит, множество M ′ψ
u непусто.

По построению множестваM ′ψ
u имеем v = ϕ(u) ∈ P ′

ψ(u). Из того, что u ∈ a�,
следует a ∈ [u]∗, тогда ψ(a) ∈ ψ([u]∗). Отсюда для всех u ∈ a� имеем, что⋂
s∈ψ([u]∗)

s� = P ′
ψ(u) ⊆ (

ψ(a)
)�

.

Таким образом, v ∈ (
ψ(a)

)�
, или, что то же самое, ϕ(a�) ⊆ (

ψ(a)
)�

. Отсюда
по лемме пункта 2.1 получаем, что f ∈ Eρ(X).

Лемма доказана.

3.3. Пусть α ⊆ X × X —произвольное отношение, f ∈ �(X). Положим
G = X \ c(α), f |G = η, M = Map(G;X)—множество всех отображений из
множества G в множество X.

Описание эндоморфизмов нильпотентных отношений второй степени, содер-
жание которых не совпадает с множеством, на котором определено это отноше-
ние, даёт следующая лемма.
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Лемма. Пусть ρ— 2-нильпотентное отношение на множестве X, такое что
c(ρ) �= X. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) f ∈ Eρ(X);
2) ψ ∈ Sϕ, где ϕ ∈ T , и η ∈M ;
3) ϕ ∈ T ′

ψ, где ψ ∈ S′, и η ∈M .

Доказательство данной леммы аналогично доказательству леммы пункта 3.2.

4. Полугруппы эндоморфизмов 2-нильпотентов

В этом разделе строятся две полугрупповые конструкции, каждая из которых
изоморфна полугруппе эндоморфизмов 2-нильпотентного отношения, в зависи-
мости от его содержания.

4.1. Пусть ρ ∈ BX — такое 2-нильпотентное отношение, что c(ρ) = X. Если
µ ∈ Sλ, где λ ∈ T (см. пункт 3.1), то определим преобразование fλ,µ ∈ �(X),
положив для всех x ∈ X

fλ,µ(x) =

{
λ(x), x ∈ Dom ρ,

µ(x), x ∈ Im ρ.

Имеет место следующая лемма.

Лемма.

1. Множество T является подполугруппой �(Dom ρ).
2. Множество S является подполугруппой �(Im ρ).

Доказательство.
1. Пусть λ, µ ∈ T . Очевидно, λµ ∈ �(Dom ρ). Тогда для всех u ∈ Dom ρ из

условия A ∈ Qu следует, что λ(A) ∈ Qλ(u) и µ(A) ∈ Qµ(u). Таким образом, при
любом v ∈ Dom ρ имеем

A ∈ Qv =⇒ λ(A) ∈ Qλ(u) =⇒ µ
(
λ(A)

) ∈ Qµ(λ(u)) =⇒ λµ(A) ∈ Qλµ(u).

Следовательно, λµ ∈ T .
2. Пусть ϕ,ψ ∈ S. Тогда ϕ ∈ Sλ, ψ ∈ Sµ для некоторых λ, µ ∈ T . Очевидно,

ϕψ ∈ �(Im ρ). Из леммы пункта 3.2 следует, что fλ,ϕ ∈ Eρ(X) и fµ,ψ ∈ Eρ(X).
Понятно, что fλ,ϕ · fµ,ψ ∈ Eρ(X). Отсюда по лемме пункта 3.2 получаем, что
fλ,ϕ · fµ,ψ|Im ρ ∈ Sfλ,ϕ·fµ,ψ|Dom ρ

. При этом fλ,ϕ · fµ,ψ|Dom ρ = λµ, fλ,ϕ · fµ,ψ|Im ρ =
= ϕψ. Таким образом, ϕψ ∈ S.

Лемма доказана.

4.2. Для каждого η ∈ T пусть Hη = {(η;µ) | µ ∈ Sη}, HT,S =
⋃
η∈T

Hη.
Понятно, что HT,S —подполугруппа прямого произведения T × S.

Теорема. Полугруппы Eρ(X), где ρ2 = ∅, c(ρ) = X, и HT,S являются изо-
морфными.
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Доказательство. Изоморфизм между полугруппами Eρ(X), где ρ2 = ∅,
c(ρ) = Xc, и HT,S устанавливает отображение

g : Eρ(X) → HT,S , f �→ (f |Dom ρ; f |Im ρ).

Действительно, для любого (η;µ) ∈ HT,S преобразование fη,µ ∈ �(X), опреде-
лённое как в пункте 4.1, будет по лемме пункта 3.2 эндоморфизмом отношения ρ,
для которого g(fη,µ) = (η;µ), поэтому g сюръективно. Инъективность отобра-
жения g очевидна.

Кроме того, для всех f1, f2 ∈ Eρ(X), пользуясь леммой пункта 3.2, имеем

g(f1f2) =
(
(f1f2)|Dom ρ; (f1f2)|Im ρ

)
= (f1|Dom ρf2|Dom ρ; f1|Im ρf2|Im ρ) =

= (f1|Dom ρ; f1|Im ρ)(f2|Dom ρ; f2|Im ρ) = g(f1)g(f2).

Теорема доказана.

4.3. Пусть {A,B}—произвольное разбиение множества X, T —подполу-
группа полугруппы BX (см. пункт 2.2), такая что T ⊆ BA и каждое отно-
шение из T функционально на множестве A, F = Fun(B;X)—множество всех
функциональных отношений на множествах B и X.

Определим на множестве P = T × F операцию по правилу

(ϕ1;ψ1)(ϕ2;ψ2) = (ϕ1 ◦ ϕ2;ψ1 ◦ ϕ2 ∪ ψ1 ◦ ψ2),

где ◦—операция композиции отношений на множестве X.
Поскольку для всех (ϕ1;ψ1), (ϕ2;ψ2), (ϕ3;ψ3) ∈ P имеем(
(ϕ1;ψ1)(ϕ2;ψ2)

)
(ϕ3;ψ3) = (ϕ1 ◦ ϕ2;ψ1 ◦ ϕ2 ∪ ψ1 ◦ ψ2)(ϕ3;ψ3) =

= (ϕ1 ◦ ϕ2 ◦ ϕ3;ψ1 ◦ ϕ2 ◦ ϕ3 ∪ ψ1 ◦ ψ2 ◦ ϕ3 ∪ ψ1 ◦ ϕ2 ◦ ψ3 ∪ ψ1 ◦ ψ2 ◦ ψ3) =
= (ϕ1 ◦ ϕ2 ◦ ϕ3;ψ1 ◦ ϕ2 ◦ ϕ3 ∪ ψ1 ◦ ψ2 ◦ ϕ3 ∪ ψ1 ◦ ψ2 ◦ ψ3) =

=
(
ϕ1 ◦ ϕ2 ◦ ϕ3;ψ1 ◦ (ϕ2 ◦ ϕ3) ∪ ψ1 ◦ (ψ2 ◦ ϕ3 ∪ ψ2 ◦ ψ3)

)
=

= (ϕ1;ψ1)
(
(ϕ2;ψ2)(ϕ3;ψ3)

)
,

то множество P является полугруппой относительно такой операции. Обозначим
полученную полугруппу через PA,B [T ].

Например, если α ⊆ iX , α �= iX , где iX = {(a; a) | a ∈ X}, то, положив
c(α) = A, B = X \ A, получим, что полугруппа Eα(X) изоморфна полугруппе
PA,B [�(A)].
4.4. Пусть ρ— 2-нильпотентное отношение на множестве X, такое что

c(ρ) �= X. Положим A = c(ρ), B = X \ c(ρ).
Описание строения полугруппы эндоморфизмов отношения ρ даёт следую-

щая теорема.

Теорема. Полугруппы Eρ(X), где ρ2 = ∅, c(ρ) �= X, и PA,B [Eρ(A)] являются
изоморфными.

Доказательство. Отображение

g : Eρ(X) → PA,B [Eρ(A)], f �→ (
(f |A)∗; (f |B)∗

)
,
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очевидно, задаёт инъекцию из полугруппы Eρ(X) в PA,B [Eρ(A)]. Более того,
для любого (α;β) ∈ PA,B [Eρ(A)] преобразование fα,β ∈ �(X), определённое по
правилу

fα,β(x) =

{
α(x), x ∈ A,

β(x), x ∈ B,

будет согласно леммам пунктов 3.2 и 3.3 эндоморфизмом отношения ρ, причём
таким, что g(fα,β) = (α;β). Таким образом, g—биекция.

Пусть η, θ ∈ Eρ(X). Если η(B) ⊆ A или η(B) ⊆ B, то (ηθ)|A = η|Aθ|A и либо

(η|B)∗(θ|A)∗ ∪ (η|B)∗(θ|B)∗ = (η|B)∗(θ|A)∗ = (ηθ|B)∗,

либо соответственно

(η|B)∗(θ|A)∗ ∪ (η|B)∗(θ|B)∗ = (η|B)∗(θ|B)∗ = (ηθ|B)∗.

В остальных случаях, т. е. когда существуют K,L ⊆ B, такие что {K,L}—
разбиение множества B и η(K) ⊆ A, θ(L) ⊆ B, получаем

(η|B)∗(θ|A)∗ ∪ (η|B)∗(θ|B)∗ = (η|K)∗(θ|η(K))∗ ∪ (η|L)∗(θ|η(L))∗ =
= (ηθ)∗|K ∪ (ηθ)∗|L = (ηθ)∗|K∪L = (ηθ|B)∗.

Отсюда следует, что для всех η, θ ∈ Eρ(X)

g(ηθ) =
(
(ηθ)∗|A; (ηθ)∗|B

)
=

(
(η|A)∗(θ|A)∗; (η|B)∗(θ|A)∗ ∪ (η|B)∗(θ|B)∗

)
=

=
(
(η|A)∗; (η|B)∗

)(
(θ|A)∗; (θ|B)∗

)
= g(η)g(θ).

Теорема доказана.

4.5. Одной из актуальных проблем теории бинарных отношений является
проблема определяемости отношений своими полугруппами эндоморфизмов.
В данном случае 2-нильпотентные отношения не определяются своими полу-
группами эндоморфизмов.

Действительно, если, например, X = {1, 2, 3}, α = {(1; 2), (1; 3)}, а Y =
= {1, 2, 3, 4}, β = {(1; 2), (3; 4)}, то полугруппы Eα(X) и Eβ(Y ) изоморфны.
Однако соответствующие реляционные системы (X,α) и (Y, β) не являются
изоморфными.

Работа является частью научного исследования, которое поддерживается
Министерством образования и науки Украины в рамках гранта Президента для
молодых ученых на 2009 г.
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