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Аннотация

В работе развита техника спектральных последовательностей с мультипликативны-
ми A∞-структурами в членах для дифференциальных алгебр с фильтрациями. Даны
применения этой техники к мультипликативным спектральным последовательностям
расслоений. Показано, что структура градуированной A∞-алгебры на втором члене
спектральной последовательности расслоения со связной и односвязной базой является
тензорным произведением A∞-алгебр когомологий базы и слоя данного расслоения.

Abstract

S. V. Lapin, Multiplicative A∞-structure in terms of spectral sequences of fibra-
tions, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 14 (2008), no. 6, pp. 141—175.

In the present paper, the technique of spectral sequences with A∞-structures in their
terms is developed for differential algebras with filtrations. Applications of this technique
to the multiplicative spectral sequences of fibrations are given. We show that if the base
of fibration is connected and simply connected, then the structure graded A∞-algebra
in the second term of the spectral sequence of a fibration is the tensor product of the
cohomology A∞-algebra of the base and the cohomology A∞-algebra of the fibre of this
fibration.

В классической работе Серра [26] была построена мультипликативная кого-
мологическая спектральная последовательность расслоения и, кроме того, было
показано, что если база расслоения является односвязной, то второй член этой
спектральной последовательности является тензорным произведением алгебр
когомологий базы и слоя данного расслоения. При помощи мультипликатив-
ной структуры в членах когомологической спектральной последовательности
расслоения и описания второго члена этой спектральной последовательности
как тензорного произведения алгебр в [26] был сделан ряд вычислений для

∗Работа поддержана грантом Президента Российской Федерации «Ведущие научные школы»
(проект № НШ-1562.2008.1).

Фундаментальная и прикладная математика, 2008, том 14, № 6, с. 141—175.
c© 2008 Центр новых информационных технологий МГУ,

Издательский дом «Открытые системы»



142 С. В. Лапин

алгебр когомологий и групп гомотопий топологических пространств. К настоя-
щему времени теория мультипликативных когомологических спектральных по-
следовательностей расслоений стала одним из основных средств вычислений
в алгебраической топологии, гомологической алгебре, а также во многих дру-
гих областях математики и теоретической физики, использующих гомологии и
когомологии с мультипликативными структурами.
С другой стороны, при изучении гомотопических свойств топологических

моноидов Сташеффом в [27] было введено понятие A∞-пространства, кото-
рое является гомотопическим аналогом топологического пространства с непре-
рывным ассоциативным умножением. Одним из основных свойств структуры
A∞-пространства, как было показано в [27], является её гомотопическая ин-
вариантность, т. е. устойчивость этой структуры относительно произвольных
гомотопических эквивалентностей топологических пространств.
Рассмотрение гомотопически инвариантных алгебраических структур прине-

сло свои результаты также и для дифференциальной гомологической алгебры
и, как следствие, для алгебраической топологии. В [27] Сташефф, кроме поня-
тия A∞-пространства, ввёл также понятие дифференциальной A∞-алгебры, ко-
торое является гомотопически инвариантным аналогом понятия ассоциативной
дифференциальной алгебры. Применения градуированных A∞-алгебр к описа-
нию гомологий дифференциальных алгебр и гомологий скрещённых тензорных
произведений были даны в [2, 11]. Приложения дифференциальных A∞-алгебр
к топологии, геометрии и математической физике были даны в [21, 22]. В [4]
было введено понятие D∞-дифференциальной A∞-алгебры, являющееся гомото-
пически инвариантным квантовым аналогом понятия дифференциальной A∞-ал-
гебры. Применения гомотопической теории D∞-дифференциальных A∞-алгебр
к произвольным мультипликативным спектральным последовательностям над
полями были рассмотрены в [3—10].
Данная работа посвящена построению на основе теории D∞-дифференци-

альных A∞-алгебр аппарата спектральных последовательностей с мультиплика-
тивными A∞-структурами в членах для дифференциальных алгебр с (1)-филь-
трациями и применению этого аппарата к когомологическим спектральным по-
следовательностям расслоений. Основными результатами данной работы явля-
ются утверждения теорем 5.1 и 5.3, которые обобщают на мультипликативные
A∞-структуры над полями классические результаты Серра из [26] о мультипли-
кативной структуре в членах когомологической спектральной последовательно-
сти расслоения.

1. D∞-дифференциальные модули

В этом разделе напоминаются необходимые определения и утверждения
из [3], связанные с понятием D∞-дифференциального модуля, которое является
квантовым гомотопически инвариантным аналогом понятия дифференциального
модуля.
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Пусть K —коммутативное кольцо с единицей. Все рассматриваемые в этом
разделе модули и отображения модулей являются соответственно K-модулями
и K-линейными отображениями модулей.
Напомним сначала, что дифференциальным градуированным модулем или,

более кратко, просто дифференциальным модулем (X, d ) называется произволь-
ный градуированный модуль X = {Xn}, n ∈ Z, снабжённый дифференциалом
d : X• → X•−1, который является отображением градуированных модулей сте-
пени −1 и для которого выполнено условие d 2 = 0. Отображением дифферен-
циальных модулей f : (X, d ) → (Y, d ) называется отображение градуированных
модулей f : X• → Y• степени 0, удовлетворяющее условию df = fd. Гомотопи-
ей h : X → Y между отображениями f, g : (X, d ) → (Y, d ) дифференциальных
модулей называется отображение градуированных модулей h : X• → Y•+1 сте-
пени 1, для которого выполнено условие dh + hd = f − g.
Пусть заданы отображения дифференциальных модулей η : X � Y : ξ, удо-

влетворяющие условию ηξ = 1Y , и задана гомотопия h : X → X между отобра-
жениями дифференциальных модулей ξη и 1X , для которой выполнены условия
ηh = 0, ξh = 0, hh = 0. Любая указанная выше тройка (η : X � Y : ξ, h)
называется SDR-ситуацией дифференциальных модулей.
Многочисленные примеры SDR-ситуаций дифференциальных модулей появ-

ляются при рассмотрении гомологий заданных над полем дифференциальных
модулей. Действительно, пусть H(X) = Ker d/ Im d— гомологический модуль
любого заданного над полем дифференциального модуля (X, d ). Если градуи-
рованный модуль H(X) рассмотреть как дифференциальный модуль с нулевым
дифференциалом, то при помощи фиксированного разложения в прямую сумму
Ker d = H(X) ⊕ Im d получим SDR-ситуацию (η : X � H(X) : ξ, h) диффе-
ренциальных модулей. Полученную SDR-ситуацию дифференциальных модулей
далее будем называть гомологической SDR-ситуацией дифференциального мо-
дуля (X, d ).

Определение 1.1. D
(s)
∞ -дифференциалом градуированного модуля X = {Xn},

n ∈ Z, где s � 0—фиксированное целое число, называется семейство отобра-
жений модулей {d i+s : X• → X•−1 | i � 0}, которые для каждого целого числа
k � 0 удовлетворяют соотношению

∑
i+j=k

d i+sd j+s = 0.

D
(s)
∞ -дифференциальным модулем или, более кратко, D(s)

∞ -модулем (X, d i+s) на-
зывается произвольный градуированный модуль X, рассматриваемый вместе
с некоторым фиксированным D

(s)
∞ -дифференциалом {d i+s : X• → X•−1 | i � 0}

этого градуированного модуля.

Легко убедиться, что для любого D
(s)
∞ -модуля (X, d i+s) определён диффе-

ренциальный модуль (X, d s), поскольку выполнено соотношение d sd s = 0.
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Определение 1.2. Морфизмом D
(s)
∞ -модулей f : X → Y называется семей-

ство отображений модулей f = {f i : X• → Y• | i � 0}, удовлетворяющих для
каждого целого числа k � 0 соотношению

∑
i+j=k

f id j+s =
∑

i+j=k

d i+sf j .

Определение 1.3. Гомотопией h : X → Y между морфизмами D
(s)
∞ -модулей

f, g : X → Y называется семейство гомоморфизмов h = {h i−s : X• → Y•+1 |
i � 0}, удовлетворяющих для каждого целого числа k � 0 соотношению

∑
i+j=k

d i+shj−s + hj−sd i+s = fk − gk.

Напомним основные гомотопические свойства D
(s)
∞ -модулей. Пусть заданы

произвольные морфизмы D
(s)
∞ -модулей η : X � Y : ξ, удовлетворяющие условию

ηξ = 1Y , и задана гомотопия h : X → X между морфизмами D
(s)
∞ -модулей ξη

и 1X , для которой выполнены условия ηh = 0, ξh = 0, hh = 0. Любая указанная
выше тройка (η : X � Y : ξ, h) называется SDR-ситуацией D

(s)
∞ -модулей.

Теорема 1.1. Пусть заданы произвольные D
(s)
∞ -модуль X, дифференциаль-

ный модуль Y и SDR-ситуация (η : (X, d s) � (Y, d ) : ξ, h) дифференциальных
модулей. Тогда семейство отображений модулей {d i+s : Y• → Y•−1}, определяе-
мых формулами

d s = d, d i+s = η




∑
1�k�i

i1+...+ik=i
i1�1,...,ik�1

d i1+s (hd i2+s) . . . (hd ik+s)︸ ︷︷ ︸
k−1


 ξ, i � 1, (1)

является D
(s)
∞ -дифференциалом градуированного модуля Y . Более того, имеется

SDR-ситуация D
(s)
∞ -модулей (η̃ : X � Y : ξ̃, h̃), которая определяется формулами

ξ̃0 = ξ, ξ̃i = h




∑
1�k�i

i1+...+ik=i
i1�1,...,ik�1

d i1+s (hd i2+s) . . . (hd ik+s)︸ ︷︷ ︸
k−1


 ξ, i � 1, (2)

η̃0 = η, η̃i = η




∑
1�k�i

i1+...+ik=i
i1�1,...,ik�1

d i1+s (hd i2+s) . . . (hd ik+s)︸ ︷︷ ︸
k−1


 h, i � 1, (3)
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h̃−s = h, h̃i−s = h




∑
1�k�i

i1+...+ik=i
i1�1,...,ik�1

d i1+s (hd i2+s) . . . (hd ik+s)︸ ︷︷ ︸
k−1


 h, i � 1, (4)

и, следовательно, продолжает заданную SDR-ситуацию дифференциальных мо-
дулей (η : (X, d s) � (Y, d ) : ξ, h).

Следствие 1.1. Пусть над произвольным полем задан D
(s)
∞ -модуль

(X, d i+s), и пусть H(X)— гомологический модуль дифференциального моду-
ля (X, d s). Тогда формулы (1)—(4) задают на H(X) структуру D

(s)
∞ -модуля

{d i+s : H•(X) → H•−1(X)}, где d s = 0, и определяют SDR-ситуацию D
(s)
∞ -моду-

лей (η̃ : X � H(X) : ξ̃, h̃), которая продолжает гомологическую SDR-ситуацию
дифференциального модуля (X, d s).

Так как для D
(s)
∞ -модуля H(X) из следствия 1.1 выполнено условие d s = 0,

то H(X) является D
(s+1)
∞ -модулем. В частности, определён дифференциальный

модуль (H(X), d s+1), к которому можно снова применять следствие 1.1. Ите-
рация применения следствия 1.1 к заданному над полем D

(1)
∞ -модулю приводит

к следующему утверждению.

Теорема 1.2. Любой заданный над полем D
(1)
∞ -модуль (X, d i+1) определя-

ет спектральную последовательность {(Xs, ds)}s�1, где (X1, d1) = (X, d 1). Для
каждого s � 1 член (Xs, ds) этой спектральной последовательности имеет струк-
туру D

(s)
∞ -модуля (Xs, d

i+s
s ), где d s

s = ds. Структура D
(s+1)
∞ -модуля в члене Xs+1

индуцирована при помощи следствия 1.1 структурой D
(s)
∞ -модуля в члене Xs и,

в частности, D
(s+1)
∞ -модуль Xs+1, если рассматривать его как D

(s)
∞ -модуль, яв-

ляется гомотопически эквивалентным D
(s)
∞ -модулю Xs.

Определение 1.4. D
(s)
∞ -модуль (X, d i+s) называется стабильным, если для

каждого x ∈ X найдётся номер k � 0, зависящий от элемента x, для которого
выполнены условия d i+s(x) = 0, i > k. Модулем гомологий H(X) стабильного
D

(s)
∞ -модуля X называется модуль гомологий Ker Ds/ Im Ds модуля X относи-

тельно суммарного дифференциала

Ds = (d s + d 1+s + . . . + d i+s + . . .) : X• → X•−1.

Отметим, что суммарный дифференциал корректно определён только в слу-
чае стабильных D

(s)
∞ -модулей.

Легко убедиться, что если в условиях теоремы 1.1 данный D
(s)
∞ -модуль X яв-

ляется стабильным, то получаемый в этой теореме D
(s)
∞ -модуль Y также являет-

ся стабильным. Применяя это наблюдение к спектральной последовательности
стабильного D

(1)
∞ -модуля из теоремы 1.2, получаем следующее утверждение.
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Теорема 1.3. Если заданный над полем D
(1)
∞ -модуль X является стабильным,

то спектральная последовательность {(Xs, ds)}s� этого D
(1)
∞ -модуля сходится

к модулю его гомологий H(X) = KerD1/ Im D1. Все члены Xs, s � 1, этой спек-
тральной последовательности, если их рассматривать как дифференциальные
модули с суммарными дифференциалами Ds : (Xs)• → (Xs)•−1, гомотопически
эквивалентны между собой и гомотопически эквивалентны дифференциальному
модулю (H(X), d = 0).

Рассмотрим теперь связь между заданными над полями дифференциальными
модулями с фильтрациями и стабильными D

(s)
∞ -модулями.

Напомним сначала, что фильтрацией {Xn}, n ∈ Z, дифференциального мо-
дуля (X, d ) называется семейство градуированных подмодулей Xn

• ⊆ X•, для
которых выполнены следующие условия:

. . . ⊆ Xn
• ⊆ Xn+1

• ⊆ . . . ,
⋃
n∈Z

Xn = X,
⋂
n∈Z

Xn = 0, d(Xn) ⊆ Xn, n ∈ Z.

Отображением f : (X, {Xn}) → (Y, {Y n}) дифференциальных модулей с филь-
трациями называется отображение f : X → Y дифференциальных модулей, для
которого выполнено условие f(Xn) ⊆ Y n, n ∈ Z. Гомотопией h между отображе-
ниями f, g : (X, {Xn}) → (Y, {Y n}) дифференциальных модулей с фильтрациями
называется гомотопия h : X → Y между отображениями f, g : X → Y диффе-
ренциальных модулей, для которой выполнено условие h(Xn) ⊆ Y n, n ∈ Z.

Определение 1.5. (1)-фильтрацией дифференциального модуля (X, d ) будем
называть произвольную фильтрацию {Xn} этого дифференциального модуля,
удовлетворяющую условию d(Xn) ⊆ Xn−1, n ∈ Z. Отображениями диффе-
ренциальных модулей с (1)-фильтрациями будем считать отображения диффе-
ренциальных модулей с фильтрациями. Гомотопией h между отображениями
f, g : (X, {Xn}) → (Y, {Y n}) дифференциальных модулей с (1)-фильтрациями
будем называть гомотопию h : X → Y между отображениями f, g : X → Y
дифференциальных модулей, для которой выполнено условие h(Xn) ⊆ Y n+1,
n ∈ Z.

Легко убедиться, что категория дифференциальных модулей с (1)-фильтра-
циями является полной подкатегорией категорией дифференциальных модулей
с фильтрациями. Однако функтор вложения из категории дифференциальных
модулей с (1)-фильтрациями в категорию дифференциальных модулей с филь-
трациями не сохраняет гомотопии между морфизмами и, следовательно, не
индуцирует никакого функтора, а тем более функтора вложения, между со-
ответствующими гомотопическими категориями.
Под SDR-ситуацией дифференциальных модулей с (1)-фильтрациями будем

понимать SDR-ситуацию (η : X � Y : ξ, h) дифференциальных модулей, в кото-
рой отображения η : X � Y : ξ являются морфизмами дифференциальных мо-
дулей с (1)-фильтрациями и гомотопия h : X → X является гомотопией между
морфизмами дифференциальных модулей с (1)-фильтрациями.
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Пусть задан произвольный дифференциальный модуль X с (1)-фильтраци-
ей {Xn}, и пусть in : H(Xn) → H(X)—отображение модулей гомологий, инду-
цированное вложением Xn ⊆ X. Тогда семейство подмодулей H(X)n ⊆ H(X),
n ∈ Z, где H(X)n = Im(in), является фильтрацией {H(X)n} гомологического
модуля H(X), которую можно считать (1)-фильтрацией. Легко убедиться, что
если дифференциальный модуль X с (1)-фильтрацией {Xn} задан над полем,
то гомологическая SDR-ситуация (η : X � H(X) : ξ, h) является SDR-ситуацией
дифференциальных модулей с (1)-фильтрациями {Xn} и {H(X)n}. Эту SDR-си-
туацию дифференциальных модулей с (1)-фильтрациями далее будем называть
гомологической SDR-ситуацией дифференциального модуля (X, d ) с (1)-филь-
трацией {Xn}.
Легко убедиться, что любая (1)-фильтрация {Xn} дифференциального мо-

дуля X индуцирует (1)-фильтрацию {(X∗)−n} на сопряжённом дифференци-
альном модуле X∗, где (X∗)−n = (X/Xn)∗. Ясно, что каждая SDR-ситуация
дифференциальных модулей с (1)-фильтрациями (η : X � Y : ξ, h) определяет
SDR-ситуацию (ξ∗ : X∗ � Y ∗ : η∗, h∗) дифференциальных модулей с (1)-филь-
трациями.
Опишем теперь связь между заданными над полем дифференциальными мо-

дулями с (1)-фильтрациями и стабильными D
(1)
∞ -модулями. Пусть над полем за-

дан произвольный дифференциальный модуль (X, d ) с (1)-фильтрацией {Xn}.
Обозначим через Zk

X подмодуль градуированного модуля Xk, для которого вы-
полнено условие Xk = Zk

X ⊕Xk−1. При помощи условия d(Xk
• ) ⊆ Xk−1

•−1 опреде-

лим стабильный D
(1)
∞ -модуль (X, d i+1), полагая

d i+1 =
⊕
k∈Z

d i+1
k : X• → X•−1, i � 0,

где отображение
d i+1

k : (Zk
X)• → (

Z
k−(i+1)
X

)
•−1

является компонентой отображения

d : (Zk
X)• → Xk−1

•−1 =
(
(Zk−1

X )•−1 ⊕ . . . ⊕ (
Z

k−(i+1)
X

)
•−1

⊕ . . .
)
.

Легко убедиться, что D
(1)
∞ -модуль (X, d i+1) является стабильным D

(1)
∞ -модулем,

для которого выполнено условие (X,D1) = (X, d ), где D1— суммарный диф-
ференциал D

(1)
∞ -модуля (X, d i+1). Аналогично показывается, что любое отоб-

ражение заданных над полем дифференциальных модулей с (1)-фильтрациями
и любая гомотопия между отображениями заданных над полем дифференци-
альных модулей с (1)-фильтрациями однозначно определяют соответственно
морфизм D

(1)
∞ -модулей и гомотопию между морфизмами D

(1)
∞ -модулей. Таким

образом, имеем следующее утверждение.

Предложение 1.1. Каждый заданный над полем дифференциальный модуль
(X, d ) с (1)-фильтрацией однозначно определяет на градуированном модуле X

структуру стабильного D
(1)
∞ -модуля (X, d i+1), для которого (X,D1) = (X, d ),
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где D1— суммарный дифференциал D
(1)
∞ -модуля (X, d i+1). Более того, каждая

заданная над полем SDR-ситуация дифференциальных модулей с (1)-фильтраци-
ями однозначно определяет SDR-ситуацию стабильных D

(1)
∞ -модулей, для кото-

рой суммарная SDR-ситуация дифференциальных модулей совпадает с исходной
SDR-ситуацией дифференциальных модулей.

Если рассмотреть спектральную последовательность дифференциального мо-
дуля с (1)-фильтрацией [23] и сравнить её с указанной в теореме 1.2 спектраль-
ной последовательностью D

(1)
∞ -модуля, определяемого данным дифференциаль-

ным модулем с (1)-фильтрацией, то получим следующее утверждение.

Теорема 1.4. Пусть {(Xs, ds)}s�1— спектральная последовательность про-
извольного заданного над полем дифференциального модуля (X, d ) с (1)-филь-
трацией. Тогда на каждом члене (Xs, ds) этой спектральной последовательности
имеется структура стабильного D

(s)
∞ -модуля (Xs, d

i+s
s ), которая связана с диф-

ференциалом ds в этом члене равенством d s
s = ds. Если (1)-фильтрация диффе-

ренциального модуля X является ограниченной снизу, то для каждого s � 1 мо-
дуль гомологий H(Xs) = KerDs/ Im Ds стабильного D

(s)
∞ -модуля (Xs, d

i+s
s ) изо-

морфен предельному члену X∞ спектральной последовательности {(Xs, ds)}s�1

и, следовательно, изоморфен модулю гомологий H(X) = Ker d/ Im d.

Следствие 1.2. Пусть {(Xs, ds)}s�1— заданная над полем (ко)гомоло-
гическая спектральная последовательность произвольного расслоения Серра
p : E → B. Тогда на каждом члене (Xs, ds) этой спектральной последователь-
ности имеется структура стабильного D

(s)
∞ -модуля (Xs, d

i+s
s ), которая связана

с дифференциалом ds в этом члене равенством d s
s = ds. Для каждого s � 1

модуль гомологий H(Xs) = Ker Ds/ Im Ds стабильного D
(s)
∞ -модуля (Xs, d

i+s
s )

изоморфен модулю (ко)гомологий H(E) тотального пространства данного рас-
слоения.

2. Дифференциальные A∞-алгебры

В этом разделе напоминаются необходимые определения и утверждения из
[2, 11, 14], связанные с понятиями дифференциальной A∞-алгебры и дифферен-
циальной A∞-коалгебры, которые соответственно являются гомотопически ин-
вариантными аналогами понятий ассоциативной дифференциальной алгебры и
ассоциативной дифференциальной коалгебры.

Определение 2.1. Дифференциальный градуированный модуль (X, d ), рас-
сматриваемый вместе с семейством отображений

{
πn : X⊗(n+2) → X

∣∣∣ πn

((
X⊗(n+2)

)
•
)
⊆ X•+n, n ∈ Z, n � 0

}
,

называется дифференциальной A∞-алгеброй, если для любых целых n � −1
выполнены соотношения
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dπn+1 + (−1)nπn+1d =
n∑

m=0

(−1)t(m+1)+nπn−m(1 ⊗ . . . ⊗ 1 ⊗ πm ⊗ 1 ⊗ . . . ⊗ 1),

где сумма берётся также по всем местам t, на которых может стоять πm.
Легко убедиться, что каждую дифференциальную алгебру (X, d, π), где отоб-

ражение дифференциальных модулей π : (X ⊗ X)• → X• является умноже-
нием в алгебре X, можно рассматривать как дифференциальную A∞-алгебру
(X, d, πn), если положить π0 = π и πn = 0, n > 0.
Определение 2.2. Морфизмом f : (X, d, πn) → (Y, d, πn) дифференциальных

A∞-алгебр называется такое семейство отображений

f =
{

fn : X⊗(n+1) → Y
∣∣∣ fn

((
X⊗(n+1)

)
•
)
⊆ Y•+n, n ∈ Z, n � 0

}
,

что для любых целых чисел n � −1 выполнены соотношения

dfn+1 + (−1)nfn+1d =

=
n∑

m=0

(−1)t(m+1)+nfn−m(1 ⊗ . . . ⊗ 1 ⊗ πm ⊗ 1 ⊗ . . . ⊗ 1) +

+
n∑

m=0

(−1)n2+n4+...πm(fn1 ⊗ . . . ⊗ fnm+2),

где n1 + . . .+nm+2 = n−m и сумма берётся также по всем местам t, на которых
может стоять πm.
Без труда проверяется, что каждое отображение дифференциальных алгебр

f : (X, d, π) → (Y, d, π), т. е. отображение дифференциальных модулей, удовле-
творяющее условию fπ = π(f ⊗ f), можно рассматривать как морфизм диффе-
ренциальных A∞-алгебр, если положить f0 = f и fn = 0, n > 0.
Композиция gf = {(gf)n} : (X, d, πn) → (Z, d, πn) морфизмов дифференци-

альных A∞-алгебр f = {fn} : X → Y и g = {gn} : Y → Z определяется следую-
щей формулой:

(gf)n =
n∑

m=0

gm(fn1 ⊗ . . . ⊗ fnm+1), n � 0,

где n1 + . . . + nm+1 = n − m. Тождественным морфизмом 1X : X → X для
дифференциальной A∞-алгебры X служит семейство отображений

1X =
{
(1X)n :

(
X⊗(n+1)

)
• → X•+n

∣∣ n ∈ Z, n � 0
}
,

где (1X)0 : X• → X•— тождественное отображение градуированного модуля X
и (1X)n = 0, n > 0. Таким образом, дифференциальные A∞-алгебры и их мор-
физмы образуют категорию, подкатегорией которой является категория диффе-
ренциальных алгебр.
Определение 2.3. Гомотопией h : X → Y между морфизмами дифференци-

альных A∞-алгебр f = {fn}, g = {gn} : (X, d, πn) → (Y, d, πn) называется такое
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семейство отображений

h =
{

hn : X⊗(n+1) → Y
∣∣∣ hn

((
X⊗(n+1)

)
•
)
⊆ Y•+n+1, n ∈ Z, n � 0

}
,

что для любых целых n � −1 выполнены соотношения

dhn+1 + (−1)n+1hn+1d = fn+1 − gn+1 +

+
n∑

m=0

(−1)t(m+1)+n+1hn−m(1 ⊗ . . . ⊗ 1 ⊗ πm ⊗ 1 ⊗ . . . ⊗ 1) +

+
n∑

m=0

(−1)m+1+ε(t)πm(gn1 ⊗ . . . ⊗ gnt−1 ⊗ hnt
⊗ fnt+1 ⊗ . . . ⊗ fnm+2),

где n1+ . . .+nm+2 = n−m и суммы берутся также по всем местам t, на которых
могут стоять соответственно πm и hnt

;

ε(t) = n2 + n4 + . . . + n2[ t
2 ] + n2[ t+1

2 ]+1 + n2[ t+1
2 ]+3 + . . . + n2[ m+1

2 ]+1.

Легко убедиться, что любую гомотопию h : X → Y между отображения-
ми дифференциальных алгебр f, g : X → Y можно считать гомотопией между
морфизмами соответствующих дифференциальных A∞-алгебр, если положить
h0 = h и hn = 0, n > 0.
Рассмотрим основные гомотопические свойства дифференциальных A∞-ал-

гебр. Пусть заданы отображения дифференциальных A∞-алгебр η : X � Y : ξ,
удовлетворяющие условию ηξ = 1Y , и задана гомотопия h : X → X между отоб-
ражениями дифференциальных A∞-алгебр ξη и 1X , для которой выполнены
условия ηh = 0, ξh = 0, hh = 0. Любая указанная выше тройка (η : X � Y : ξ, h)
называется SDR-ситуацией дифференциальных A∞-алгебр.

Теорема 2.1. Пусть заданы произвольная дифференциальная A∞-ал-
гебра (X, d, πn) и произвольная SDR-ситуация дифференциальных модулей
(η : X � Y : ξ, h). Тогда на Y можно ввести структуру дифференциальной
A∞-алгебры (Y, d, πn), для которой имеет место SDR-ситуация дифференци-
альных A∞-алгебр ({ηn} : (X, d, πn) � (Y, d, πn) :{ξn}, {hn}) с начальными
условиями η0 = η, ξ0 = ξ, h0 = h.

Следствие 2.1. Пусть над произвольным полем задана произвольная диф-
ференциальная A∞-алгебра (X, d, πn), и пусть H(X)— гомологический мо-
дуль дифференциального модуля (X, d). Тогда на градуированном моду-
ле H(X) имеется структура дифференциальной A∞-алгебры (H(X), d, πn),
где d = 0, и определена SDR-ситуация дифференциальных A∞-алгебр
({ηn} : (X, d, πn) � (H(X), d = 0, πn) :{ξn}, {hn}), которая продолжает SDR-си-
туацию (η : (X, d) � (H(X), d = 0) : ξ, h).

Следствие 2.2. Пусть заданы произвольная дифференциальная алге-
бра (X, d, π) и произвольная SDR-ситуация дифференциальных модулей
(η : X � Y : ξ, h). Тогда на Y можно ввести структуру дифференциальной
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A∞-алгебры (Y, d, πn), для которой имеет место SDR-ситуация дифференци-
альных A∞-алгебр ({ηn} : (X, d, π) � (Y, d, πn) :{ξn}, {hn}) с начальными усло-
виями η0 = η, ξ0 = ξ, h0 = h.

Следствие 2.3. Пусть над произвольным полем задана произвольная
дифференциальная алгебра (X, d, π), и пусть H(X)— гомологический мо-
дуль дифференциального модуля (X, d ). Тогда на градуированном моду-
ле H(X) имеется структура дифференциальной A∞-алгебры (H(X), d, πn),
где d = 0, и определена SDR-ситуация дифференциальных A∞-алгебр
({ηn} : (X, d, π) � (H(X), d = 0, πn) :{ξn}, {hn}), которая продолжает SDR-си-
туацию (η : (X, d) � (H(X), d = 0) : ξ, h).

Определение 2.4. Дифференциальный градуированный модуль (X, d ), рас-
сматриваемый вместе с семейством отображений{∇n : X → X⊗(n+2) | ∇n(X•) ⊆

(
X⊗(n+2)

)
•+n

, n ∈ Z, n � 0
}
,

называется дифференциальной A∞-коалгеброй, если для любых целых n � −1
выполнены соотношения

d∇n+1 +(−1)n∇n+1d =
n∑

m=0

(−1)(m+1)(n+t+1)(1⊗ . . .⊗1⊗∇m⊗1⊗ . . .⊗1)∇n−m,

где сумма берётся также по всем местам t, на которых может стоять ∇m.
Определение 2.5. Морфизмом f : (X, d,∇n) → (Y, d,∇n) дифференциаль-

ных A∞-коалгебр называется такое семейство отображений

f =
{
fn : X → Y ⊗(n+1) | fn(X•) ⊆

(
Y ⊗(n+1)

)
•+n

, n ∈ Z, n � 0
}
,

что для любых целых n � −1 выполнены соотношения

dfn+1 + (−1)nfn+1d =

=
n∑

m=0

(−1)(m+1)(n+t)(1 ⊗ . . . ⊗ 1 ⊗∇m ⊗ 1 ⊗ . . . ⊗ 1)fn−m +

+
n∑

m=0

(−1)mn+n2+n4+...(fn1 ⊗ . . . ⊗ fnm+2)∇m,

где n1 + . . .+nm+2 = n−m и сумма берётся также по всем местам t, на которых
может стоять ∇m.
Композиция gf = {(gf)n} : (X, d,∇n) → (Z, d,∇n) морфизмов дифференци-

альных A∞-коалгебр f = {fn} : X → Y и g = {gn} : Y → Z задаётся формулой

(gf)n =
n∑

m=0

(gn1 ⊗ . . . ⊗ gnm+1)fm, n � 0,

где n1 + . . . + nm+1 = n − m. Тождественным морфизмом 1X : X → X для
дифференциальной A∞-коалгебры X служит семейство отображений

1X =
{
(1X)n : X• → (

X⊗(n+1)
)
•+n

| n ∈ Z, n � 0
}
,
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где (1X)0 : X• → X•— тождественное отображение градуированного модуля X
и (1X)n = 0, n > 0.
Определение 2.6. Гомотопией h : X → Y между морфизмами дифференци-

альных A∞-коалгебр f = {fn}, g = {gn} : (X, d,∇n) → (Y, d,∇n) называется
такое семейство отображений

h =
{
hn : X → Y ⊗(n+1) | hn(X•) ⊆

(
Y ⊗(n+1)

)
•+n+1

), n ∈ Z, n � 0
}
,

что для любых целых n � −1 выполнены соотношения

dhn+1 + (−1)n+1hn+1d = (−1)n+1(fn+1 − gn+1) +

+
n∑

m=0

(−1)(m+1)(n+t)(1 ⊗ . . . ⊗ 1 ⊗∇m ⊗ 1 ⊗ . . . ⊗ 1)hn−m +

+
n∑

m=0

(−1)(m+1)n+ε(t)(gn1 ⊗ . . . ⊗ gnt−1 ⊗ hnt
⊗ fnt+1 ⊗ . . . ⊗ fnm+2)∇m,

где суммы берутся также по всем местам t, на которых могут стоять ∇m и hnt
,

n1 + . . . + nm+2 = n − m,

ε(t) = n2 + n4 + . . . + n2[ t−1
2 ] + n2[ t

2 ]+1 + n2[ t+1
2 ]+3 + . . . + n2[ m+1

2 ]+1.

Пусть заданы отображения дифференциальных A∞-коалгебр η : X � Y : ξ,
удовлетворяющие условию ηξ = 1Y , и задана гомотопия h : X → X между отоб-
ражениями дифференциальных A∞-коалгебр ξη и 1X , для которой выполнены
условия ηh = 0, ξh = 0, hh = 0. Любая указанная выше тройка (η : X � Y : ξ, h)
называется SDR-ситуацией дифференциальных A∞-коалгебр.

Теорема 2.2. Пусть заданы произвольные дифференциальная A∞-коалгебра
(X, d,∇n) и SDR-ситуация дифференциальных модулей (η : X � Y : ξ, h). То-
гда на Y можно ввести структуру дифференциальной A∞-коалгебры (Y, d,∇n),
для которой имеет место SDR-ситуация дифференциальных A∞-коалгебр
({ηn} : (X, d,∇n) � (Y, d,∇n) :{ξn}, {hn}) с начальными условиями η0 = η,
ξ0 = ξ, h0 = h.

Следствие 2.4. Пусть над произвольным полем задана произвольная диф-
ференциальная A∞-коалгебра (X, d,∇n), и пусть H(X)— гомологический мо-
дуль дифференциального модуля (X, d). Тогда на градуированном модуле
H(X) имеется структура дифференциальной A∞-коалгебры (H(X), d,∇n),
где d = 0, и определена SDR-ситуация дифференциальных A∞-коалгебр
({ηn} : (X, d,∇n) � (H(X), d = 0,∇n) : {ξn}, {hn}), которая продолжает SDR-си-
туацию (η : (X, d) � (H(X), d = 0) : ξ, h).

Следствие 2.5. Пусть заданы произвольные дифференциальная коалгебра
(X, d,∇) и SDR-ситуация дифференциальных модулей (η : X � Y : ξ, h). То-
гда на Y можно ввести структуру дифференциальной A∞-коалгебры (Y, d,∇n),
для которой имеет место SDR-ситуация дифференциальных A∞-коалгебр
({ηn} : (X, d,∇) � (Y, d,∇n) :{ξn}, {hn}) с начальными условиями η0 = η,
ξ0 = ξ, h0 = h.
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Следствие 2.6. Пусть над произвольным полем задана произвольная диффе-
ренциальная коалгебра (X, d,∇), и пусть H(X)— гомологический модуль диф-
ференциального модуля (X, d ). Тогда на градуированном модуле H(X) име-
ется структура дифференциальной A∞-коалгебры (H(X), d,∇n), где d = 0,
и, кроме того, определена SDR-ситуация дифференциальных A∞-коалгебр
({ηn} : (X, d,∇) � (H(X), d = 0,∇n) :{ξn}, {hn}), продолжающая SDR-ситу-
ацию (η : (X, d) � (H(X), d = 0) : ξ, h).

Рассмотрим теперь понятие ко-B∞-конструкции дифференциальной A∞-ко-
алгебры. Пусть задана произвольная дифференциальная A∞-коалгебра
(X, d,∇n). Обозначим через (A∞(S−1X), d̃, πn) свободную дифференциальную
A∞-алгебру, порождённую денадстройкой S−1X над градуированным моду-
лем X. Введём на дифференциальной A∞-алгебре A∞(S−1X) новый, воз-
мущённый в смысле [19] по отношению к дифференциалу d̃ дифференциал
d : A∞(S−1X)• → A∞(S−1X)•−1, который однозначно определяется условием,
что естественное отображение вложения α : X• → A∞(S−1X)•−1, α(x) = x,
является скрещивающей коцепью в смысле [14], т. е. условием справедливости
соотношения

dα = −αd +
∑
n�0

c′n(α ⊗ . . . ⊗ α)c′′n,

где ∇(πn) =
∑

c′n ⊗ c′′n, πn ∈ A∞(n + 2)n. Здесь ∇ : A∞ → A∞ ⊗ A∞—коумно-
жение в операде Сташеффа (A∞, γ), являющейся по определению операдой,
свободно порождённой семейством элементов πn ∈ A∞(n + 2)n, n � 0, диффе-
ренциал в которой задаётся на образующих формулой

d(πn) =
n∑

m=0

(−1)t(m+1)+nγ(πn−m ⊗ 1 ⊗ . . . ⊗ 1 ⊗ πm ⊗ 1 ⊗ . . . ⊗ 1),

где сумма берётся также по всем местам t, на которых может стоять элемент πm.
Таким образом, для любой дифференциальной A∞-коалгебры (X, d,∇n) опре-
делена соответствующая ей дифференциальная A∞-алгебра (A∞(S−1X), d, πn).
Определение 2.7. Дифференциальная A∞-алгебра (A∞(S−1X), d, πn) назы-

вается ко-B∞-конструкцией дифференциальной A∞-коалгебры (X, d,∇n) и обо-
значается F∞(X).
Двойственным образом вводится понятие B∞-конструкции B∞(X) диффе-

ренциальной A∞-алгебры (X, d, πn). По определению B∞(X) является диффе-
ренциальной A∞-коалгеброй (A∞(SX), d,∇n), где A∞(SX)— свободная диф-
ференциальная A∞-коалгебра (A∞(SX), d̃,∇n), порождённая надстройкой SX
над градуированным модулем X. Дифференциал d : A∞(SX)• → A∞(SX)•−1

является возмущённым дифференциалом по отношению к дифференциалу d̃
и однозначно определяется условием скрещивающей коцепи для естественной
проекции β : A∞(SX)• → X•−1, которая задаётся на элементах x ∈ (SX)• ⊂
⊂ A∞(SX)• правилом β(x) = x ∈ X•−1 и которая равна нулю на всех осталь-
ных элементах модуля A∞(SX). Таким образом, для каждой дифференциаль-
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ной A∞-алгебры (X, d, πn) определена соответствующая ей дифференциальная
A∞-коалгебра (A∞(SX), d,∇n).
Определение 2.8. Дифференциальная A∞-коалгебра (A∞(SX), d,∇n) назы-

вается B∞-конструкцией дифференциальной A∞-алгебры (X, d, πn) и обознача-
ется B∞(X).
Так как для любой дифференциальной A∞-алгебры X и любой дифферен-

циальной A∞-коалгебры Y указанные выше отображения β : B∞(X)• → X•−1

и α : Y• → F∞(Y )•−1 являются скрещивающими коцепями, то отображения β
и α индуцируют соответственно естественные отображения дифференциальных
модулей F∞(β) : F∞B∞(X) → X и B∞(α) : Y → B∞F∞(Y ).

Теорема 2.3. Для любой дифференциальной A∞-алгебры X семейство отоб-
ражений {

F∞(β)n :
(
F∞B∞(X)

)⊗n+1

• → X•+n | n ∈ Z, n � 0
}
,

где F∞(β)0 = F∞(β), F∞(β)n = 0, n > 0, является гомотопической эквивалент-
ностью дифференциальных A∞-алгебр.

Теорема 2.4. Для каждой дифференциальной A∞-коалгебры X семейство
отображений

{B∞(α)n : (X⊗n+1)• → B∞F∞(X)•+n | n ∈ Z, n � 0},
где B∞(α)0 = B∞(α), B∞(α)n = 0, n > 0, является гомотопической эквива-
лентностью дифференциальных A∞-коалгебр.

3. D∞-дифференциальные A∞-алгебры

В этом разделе напоминаются необходимые определения и утверждения
из [4], связанные с понятием D∞-дифференциальной A∞-алгебры, являющимся
квантовым аналогом понятия дифференциальной A∞-алгебры.
Пусть заданы произвольные D

(s)
∞ -модули (X, d i+s) и (Y, d i+s). Тогда на тен-

зорном произведении X ⊗Y градуированных модулей X и Y имеется D
(s)
∞ -диф-

ференциал {d i+s : (X ⊗ Y )• → (X ⊗ Y )•−1}, компоненты которого задаются
формулой

d i+s(x ⊗ y) = d i+s(x) ⊗ y + (−1)dim(x)x ⊗ d i+s(y).

В частности, для каждого D
(s)
∞ -модуля (X, d i+s) и любого целого числа n � 1

определён D
(s)
∞ -модуль (X⊗n, d i+s).

Определение 3.1. D
(s)
∞ -дифференциальный модуль (X, d i+s), рассматривае-

мый вместе с семейством отображений{
π−sn+i

n : X⊗(n+2) → X | π−sn+i
n

((
X⊗(n+2)

)
•
) ⊆ X•+n, n ∈ Z, n � 0, i � 0

}
,

называется D
(s)
∞ -дифференциальной A∞-алгеброй или, короче, D

(s)
∞ A∞-алге-

брой, если для любых целых чисел n � −1 и k � 0 выполнены соотношения
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∑
i+j=k

d i+sπ
−s(n+1)+j
n+1 + (−1)nπ

−s(n+1)+i
n+1 d j+s =

=
∑

i+j=k

n∑
m=0

(−1)t(m+1)+nπ
−s(n−m)+i
n−m (1 ⊗ . . . ⊗ 1 ⊗ π−sm+j

m ⊗ 1 ⊗ . . . ⊗ 1),

где сумма берётся также по всем местам t, на которых может стоять π−sm+j
m .

Легко убедиться, что для любой D
(s)
∞ A∞-алгебры (X, d i+s, π−sn+i

n ) семей-
ство отображений {πi

0 : (X⊗2)• → X• | i � 0} является морфизмом D
(s)
∞ -модулей

и дифференциальный модуль (X, d s), рассматриваемый вместе с семейством
отображений

{
π−sn

n :
(
X⊗(n+2)

)
• → X•+n | n � 0

}
, является дифференциальной

A∞-алгеброй.

Определение 3.2. Морфизмом D
(s)
∞ A∞-алгебр f : X → Y называется такое

семейство отображений

f =
{
f−sn+i

n : X⊗(n+1) → Y | f−sn+i
n

((
X⊗(n+1)

)
•
) ⊆ Y•+n, n � 0, i � 0

}
,

что для любых целых чисел n � −1 и k � 0 выполнены соотношения∑
i+j=k

d i+sf
−s(n+1)+j
n+1 + (−1)nf

−s(n+1)+i
n+1 d j+s =

=
∑

i+j=k

n∑
m=0

(−1)t(m+1)+nf
−s(n−m)+i
n−m (1 ⊗ . . . ⊗ 1 ⊗ π−sm+j

m ⊗ 1 ⊗ . . . ⊗ 1) +

+
∑

i+j=k

n∑
m=0

(−1)n2+n4+...π−sm+i
m (f−sn1+j1

n1
⊗ . . . ⊗ f−snm+2+jm+2

nm+2
),

где n1 + . . . + nm+2 = n−m, j1 + . . . + jm+2 = j и сумма берётся также по всем
местам t, на которых может стоять π−sm+j

m .

Легко убедиться, что для любого морфизма D
(s)
∞ A∞-алгебр f =

= {f−sn+i
n } : X → Y семейство отображений {f i

0 : X• → Y• | i � 0} является
морфизмом D

(s)
∞ -модулей и семейство отображений

{
f−sn

n :
(
X⊗(n+1)

)
• → Y•+n |

n � 0
}
является морфизмом дифференциальных A∞-алгебр (X, d s, π−sn

n ) →
→ (Y, d s, π−sn

n ).
Композиция gf = {(gf)−sn+i

n } : (X, d i+s, π−sn+i
n ) → (Z, d i+s, π−sn+i

n ) мор-
физмов D

(s)
∞ A∞-алгебр f = {f−sn+i

n } : X → Y и g = {g−sn+i
n } : Y → Z опреде-

ляется следующей формулой:

(gf)−sn+k
n =

∑
i+j=k

n∑
m=0

g−sm+i
m (f−sn1+j1

n1
⊗ . . . ⊗ f−snm+1+jm+1

nm+1
), n � 0, k � 0,

где j1 + . . . + jm+1 = j, n1 + . . . + nm+1 = n − m. Тождественным морфизмом
1X : X → X для D

(s)
∞ A∞-алгебры (X, d i+s, π−sn+i

n ) служит семейство отоб-
ражений 1X =

{
(1X)−sn+i

n :
(
X⊗(n+1)

)
• → X•+n

}
, где (1X)00— тождественное
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отображение градуированного модуля X и (1X)−sn+i
n = 0, n > 0. Таким обра-

зом, D
(s)
∞ A∞-алгебры и их морфизмы образуют категорию.

Определение 3.3. Гомотопией h : X• → Y•+1 между морфизмами
D

(s)
∞ A∞-алгебр

f = {f−sn+i
n }, g = {g−sn+i

n } : (X, d i+s, π−sn+i
n ) → (Y, d i+s, π−sn+i

n )

называется такое семейство отображений

h =
{
h−s(n+1)+i

n : X⊗(n+1) → Y |
h−s(n+1)+i

n

((
X⊗(n+1)

)
•
) ⊆ Y•+n+1, n � 0, i � 0

}
,

что для любых целых чисел n � −1 и k � 0 выполнены соотношения∑
i+j=k

d i+sh
−s(n+2)+j
n+1 + (−1)n+1h

−s(n+2)+i
n+1 d j+s = f

−s(n+1)+k
n+1 − g

−s(n+1)+k
n+1 +

+
∑

i+j=k

n∑
m=0

(−1)t(m+1)+n+1h
−s(n−m+1)+i
n−m (1 ⊗. . .⊗ 1 ⊗ π−sm+j

m ⊗ 1 ⊗. . .⊗ 1) +

+
∑

i+j=k

n∑
m=0

(−1)m+1+ε(t)π−sm+i
m (g−sn1+j1

n1
⊗ . . . ⊗ g−snt−1+jt−1

nt−1
⊗

⊗ h−s(nt+1)+jt
nt

⊗ f−snt+1+jt+1
nt+1

⊗ . . . ⊗ f−snm+2+jm+2
nm+2

),

где суммы берутся также по всем местам t, на которых могут стоять π−sm+j
m и

h
−s(nt+1)+jt
nt , n1 + . . . + nm+2 = n − m, j1 + . . . + jm+2 = j,

ε(t) = n2 + n4 + . . . + n2[ t
2 ] + n2[ t+1

2 ]+1 + n2[ t+1
2 ]+3 + . . . + n2[ m+1

2 ]+1.

Легко убедиться, что семейство {h i−s
0 : X• → Y•+1 | i � 0} является го-

мотопией между морфизмами D
(s)
∞ -модулей {f i

0}, {gi
0} : (X, d i+s) → (Y, d i+s)

и семейство
{
h
−s(n+1)
n :

(
X⊗(n+1)

)
• → Y•+n+1 | n � 0

}
является гомотопией

между морфизмами A∞-алгебр {f−sn
n }, {g−sn

n } : (X, d s, π−sn
n ) → (Y, d s, π−sn

n ).
Рассмотрим основные гомотопические свойства D

(s)
∞ A∞-алгебр. Пусть зада-

ны морфизмы D
(s)
∞ A∞-алгебр

η = {η−sn+i
n } : (X, d i+s, π−sn+i

n ) � (Y, d i+s, π−sn+i
n ) :{ξ−n+i

n } = ξ,

для которых выполнено условие ηξ = 1Y , и пусть задана некоторая гомотопия
h =

{
h
−s(n+1)+i
n :

(
X⊗(n+1)

)
• → X•+n+1

}
между морфизмами D

(s)
∞ A∞-алгебр

1X и ξη, удовлетворяющая условиям hξ = 0, ηh = 0, hh = 0. Рассмотренная
ситуация называется SDR-ситуацией D

(s)
∞ A∞-алгебр.

Теорема 3.1. Пусть заданы произвольные D
(s)
∞ A∞-алгебра (X, d i+s, π−sn+i

n )
и SDR-ситуация дифференциальных модулей (η : (X, d s) � (Y, d ) : ξ, h). Тогда
на Y можно ввести структуру D

(s)
∞ A∞-алгебры (Y, d i+s, π−sn+i

n ), для которой
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имеет место SDR-ситуация D
(s)
∞ A∞-алгебр({η−sn+i

n } : (X, d i+s, π−sn+i
n ) � (Y, d i+s, π−sn+i

n ) :{ξ−sn+i
n },{h−s(n+1)+i

n

})

с начальными условиями d s = d, η0
0 = η, ξ0

0 = ξ, h−s
0 = h.

Следствие 3.1. Пусть над произвольным полем задана произвольная
D

(s)
∞ A∞-алгебра (X, d i+s, π−sn+i

n ), и пусть H(X)— гомологический модуль диф-
ференциального модуля (X, d s). Тогда на градуированном модуле H(X) имеет-
ся структура D

(s)
∞ A∞-алгебры (H(X), d i+s, π−sn+i

n ), где d s = 0, и определена
SDR-ситуация D

(s)
∞ A∞-алгебр({η−sn+i

n } : (X, d i+s, π−sn+i
n ) � (H(X), d i+s, π−sn+i

n ) :{ξ−sn+i
n },{h−s(n+1)+i

n

})
,

которая продолжает SDR-ситуацию (η : (X, d s) � (H(X), d = 0) : ξ, h) диффе-
ренциальных модулей.

Определение 3.4. D
(s)
∞ A∞-алгебра (X, d i+s, π−sn+i

n ) называется D
(s)
∞ -диф-

ференциальной алгеброй или, короче, D
(s)
∞ -алгеброй, если π−sn+i

n = 0, n > 0.
Морфизмами D

(s)
∞ -алгебр считаются морфизмы D

(s)
∞ A∞-алгебр. Для D

(s)
∞ -алге-

бры (X, d i+s, π−sn+i
n ) далее будем употреблять запись (X, d i+s, πi), где πi = πi

0.

Так как категория D
(s)
∞ -алгебр является полной подкатегорией рассмотрен-

ной выше категории D
(s)
∞ A∞-алгебр, то из теоремы 3.1 получаем для D

(s)
∞ -алгебр

следующие утверждения.

Следствие 3.2. Пусть заданы произвольная D
(s)
∞ -алгебра (X, d i+s, πi) и лю-

бая SDR-ситуация дифференциальных модулей (η : (X, d s) � (Y, d ) : ξ, h). Тогда
на Y можно ввести структуру D

(s)
∞ A∞-алгебры (Y, d i+s, π−sn+i

n ), для которой
имеет место SDR-ситуация D

(s)
∞ A∞-алгебр({η−sn+i

n } : (X, d i+s, π i) � (Y, d i+s, π−sn+i
n ) :{ξ−sn+i

n },{h−s(n+1)+i
n

})

с начальными условиями d s = d, η 0
0 = η, ξ0

0 = ξ, h−s
0 = h.

Следствие 3.3. Пусть над произвольным полем задана произвольная
D

(s)
∞ -алгебра (X, d i+s, π i), и пусть H(X)— гомологический модуль дифференци-

ального модуля (X, d s). Тогда на градуированном модуле H(X) имеется струк-
тура D

(s)
∞ A∞-алгебры (H(X), d i+s, π−sn+i

n ), где d s = 0, и определена SDR-си-
туация D

(s)
∞ A∞-алгебр({η−sn+i

n } : (X, d i+s, π i) � (H(X), d i+s, π−sn+i
n ) :{ξ−sn+i

n },{h−s(n+1)+i
n

})
,

которая продолжает SDR-ситуацию (η : (X, d s) � (H(X), d = 0) : ξ, h) диффе-
ренциальных модулей.

Определение 3.5. D
(s)
∞ -дифференциальный модуль (X, d i+s), рассматривае-

мый вместе с семейством отображений{∇−sn+i
n : X → X⊗(n+2) | ∇−sn+i

n (X•) ⊆
(
X⊗(n+2)

)
•+n

, n, i ∈ Z, n � 0, i � 0
}
,
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называется D
(s)
∞ -дифференциальной A∞-коалгеброй или D

(s)
∞ A∞-коалгеброй,

если для любых целых чисел n � −1 и k � 0 выполнены соотношения
∑

i+j=k

d i+s∇−s(n+1)+j
n+1 + (−1)n∇−s(n+1)+i

n+1 d j+s =

=
∑

i+j=k

n∑
m=0

(−1)(m+1)(n+t+1)(1 ⊗ . . . ⊗ 1 ⊗∇−sm+i
m ⊗ 1 ⊗ . . . ⊗ 1)∇−s(n−m)+j

n−m ,

где сумма берётся также по всем местам t, на которых может стоять ∇−sm+i
m .

Ясно, что семейство отображений {∇ i
0 : X• → (X⊗2)• | i � 0} является мор-

физмом D
(s)
∞ -модулей, а дифференциальный модуль (X, d s), рассматриваемый

вместе с семейством отображений
{∇−sn

n : X → X⊗(n+2) | n � 0
}
является

дифференциальной A∞-коалгеброй.

Определение 3.6. Морфизмом D
(s)
∞ A∞-алгебр f : X → Y называется такое

семейство отображений

f =
{
f−sn+i

n : X → Y ⊗(n+1) |
f−sn+i

n (X•) ⊆
(
Y ⊗(n+1)

)
•+n

, n, i ∈ Z, n � 0, i � 0
}
,

что для любых целых чисел n � −1 и k � 0 выполнены соотношения∑
i+j=k

d i+sf
−s(n+1)+j
n+1 + (−1)nf

−s(n+1)+i
n+1 d j+s =

=
∑

i+j=k

n∑
m=0

(−1)(m+1)(n+t)(1 ⊗ . . . ⊗ 1 ⊗∇−sm+i
m ⊗ 1 ⊗ . . . ⊗ 1)f−s(n−m)+j

n−m +

+
∑

i+j=k

n∑
m=0

(−1)mn+n2+n4+...(f−sn1+i1
n1

⊗ . . . ⊗ f−snm+2+im+2
nm+2

)∇−sm+j
m ,

где n1 + . . . + nm+2 = n−m, i1 + . . . + im+2 = i и сумма берётся также по всем
местам t, на которых может стоять ∇−sm+i

m .

Ясно, что семейство отображений {f i
0 : X• → Y• | i � 0} является морфизмом

D
(s)
∞ -модулей и семейство отображений

{
f−sn

n : X•→
(
Y ⊗(n+1)

)
•+n

| n�0
}
явля-

ется морфизмом дифференциальных A∞-коалгебр (X, d s,∇−sn
n )→(X, d s,∇−sn

n ).

Определение 3.7. Гомотопией между морфизмами D
(s)
∞ -дифференциальных

A∞-коалгебр

f = {f−sn+i
n }, g = {g−sn+i

n } : (X, d i+s,∇−sn+i
n ) → (Y, d i+s,∇−sn+i

n )

называется такое семейство отображений

h =
{
h−s(n+1)+i

n : X → Y ⊗(n+1) |
h−s(n+1)+i

n (X•) ⊆
(
Y ⊗(n+1)

)
•+n+1

, n � 0, i � 0
}
,
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что для любых целых чисел n � −1 и k � 0 выполнены соотношения∑
i+j=k

d i+sh
−s(n+2)+j
n+1 + (−1)n+1h

−s(n+2)+i
n+1 d j+s =

= (−1)n+1
(
f
−s(n+1)+k
n+1 − g

−s(n+1)+k
n+1

)
+

+
∑

i+j=k

n∑
m=0

(−1)(m+1)(n+t)(1 ⊗. . .⊗ 1 ⊗∇−sm+i
m ⊗ 1 ⊗. . .⊗ 1)h−s(n−m+1)+j

n−m +

+
∑

i+j=k

n∑
m=0

(−1)(m+1)n+ε(t)(g−sn1+i1
n1

⊗ . . . ⊗ g−snt−1+it−1
nt−1

⊗ h−s(nt+1)+it
nt

⊗

⊗ f−snt+1+it+1
nt+1

⊗ . . . ⊗ f−snm+2+im+2
nm+2

)∇−sm+j
m ,

где суммы берутся также по всем местам t, на которых могут стоять ∇−sm+i
m и

h
−s(nt+1)+it
nt , n1 + . . . + nm+2 = n − m, i1 + . . . + im+2 = i,

ε(t) = n2 + n4 + . . . + n2[ t−1
2 ] + n2[ t

2 ]+1 + n2[ t+1
2 ]+3 + . . . + n2[ m+1

2 ]+1.

Ясно, что семейство h0 = {hi−s
0 : X• → Y•+1 | i � 0} является гомотопи-

ей между морфизмами D
(s)
∞ -модулей {f i

0}, {gi
0} : (X, d i+s) → (Y, d i+s) и семей-

ство
{
h
−s(n+1)
n : X• → (

Y ⊗(n+1)
)
•+n+1

| n � 0
}
является гомотопией между

морфизмами дифференциальных A∞-коалгебр {f−sn
n }, {g−sn

n } : (X, d s,∇−sn
n )→

→ (Y, d s,∇−sn
n ).

Рассмотрим гомотопические свойства D
(s)
∞ A∞-коалгебр. Пусть заданы мор-

физмы D
(s)
∞ A∞-коалгебр

η = {η−sn+i
n } : (X, d i+s,∇−sn+i

n ) � (Y, d i+s,∇−sn+i
n ) :{ξ−sn+i

n } = ξ,

для которых выполнено условие ηξ = 1Y , и пусть задана некоторая гомотопия
h =

{
h
−s(n+1)+i
n : X• → (

X⊗(n+1)
)
•+n+1

}
между морфизмами D

(s)
∞ A∞-коалгебр

1X и ξη, удовлетворяющая условиям hξ = 0, ηh = 0, hh = 0. Рассмотренная
ситуация называется SDR-ситуацией D

(s)
∞ A∞-коалгебр.

Теорема 3.2. Пусть заданы произвольные D
(s)
∞ A∞-коалгебра (X, d i+s,

∇−sn+i
n ) и SDR-ситуация дифференциальных модулей (η : (X, d s) � (Y, d ) : ξ, h).

Тогда на Y можно ввести структуру D
(s)
∞ A∞-коалгебры (Y, d i+s,∇−sn+i

n ), для
которой имеет место SDR-ситуация D

(s)
∞ A∞-коалгебр({η−sn+i

n } : (X, d i+s,∇−sn+i
n ) � (Y, d i+s,∇−sn+i

n ) :{ξ−sn+i
n },{h−s(n+1)+i

n

})

с начальными условиями d s = d, η0
0 = η, ξ0

0 = ξ, h−s
0 = h.

Следствие 3.4. Пусть над произвольным полем задана произвольная
D

(s)
∞ A∞-коалгебра (X, d i+s,∇−sn+i

n ), и пусть H(X)— гомологический модуль
дифференциального модуля (X, d s). Тогда на градуированном модуле H(X)
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имеется структура D
(s)
∞ A∞-коалгебры (H(X), d i+s,∇−sn+i

n ), где d s = 0, и опре-
делена SDR-ситуация D

(s)
∞ A∞-коалгебр({η−sn+i

n } : (X, d i+s,∇−sn+i
n ) � (H(X), d i+s,∇−sn+i

n ) :{ξ−sn+i
n },{h−s(n+1)+i

n

})
,

которая продолжает SDR-ситуацию (η : (X, d s) � (H(X), d = 0) : ξ, h) диффе-
ренциальных модулей.

Определение 3.8. D
(s)
∞ A∞-коалгебра (X, d i+s,∇−sn+i

n ) называется D
(s)
∞ -диф-

ференциальной коалгеброй или, короче, D
(s)
∞ -коалгеброй, если выполнено усло-

вие ∇−sn+i
n = 0, n > 0. Морфизмами D

(s)
∞ -коалгебр считаются морфизмы

D
(s)
∞ A∞-коалгебр. Для D

(s)
∞ -коалгебры (X, d i+s,∇−sn+i

n ) далее будем употреб-
лять запись (X, d i+s,∇i), где ∇i = ∇i

0.

Так как категория D
(s)
∞ -коалгебр является полной подкатегорией рассмот-

ренной выше категории D
(s)
∞ A∞-коалгебр, то из теоремы 3.2 получаем для

D
(s)
∞ -коалгебр следующие утверждения.

Следствие 3.5. Пусть заданы произвольная D
(s)
∞ -коалгебра (X, d i+s,∇i) и

любая SDR-ситуация дифференциальных модулей (η : (X, d s) � (Y, d ) : ξ, h).
Тогда на Y можно ввести структуру D

(s)
∞ A∞-коалгебры (Y, d i+s,∇−sn+i

n ), для
которой имеет место SDR-ситуация D

(s)
∞ A∞-коалгебр({η−sn+i

n } : (X, d i+s,∇i) � (Y, d i+s,∇−sn+i
n ) :{ξ−sn+i

n },{h−s(n+1)+i
n

})

с начальными условиями d s = d, η0
0 = η, ξ0

0 = ξ, h−s
0 = h.

Следствие 3.6. Пусть над произвольным полем задана произвольная
D

(s)
∞ -коалгебра (X, d i+s,∇i), и пусть H(X)— гомологический модуль диффе-

ренциального модуля (X, d s). Тогда на градуированном модуле H(X) имеется
структура D

(s)
∞ A∞-коалгебры (H(X), d i+s,∇−sn+i

n ), где d s = 0, и определена
SDR-ситуация D

(s)
∞ A∞-коалгебр({η−sn+i

n } : (X, d i+s,∇i) � (H(X), d i+s,∇−sn+i
n ) :{ξ−sn+i

n },{h−s(n+1)+i
n

})
,

которая продолжает SDR-ситуацию (η : (X, d s) � (H(X), d = 0) : ξ, h) диффе-
ренциальных модулей.

Определение 3.9. D
(s)
∞ A∞-алгебра (X, d i+s, π−sn+i

n ) называется стабиль-
ной, если D

(s)
∞ -модуль (X, d i+s) является стабильным и для каждого элемента

x1⊗. . .⊗xn+2 ∈ X⊗(n+2) найдётся номер k � 0, зависящий от x1⊗. . .⊗xn+2, для
которого выполнены условия π−sn+i

n (x1⊗ . . .⊗xn+2) = 0 при i > k. В частности,
D

(s)
∞ -алгебра (X, d i+s, πi) называется стабильной, если она является стабильной

D
(s)
∞ A∞-алгеброй.

Определение 3.10. D
(s)
∞ A∞-коалгебра (X, d i+s,∇−sn+i

n ) называется ста-
бильной, если D

(s)
∞ -модуль (X, d i+s) является стабильным и для каждого x ∈ X

найдётся номер k � 0, зависящий от элемента x, для которого выполнены



Мультипликативная A∞-структура в спектральных последовательностях расслоений 161

условия ∇−sn+i
n (x) = 0 при i > k. В частности, D

(s)
∞ -коалгебра (X, d i+s,∇i)

называется стабильной, если она является стабильной D
(s)
∞ A∞-коалгеброй.

Отметим, что если D
(s)
∞ A∞-алгебра или D

(s)
∞ -алгебра является стабильной,

то D
(s)
∞ A∞-алгебра, получаемая в теореме 3.1 или в следствии 3.2, также явля-

ется стабильной. Аналогично для D
(s)
∞ A∞-коалгебр в теореме 3.2 и для D

(s)
∞ -ко-

алгебр в следствии 3.5.

Легко убедиться, что любая стабильная D
(s)
∞ A∞-алгебра (X, d i+s, π−sn+i

n )
определяет суммарную дифференциальную A∞-алгебру (X,D, πn), где отобра-
жение πn : (X⊗n+2)• → X•+n задаётся формулой

πn = π−sn
n + π−sn+1

n + . . . + π−sn+i
n + . . . , n � 0,

и D : X• → X•−1— суммарный дифференциал D
(s)
∞ -модуля (X, d i+s). В част-

ности, каждая стабильная D
(s)
∞ -алгебра (X, d i+s, πi) определяет суммарную

дифференциальную алгебру (X,D, π), где D : X• → X•−1— суммарный диф-
ференциал D

(s)
∞ -модуля (X, d i+s) и умножение π : (X ⊗ X)• → X• задаётся

формулой

π = π0 + . . . + π i + . . . .

Аналогично любая стабильная D
(s)
∞ A∞-коалгебра (X, d i+s,∇−sn+i

n ) определя-
ет суммарную дифференциальную A∞-коалгебру (X,D,∇n) и, в частности,
каждая стабильная D

(s)
∞ -коалгебра (X, d i+s,∇i) определяет суммарную диф-

ференциальную коалгебру (X,D,∇).
Напомним теперь, что любая заданная над произвольным полем дифферен-

циальная A∞-алгебра (X, d, πn) определяет согласно следствию 2.1 свою гра-
дуированную A∞-алгебру гомологий (H(X), d = 0, πn). В частности, каждая
заданная над произвольным полем дифференциальная алгебра (X, d, π) опре-
деляет согласно следствию 2.3 свою градуированную A∞-алгебру гомологий
(H(X), d = 0, πn). Аналогично для любой заданной над произвольным полем
дифференциальной A∞-коалгебры (X, d,∇n) определена согласно следствию 2.4
её градуированная A∞-коалгебра гомологий (H(X), d = 0,∇n) и, в частно-
сти, для каждой заданной над полем дифференциальной коалгебры (X, d,∇n)
определена согласно следствию 2.6 её градуированная A∞-коалгебра гомологий
(H(X), d = 0,∇n).

Определение 3.11. A∞-алгеброй гомологий H(X, d i+s, π−sn+i
n ) для за-

данной над полем D
(s)
∞ A∞-алгебры (X, d i+s, π−sn+i

n ) называется градуиро-
ванная A∞-алгебра гомологий (H(X), d = 0, πn) её суммарной диффе-
ренциальной A∞-алгебры (X,D, πn). В частности, A∞-алгеброй гомологий
H(X, d i+s, π−sn+i

n ) для заданной над полем D
(s)
∞ -алгебры (X, d i+s, πi) называ-

ется градуированная A∞-алгебра гомологий (H(X), d = 0, πn) её суммарной
дифференциальной алгебры (X,D, π).
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Определение 3.12. A∞-коалгеброй гомологий H(X, d i+s,∇−sn+i
n ) для за-

данной над полем D
(s)
∞ A∞-коалгебры (X, d i+s,∇−sn+i

n ) называется градуиро-
ванная A∞-коалгебра гомологий (H(X), d = 0,∇n) её суммарной дифферен-
циальной A∞-коалгебры (X,D,∇n). В частности, A∞-коалгеброй гомологий
H(X, d i+s,∇−sn+i

n ) для заданной над полем D
(s)
∞ -коалгебры (X, d i+s,∇i) на-

зывается градуированная A∞-коалгебра гомологий (H(X), d = 0,∇n) её сум-
марной дифференциальной коалгебры (X,D,∇).

Рассмотрим теперь D
(s)
∞ A∞-алгебру (H(X), d i+s, π−sn+i

n ), где d s = 0, из
следствия 3.1. Легко убедиться, что условие d s = 0 позволяет рассматривать
H(X) как D

(s+1)
∞ A∞-алгебру

(
H(X), d i+(s+1), π̃

−(s+1)n+i
n

)
, где π̃

−(s+1)n+i
n = 0

для 0 � i < n и π̃
−(s+1)n+i
n = π−sn+i−n

n при i � n. Ясно, что к полученной
D

(s+1)
∞ A∞-алгебре можно снова применить следствие 3.1 и получить соответ-

ствующую D
(s+2)
∞ A∞-алгебру. Итерация применения следствия 3.1 к заданной

над полем D
(1)
∞ A∞-алгебре приводит к следующим утверждениям.

Теорема 3.3. Пусть над произвольным полем задана произволь-
ная D

(1)
∞ A∞-алгебра (X, d i+1, π−n+i

n ), и пусть {(Xs, ds)}s�1— спектраль-
ная последовательность D

(1)
∞ -модуля (X, d i+1) из теоремы 1.2. Тогда каж-

дый член (Xs, ds), s � 1, этой спектральной последовательности имеет
структуру D

(s)
∞ A∞-алгебры (Xs, d

i+s
s , π(s)−sn+i

n ), где (X1, d
i+1
1 , π(1)−n+i

n ) =
= (X, d i+s, π−n+i

n ) и d s
s = ds. Для любого s � 2 структура D

(s)
∞ A∞-ал-

гебры
(
Xs, d

i+s
s , π(s)−sn+i

n

)
в члене Xs индуцирована применением след-

ствия 3.1 к структуре D
(s−1)
∞ A∞-алгебры в члене Xs−1 и удовлетворяет условию

π(s)−sn+i
n = 0 при 0 � i < n.

Теорема 3.4. Пусть над полем задана произвольная стабильная D
(1)
∞ A∞-ал-

гебра (X, d i+1, π−n+i
n ), и пусть (Xs, d

i+s, π(s)−sn+i
n )— структура D

(s)
∞ A∞-алге-

бры из теоремы 3.3 в члене (Xs, ds) спектральной последовательности D
(1)
∞ -мо-

дуля (X, d i+1). Тогда A∞-алгебра гомологий H(Xs, d
i+s
s , π(s)−sn+i

n ) стабильной
D

(s)
∞ A∞-алгебры (Xs, d

i+s
s , π(s)−sn+i

n ) для каждого s � 1 изоморфна A∞-алгебре
гомологий H(X, d i+1, π−n+i

n ) стабильной D
(1)
∞ A∞-алгебры (X, d i+1, π−n+i

n ).

Следствие 3.7. Пусть над произвольным полем задана произвольная
D

(1)
∞ -алгебра (X, d i+1, π i), и пусть {(Xs, ds)}s�1— спектральная последо-

вательность D
(1)
∞ -модуля (X, d i+1) из теоремы 1.2. Тогда каждый член

(Xs, ds), s � 2, этой спектральной последовательности имеет структуру
D

(s)
∞ A∞-алгебры (Xs, d

i+s
s , π(s)−sn+i

n ), где d s
s = ds. Структура D

(2)
∞ A∞-ал-

гебры (X2, d
i+2
2 , π(2)−2n+i

n ) в члене X2 индуцирована применением след-
ствия 3.3 к D

(1)
∞ -алгебре (X1, d

i+1
1 , π(1)i) = (X, d i+1, πi) и удовлетворяет

условию π(2)−2n+i
n = 0 при 0 � i < n. Для любого s � 3 структура

D
(s)
∞ A∞-алгебры (Xs, d

i+s
s , π(s)−sn+i

n ) в члене Xs индуцирована применением
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следствия 3.1 к структуре D
(s−1)
∞ A∞-алгебры в члене Xs−1 и удовлетворяет

условию π(s)−sn+i
n = 0 при 0 � i < n.

Следствие 3.8. Пусть над полем задана произвольная стабильная D
(1)
∞ -алге-

бра (X, d i+1, πi), и пусть (Xs, d
i+s
s , π(s)−sn+i

n )— структура D
(s)
∞ A∞-алгебры из

следствия 3.7 в члене (Xs, ds), s � 2, спектральной последовательности D
(1)
∞ -мо-

дуля (X, d i+1). Тогда A∞-алгебра гомологий H(Xs, d
i+s
s , π(s)−sn+i

n ) стабильной
D

(s)
∞ A∞-алгебры (Xs, d

i+s
s , π(s)−sn+i

n ) для каждого s � 2 изоморфна A∞-алгебре
гомологий H(X, d i+1, π−n+i

n ) стабильной D
(1)
∞ -алгебры (X, d i+1, πi).

Двойственными аналогами теорем 3.3, 3.4 и следствий 3.7, 3.8 для
D

(1)
∞ A∞-коалгебр и D

(1)
∞ -коалгебр над полями являются следующие утвержде-

ния.

Теорема 3.5. Пусть над произвольным полем задана произвольная
D

(1)
∞ A∞-коалгебра (X, d i+1,∇−n+i

n ), и пусть {(Xs, ds)}s�1— спектральная по-
следовательность D

(1)
∞ -дифференциального модуля (X, d i+1) из теоремы 1.2.

Тогда каждый член (Xs, ds) этой спектральной последовательности имеет
структуру D

(s)
∞ A∞-коалгебры (Xs, d

i+s
s ,∇(s)−sn+i

n ), где (X1, d
i+1
1 ,∇(1)−n+i

n ) =
= (X, d i+s,∇−n+i

n ) и d s
s = ds. Для любого s � 2 структура D

(s)
∞ A∞-ко-

алгебры (Xs, d
i+s
s ,∇(s)−sn+i

n ) в члене Xs индуцирована применением след-
ствия 3.4 к структуре D

(s−1)
∞ A∞-коалгебры в члене Xs−1 и удовлетворяет

условию ∇(s)−sn+i
n = 0 при 0 � i < n.

Теорема 3.6. Пусть над полем задана произвольная стабильная D
(1)
∞ A∞-ко-

алгебра (X, d i+1,∇−n+i
n ), и пусть (Xs, d

i+s,∇(s)−sn+i
n )— структура D

(s)
∞ A∞-ко-

алгебры из теоремы 3.5 в члене (Xs, ds) спектральной последовательности
D

(1)
∞ -модуля (X, d i+1). Тогда A∞-коалгебра гомологий H(Xs, d

i+s
s ,∇(s)−sn+i

n )
стабильной D

(s)
∞ A∞-коалгебры (Xs, d

i+s
s ,∇(s)−sn+i

n ) для каждого s � 1 изо-
морфна градуированной A∞-коалгебре гомологий H(X, d i+1,∇−n+i

n ) стабиль-
ной D

(1)
∞ A∞-коалгебры (X, d i+1,∇−n+i

n ).

Следствие 3.9. Пусть над произвольным полем задана произвольная
D

(1)
∞ -коалгебра (X, d i+1,∇i), и пусть {(Xs, ds)}s�1— спектральная последо-

вательность D
(1)
∞ -модуля (X, d i+1). Тогда каждый член (Xs, ds), s � 2,

этой спектральной последовательности имеет структуру D
(s)
∞ A∞-коалге-

бры (Xs, d
i+s
s ,∇(s)−sn+i

n ), где d s
s = ds. Структура D

(2)
∞ A∞-коалгебры

(X2, d
i+2
2 ,∇(2)−2n+i

n ) в члене X2 индуцирована применением следствия 3.6
к D

(1)
∞ -коалгебре (X1, d

i+1
1 ,∇(1)i) = (X, d i+1,∇i) и удовлетворяет условию

∇(2)−2n+i
n = 0 при 0 � i < n. Для любого s � 3 структура D

(s)
∞ A∞-ко-

алгебры (Xs, d
i+s
s ,∇(s)−sn+i

n ) в члене Xs индуцирована применением след-
ствия 3.4 к структуре D

(s−1)
∞ A∞-коалгебры в члене Xs−1 и удовлетворяет

условию ∇(s)−sn+i
n = 0 при 0 � i < n.
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Следствие 3.10. Пусть над полем задана произвольная стабильная D
(1)
∞ -ко-

алгебра (X, d i+1,∇i), и пусть (Xs, d
i+s
s ,∇(s)−sn+i

n )— структура D
(s)
∞ A∞-коалге-

бры из следствия 3.9 в члене (Xs, ds), s � 2, спектральной последовательности
D

(1)
∞ -модуля (X, d i+1). Тогда A∞-коалгебра гомологий H(Xs, d

i+s
s ,∇(s)−sn+i

n )
стабильной D

(s)
∞ A∞-коалгебры (Xs, d

i+s
s ,∇(s)−sn+i

n ) для каждого s � 2 изо-
морфна градуированной A∞-коалгебре гомологий H(X, d i+1,∇i) стабильной
D

(1)
∞ -коалгебры (X, d i+1,∇i).

4. D∞-дифференциальные A∞-алгебры
и спектральные последовательности
дифференциальных алгебр с фильтрациями

В этом разделе устанавливается связь между дифференциальными алгебра-
ми с (1)-фильтрациями и D

(1)
∞ -дифференциальными алгебрами. При помощи

этой связи и гомотопической техники D
(s)
∞ A∞-алгебр определяется мультипли-

кативная A∞-структура в членах мультипликативной спектральной последова-
тельности дифференциальной алгебры с (1)-фильтрацией над полем.

Определение 4.1. Дифференциальную алгебру X с фильтрацией {Xn}, т. е.
дифференциальную алгебру (X, d, π), умножение π : X ⊗ X → X которой удо-
влетворяет условию π(Xk ⊗ Xm) ⊆ Xk+m, будем называть дифференциальной
алгеброй с (1)-фильтрацией, если {Xn} является (1)-фильтрацией дифференци-
ального модуля X.

Определение 4.2. Дифференциальную коалгебру X с фильтрацией {Xn},
т. е. дифференциальную коалгебру (X, d,∇), коумножение ∇ : X → X ⊗ X ко-
торой удовлетворяет условию ∇(Xn) ⊆ ⊕

k+m=n

Xk ⊗ Xm, будем называть диф-

ференциальной коалгеброй с (1)-фильтрацией, если {Xn} является (1)-фильтра-
цией дифференциального модуля X.

Рассмотрим основные примеры дифференциальных (ко)алгебр с (1)-фильтра-
циями, которые далее будут нужны для топологических приложений.

Пример 4.1. Пусть X —произвольное симплициальное множество X, и
пусть {Xn}—фильтрация X его остовами [24]. Тогда коалгебра нормали-
зованных цепей N(X) симплициального множества X является дифферен-
циальной коалгеброй с (1)-фильтрацией {N(Xn)} и, следовательно, алгебра
нормализованных коцепей N∗(X) симплициального множества X является
дифференциальной алгеброй с (1)-фильтрацией {N∗(X)−n}, где N∗(X)−n =
=

(
N(X)/N(Xn)

)∗
.

Пример 4.2. Пусть задано произвольное топологическое пространство X,
и пусть {S(X)n}—фильтрация остовами симплициального множества S(X)
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сингулярных симплексов этого топологического пространства [24]. Тогда ко-
алгебра нормализованных сингулярных цепей N(X) топологического простран-
ства X является дифференциальной коалгеброй с (1)-фильтрацией {N(S(X)n)}
и, следовательно, алгебра нормализованных коцепей N∗(X) топологическо-
го пространства X является дифференциальной алгеброй с (1)-фильтрацией{
N∗(S(X)

)−n}
.

Пример 4.3. Пусть задано произвольное отображение симплициальных мно-
жеств f : X → Y . Так как это отображение симплициальных множеств индуци-
рует отображение дифференциальных коалгебр N(f) : N(X) → N(Y ) и так как
N(f)−1

(
N(Y n)

)
= N

(
f−1(Y n)

)
, где {Y n} является фильтрацией симплициаль-

ного множества Y его остовами, то коалгебра N(X) является дифференциаль-
ной коалгеброй с (1)-фильтрацией

{
N(X)n = N

(
f−1(Y n)

)}
и, следовательно,

алгебра нормализованных коцепей N∗(X) симплициального множества X явля-
ется дифференциальной алгеброй с (1)-фильтрацией {N∗(X)−n}.
Пример 4.4. Пусть задано произвольное непрерывное отображение тополо-

гических пространств f : X → Y . Так как это непрерывное отображение индуци-
рует отображение дифференциальных коалгебр N(f) : N(X) → N(Y ) и так как
имеет место равенство N(f)−1

(
N(S(Y )n)

)
= N

(
S(f)−1(S(Y )n)

)
, то коалгебра

нормализованных цепей N(X) топологического пространства X является диф-
ференциальной коалгеброй с (1)-фильтрацией

{
N(X)n = N

(
S(f)−1(S(Y )n)

)}
и, следовательно, алгебра нормализованных коцепей N∗(X) является диффе-
ренциальной алгеброй с (1)-фильтрацией {N∗(X)−n}.
Пример 4.5. Пусть задано произвольное расслоение Серра p : E → B.

Так как проекция p этого расслоения является непрерывным отображением,
то дифференциальная коалгебра N(E) является дифференциальной коалгеброй
с (1)-фильтрацией

{
N(E)n = N

(
S(f)−1(S(B)n)

)}
и, следовательно, алгебра

N∗(E) нормализованных коцепей пространства расслоения E является диффе-
ренциальной алгеброй с (1)-фильтрацией {N∗(E)−n}.
Установим теперь связь между дифференциальными алгебрами с (1)-филь-

трациями и D
(1)
∞ -алгебрами над полями. Пусть над полем задана произвольная

дифференциальная алгебра (X, d, π) с (1)-фильтрацией {Xn}. Тогда, как бы-
ло показано в разделе 1, для заданного над полем дифференциального модуля
(X, d ) c (1)-фильтрацией {Xn} однозначно определён стабильный D

(1)
∞ -модуль

(X, d i+1). Обозначим через Zk
X подмодуль градуированного модуля Xk, для

которого имеет место разложение Xk = Zk
X ⊕ Xk−1. При помощи условия

π
(
(Xk ⊗ Xm)•

) ⊆ Xk+m
• определим стабильную D

(1)
∞ -алгебру (X, d i+1, πi), по-

лагая
πi =

⊕
k,m∈Z

πi(k,m) : (X ⊗ X)• → X•, i ∈ Z, i � 0,

где отображение πi(k,m) : (Zk
X⊗Zm

X )• → (Zk+m−i
X )• является компонентой отоб-

ражения

π : (Zk
X ⊗ Zm

X )• → Xk+m
• = (Zk+m

X )• ⊕ (Zk+m−1
X )• ⊕ . . . ⊕ (Zk+m−i

X )• ⊕ . . . .
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Ясно, что D
(1)
∞ -алгебра (X, d i+1, πi) является стабильной D

(1)
∞ -алгеброй, для

которой суммарная дифференциальная алгебра совпадает с исходной дифферен-
циальной алгеброй (X, d, π). Таким образом, получено следующее утверждение.

Предложение 4.1. Каждая заданная над полем дифференциальная алгебра
(X, d, π) с (1)-фильтрацией однозначно определяет стабильную D

(1)
∞ -дифферен-

циальную алгебру (X, d i+1, πi), для которой суммарная дифференциальная ал-
гебра совпадает с (X, d, π).

Двойственным образом для заданных над полями дифференциальных коал-
гебр с (1)-фильтрациями получаем следующее утверждение.

Предложение 4.2. Каждая заданная над полем дифференциальная коалге-
бра (X, d,∇) с (1)-фильтрацией однозначно определяет стабильную D

(1)
∞ -диффе-

ренциальную коалгебру (X, d i+1,∇i), для которой суммарная дифференциаль-
ная коалгебра совпадает с (X, d,∇).

Рассмотрим теперь для произвольной дифференциальной алгебры (X, d, π)
с (1)-фильтрацией {Xn} соответствующую ей мультипликативную спектраль-
ную последовательность

{(
Xs, ds, π

(s)
)}

s�1
, где π(s)—ассоциативное умноже-

ние в члене Xs. Если заданная дифференциальная алгебра (X, d, π) с (1)-филь-
трацией {Xn} рассматривается над полем, то из теоремы 1.4, следствий 3.7, 3.8
и предложения 4.1 получаем следующее утверждение.

Теорема 4.1. Пусть над произвольным полем заданы произвольная диффе-
ренциальная алгебра (X, d, π) с (1)-фильтрацией {Xn} и мультипликативная
спектральная последовательность

{(
Xs, ds, π

(s)
)}

s�1
этой дифференциальной

алгебры с (1)-фильтрацией. Тогда

1) член X1 этой спектральной последовательности имеет структуру стабиль-
ной D

(1)
∞ -алгебры

(
X1, d

i+1
1 , π(1)i

)
, которая связана со структурой диффе-

ренциальной алгебры
(
X1, d1, π

(1)
)
в этом члене равенствами d 1

1 = d1 и
π(1)0 = π(1);

2) для каждого номера s � 2 член Xs этой спектральной последователь-
ности имеет структуру стабильной D

(s)
∞ A∞-алгебры (Xs, d

i+s
s , π(s)−sn+i

n ),
которая удовлетворяет условию π(s)−sn+i

n = 0, 0 � i < n, и связана со
структурой дифференциальной алгебры

(
Xs, ds, π

(s)
)
равенствами d s

s = ds

и π(s)00 = π(s);
3) если (1)-фильтрация {Xn} дифференциального модуля X является огра-
ниченной снизу, то A∞-алгебра гомологий H(Xs) стабильной D

(s)
∞ A∞-ал-

гебры (Xs, d
i+s
s , π(s)−sn+i

n ) для каждого номера s � 1 изоморфна A∞-ал-
гебре гомологий H(X) дифференциальной алгебры (X, d, π).

Двойственным образом, если рассмотреть для дифференциальной коалгебры
(X, d,∇) с (1)-фильтрацией {Xn} соответствующую ей комультипликативную
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спектральную последовательность
{(

Xs, ds,∇(s)
)}

s�1
, где ∇(s) является ассо-

циативным коумножением в члене Xs, то из теоремы 1.4, следствий 3.9, 3.10 и
предложения 4.2 получаем следующее утверждение.

Теорема 4.2. Пусть над произвольным полем заданы произвольная диффе-
ренциальная коалгебра (X, d,∇) с (1)-фильтрацией {Xn} и комультипликатив-
ная спектральная последовательность

{(
Xs, ds,∇(s)

)}
s�1

этой дифференциаль-
ной коалгебры с (1)-фильтрацией. Тогда

1) член X1 этой спектральной последовательности имеет структуру стабиль-
ной D

(1)
∞ -коалгебры (X1, d

i+1
1 ,∇(1)i), которая связана со структурой диф-

ференциальной коалгебры
(
X1, d1,∇(1)

)
в этом члене равенствами d 1

1 = d1

и ∇(1)0 = ∇(1);
2) для каждого номера s � 2 член Xs этой спектральной последовательности
имеет структуру стабильной D

(s)
∞ A∞-коалгебры (Xs, d

i+s
s ,∇(s)−sn+i

n ), ко-
торая удовлетворяет условию ∇(s)−sn+i

n = 0, 0 � i < n, и связана со струк-
турой дифференциальной коалгебры

(
Xs, ds,∇(s)

)
равенствами d s

s = ds и
∇(s)00 = ∇(s);

3) если (1)-фильтрация {Xn} дифференциального модуля X является
ограниченной снизу, то A∞-коалгебра гомологий H(Xs) стабильной
D

(s)
∞ A∞-коалгебры (Xs, d

i+s
s ,∇(s)−sn+i

n ) для каждого номера s � 1 изо-
морфна A∞-коалгебре гомологий H(X) дифференциальной коалгебры
(X, d,∇).

5. D∞-дифференциальные A∞-алгебры
и спектральные последовательности расслоений

В этом разделе гомотопическая техника стабильных D
(s)
∞ A∞-алгебр приме-

няется к мультипликативным когомологическим спектральным последователь-
ностям расслоений и к комультипликативным гомологическим спектральным
последовательностям расслоений.
Пусть p : E → B—произвольное расслоение Серра и {S(B)n}—фильтра-

ция остовами симплициального множества S(B) сингулярных симплексов ба-
зы B этого расслоения. Как было указано в разделе 4, дифференциальная
коалгебра N(E) является дифференциальной коалгеброй с (1)-фильтрацией
{N(E)n}, где N(E)n = N

(
S(p)−1(S(B)n)

)
. Двойственным образом дифферен-

циальная алгебра N∗(E) является дифференциальной алгеброй с (1)-фильтраци-
ей {N∗(E)−n}, N∗(E)−n = (N(E)/N(E)n)∗. Если дифференциальная алгебра
N∗(E) с (1)-фильтрацией {N∗(E)−n} задана над полем, то, применяя к ней
теорему 4.1, получим следующее утверждение.
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Теорема 5.1. Пусть p : E → B—произвольное расслоение Серра,
(N∗(E), d, π)— заданная над полем дифференциальная алгебра нормализован-
ных коцепей тотального пространства этого расслоения и

{(
Xs, ds, π

(s)
)}

s�1
—

мультипликативная когомологическая спектральная последовательность данно-
го расслоения. Тогда

1) член X1 этой спектральной последовательности имеет структуру стабиль-
ной D

(1)
∞ -алгебры

(
X1, d

i+1
1 , π(1)i

)
, которая связана со структурой диффе-

ренциальной алгебры
(
X1, d1, π

(1)
)
в этом члене равенствами d 1

1 = d1 и
π(1)0 = π(1);

2) для каждого номера s � 2 член Xs этой спектральной последователь-
ности имеет структуру стабильной D

(s)
∞ A∞-алгебры (Xs, d

i+s
s , π(s)−sn+i

n ),
которая удовлетворяет условию π(s)−sn+i

n = 0, 0 � i < n, и связана со
структурой дифференциальной алгебры

(
Xs, ds, π

(s)
)
равенствами d s

s = ds

и π(s)00 = π(s);

3) A∞-алгебра гомологий H(Xs, d
i+s
s , π(s)−sn+i

n ) стабильной D
(s)
∞ E∞-алге-

бры (Xs, d
i+s
s , π(s)−sn+i

n ) для каждого номера s � 1 изоморфна A∞-ал-
гебре когомологий H∗(E) тотального пространства E заданного расслое-
ния.

Двойственным образом, если дифференциальная коалгебра нормализован-
ных цепей N(E) с фильтрацией {N(E)n} задана над полем, применяя к ней
теорему 4.2, получим следующее утверждение.

Теорема 5.2. Пусть p : E → B—произвольное расслоение Серра,
(N(E), d,∇)— заданная над полем дифференциальная коалгебра нормализован-
ных цепей тотального пространства этого расслоения и

{(
Xs, ds,∇(s)

)}
s�1

—
комультипликативная гомологическая спектральная последовательность данно-
го расслоения. Тогда

1) член X1 этой спектральной последовательности имеет структуру стабиль-
ной D

(1)
∞ -коалгебры (X1, d

i+1
1 ,∇(1)i), которая связана со структурой диф-

ференциальной коалгебры
(
X1, d1,∇(1)

)
в этом члене равенствами d 1

1 = d1

и ∇(1)0 = ∇(1);
2) для каждого номера s � 2 член Xs этой спектральной последовательности
имеет структуру стабильной D

(s)
∞ A∞-коалгебры (Xs, d

i+s
s ,∇(s)−sn+i

n ), ко-
торая удовлетворяет условию ∇(s)−sn+i

n = 0, 0 � i < n, и связана со струк-
турой дифференциальной коалгебры

(
Xs, ds,∇(s)

)
равенствами d s

s = ds и
∇(s)00 = ∇(s);

3) A∞-коалгебра гомологий H(Xs, d
i+s
s ,∇(s)−sn+i) стабильной D

(s)
∞ E∞-ко-

алгебры (Xs, d
i+s
s ,∇(s)−sn+i) для каждого номера s � 1 изоморфна

A∞-коалгебре гомологий H∗(E) тотального пространства E заданного рас-
слоения.
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Напомним теперь, что операда Сташеффа (A∞, γ) является операдой Хоп-
фа [12], т. е. для операды A∞ = {A∞(j)}j�1 в категории семейств дифференци-
альных модулей имеется ассоциативное коумножение ∇ : A∞ → A∞ ⊗ A∞, где
(A∞⊗A∞)(j) = A∞(j)⊗A∞(j), j � 1, которое является морфизмом операд. Из
этого следует, что для любых дифференциальных A∞-алгебр X и Y на тензор-
ном произведении X ⊗ Y имеется структура дифференциальной A∞-алгебры,
определяемая коумножением ∇ : A∞ → A∞ ⊗ A∞ и структурами дифференци-
альных A∞-алгебр на сомножителях тензорного произведения X ⊗ Y .

Теорема 5.3. Пусть p : E → B—произвольное расслоение Серра со слоем F ,
где π0(B) = 0, π1(B) = 0, и пусть {(Xs, ds)}s�1— заданная над полем когомо-
логическая спектральная последовательность этого расслоения. Тогда второй
член X2, имеющий структуру D

(2)
∞ A∞-алгебры (X2, d

i+2
2 , π(2)−2n+i

n ), являет-
ся, если его рассматривать как градуированную A∞-алгебру (X2, π(2)−n

n ), тен-
зорным произведением A∞-алгебры когомологий базы H∗(B) и A∞-алгебры
когомологий слоя H∗(F ) данного расслоения.

Доказательство. Так как гомотопические категории топологических про-
странств и симплициальных множеств являются эквивалентными [25], то до-
казательство теоремы достаточно провести в категории симплициальных мно-
жеств. Напомним, что указанную эквивалентность гомотопических категорий
индуцируют функтор симплициального множества сингулярных симплексов то-
пологического пространства и сопряжённый ему функтор геометрической реали-
зации симплициального множества, которые соответственно переводят рассло-
ения Серра в расслоения Кана [24] и расслоения Кана в расслоения Серра [1].
Напомним ещё [24], что каждое расслоение Кана симплициальных множеств
p : E → B со слоем F и линейно связной базой B гомотопически эквивалентно
симплициальной проекции pr: F ×τ B → B, где F ×τ B— скрученное декартово
произведение симплициальных множеств F и B относительно скручивающей
функции τ : B• → Aut(F )•−1. Из этого следует, что доказательство теоремы
достаточно провести для когомологической спектральной последовательности
скрученного декартова произведения симплициальных множеств [24].
Итак, пусть задано произвольное скрученное декартово произведение сим-

плициальных множеств F ×τ B, где B—линейно связное и односвязное сим-
плициальное множество. Рассмотрим над произвольным полем дифференциаль-
ную алгебру (N∗(F ×τ B), dτ , π) нормализованных коцепей симплициального
множества F ×τ B. Заметим, что N∗(F ×τ B) является дифференциальной алге-
брой с (1)-фильтрацией {N∗(F×τB)−n}n�0, которая индуцирована фильтрацией
{F ×τ Bn}n�0, где {Bn}n�0—фильтрация симплициального множества B его
остовами. Так как дифференциальная алгебра N∗(F ×τ B) с (1)-фильтрацией
{N∗(F ×τ B)−n} задана над полем, то однозначно определена соответствующая
ей D

(1)
∞ -алгебра (N∗(F ×τ B), di+1

τ , πi) и, в частности, определена дифференци-
альная алгебра (N∗(F ×τ B), d1

τ , π0). Аналогично, если рассмотреть декартово
произведение указанных выше симплициальных множеств F × B с фильтраци-
ей {F ×Bn}n�0, где {Bn}n�0—фильтрация симплициального множества B его
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остовами, получим заданную над полем D
(1)
∞ -алгебру (N∗(F × B), d i+1, πi) и,

в частности, дифференциальную алгебру (N∗(F × B), d 1, π0). Заметим теперь,
что дифференциальные алгебры N∗(F ×τ B) и N∗(F × B) с указанными выше
(1)-фильтрациями совпадают как градуированные алгебры с фильтрациями. Из
этого получаем равенство (N∗(F ×τ B), π0) = (N∗(F × B), π0) градуированных
алгебр. Обозначим градуированный модуль N∗(F ×τ B) = N∗(F × B) через X.
Тогда для градуированной алгебры (X,π0) имеем две дифференциальные алге-
бры (X, d1

τ , π0) и (X, d 1, π0).
Покажем, что дифференциальные модули (X, d1

τ ) и (X, d 1) являются гомо-
топически эквивалентными. Для этого напомним [17, 24], что для рассматри-
ваемого скрученного декартова произведения F ×τ B имеется SDR-ситуация
дифференциальных модулей

(N∗(F ×τ B), dτ ) � (N∗(F ) ⊗ϕ∗ N∗(B), dϕ∗),

где (N∗(F )⊗ϕ∗ N∗(B), dϕ∗)— скрещённое тензорное произведение относительно
скрещивающей коцепи ϕ∗ : N∗

−•
(
Aut(F )

) → N∗
−•−1(B), которая соответствует

скручивающей функции τ : B• → Aut(F )•−1. Если рассмотреть на дифферен-
циальных модулях N∗(F ×τ B) и N∗(F ) ⊗ϕ∗ N∗(B) соответственно указанную
выше фильтрацию {N∗(F ×τ B)−n} и фильтрацию {(

N∗(F )⊗ϕ∗ N∗(B)
)−n}

, где
(
N∗(F ) ⊗ϕ∗ N∗(B)

)−n

−k
=

⊕
m�n

N∗
−k+m(F ) ⊗ N∗

−m(B),

то SDR-ситуация (N∗(F ×τ B), dτ ) � (N∗(F ) ⊗ϕ∗ N∗(B), dϕ∗), как показано
в [17, 24], является SDR-ситуацией дифференциальных модулей с фильтра-
циями. От этой SDR-ситуации перейдём к SDR-ситуации дифференциальных
модулей

(N∗(F ×τ B), dτ ) � (H∗(F ) ⊗ϕ̃∗ N∗(B), dϕ̃∗),

где ϕ̃∗ является A∞-скрещивающей коцепью [2,11], которая соответствует скре-
щивающей коцепи ϕ∗. Легко убедиться, что SDR-ситуация дифференциальных
модулей (N∗(F ×τ B), dτ ) � (H∗(F ) ⊗ϕ̃∗ N∗(B), dϕ̃∗), рассматриваемая относи-
тельно фильтраций {N∗(F ×τ B)−n} и {(

H∗(F ) ⊗ϕ̃∗ N∗(B)
)−n}

, где
(
H∗(F ) ⊗ϕ̃∗ N∗(B)

)−n

−k
=

⊕
m�n

H∗
−k+m(F ) ⊗ N∗

−m(B),

является SDR-ситуацией дифференциальных модулей с (1)-фильтрациями. Так
как все рассматриваемые здесь модули заданы над полем, то SDR-ситуация
дифференциальных модулей

(N∗(F ×τ B), dτ ) � (H∗(F ) ⊗ϕ̃∗ N∗(B), dϕ̃∗)

с (1)-фильтрациями однозначно определяет SDR-ситуацию D
(1)
∞ -модулей

(N∗(F ×τ B), d i+1
τ ) � (H∗(F ) ⊗ϕ̃∗ N∗(B), d i+1

ϕ̃∗ ).
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В частности, определена SDR-ситуация дифференциальных модулей

(N∗(F ×τ B), d 1
τ ) � (H∗(F ) ⊗ϕ̃∗ N∗(B), d 1

ϕ̃∗),

которую можно переписать в виде SDR-ситуации дифференциальных модулей

(N∗(F ×τ B), d 1
τ ) � (H∗(F ) ⊗ N∗(B), 1 ⊗ d),

поскольку

(H∗(F ) ⊗ϕ̃∗ N∗(B), d 1
ϕ̃∗) = (H∗(F ) ⊗ N∗(B), 1 ⊗ d).

Применяя аналогичные рассуждения к SDR-ситуации Эйленберга—Зильбера
для нормализованных коцепных комплексов c фильтрациями, получим SDR-си-
туацию дифференциальных модулей

(N∗(F × B), d 1) � (H∗(F ) ⊗ N∗(B), 1 ⊗ d).

При помощи последних двух рассмотренных SDR-ситуаций дифференциальных
модулей получаем для дифференциальных модулей (X, d 1

τ ) и (X, d 1) взаимо-
обратные гомотопические эквивалентности

(X = N∗(F ×τ B), d 1
τ ) � (X = N∗(F × B), d 1).

Таким образом, для определённых выше дифференциальных алгебр (X, d 1
τ , π0)

и (X, d 1, π0) дифференциальные модули (X, d 1
τ ) и (X, d 1) являются гомотопи-

чески эквивалентными.
Покажем теперь, что дифференциальные алгебры (X, d 1

τ , π0) и (X, d 1, π0),
если их рассматривать как дифференциальные A∞-алгебры, являются гомото-
пически эквивалентными дифференциальными A∞-алгебрами. Для этого срав-
ним B∞-конструкции B∞(X, d 1

τ , π0) и B∞(X, d 1, π0) для дифференциальных
алгебр (X, d 1

τ , π0) и (X, d 1, π0). Рассмотрим B∞(X, d 1
τ , π0) и B∞(X, d 1, π0)

как бикомплексы, у которых первый дифференциал определяется отображе-
нием π0, а второй дифференциал определяется соответственно отображения-
ми d 1

τ и d 1. Если вычислить спектральные последовательности бикомплексов
B∞(X, d 1

τ , π0) и B∞(X, d 1, π0), то получим, пользуясь гомотопической эквива-
лентностью дифференциальных модулей (X, d 1

τ ) и (X, d 1), что соответствующие
градуированные модули гомологий H•

(
B∞(X, d 1

τ , π0)
)
и H•

(
B∞(X, d 1, π0)

)
яв-

ляются изоморфными градуированными A∞-коалгебрами. Из этого следует, что
ко-B∞-конструкции F∞

(
H•

(
B∞(X, d 1

τ , π0)
))
и F∞

(
H•

(
B∞(X, d 1, π0)

))
явля-

ются изоморфными градуированными A∞-алгебрами. Теперь заметим, что име-
ются гомотопические эквивалентности дифференциальных A∞-алгебр

F∞B∞(X, d 1
τ , π0) � F∞

(
H•

(
B∞(X, d 1

τ , π0)
))

,

F∞B∞(X, d 1, π0) � F∞
(
H•

(
B∞(X, d 1, π0)

))
,

которые соответственно индуцированы гомологическими SDR-ситуациями диф-
ференциальных A∞-коалгебр

B∞(X, d 1
τ , π0) � H•

(
B∞(X, d 1

τ , π0)
)
, B∞(X, d 1, π0) � H•

(
B∞(X, d 1, π0)

)
.
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При помощи указанных выше гомотопических эквивалентностей дифференци-
альных A∞-алгебр, а также учитывая изоморфность градуированных A∞-алгебр
F∞

(
H•

(
B∞(X, d 1

τ , π0)
))
и F∞

(
H•

(
B∞(X, d 1, π0)

))
, получаем гомотопическую

эквивалентность дифференциальных A∞-алгебр

F∞B∞(X, d 1
τ , π0) � F∞B∞(X, d 1, π0).

Из этой гомотопической эквивалентности дифференциальных A∞-алгебр, поль-
зуясь SDR-ситуациями дифференциальных A∞-алгебр из теоремы 2.3

F∞B∞(X, d 1
τ , π0) � (X, d 1

τ , π0), F∞B∞(X, d 1
τ , π0) � (X, d 1

τ , π0),

получаем, что дифференциальные алгебры (X, d 1
τ , π0) = (N∗(F ×τ B), d 1

τ , π0)
и (X, d 1, π0) = (N∗(F × B), d 1, π0) являются гомотопически эквивалентными
дифференциальными A∞-алгебрами.
Напомним теперь, что выше была построена SDR-ситуация дифференциаль-

ных модулей
(N∗(F × B), d 1) � (H∗(F ) ⊗ N∗(B), 1 ⊗ d),

которая является, как легко убедиться, естественной в функториальном смыс-
ле. Так как все дифференциальные модули рассматриваются над полем, то эта
естественная SDR-ситуация определяет естественную SDR-ситуацию дифферен-
циальных модулей

(N∗(F × B), d 1) � (N∗(F ) ⊗ N∗(B), d⊗)

дифференциальных модулей, где d⊗— стандартный дифференциал в тензорном
произведении. Заметим теперь, что имеет место равенство дифференциальных
модулей (N(∆[n]), d) = (N(∆[n]), d 1), где (N(∆[n]), d 1)—дифференциальный
модуль, соответствующий нормализованному цепному комплексу (N(∆[n]), d)
стандартного n-мерного симплициального симплекса ∆[n], который рассматри-
вается с фильтрацией {∆[n]k}k�0 своими остовами. Из равенства дифферен-
циальных модулей (N(∆[n]), d) = (N(∆[n]), d 1) следует, как легко убедиться,
равенство дифференциальных модулей

(N(∆[n] × ∆[n]), d) = (N(∆[n] × ∆[n]), d 1).

Здесь (N(∆[n]×∆[n]), d 1)—дифференциальный модуль, соответствующий нор-
мализованному цепному комплексу (N(∆[n] × ∆[n]), d) симплициального мно-
жества ∆[n]×∆[n], которое рассматривается с фильтрацией {∆[n]×∆[n]k}k�0.
При помощи равенства (N(∆[n] × ∆[n]), d) = (N(∆[n] × ∆[n]), d 1) указанная
выше естественная SDR-ситуация

(N∗(F × B), d 1) � (N∗(F ) ⊗ N∗(B), d⊗)

дифференциальных модулей методом ацикличных моделей стандартным образом
продолжается до SDR-ситуации дифференциальных A∞-алгебр

(N∗(F × B), d 1, π0) � (N∗(F ) ⊗ N∗(B), d⊗, π),



Мультипликативная A∞-структура в спектральных последовательностях расслоений 173

где (N∗(F ) ⊗ N∗(B), d⊗, π)— тензорное произведение дифференциальных ал-
гебр (N∗(F ), d, π) и (N∗(B), d, π). Из этой SDR-ситуации дифференциальных
A∞-алгебр получаем, учитывая построенную выше гомотопическую эквивалент-
ность дифференциальных A∞-алгебр (N∗(F ×τ B), d 1

τ , π0) и (N∗(F ×B), d 1, π0),
что дифференциальные алгебры (N∗(F ×τ B), d 1

τ , π0) и (N∗(F )⊗N∗(B), d⊗, π)
являются гомотопически эквивалентными дифференциальными A∞-алгебрами.
Таким образом, член (X1, d1) когомологической спектральной последователь-

ности {(Xs, ds)}s�1 скрученного декартова произведения F ×τ B, где симплици-
альное множество B является линейно связным и односвязным, имеет структуру
D

(1)
∞ -алгебры (X1, d

i+1
1 , π(1)i) = (N∗(F ×τ B), d i+1

τ , πi), для которой дифферен-
циальная A∞-алгебра (X1, d1 = d 1

1 , π(1)0) = (N∗(F ×τ B), d 1
τ , π0) является го-

мотопически эквивалентной дифференциальной A∞-алгебре (N∗(F ) ⊗ N∗(B),
d⊗, π). Наличие этой гомотопической эквивалентности дифференциальных
A∞-алгебр говорит о том, что член X2 спектральной последовательно-
сти {(Xs, ds)}s�1 имеет структуру D

(2)
∞ A∞-алгебры (X2, d

i+2
2 , π(2)−2n+i

n ), где
π(2)−2n+i

n = 0 при 0 � i < n, для которой градуированная A∞-алгебра
(X2, π(2)−n

n ) является изоморфной тензорному произведению градуированной
A∞-алгебры когомологий базы H∗(B) и градуированной A∞-алгебры когомоло-
гий слоя H∗(F ) симплициального расслоения pr: F ×τ B → B.

Рассуждая двойственным образом, получим следующее утверждение
о структуре градуированной A∞-коалгебры на втором члене гомологической
спектральной последовательности расслоения.

Теорема 5.4. Пусть p : E → B—произвольное расслоение Серра со сло-
ем F , где π0(B) = 0, π1(B) = 0, и пусть {(Xs, ds)}s�1— заданная над полем го-
мологическая спектральная последовательность этого расслоения. Тогда второй
член X2, имеющий структуру D

(2)
∞ A∞-коалгебры (X2, d

i+2
2 ,∇(2)−2n+i

n ), явля-
ется, если его рассматривать как градуированную A∞-коалгебру (X2,∇(2)−n

n ),
тензорным произведением A∞-коалгебры гомологий базы H∗(B) и A∞-коалге-
бры гомологий слоя H∗(F ) данного расслоения.

В заключение раздела отметим, что утверждения теорем 5.1 и 5.3 являют-
ся обобщением на мультипликативные A∞-структуры классических результатов
Серра из [26] о мультипликативной структуре в членах когомологических спек-
тральных последовательностей расслоений.
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