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Аннотация

В данной работе рассматриваются полигоны над коммутативными полугруппами
идемпотентов (полурешётками). Доказано, что полигон над полурешёткой являет-
ся частично упорядоченным множеством. Получено полное описание полигонов над
конечной цепью. Приведены необходимые условия на частично упорядоченное множе-
ство, при которых оно будет являться полигоном над некоторой полурешёткой.

Abstract

M. Yu. Maksimovskiy, Acts over semilattices, Fundamentalnaya i prikladnaya mate-
matika, vol. 14 (2008), no. 7, pp. 151—156.

In this paper, we consider acts over commutative semigroups of idempotents (semilat-
tices). We prove that an act over a semilattice is a partially ordered set. We obtain a full
description of acts over a finite chain and a necessary condition for a partially ordered set
to be an act over some semilattice.

Полигоном над полугруппой S (см. [3]) называется множество X вме-
сте с отображением X × S → X, (x, s) �→ xs, удовлетворяющим условию
x(st) = (xs)t при x ∈ X, s, t ∈ S. Полурешёткой называется множество, в ко-
тором любое двухэлементное подмножество имеет точную нижнюю границу.
Хорошо известно, что полурешётка— это то же, что и коммутативная полу-
группа идемпотентов: если (A,�)—полурешётка, то (A, ·), a · b = inf{a, b}, —
коммутативная полугруппа идемпотентов, и наоборот, если (A, ·)—коммутатив-
ная полугруппа идемпотентов, то (A,�), a � b⇐⇒ ab = ba = a, — полурешётка.
Линейно упорядоченную полурешётку назовём цепью.

Если полугруппа S имеет простое строение, то правые полигоны над ней
могут быть описаны. В частности, в [2] были описаны (в терминах теории мно-
жеств и теории групп) все полигоны над вполне простой (вполне 0-простой)
полугруппой. В данной работе получено полное описание полигонов над ко-
нечной цепью. Приведены необходимые требования на частично упорядоченное
множество X, при которых оно будет полигоном над некоторой полурешёткой.

Фундаментальная и прикладная математика, 2008, том 14, № 7, с. 151—156.
c© 2008 Центр новых информационных технологий МГУ,

Издательский дом «Открытые системы»



152 М. Ю. Максимовский

Нижним конусом элемента x частично упорядоченного множества X назовём
множество x∇ = {y ∈ X | y � x}. Для полугруппы S положим

S1 =

{
S, если S имеет единицу,

S ∪ {1}, если S не имеет единицы.

Пусть X —полигон над полурешёткой S. Положим x � y ⇐⇒ x ∈ yS1.
Будем считать, что x · 1 = x при x ∈ X.

Предложение 1. Полигон X над полурешёткой S является частично упоря-
доченным множеством относительно отношения x � y ⇐⇒ x ∈ yS1.

Доказательство. Так как x · 1 = x, то отношение � рефлексивно. Если
x � y и y � z, то x = ys, y = zt при некоторых s, t ∈ S1. Тогда x = zts, что вле-
чёт транзитивность этого отношения. Осталось доказать антисимметричность.
Пусть x � y и y � x. Тогда x = ys, y = xt при некоторых s, t ∈ S1. Отсюда,
пользуясь коммутативностью и идемпотентностью полугруппы S, получаем, что

x = ys = xts = xt2s = xtst = yst = xt = y.

Это означает, что данное отношение антисимметрично. Следовательно, оно яв-
ляется отношением порядка.

Предложение 2. Если X —полигон над полурешёткой S, то для каждого
x ∈ X множество x∇ является полурешёткой.

Доказательство. Пусть y, z ∈ x∇. Тогда y = xa, z = xb при некоторых
a, b ∈ S1. Положим u = xab. Так как u = yb = za, то u � y, u � z. Пусть теперь
p ∈ X таково, что p � y и p � z. Тогда p = ys = zt при некоторых s, t ∈ S1. Мы
имеем p = xas = xbt. Далее,

ust = ybst = pbt = x · bt · bt = xbt = p,

т. е. p � u. Таким образом, u = inf{y, z}.
Назовём частично упорядоченное множество X связным, если для любых

x, y ∈ X существует такая последовательность элементов x0, x1, . . . , xn ∈ X,
что x0 = x, xn = y и xi+1 � xi или xi � xi+1 при i = 0, 1, . . . , n − 1. Нетрудно
проверить, что всякое частично упорядоченное множество является объедине-
нием попарно не пересекающихся связных подмножеств (компонент связности).
Легко проверяется также справедливость следующего утверждения.

Предложение 3. Если X таково, что x∇ —полурешётка для каждого x ∈ X,
то каждая компонента связности Xα обладает свойством

∀x, y ∈ Xα ∃ z ∈ Xα z � x, y.

Пусть X —полигон над полурешёткой S и

X =
⋃

{Xα | α ∈ Ω}—
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разложение на компоненты связности. Очевидно, каждая компонента Xα явля-
ется подполигоном полигона X, и мы имеем

X =
∐
α

Xα,

где символ
∐

обозначает копроизведение (непересекающееся объединение) по-
лигонов. При этом компоненты Xα не обязательно являются полурешётками,
как показывает следующий пример.

Пример 1. Полигон X = {x, y, z, t, u} над полурешёткой S = {a, b, c} и сама
полурешётка изображены на рисунках. Так как z и t несравнимы, то inf{x, y}
не существует. Следовательно, X не является полурешёткой.

� ��

�

�

�

�
�

�
�

�
���

�
�

�
�

�
���

�
�

���

�
�

���

x

c

z

y

b

t

t

ba

�
�

���

�
�

���

a b

c

Назовём частично упорядоченное множество X деревом, если оно связно и
для любого x ∈ X нижний конус x∇ является цепью.

Предложение 4. Если X —полигон над цепью S, то каждая его компонента
связности Xα является деревом.

Доказательство. Очевидно, достаточно доказать, что x∇ —цепь для любого
x ∈ X. Пусть y, z ∈ x∇. Тогда y = xa, z = xb при некоторых a, b ∈ S1. Так как
любые элементы из S1 сравнимы друг с другом (мы считаем, что s � 1 при
всех s ∈ S), то a � b или b � a. Пусть, например, a � b. Тогда a = bs при
некотором s ∈ S1. Отсюда получаем, что y = xa = xbs = zs � z, значит, y и z
сравнимы.

Пусть X —частично упорядоченное множество и X =
⋃{Xα | α ∈ Ω}— его

разложение на компоненты связности. Понятно, что X будет являться полиго-
ном над полурешёткой S (в частности, над цепью) в том и только том случае,
если каждая компонента Xα является полигоном над S. Следовательно, при
рассмотрении полигонов над полурешётками мы можем ограничиться связными
полигонами.

Теорема. Пусть n—натуральное число и X —частично упорядоченное мно-
жество, обладающее следующими свойствами:

1) X —дерево;
2) X представимо в виде объединения попарно не пересекающихся подмно-

жеств X0,X1, . . . , Xn;
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3) X0 состоит из одного элемента (будем считать, что X0 = {u0});
4) если x ∈ Xi, y ∈ Xj и i � j, то y 	< x.

Пусть S = {a0, a1, . . . , an−1}—цепь (a0 < a1 < . . . < an−1). Для элементов
x ∈ X и aj ∈ S положим

x · aj = max
(
x∇ ∩ (X0 ∪X1 ∪ . . . ∪Xj)

)
. (∗)

Тогда X является полигоном над цепью S. Наоборот, всякий связный полигон
над конечной цепью устроен таким образом.

Доказательство. Докажем вначале, что X —полигон. Рассмотрим произве-
дение (x · aj) · ak. Очевидно, xaj ∈ X0 ∪ . . .∪Xj . Если k � j, то (xaj)ak = xaj =
= x(ajak). Пусть теперь k < j. Положим

xaj = y, yak = z, xak = z′.

Тогда

y = max
(
x∇ ∩ (X0 ∪ . . . ∪Xj)

)
, z = max

(
y∇ ∩ (X0 ∪ . . . ∪Xk)

)
,

z′ = max
(
x∇ ∩ (X0 ∪ . . . ∪Xk)

)
.

Так как y ∈ x∇, то z′ � z. Поскольку z′ � y, имеем z′ ∈ y∇. Так как
z′ ∈ X0 ∪ . . . ∪Xk, то z′ ∈ y∇ ∩ (X0 ∪ . . . ∪Xk), поэтому

z′ � max
(
y∇ ∩ (X0 ∪ . . . ∪Xk)

)
= z.

Таким образом, z′ = z. Теперь получаем, что

(xaj)ak = yak = z = z′ = xak = x(ajak),

что и требовалось доказать.
Пусть теперь X —произвольный связный полигон над цепью

S = {a0 < a1 < . . . < an−1}.
Ввиду предложения 1 X —дерево. Следовательно, выполнено условие 1). Поло-
жим

X0 = Xa0, X1 = Xa1 \Xa0, . . . , Xn−1 = Xan−1 \Xan−2, Xn = X \Xan−1.

Тем самым будет выполнено 2). Пусть x ∈ Xi, y ∈ Xj , i � j, y � x. Тогда
y = xak при некотором k. Имеем x = xai, y = yaj , x /∈ Xai−1, y /∈ Xaj−1. Если
k � j − 1, то y = yak = yaj−1ak ∈ Xaj−1 —противоречие. Значит, k � j. Тогда
k � i. Теперь имеем

y = xak = xaiak = xai = x.

Этим доказано 4). Если u, v ∈ X0 и u 	= v, то ввиду 4) u и v несравнимы.
Следовательно, u и v лежат в разных компонентах связности, что невозможно.
Значит, |X0| = 1, что доказывает 3).

Нам осталось доказать, что умножение элементов X и S осуществляется по
формуле (∗). Пусть x ∈ X, aj ∈ S. Ясно, что xaj ∈ x∇. Далее,

xaj ∈ Xaj = (Xaj \Xaj−1) ∪ . . . ∪ (Xa1 \Xa0) ∪Xa0 = X0 ∪X1 ∪ . . . ∪Xj .
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Следовательно,
xaj ∈ x∇ ∩ (X0 ∪ . . . ∪Xj).

Пусть x′ —произвольный элемент из x∇ ∩ (X0 ∪ . . . ∪ Xj). Тогда x′ = xak при
некотором k и x′ = x′as при некотором s � j. Имеем

x′ = xakas = (xas)ak = (xajas)ak = xaj · asak � xaj .

Значит,
xaj = max

(
x∇ ∩ (X0 ∪X1 ∪ . . . ∪Xj)

)
,

т. е. выполнено (∗). Теорема доказана.
Строение полигона над конечной цепью может быть проиллюстрировано сле-

дующим рисунком, где pa3 = pa2 = q, pa0 = u0.

�

�

�

�

�
�

�
�

�
��

�

�
�
�
�
�
��

�

�

�
�

�
�

�

	
	

	
	

	
	

	
	

�

�
�
�

�
�

�
�

��
��

a0

a1

a2

a3

u0

q

p

Следствие 1. Связное частично упорядоченное множество X является поли-
гоном над некоторой цепью из n элементов в том и только том случае, если
X —дерево, длины всех цепей которого не превышают n+ 1.

Доказательство. Необходимость утверждения очевидна. Докажем доста-
точность. Пусть u1, u2 —два минимальных элемента множества X. Если
u1 	= u2, то u1 и u2 лежат в разных компонентах связности множества X, что
противоречит условию. Следовательно, множество X имеет наименьший эле-
мент; обозначим его u0. Положим X0 = {u0}. Пусть Xi (i = 1, 2, . . . , n) — множе-
ство элементов x ∈ X, для которых существует путь u0 < x1 < x2 < . . . < xi = x
длины i + 1, но нет пути меньшей длины из u0 в x. Нетрудно проверить, что
множества X0,X1, . . . Xn удовлетворяют условиям 1)—4), и из теоремы следует,
что X —полигон над цепью из n элементов.

В произвольном (не обязательно связном) случае мы имеем следующее оче-
видное утверждение.

Следствие 2. Частично упорядоченное множество X является полигоном над
цепью из n элементов в том и только том случае, если X является объединением
непересекающихся деревьев и длины цепей в X не превышают n+ 1.



156 М. Ю. Максимовский

Таким образом, мы установили, что если X —частично упорядоченное мно-
жество, являющееся полигоном над некоторой полурешёткой, то

для любого x ∈ X множество {y | y � x} является полурешёткой. (∗∗)
Естественно спросить: при каких условиях частично упорядоченное множе-

ство X является полигоном над некоторой полурешёткой? Необходимым явля-
ется условие (∗∗), но оно не является достаточным, как показывает следующий
пример.

Пример 2. Пусть X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}—частично упорядоченное множе-
ство, заданное соотношениями 7 < 5, 7 < 6, 5 < 3, 5 < 4, 6 < 1, 6 < 2, 3 < 1,
3 < 2, 4 < 2. Тогда X удовлетворяет условию (∗∗), но не является полигоном ни
над какой полурешёткой.

Если X —полигон над полурешёткой S, то существует множество Φ отобра-
жений X → X, которые удовлетворяют следующим условиям:

1) если x � y, то xϕ � yϕ при всех x, y ∈ S, ϕ ∈ Φ (условие изотонности);
2) если x � y, то существует такое ϕ ∈ Φ, что x = yϕ;
3) ϕ2 = ϕ для всех ϕ ∈ Φ (условие идемпотентности);
4) ϕψ = ψϕ для всех ϕ,ψ ∈ Φ (условие коммутативности).

Для этого множества X с помощью компьютерного моделирования были найде-
ны все изотонные идемпотентные отображения. Мощность их множества рав-
на 41. Это множество является множеством с частичной операцией, в котором
максимальной коммутативной подполугруппы, удовлетворяющей условию (∗∗),
не существует. Следовательно, X не может быть полигоном ни над какой полу-
решёткой.
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