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Аннотация

В теории алгебр Ли изучается понятие нижнего слабо разрешимого радикала.
В работе рассматривается возможность обобщения этого понятия на класс l-алгебр
Ли над частично упорядоченным полем. В статье введено понятие нижнего слабо
разрешимого l-радикала l-алгебры Ли и рассмотрены его свойства, а также получены
условия его совпадения с l-первичным радикалом l-алгебры Ли.

Abstract

J. V. Kochetova, On the lower weakly solvable l-radical of lattice ordered Lie alge-
bras, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 14 (2008), no. 8, pp. 137—149.

The concept of the lower weakly solvable radical of Lie algebras is important in the
study of Lie algebras. The purpose of this paper is to investigate the generalization of
this concept to lattice ordered Lie algebras over partially ordered fields. Some results
concerning properties of the lower weakly solvable l-radical of lattice ordered Lie algebras
are obtained. Necessary and sufficient conditions for the l-prime radical of a Lie l-algebra
to be equal to the lower weakly solvable l-radical of the Lie l-algebra are presented.

1. Введение

Вопрос об изучении нижнего слабо разрешимого l-радикала решёточно упо-
рядоченных алгебр Ли возник у автора в связи с исследованием в работе [5]
l-первичного радикала l-алгебр Ли над частично упорядоченным полем.
Важное место в изучении первичного радикала алгебр Ли занимает нижний

слабо разрешимый радикал, так как первичный радикал произвольной алгебры
Ли над полем совпадает с её нижним слабо разрешимым радикалом (см. [8, тео-
рема 2.3.3]). Поэтому возникает естественный вопрос о введении понятия ниж-
него слабо разрешимого l-радикала l-алгебры Ли над частично упорядоченным
полем, а также о возможности распространения результатов, касающихся ниж-
него слабо разрешимого радикала, на решёточно упорядоченные алгебры Ли.

Фундаментальная и прикладная математика, 2008, том 14, № 8, с. 137—149.
c© 2008 Центр новых информационных технологий МГУ,

Издательский дом «Открытые системы»



138 Ю. В. Кочетова

В данной статье введено понятие нижнего слабо разрешимого l-радикала
решёточно упорядоченной алгебры Ли, изучены его свойства, а также получены
условия его совпадения с l-первичным радикалом l-алгебры Ли.
Понятие частично упорядоченной алгебры Ли над частично упорядоченным

полем было введено В. М. Копытовым [1].

Определение 1. Решёточно упорядоченной алгеброй Ли L над частично упо-
рядоченным полем K называется алгебра Ли над полем K, на которой задано
такое отношение порядка �, что

1) 〈L; +; 0;−;�〉—решёточно упорядоченная группа [2];
2) для любых элементов x, y ∈ L, λ ∈ K из неравенств x � y, λ � 0 следует

λx � λy;
3) для любых элементов x, y, z ∈ L из неравенства x � y следует неравенство

x + [x, z] � y + [y, z].

Напомним, что идеалом в алгебре Ли L называется такое подпространство J
в L, что из x ∈ L, y ∈ J следует, что [x, y] ∈ J . Идеал J частично упорядочен-
ной алгебры Ли L над частично упорядоченным полем K называется выпуклым,
если J —выпуклое подмножество в L. Выпуклый идеал l-алгебры Ли, являю-
щийся подрешёткой этой алгебры, называется l-идеалом [2,3].
По аналогии с определением разрешимого идеала алгебры Ли (см., например,

[8, с. 30]) сформулируем определение l-разрешимого l-идеала l-алгебры Ли.

Определение 2. l-идеал J решёточно упорядоченной алгебры Ли L над ча-
стично упорядоченным полем называется l-разрешимым l-идеалом, если суще-
ствует цепочка идеалов J ⊃ J1 ⊃ J2 ⊃ . . . ⊃ Jk = {0}, в которой Ji+1 является
l-идеалом в Ji, а фактор-алгебры Ji/Ji+1 абелевы.

Как и при построении нижнего ниль-радикала в ассоциативных алгебрах,
обозначим через N(L) сумму всех l-разрешимых l-идеалов l-алгебры Ли L. Бу-
дем называть N(L) l-радикалом l-алгебры Ли L над частично упорядоченным
полем по аналогии с тем, как это делается в l-кольцах. Таким образом, N(L)—
идеал, порождённый множеством {Jα | α ∈ I} всех l-разрешимых l-идеалов
из L, который по [3, теорема 1] является l-идеалом в L и состоит из всевозмож-
ных конечных сумм вида xα1 + xα2 + . . . + xαk

, где xαk
∈ Jαk

и αk ∈ I.
В разделе 2 изучены свойства l-разрешимых l-идеалов решёточно упорядо-

ченных алгебр Ли над частично упорядоченным полем. В частности, приведено
доказательство следующего утверждения.

Предложение 1. Каждый l-разрешимый l-идеал l-алгебры Ли L над частич-
но упорядоченным полем содержится в l-первичном радикале l-rad(L) l-алгебры
Ли L.

В разделе 2 также описываются свойства l-радикала l-алгебр Ли над ча-
стично упорядоченным полем. Основным результатом этого раздела является
следующая теорема.
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Теорема 1. l-радикал N(L) l-алгебры Ли L над частично упорядоченным
полем равен пересечению всех l-первичных l-идеалов l-алгебры Ли L тогда и
только тогда, когда N

(
L/N(L)

)
= {0}.

В разделе 3 введено понятие нижнего слабо разрешимого l-радикала l-ал-
гебры Ли над частично упорядоченным полем и описаны его свойства. В этом
разделе, в частности, получена теорема о совпадения l-первичного радикала
l-алгебры Ли с её нижним слабо разрешимым l-радикалом.

Теорема 2. В любой решёточно упорядоченной алгебре Ли L над направ-
ленным полем K нижний слабо разрешимый l-радикал B(L) совпадает с l-пер-
вичным радикалом l-rad(L).

В статье используется общепринятая терминология для частично упорядо-
ченных алгебраических систем (см. [2,9]).

2. l-радикал l-алгебры Ли

В данном разделе изучаются свойства l-разрешимых l-идеалов l-алгебр Ли
над частично упорядоченным полем, в частности взаимосвязь l-полупервичности
l-алгебры Ли с наличием в этой l-алгебре Ли l-разрешимых l-идеалов. Также
в этом разделе исследуются свойства l-радикала l-алгебр Ли.
Напомним, что алгебра Ли называется полупервичной, если она не содержит

ненулевых абелевых идеалов (см., например, [8, с. 40]). По аналогии с данным
определением сформулируем определения l-полупервичной l-алгебры Ли и l-по-
лупервичного идеала.

Определение 3. l-алгебра Ли L над частично упорядоченным полем K на-
зывается l-полупервичной, если она не содержит ненулевых абелевых l-идеалов,
т. е. для любого l-идеала I �= {0} в L верно соотношение [I, I] �= {0}.

Определение 4. l-идеал P решёточно упорядоченной алгебры Ли L над
частично упорядоченным полем K называется l-полупервичным идеалом, ес-
ли фактор-алгебра L/P является l-полупервичной l-алгеброй Ли.

Известно, что каждый ненулевой разрешимый идеал алгебры Ли содержит
ненулевой абелев идеал [8, с. 40]. Поэтому условие полупервичности алгебры
Ли эквивалентно отсутствию в ней ненулевых разрешимых идеалов.
Аналогичное утверждение имеет место и для решёточно упорядоченных ал-

гебр Ли.

Лемма 1. Каждый ненулевой l-разрешимый l-идеал l-алгебры Ли L над ча-
стично упорядоченным полем K содержит ненулевой абелев l-идеал.

Доказательство. Рассмотрим произвольный ненулевой l-разрешимый l-иде-
ал I решёточно упорядоченной алгебры Ли L. По определению 2 в I найдётся
ряд l-идеалов l-алгебры Ли L

I ⊇ I1 ⊇ . . . ⊇ Ik−1 ⊇ Ik = {0},
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в котором каждая фактор-алгебра Ij/Ij+1 абелева. В частности, абелевой явля-
ется фактор-алгебра Ik−1/Ik = Ik−1/{0}, следовательно, ненулевой l-идеал Ik−1

абелев, при этом Ik−1 ⊆ I.

Благодаря доказанной лемме можно сформулировать определение l-полупер-
вичной l-алгебры Ли, эквивалентное данному ранее определению 3.

Определение 5. Решёточно упорядоченная алгебра Ли L над частично упо-
рядоченным полем K называется l-полупервичной, если она не содержит нену-
левых l-разрешимых l-идеалов.

Поскольку понятие первичного радикала алгебры Ли тесно связано с поня-
тием первичной алгебры Ли (см., например, [8]), то при изучении l-первичного
радикала l-алгебр Ли автором было введено понятие l-первичной решёточно
упорядоченной алгебры Ли— аналог понятия первичной алгебры Ли.

Определение 6. l-первичной решёточно упорядоченной алгеброй Ли L над
частично упорядоченным полем будем называть такую l-алгебру Ли, в которой
произведение

[I, J ] =
{

z ∈ L
∣∣∣ z =

n=n(z)∑
i=1

[xi, yi], xi ∈ I, yi ∈ J

}

любых двух её ненулевых l-идеалов I и J отлично от нуля.

Напомним, что l-идеал P решёточно упорядоченной алгебры Ли L над ча-
стично упорядоченным полем K называется l-первичным идеалом, если фак-
тор-алгебра L/P является l-первичной l-алгеброй Ли над частично упорядочен-
ным полем K [4]. l-первичным радикалом l-rad(L) l-алгебры Ли L над частич-
но упорядоченным полем называется пересечение всех l-первичных l-идеалов
из L [5].
В дальнейшем нам понадобятся следующие утверждения, доказанные в [6].

Предложение 2 [6, теорема 25; 7, теорема 3]. Пусть I — l-идеал l-алгебры
Ли L над частично упорядоченным полем K. Полный прообраз любого l-идеа-
ла J̄ фактор-алгебры L/I при каноническом гомоморфизме ε : L → L/I является
l-идеалом l-алгебры Ли L.

Предложение 3 [6, теорема 13]. Пусть L— l-алгебра Ли над частично
упорядоченным полем K, I и A— l-идеалы l-алгебры Ли L. Тогда множество
Ā = {T ∈ L/I | T ∩ A �= ∅} является l-идеалом фактор-алгебры L/I.

Далее будем использовать введённое в [4,5] обозначение Ia для наименьшего
l-идеала l-алгебры Ли L, содержащего элемент a ∈ L.
Рассмотрим утверждение, касающееся l-полупервичных идеалов l-алгебр Ли

и необходимое нам для дальнейшего изложения.

Лемма 2. Если J — l-полупервичный l-идеал l-алгебры Ли L над частично
упорядоченным полем K и l-идеал A алгебры L строго содержит J , то в L
существует такой l-первичный l-идеал P , что P ⊇ J и P �⊇ A.
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Доказательство. Так как A ⊃ J , то A \ J �= ∅, поэтому найдётся такой
элемент b ∈ A, что b /∈ J . Рассмотрим элемент b0 = b. Допустим, что

(
Ib0

)2 ⊆ J .
По предложению 3 найдётся l-идеал Īb0 в L/J , соответствующий l-идеалу Ib0 ,
при этом

[Īb0 , Īb0 ] =
{

t =
n(t)∑
i=1

[xj + J, yj + J ]
∣∣∣ xj , yj ∈ Ib0

}
.

Так как для любых элементов x, y ∈ Ib0 выполнено равенство

[x + J, y + J ] = [x, y] + [x, J ] + [J, y] + [J, J ]

и при этом [x, J ], [J, y], [J, J ] ⊆ J и [x, y] ⊆ (
Ib0

)2 ⊆ J , то
(
Īb0

)2 ⊆ J . Таким
образом, l-идеал Īb0 является абелевым l-идеалом в L/J . В силу l-полупервич-
ности фактор-алгебры L/J по определению 3 имеем Īb0 = J . Следовательно,
Ib0 = J , и поэтому b0 ∈ J , что противоречит условию b /∈ J . Значит,

(
Ib0

)2
� J .

Пусть b1 ∈ (
Ib0

)2 \ J . Так как b1 /∈ J , то, аналогично тому, как это было

сделано выше, доказывается, что
(
Ib1

)2
� J . Выберем элемент b2 ∈ (

Ib1

)2 \ J
и т. д. Построим последовательность {bn ∈ L | n ∈ N}, начинающуюся с эле-
мента b0 = b, ни один элемент bi ∈

(
Ibi+1

)2
которой не принадлежит l-идеалу J ,

т. е. bi /∈ J .
Рассмотрим максимальный l-идеал P , такой что P ⊇ J и P не содержит ни

одного элемента построенной последовательности. l-идеал P существует соглас-
но лемме Цорна. Покажем, что l-идеал P является l-первичным в L. Для этого
нужно доказать, что фактор-алгебра L/P l-первична, поэтому рассмотрим такие
l-идеалы Ū , V̄ в L/P , что Ū �= P , V̄ �= P . Им по предложению 2 соответствуют
l-идеалы U , V в L. Если U = {a ∈ L | a + P ∈ Ū} ⊆ P , то Ū ⊆ P , что проти-
воречит выбору l-идеала Ū �= P . Таким образом, U �⊆ P и аналогично V �⊆ P .
Следовательно, U +P ⊃ P и V +P ⊃ P . Отсюда согласно максимальности l-иде-
ала P относительно свойства P ∩ {bn | n ∈ N} = ∅ следует, что существуют
такие элементы bk и bt рассматриваемой последовательности, что bk ∈ U + P и
bt ∈ V + P . Пусть для определённости k � t. Так как bk ∈ U + P , то

bk+1 ∈ (
Ibk

)2 ⊆ [U + P,U + P ] ⊆ U + P,

поэтому bk+1 ∈ U + P . Аналогично получаем, что bt ∈ U + P . Следовательно,

bt+1 ∈ (
Ibt

)2 ⊆ [U + P, V + P ] ⊆ [U, V ] + P.

Так как bt+1 /∈ P , то [U, V ] �⊆ P . Применяя далее предложение 3, име-
ем [Ū , V̄ ] �⊆ P . По определению 6 фактор-алгебра L/P является l-первичной
l-алгеброй Ли, что влечёт l-первичность l-идеала P .
Итак, в L существует такой l-первичный l-идеал P , что P ⊇ J и b /∈ P . Так

как b /∈ P и b ∈ A, то P �⊇ A.

Нам понадобится следующее утверждение, доказанное в [5].
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Предложение 4 [5]. Если L— l-алгебра Ли над частично упорядоченным
полем K, l-rad(L)— её l-первичный радикал и a ∈ L, то a ∈ l-rad(L) тогда и
только тогда, когда в любой последовательности {an ∈ L | n ∈ N}, где a0 = |a|,
ai+1 ∈ [Iai

, Iai
], начиная с некоторого места все элементы равны нулю.

Используя приведённое поэлементное описание l-первичного радикала l-ал-
гебры Ли, можно доказать свойство l-разрешимых l-идеалов l-алгебры Ли L,
сформулированное в предложении 1.

Доказательство предложения 1. Пусть A— l-разрешимый l-идеал решё-
точно упорядоченной алгебры Ли L. Тогда по определению 2 в L существует
цепочка идеалов

A ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ Ak−1 ⊃ Ak = {0},
в которой Ai+1 является l-идеалом для Ai, а фактор-алгебры Ai/Ai+1 абелевы.
Отсюда, в частности, следует, что Ai— l-идеал для A. Рассмотрев произвольные
элементы ci, di ∈ Ai, из абелевости фактор-алгебры Ai/Ai+1 получаем, что

[ci + Ai+1, di + Ai+1] = [ci, di] + Ai+1 = Ai+1,

откуда следует включение [Ai, Ai] ⊆ Ai+1.
Рассмотрим произвольный элемент x ∈ A и покажем, что x ∈ l-rad(L). Для

этого возьмём произвольную последовательность {xn ∈ L | n ∈ N}, в которой
x0 = |x| и xi+1 ∈ [Ixi

, Ixi
]. Так как x ∈ A и A является l-идеалом в L, то

x0 = |x| ∈ A, и поэтому Ix0 ⊆ A. Исходя из доказанного выше, заключаем, что
[Ix0 , Ix0 ] ⊆ [A,A] ⊆ A1. Следовательно,

x1 ∈ [Ix0 , Ix0 ] ⊆ A1.

Тогда для l-идеала A1 имеет место соотношение Ix1 ⊆ A1. Так как по доказан-
ному выше [A1, A1] ⊆ A2, то

x2 ∈ [Ix1 , Ix1 ] ⊆ [A1, A1] ⊆ A2.

Продолжая подобным образом, получим, что xk−1 ∈ Ak−1 и xk ∈ Ak = {0}.
Поскольку рассматриваемая последовательность содержит нуль, то по предло-
жению 4 x ∈ l-rad(L). Таким образом, A ⊆ l-rad(L).

Из доказанного предложения вытекает следующее утверждение, описываю-
щее взаимосвязь l-радикала и l-первичного радикала l-алгебры Ли.

Следствие 1. Для любой решёточно упорядоченной алгебры Ли L над ча-
стично упорядоченным полем выполняется включение

N(L) ⊆ l-rad(L).

Доказательство. Пусть {Jα | α ∈ I}—множество всех l-разрешимых l-иде-
алов решёточно упорядоченной алгебры Ли L. Из предложения 1 известно, что
каждый l-разрешимый l-идеал Jα l-алгебры Ли L содержится в l-первичном
радикале l-rad(L) l-алгебры Ли L. Поэтому любая конечная сумма вида

xα1 + xα2 + . . . + xαk
,
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где xαk
∈ Jαk

, также принадлежит l-первичному радикалу l-rad(L). Отсюда по
определению l-радикала l-алгебры Ли L следует, что сумма всех l-разрешимых
l-идеалов из L содержится в l-первичном радикале, т. е. N(L) ⊆ l-rad(L).

Путём несложных рассуждений, используя [2, гл. II, § 3, теорема 3], можно
доказать, что верно следующее утверждение.

Предложение 5. Пусть L и L1— l-алгебры Ли над частично упорядоченным
полем K и ϕ— l-эпиморфизм из L в L1. Тогда для любого l-идеала I1 из L1 и
его полного прообраза I из L фактор-алгебры L/I и L1/I1 l-изоморфны.

С использованием этого утверждения доказывается следующее свойство l-ра-
дикала l-алгебр Ли.

Предложение 6. Пусть L—решёточно упорядоченная алгебра Ли над ча-
стично упорядоченным полем K и N(L)— сумма всех её l-разрешимых l-идеа-
лов. l-идеал P l-алгебры Ли L является l-первичным в L тогда и только тогда,
когда l-идеал P̄ = P/N(L) является l-первичным идеалом в L̄ = L/N(L).

Доказательство. Если P —произвольный l-первичный идеал l-алгебры
Ли L, то по следствию 1 имеем включение N(L) ⊆ l-rad(L) ⊆ P , из кото-
рого следует, что N(L) является l-идеалом в P . Поэтому можно рассмотреть
фактор-алгебру

P̄ = P/N(L) = {a + N(L) | a ∈ P},
которая является по предложению 3 l-идеалом в L̄ = L/N(L), при этом L̄ =
= L/N(L) является по [6, теорема 10] l-алгеброй Ли над частично упорядочен-
ным полем K.
Докажем, что фактор-алгебры L/P и L̄/P̄ =

(
L/N(L)

)
/
(
P/N(L)

)
изоморф-

ны. Для этого рассмотрим решёточно упорядоченные алгебры Ли L и L̄ =
= L/N(L) над частично упорядоченным полем K и их l-идеалы P и P̄ = P/N(L)
соответственно. Из [6, теорема 12] известно, что существует естественный l-эпи-
морфизм ε l-алгебры Ли L на фактор-алгебру L̄, при котором, согласно предло-
жениям 2 и 3, l-идеал P из L является полным прообразом l-идеала P̄ = P/N(L)
из L̄. Исходя из всего сказанного выше, по предложению 5 можно сделать вывод
об l-изоморфности фактор-алгебр L/P и L̄/P̄ =

(
L/N(L)

)
/
(
P/N(L)

)
.

Так как фактор-алгебры L/P и L̄/P̄ l-изоморфны, то из l-первичности одной
из них следует l-первичность другой. Отсюда, применяя определение l-первич-
ного идеала, получим, что l-идеал P является l-первичным в L тогда и только
тогда, когда l-идеал P̄ является l-первичным идеалом в L̄.

Докажем необходимое и достаточное условие совпадения l-радикала и l-пер-
вичного радикала l-алгебры Ли над частично упорядоченным полем, сформули-
рованное в теореме 1.

Доказательство теоремы 1. Пусть N
(
L/N(L)

)
= {0}, т. е. L̄ = L/N(L) не

содержит ненулевых l-разрешимых l-идеалов. Следовательно, по определениям 4
и 5 N(L)— l-полупервичный l-идеал l-алгебры Ли L. Из следствия 1 известно,
что N(L) ⊆ l-rad(L). Допустим, что N(L) �= l-rad(L), т. е. N(L) ⊂ l-rad(L).
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Тогда из леммы 2 следует существование в L l-первичного l-идеала P , такого
что P ⊇ N(L) и P �⊇ l-rad(L). При этом, в силу определения l-первичного
радикала l-алгебры Ли L, для l-первичного l-идеала P выполняется соотношение
P ⊇ l-rad(L). Полученное противоречие показывает, что N(L) = l-rad(L).
Обратно, пусть N(L) = l-rad(L), где l-rad(L) =

⋂
β

Pβ —пересечение всех

l-первичных l-идеалов Pβ l-алгебры Ли L. Тогда имеет место следующая цепочка
равенств: ⋂

β

Pβ =
(⋂

β

Pβ

)
/N(L) =

⋂
β

(
Pβ/N(L)

)
=

⋂
β

P̄β .

Отсюда, учитывая предложение 6, получаем, что P̄β пробегает множество всех
l-первичных идеалов в l-алгебре Ли L̄. Следовательно, l-rad(L) = l-rad(L̄). По
следствию 1 верно включение N(L̄) ⊆ l-rad(L̄).
Если N(L̄) �= {0̄}, то l-rad(L̄) ⊇ N(L̄) �= {0̄}, поэтому l-rad(L̄) ⊃ {0̄}. По

доказанному выше это означает, что l-rad(L) ⊃ {0̄}, т. е.
( ⋂

β

Pβ

)
/N(L) ⊃ {0̄},

при этом по следствию 1 имеет место включение N(L) ⊆ ⋂
β

Pβ . Отсюда, в свою

очередь, следует, что
⋂
β

Pβ ⊃ N(L). Полученное соотношение противоречит дан-

ному по условию теоремы равенству N(L) = l-rad(L). Значит, N(L̄) = {0̄}, т. е.
N

(
L/N(L)

)
= {0}.

Следствие 2. Пусть L—решёточно упорядоченная алгебра Ли над частично
упорядоченным полем K и N(L)— сумма всех её l-разрешимых l-идеалов. Тогда
N(L) = {0} тогда и только тогда, когда l-rad(L) = {0}.

Доказательство. Пусть l-rad(L) = {0}. Используя включение N(L) ⊆
⊆ l-rad(L), которое имеет место по следствию 1, получаем, что N(L) = {0}.
Обратно, пусть N(L) = {0}. Тогда решёточно упорядоченные алгебры Ли

L/N(L) и L изоморфны. Следовательно, N
(
L/N(L)

)
= N(L) = {0}. Отсюда

по теореме 1 получаем равенство N(L) = l-rad(L), из которого вытекает, что
l-rad(L) = {0}.

3. Свойства нижнего слабо разрешимого l-радикала
l-алгебр Ли

Данный раздел содержит описание свойств нижнего слабо разрешимого l-ра-
дикала l-алгебры Ли над частично упорядоченными и направленными полями,
в частности, указаны условия его совпадения с l-первичным радикалом l-алге-
бры Ли.
С помощью трансфинитной индукции построим цепь l-идеалов l-алгебры

Ли L над частично упорядоченным полем

0 = N0(L) ⊆ N1(L) ⊆ . . . ⊆ Nα(L) ⊆ Nα+1(L) ⊆ . . . , (1)
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определяя для каждого порядкового числа α идеал Nα(L) следующим образом:

1) N0 = {0};
2) предположим, что идеал Nα(L) построен для всех α < µ и определим

Nµ(L) следующим образом:

а) если µ—предельное порядковое число, то Nµ(L) =
⋃

α<µ
Nα(L);

б) если α+1 не является предельным порядковым числом, то Nα+1(L)—
это такой l-идеал l-алгебры Ли L, содержащий l-идеал Nα(L), что
Nα+1(L)/Nα(L) = N

(
L/Nα(L)

)
.

В частности, N1(L)/{0} = N(L/{0}), поэтому N1(L) = N(L)— сумма всех l-раз-
решимых l-идеалов l-алгебры Ли L.
Покажем, что построенная цепь l-идеалов стабилизируется.

Предложение 7. Для любой l-алгебры Ли L над частично упорядоченным
полем существует такое порядковое число τ = τ(L), что цепь (1) стабилизиру-
ется на шаге τ .

Доказательство. Покажем сначала, что если цепь (1) приостановится на
некотором шаге, то она стабилизируется на этом шаге, т. е. для любого поряд-
кового числа α верна импликация

если Nα(L) = Nα+1(L), то Nα(L) = Nβ(L) для всех β � α. (2)

Действительно, пусть Nα(L) = Nα+1(L). Тогда для β = α и β = α+1 равенство
Nα(L) = Nβ(L) верно.
Допустим, что это равенство уже доказано для всех α � β < γ. Если γ—

предельное число, то из индуктивного предположения вытекает в силу правила
задания идеалов цепи (1), что

Nγ(L) =
⋃

β<γ

Nβ(L) =
⋃

α�β<γ

Nβ(L) = Nα(L),

т. е. равенство Nα(L) = Nβ(L) осталось верным и при β = γ. Если γ не предель-
ное число, то γ = δ+1 для некоторого порядкового числа δ и Nα(L) = Nδ(L) по
индуктивному предположению. Но тогда из правила задания идеалов цепи (1)
легко вытекает, что Nα+1(L) = Nδ+1(L) = Nγ(L). Так как Nα(L) = Nα+1(L),
то Nα(L) = Nγ(L).
По индукции равенство Nα(L) = Nβ(L) справедливо для всех β � α, что и

доказывает импликацию (2).
Учитывая (2), возьмём любое такое порядковое число τ , что мощность от-

резка {α | 0 � α � τ} строго больше мощности множества L. Покажем, что для
этого τ цепь (1) стабилизируется на шаге τ .
Допустим противное. Тогда по (2) получаем, что Nτ (L) �= Nτ+1(L). Ещё раз

применяя (2), получаем, что Nβ(L) ⊂ Nβ+1(L) для любого β � τ . Учитывая
это, выбираем для любого β � τ элемент rβ ∈ Nβ+1(L) \ Nβ(L). Ясно, что
все элементы rβ различны, и потому множество {rβ | 0 � β � τ} выбранных
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элементов имеет такую же мощность, как и отрезок {β | 0 � β � τ}. Но
по построению указанный отрезок имеет мощность, строго большую мощности
множества L. Таким образом, множество L имеет подмножество с мощностью,
строго большей мощности всего множества L. Противоречие.

Доказанное предложение позволяет сформулировать следующее определе-
ние.

Определение 7. Нижним слабо разрешимым l-радикалом l-алгебры Ли L
над частично упорядоченным полем называется l-идеал B(L) =

⋃
α�0

Nα(L), по-
строенный по l-идеалам Nα(L) из цепи (1).
Учитывая предложение 7, получаем, что существует порядковое число τ ,

такое что B(L) = Nτ (L).
Опишем взаимосвязь l-радикала и нижнего слабо разрешимого l-радикала

l-алгебры Ли L.

Предложение 8. Пусть L— l-алгебра Ли над частично упорядоченным по-
лем и B(L)— её нижний слабо разрешимый l-радикал. Тогда N

(
L/B(L)

)
= 0 и

фактор-алгебра L/B(L) является l-полупервичной.

Доказательство. По предложению 7 существует такое порядковое число τ ,
для которого B(L) = Nτ (L). Для этого порядкового числа τ по правилу по-
строения цепи идеалов (1) получаем, что Nτ (L) = Nτ+1(L). Но тогда согласно
правилу задания идеалов цепи (1) имеем

N
(
L/Nτ (L)

)
= Nτ+1(L)/Nτ (L) = Nτ (L)/Nτ (L) = 0,

т. е. фактор-алгебра L/Nτ (L) не имеет ненулевых l-разрешимых l-идеалов.
Отсутствие в фактор-алгебре L/B(L) = L/Nτ (L) ненулевых l-разрешимых

l-идеалов влечёт по определению 5 l-полупервичность l-алгебры Ли L/B(L).

Для дальнейшего изложения нам понадобится поэлементное описание наи-
меньшего l-идеала Ia l-алгебры Ли L.

Предложение 9 [5, предложение 2]. В любой l-алгебре Ли L над направ-
ленным полем K l-идеал Ia совпадает с множеством

M =
{

x ∈ L
∣∣∣ |x| � γx|a| +

n=n(x)∑
i=1

[ki, |a|], ki ∈ L, γx ∈ K

}
.

В теореме 2 сформулированы условия совпадения в произвольной l-алгебре
Ли L над направленным полем l-первичного радикала l-rad(L) и нижнего слабо
разрешимого l-радикала B(L).

Доказательство теоремы 2. Из следствия 1 известно, что

N1(L) = N(L) ⊆ l-rad(L).

Предположим, что Nγ(L) ⊆ l-rad(L). Докажем, что Nγ+1(L) ⊆ l-rad(L). Пусть
a ∈ Nγ+1(L). Тогда по правилу задания идеалов цепи (1) получаем, что

a + Nγ(L) ∈ Nγ+1(L)/Nγ(L) = N
(
L/Nγ(L)

)
,
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при этом по следствию 1 верно включение

N
(
L/Nγ(L)

) ⊆ l-rad
(
L/Nγ(L)

)
.

Таким образом, a + Nγ(L) ∈ l-rad
(
L/Nγ(L)

)
. Отсюда по предложению 4 выте-

кает, что содержит нуль 0 + Nγ(L) любая последовательность

{aj + Nγ(L) ∈ L/Nγ(L) | j ∈ N},
для которой

a0 + Nγ(L) = |a + Nγ(L)|
и

ai+1 + Nγ(L) ∈ [
Iai+Nγ(L), Iai+Nγ(L)

]
.

Для доказательства включения a ∈ l-rad(L) используем метод доказатель-
ства от противного. Предположим, что a /∈ l-rad(L). Тогда из предложения 4
следует существование необнуляющейся последовательности {bj ∈ L | j ∈ N},
в которой b0 = |a| и bi+1 ∈ [Ibi

, Ibi
]. Учитывая [6, замечание 23], имеем

b0 + Nγ(L) = |a| + Nγ(L) = |a + Nγ(L)|.
Также

bi+1 + Nγ(L) ∈ [
Ibi

, Ibi

]
+ Nγ(L),

при этом

[
Ibi

, Ibi

]
+ Nγ(L) =

{( n∑
k=1

[xk, yk]
)

+ Nγ(L)
∣∣∣ xk, yk ∈ Ibi

}
.

Применяя правила действий над элементами фактор-алгебры L/Nγ(L), получа-
ем[

Ibi
, Ibi

]
+ Nγ(L) =

=
{ n∑

k=1

[xk + Nγ(L), yk + Nγ(L)]
∣∣∣ xk + Nγ(L), yk + Nγ(L) ∈ Ibi

+ Nγ(L)
}

.

Таким образом,

bi+1 + Nγ(L) ∈ [
Ibi

+ Nγ(L), Ibi
+ Nγ(L)

]
.

Покажем, что Ibi
+ Nγ(L) ⊆ Ibi+Nγ(L). По предложению 9 идеал Ibi+Nγ(L)

состоит из элементов x + Nγ(L) фактор-алгебры L/Nγ(L), для которых верно
неравенство

|x + Nγ(L)| � γx|bi + Nγ(L)| +
n=n(x)∑

k=1

[lk + Nγ(L), |bi + Nγ(L)|]

для некоторых элементов γx ∈ K и lk + Nγ(L) ∈ L/Nγ(L). Учитывая правила
действий над элементами фактор-алгебры L/Nγ(L) и [6, замечание 23], имеем

Ibi+Nγ(L) =
{

x+Nγ(L) ∈ L/Nγ(L)
∣∣∣ |x|+Nγ(L) � γx|bi|+

n=n(x)∑
k=1

[lk, |bi|]+Nγ(L)
}

.
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Для каждого элемента l-идеала

Ibi
+ Nγ(L) = {x + Nγ(L) ∈ L/Nγ(L) | x ∈ Ibi

}
по предложению 9 имеет место соотношение

|x| � γx|bi| +
n=n(x)∑

k=1

[tk, |bi|],

из которого по правилу задания отношения порядка на фактор-алгебре L/Nγ(L)
следует, что

|x + Nγ(L)| = |x| + Nγ(L) � γx|bi| +
n=n(x)∑

k=1

[tk, |bi|] + Nγ(L).

Сравнивая полученные соотношения для элементов l-идеалов Ibi+Nγ(L) и
Ibi

+ Nγ(L), приходим к следующему выводу: Ibi
+ Nγ(L) ⊆ Ibi+Nγ(L).

Таким образом,

bi+1 + Nγ(L) ∈ [
Ibi

+ Nγ(L), Ibi
+ Nγ(L)

] ⊆ [
Ibi+Nγ(L), Ibi+Nγ(L)

]
.

Итак, построена последовательность {bj + Nγ(L) ∈ L/Nγ(L) | j ∈ N}, эле-
менты которой удовлетворяют следующим условиям: b0 + Nγ(L) = |a + Nγ(L)|
и bi+1 + Nγ(L) ∈ [

Ibi+Nγ(L), Ibi+Nγ(L)

]
. Такая последовательность, по доказан-

ному выше, должна обращаться в нуль, т. е. существует такое n ∈ N, что
bn + Nγ(L) = Nγ(L), и значит, bn ∈ Nγ(L). Так как по предположению ин-
дукции Nγ(L) ⊆ l-rad(L), то bn ∈ l-rad(L). По предложению 4 отсюда следует,
что содержит нуль любая последовательность {cj ∈ L | j ∈ N}, для которой
c0 = |bn| и ck+1 ∈ [

Ick
, Ick

]
. Поскольку по доказанному выше последователь-

ность {bj ∈ L | j ∈ N} не содержит нуль, то bn �= 0, поэтому |bn| �= 0. Используя
предложение 9, имеем I|bn| = Ibn

, поэтому для элементов последовательно-
сти {cj ∈ L | j ∈ N} справедливы соотношения c0 = |bn|, c1 ∈ [

Ibn
, Ibn

]
и

ck+1 ∈ [
Ick

, Ick

]
. Так как любая последовательность такого вида обращается

в нуль и c0 = |bn| �= 0, то существует такой индекс m � 1, что cm = 0.
Рассмотрим в качестве элемента c1 ∈ [Ibn

, Ibn
] элемент bn+1 ∈ [Ibn

, Ibn
] пер-

вой последовательности, в качестве c2 ∈ [
Ic1 , Ic1

]
=

[
Ibn+1 , Ibn+1

]
возьмём bn+2

и т. д. По доказанному выше существует такой номер m � 1, что cm = bn+m = 0.
Получаем противоречие с тем, что последовательность {bj ∈ L | j ∈ N} нуль не
содержит.
Значит, a ∈ l-rad(L). Поэтому Nγ+1(L) ⊆ l-rad(L). Таким образом, с помо-

щью трансфинитной индукции получим

Nµ(L) =
⋃

α<µ

Nα(L) ⊆ l-rad(L)

для предельного числа µ. Тогда нижний слабо разрешимый l-радикал B(L) =
=

⋃
α�0

Nα(L) также содержится в l-первичном радикале, т. е. B(L) ⊆ l-rad(L).
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Допустим, что B(L) ⊂ l-rad(L). Тогда по предложению 8 и определению 4
нижний слабо разрешимый l-радикал B(L) является l-полупервичным идеа-
лом в L. Применяя лемму 2 к l-полупервичному идеалу B(L) и l-идеалу
l-rad(L), строго содержащему B(L), найдём l-первичный идеал P в L, такой
что P ⊇ B(L) и P �⊇ l-rad(L). Но любой l-первичный идеал содержит l-rad(L),
противоречие.
Таким образом, B(L) = l-rad(L).
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