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Аннотация

Пусть линейная алгебраическая группа G действует на алгебраическом многообра-
зии X. Весьма интересен вопрос о классификации всех таких действий, в частности
о бирациональной классификации. Известна полная классификация, связанная с ко-
гомологиями Галуа группы G. Важен также вопрос о сводимости в том или ином
смысле рассматриваемого действия к действию группы G на аффинном многообразии.
Показано, что если стабилизатор типичной точки для действия редуктивной груп-
пы G на многообразии X редуктивен, то многообразие X бирационально изоморфно
аффинному многообразию X̄ со стабильным действием группы G. В работе показа-
но, что если типичная орбита действия группы G квазиаффинна, то многообразие X
бирационально изоморфно аффинному многообразию X̄.

Abstract

A. V. Petukhov, Varieties birationally isomorphic to affine G-varieties, Fundamen-
talnaya i prikladnaya matematika, vol. 15 (2009), no. 1, pp. 125—133.

Let a linear algebraic group G act on an algebraic variety X. Classification of all these
actions, in particular birational classification, is of great interest. A complete classification
related to Galois cohomologies of the group G was established. Another important ques-
tion is reducibility, in some sense, of this action to an action of G on an affine variety.
It has been shown that if the stabilizer of a typical point under the action of a reductive
group G on a variety X is reductive, then X is birationally isomorphic to an affine vari-
ety X̄ with stable action of G. In this paper, I show that if a typical orbit of the action
of G is quasiaffine, then the variety X is birationally isomorphic to an affine variety X̄.

1. Введение

Пусть линейная алгебраическая группа G действует на алгебраическом мно-
гообразии X. Весьма интересен вопрос о классификации всех таких действий,
в частности о бирациональной классификации. Известна полная классификация,
связанная с когомологиями Галуа группы G [2]. Важен также вопрос о сводимо-
сти в том или ином смысле этого действия к действию группы G на аффинном
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многообразии. В [3] показано, что если стабилизатор типичной точки для дей-
ствия редуктивной группы G на многообразии X редуктивен, то многообразие X
бирационально изоморфно аффинному многообразию X̄ со стабильным действи-
ем группы G. Мы показываем, что если типичная орбита действия группы G
квазиаффинна, то многообразие X бирационально изоморфно аффинному мно-
гообразию X̄.

По сути, классификация всех действий сводится к классификации семейств
подгрупп— стабилизаторов точек вдоль квазисечения; в частности, мы будем ис-
следовать семейства подгрупп, факторы по которым квазиаффинны, — семейства
обозримых подгрупп. В [4] проведено обширное исследование семейств, пусть
и в несколько другом ключе, чем необходимо нам: нас интересует подгруппа,
содержащая в некотором смысле все подгруппы семейства, а в указанной рабо-
те изучаются подгруппы, содержащиеся во всех подгруппах семейства. В целом
статья посвящена доказательству следующей теоремы.

Теорема 1. Пусть имеются алгебраическая группа G и G-многообразие X,
такие что орбита общего положения при действии на этом многообразии
квазиаффинна. Тогда многообразие X бирационально изоморфно аффинному
G-многообразию.

2. Обозначения и соглашения

Для группы H, являющейся подгруппой группы G, введём следующие обо-
значения:

R(H)—радикал группы H;
Ru(H)—унипотентный радикал группы H;
H0 — связная компонента единицы в H;
LH —некоторая максимальная связная редуктивная подгруппа в H;
Ob(G)—множество обозримых подгрупп группы G: это те и только те
подгруппы, для которых G/H квазиаффинна.

Определение 1. Подгруппа H группы G связана парой подгрупп (H1,H2),
если H1 ⊂ H0 ⊂ H2 и Ru(H) ⊂ Ru(H2).

Определение 2. Подгруппа H группы G правильно вложена в G, если
Ru(H) ⊂ Ru(G).

Определение 3. Семейством с базой S подгрупп алгебраической груп-
пы G называется замкнутое подмногообразие Y ⊂ S × G, такое что об-
раз (·, ·) : Y ×S Y → S × G лежит в Y , как и образ σ : Y → S × G, где
(·, ·) : G×G→ G— групповая операция, а σ : G→ G—обращение.

Определение 4. Пусть ϕ : X → Y —доминантный морфизм алгебраических
многообразий. Тогда квазисечением S для этого действия называется замкнутое
подмногообразие X, такое что ϕ|S : S → Y —рациональное накрытие.

Общий план доказательства можно описать следующим образом.
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Пусть группа G действует на многообразии X и все орбиты квазиаффинны.
Тогда стабилизаторы точек общего положения «похожи» друг на друга: раз-
мерность унипотентного радикала у них одинакова и их редуктивные части
сопряжены, а некоторые подгруппы, сопряжённые к стабилизаторам точек об-
щего положения, связаны парой (LH ,H), где H = H0 ∈ Ob(G). Это условие
является необходимым и достаточным для квазиаффинности орбиты общего по-
ложения при действии G на многообразии X.

Каждому семейству Y ⊂ S × G подгрупп группы G соответствует G-много-
образие K, в котором есть сечение для действия G на K, изоморфное S и такое,
что семейство с базой S стабилизаторов точек вдоль S совпадает с Y . Этот факт
доказан в [1]. Более того, любые два многообразия M и M ′ с указанными свой-
ствами бирационально изоморфны. Мы будем говорить, что многообразие M
порождено семейством Y ⊂ S×G. При этом любое G-многообразие может быть
получено как фактор по дискретной группе F некоторого F -многообразия M
(действия F и G при этом коммутируют), порождённого семейством подгрупп
Y ⊂ S ×G. Здесь мы следуем [2].

Теперь мы имеем два мощных факта: один утверждает, что любое дей-
ствие описывается семейством своих стабилизаторов вдоль некоторого квази-
сечения [1], а другой описывает эти стабилизаторы в условиях теоремы 1. Мы
можем считать, что выбрали квазисечение S для действия G на X так, что для
любого x ∈ S подгруппа Stx связана парой (LH ,H) для фиксированной связной
обозримой подгруппы H. Семейством подгрупп YRu(H) ⊂ S × Ru(H) ⊂ X × G
(su = s) порождаем квазиаффинное многообразиеMRu(H) и наделяем его струк-
турой H-многообразия. Многообразие MG = G ∗H MH тоже является квазиаф-
финным и обладает сечением S, семейство стабилизаторов вдоль которого сов-
падает с YG ⊂ S ×G ⊂ X ×G (g ∈ H ∩ Stx = St0x). Следовательно, существует
конечное на открытом множестве отображение из MG в X. Отсюда следует
квазиаффинность этого открытого G-инвариантного подмножества в X.

Основным полем для всех рассматриваемых объектов является C (несчётное
алгебраически замкнутое поле характеристики 0), все схемы отделимы.

3. Связывание стабилизаторов

Определение 5. Подмножество алгебраического многообразия называется
A-измеримым, если оно есть объединение не более чем счётного числа кон-
структивных множеств.

Предложение 1. Если неприводимое конструктивное множество X вложено
в множество

⋃

i∈N

Vi ⊂ S (все Vi —конструктивные множества), где S—алгебраи-

ческое многообразие, то существует открытое подмножество X ′ в X, вложенное
в Vi для некоторого i.

Доказательство. Если ни для какого i Vi ∩X не совпадает с X̄, то X̄ есть
объединение счётного числа своих подмногообразий меньшей размерности. Про-
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тиворечие. Следовательно, одно из этих множеств плотно в X, откуда и следует
доказываемое утверждение.

Лемма 1. Некоторая подгруппа, сопряжённая с данной обозримой подгруп-
пой H группы G, связана одной из пар вида {(LHi

,Hi)}i∈N, где Hi —обозримые
подгруппы, а LHi

—их подгруппы Леви.

Доказательство. Подгруппа, сопряжённая с подгруппой H, правильно вло-
жена в некоторую квазипараболическую подгруппу Q из множества {Qi}i∈N

(число доминантных весов счётно). В этой квазипараболической подгруппе Q
существует лишь счётное число (с точностью до сопряжения) редуктивных
подгрупп R, одна из которых совпадает с редуктивной частью подгруппы H.
Множество пар (R,R · RuQ) задаёт искомое множество пар (LHi

,Hi).

Теорема 2. Множество подалгебр m алгебры Ли g заданной размерности n
есть замкнутое подмногообразие в Gr(n, g) (грассманиан, многообразие n-мер-
ных подпространств в g). Далее это множество обозначается Lie(n, g).

Доказательство. Пусть v—разложимый элемент из Λng, соответствующий
точке из Gr(n, g). Тогда подпространство, ему соответствующее, есть алгебра
Ли, если и только если [〈v, x〉, 〈v, y〉] ∧ v = 0 для любых x, y ∈ (V ∗)⊗(n−1)

(〈u,w〉—полная покомпонентная свёртка тензора u⊗ w).

Замечание 1. Пусть G—унипотентная группа. Тогда каждой подалгебре её
алгебры Ли соответствует её алгебраическая подгруппа.

Замечание 2. Подалгебры Ли всех подгрупп, сопряжённых данной, образу-
ют алгебраическое подмногообразие в грассманиане.

Доказательство. Рассматриваемые подалгебры— это те и только те подпро-
странства заданной размерности в алгебре Ли, которые лежат в одной орбите
с вектором, соответствующим данной алгебре.

Определение 6. Семейством c базой S подалгебр размерности n алгебры
Ли g называется отображение S → Lie(n, g).

Лемма 2. Каждому семейству подгрупп фиксированной размерности Y ⊂
⊂ X ×G соответствует семейство подалгебр Ли.

Доказательство. Касательное расслоение к семейству подгрупп Y вложено
в касательное расслоение T(G × X) как замкнутое подмногообразие. В каса-
тельное расслоение T(G×X) также отображается X× lieG (редукция действия
группы к действию её алгебры). Прообраз касательного расслоения к семейству
даёт многообразие N . Рассмотрим многообразие

P ⊂ X × g × Gr(n, g) = {(s, g, ḡ) | g ∈ ḡ}
и пересечение U = N × Lie(n, g) ∩ P , а также образ при проекции
U → X × Lie(n, g)—некоторое многообразие A. Заметим, что отображение
проекции A → X есть поточечный изоморфизм, следовательно, имеется би-
рациональное отображение X → Lie(n, g).



Многообразия, бирационально изоморфные аффинным G-многообразиям 129

Теорема 3. Множество подгрупп размерности n группы G, связанных парой
(LH ,H), где LH —подгруппа Леви подгруппы H, задаёт своими алгебрами Ли
замкнутое подмножество в Lie(n, lieG).

Доказательство. Редуктивная связная группа LH и унипотентная группа U
являются подгруппой Леви и радикалом одной и той же группы, если и толь-
ко если LH сохраняет U при действии на неё сопряжением. Иначе говоря,
[lie LH , lieU ] ⊂ lieU , что в терминах соответствующих разложимых векторов
записывается как

∀x ∈ Λdim LH −1[lieH]∗ ∀ y ∈ Λdim U−1[lie RuH]∗
(
[〈vL, x〉, 〈vU , y〉] ∧ vU = 0

)
.

Это условие выделяет замкнутое множество vU в Gr(dimU, lie RuH). Следова-
тельно, образ отображения (vL, vU ) → vL ∧ vU , являющийся искомым множе-
ством касательных алгебр, замкнут.

Следствие 1. Множество алгебр Ли всех подгрупп группы G, сопряжённые
которым правильно вложены в указанную подгруппу H, образует A-измеримое
множество.

Доказательство. Каждая правильно вложенная в H подгруппа S с точно-
стью до сопряжения связана одной из пар (LHi

,Hi), где {Hi}i∈N —множество
таких подгрупп G, что RuH = RuHi. Таким образом, множество этих алгебр Ли
есть разнесение действием группы множества алгебр Ли подгрупп, связанных
парами {(LHi

,Hi)}i∈N.

Теорема 4. Пусть G—алгебраическая группа, и пусть имеется неприводи-
мое равноразмерное семейство её алгебраических подгрупп Y ⊂ X ×G, причём
каждая подгруппа семейства обозрима в G. Тогда существуют открытое под-
множество X ′ в X и связная обозримая подгруппа H в G, такая что пара
(LH ,H) связывает некоторые сопряжённые подгруппы всех подгрупп семейства
Y ∩ (X ′ ×G).

Доказательство. Семейству подгрупп соответствует семейство подалгебр
с той же базой. Множество алгебр Ли подгрупп, сопряжённые к которым
связаны парой (LHi

,Hi) для некоторой обозримой подгруппы {Hi}i∈N, есть
A-измеримое множество S. Семейство алгебр Ли ϕ : X ′ → Lie(n, g), где n—
размерность подалгебр общего положения в семействе, а X ′ —открытое множе-
ство в X, лежит в S. Тогда по предложению 1 имеется открытое множество X ′

в X, такое что

∃ i ∈ N : ∀x ∈ X ′′ ∃ g ∈ G
(
Stgx связана парой (LHi

,Hi)
)
.

Теорема 5. Пусть алгебраическая группа G действует на многообразии X и
типичная орбита квазиаффинна. Тогда существует связная обозримая подгруппа
H ⊂ G, такая что для всех точек x из открытого множества X ′ ⊂ X некоторая
подгруппа, сопряжённая Stx, связана парой (LH ,H).
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Доказательство. При отображении ϕ : X×G→ X×X вида (x, g) �→ (gx, x)
прообраз диагонали в X × X есть семейство стабилизаторов точек. По теоре-
ме 4 существует обозримая подгруппа H и, соответственно, пара (LH ,H) со
свойством, что существует открытое множество X ′ в X, такое что

∀x ∈ X ′ ∃ g ∈ G
(
Stgx связана парой (LH ,H)

)
.

4. Несколько вспомогательных фактов

Теорема 6. Пусть G, H ⊂ G—алгебраические группы. Если G/H квазиаф-
финна, то для любого квазиаффинного H-многообразия X многообразие G∗HX
квазиаффинно.

Доказательство. Схема X есть подмногообразие некоторого H-модуля VH ,
который в силу квазиаффинности G/H является подмодулем некоторого G-мо-
дуля VG. Следовательно, многообразие G ∗H X вложено в G ∗H VG, при-
чём G ∗H VG

∼= G/H × VG, где изоморфизм осуществляется отображением
(g, v) �→ (gH, gv). Многообразие G/H × VG квазиаффинно, поэтому и G ∗H X
квазиаффинно.

Замечание 3. Похожие рассуждения можно найти в [2].

Лемма 3. Пусть конечная группа G действует на квазиаффинном многооб-
разии X. Тогда существует квазиаффинный геометрический фактор X → Y .

Доказательство. Многообразие X есть открытое подмногообразие в аф-
финном G-многообразии X̃, для которого геометрический фактор существует
и аффинен.

Лемма 4. Пусть ϕ : X → Y —конечное сюръективное отображение нормаль-
ных многообразий. Тогда если многообразие X аффинно (квазиаффинно), то
многообразие Y тоже аффинно (квазиаффинно).

Доказательство. Пусть n— степень ϕ. Тогда

ϕn : X ×Y X ×Y . . .×Y X
︸ ︷︷ ︸

n копий

∼= X(n)
ϕ → Y —

конечное отображение. В X
(n)
ϕ имеется подмногообразие X̃, являющееся за-

мыканием множества упорядоченных n-наборов попарно различных элементов
из X, переходящих в один элемент из Y . Тогда X̃ аффинно (квазиаффинно).
Но X̃/Sn

∼= Y поточечно на открытом множестве, и, поскольку отображение
X̃/Sn → Y конечно, оно изоморфизм. Следовательно, Y тоже аффинно (ква-
зиаффинно).

Лемма 5. Пусть ϕ : X → Y —морфизм G-многообразий и существует от-
крытое множество Y ′ ⊂ Y , такое что для каждого y ∈ Y ′ справедливо,
что |{ϕ−1(y)}| < ∞. Тогда существует G-инвариантное открытое множество
Y ′′ ⊂ Y , такое что отображение ϕ|ϕ−1(Y ′′) : ϕ−1(Y ′′) → Y ′′ конечно.
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Доказательство. Хорошо известно, что существует такое открытое аффин-
ное множество Ỹ , что отображение

ϕ|ϕ−1(Ỹ ) : ϕ
−1(Ỹ ) → Ỹ

конечно. Тогда отображение

ϕ|ϕ−1(GỸ ) : ϕ
−1(GỸ ) → GỸ

тоже конечно; здесь GỸ —минимальное G-инвариантное открытое множество,
содержащее Ỹ . В самом деле, оно конечно на атласе из аффинных открытых
множеств {gỸ }g∈G.

Лемма 6. Пусть ϕ : X → Y —доминантный морфизм двух алгебраических
многообразий, причём многообразие Y неприводимо. Тогда существуют подмно-
гообразие SX ⊂ X и открытое подмножество SY ⊂ Y , такие что отображение
ϕ : SX → SY ⊂ Y конечно.

Доказательство. Можно считать, что многообразие X аффинно. Пусть
k[X]— его алгебра регулярных функций, а k(Y )—поле рациональных функций
многообразия Y . Тогда по теореме о продолжении гомоморфизма существует
гомоморфизм ψ : k[X] → k(Ȳ ), где k(Ȳ )—конечное расширение поля k(Y ). Ему
соответствует единственное с точностью до бирациональной эквивалентности
многообразие Ȳ . Замыкание образа соответствующего ψ бирационального мор-
физма ψ̄ : Ȳ → X обозначим S′

X . Очевидно, что морфизм ϕ|S′
X

: S′
X → Y имеет

конечное число прообразов в общей точке. Следовательно, существует открытое
множество SY ⊂ Y , такое что морфизм

ϕ|ϕ−1(SY )∩S′
X

: ϕ−1(SY ) ∩ S′
X → SY

конечен.

Замечание 4. Этот результат в терминах квазисечений доказан в [2].

5. Основной результат

Теорема 7. Для любого семейства Y ⊂ U × S подгрупп унипотентной груп-
пы U существуют аффинное U -многообразие X, открытое подмножество S′ ⊂ S
и сечение действия на нём U , такие что семейство стабилизаторов точек вдоль
этого сечения совпадает с семейством Y ∩ U × S′.

Доказательство. Рассмотрим такую возрастающую фильтрацию {Ui}i∈N

группы U нормальными подгруппами, что U0 = {e}, U∞ = U , Ui+1/Ui
∼= (Cki ,+).

Пусть U ′ —подгруппа группы U . Тогда образ множества U ′∩Ui+1 при отображе-
нии {U ′∩Ui+1 → Ui+1/Ui} есть подпространство, и дополнительное к нему под-
пространство имеет сечение в Ui+1, изоморфное C

ki−dim((U ′∩Ui+1)/(U ′∩Ui)) = Ki.
Очевидно, что всевозможные поэлементные произведения K = K∞ · . . . ·K1 ·K0

образуют сечение действия U ′ на U слева. Из конструкции очевидно, что если
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U ′ —часть семейства, то K является сечением для открытого аффинного множе-
ства S′ на семействе. И наоборот, используя формулу Кэмпбелла—Хаусдорфа,
можно построить действие U для открытой части S′ семейства S, содержа-
щего U ′, на S′ × K, семейство стабилизаторов которого вдоль S′ совпадает
с (Y, S′).

Следствие 2. Пусть H — связная аффинная алгебраическая группа с под-
группой Леви L, и пусть Y ⊂ S × G— семейство подгрупп, связанных парой
(L,H). Тогда существуют открытое множество S′ в S и квазиаффинное H-мно-
гообразие X c сечением действия H на нём t : X/H → X, такие что семейство
стабилизаторов вдоль этого сечения совпадает с Y ∩ (S′ ×G).

Доказательство. Семейство можно считать равноразмерным. Каждый эле-
мент семейства Hx представи́м в виде L� RuHx. Рассмотрим соответствующее
многообразие X для семейства x→ RuHx. Осталось только заметить, что мож-
но канонически установить действие H на X.

Теорема 8. Пусть есть алгебраическая группа G и неприводимое G-много-
образие X, такие что орбита общего положения при действии на этом многооб-
разии квазиаффинна. Тогда X бирационально изоморфно аффинному G-много-
образию.

Доказательство. По теореме 5 существуют связная обозримая подгруппа H
группы G, открытое инвариантное множество X ′ ⊂ X, такое что для каждого
x ∈ X ′ найдётся элемент g ∈ G, для которого Stgx связана парой (LH ,H), где
LH —подгруппа Леви H, и для любых x, y ∈ X ′ выполнено dim Stx = dim Sty,
и геометрический фактор X ′/G (теорема Розенлихта). В последнем существует
замкнутое подмножество точек, в которых размерность орбиты H минимальна,
или, что эквивалентно, множество точек x ∈ X, таких что St0x ⊂ H. Среди них
имеется множество точек X ′′, неподвижных относительно фиксированной под-
группы Леви L группы H. Замкнутое многообразие X ′′ пересекается с каждой
орбитой действия G на X, следовательно, образ отображения ϕ : X ′′ → X/G
плотен. Значит, существует такое квазисечение S ⊂ X ′′, что ϕ|S конечно над
открытым множеством Xg/G ⊂ X/G, где Xg —G-инвариантное открытое под-
множество в X. Тогда многообразие M = Xg ×Xg/G S является G-многообра-
зием, и отображение проекции pr: M → Xg конечно. При этом отображение
проекции M → S есть фактор по действию группы G, а диагональное отобра-
жение S → S ×Xg/G S ⊂ Xg ×Xg/G S является сечением. Стабилизаторы точек
этого сечения связаны парой (L,H).

Вдоль сечения S образуется семейство Y ⊂ G × S подгрупп группы G c
базой S: (g, s) ∈ Y тогда и только тогда, когда gs = s и g ∈ H, x → Stx ∩H =
= St0x. Для этого семейства подгрупп H существует квазиаффинное (более то-
го, аффинное) H-многообразие MH , обладающее сечением SH

∼= S, семейство
YH ⊂ G × SH → SH подгрупп вдоль которого совпадает с нашим семейством
подгрупп группы H. Многообразие MG

∼= G ∗H MH квазиаффинно, и сечение
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{e} ∗ SH задаёт семейство YG ⊂ G × S → S подгрупп группы G, совпадаю-
щее с исходным. Имеются два естественных отображения: φ : S ×G→M вида
(s, g) �→ gs и ψ : S × G → MG вида (s, g) �→ gs, причём если ψ(x) = ψ(y),
то φ(x) = φ(y). Поэтому существует G-эквивариантный бирациональный мор-
физм p из квазиаффинного многообразия MG в многообразие M , который име-
ет конечное число прообразов в общей точке. Следовательно, это конечное
отображение на инвариантном открытом множестве M ′

G ⊂ MG. Значит, мно-
гообразие M ′

G квазиаффинно, как и p(M ′
G), но последнее является открытым

G-инвариантным подмножеством в X.

Теорема 1 является очевидным следствием теоремы 8.
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