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Аннотация

Основным результатом работы является теорема о том, что если аксиоматизиру-
емый класс структур K замкнут относительно приведённых степеней по фильтру
Фреше и имеет стабильную некоммутативную теорию, то в классе K можно проин-
терпретировать класс всех графов.

Abstract

E. A. Palyutin, Interpretation of graphs in noncommutative theories of Frechet-pow-
ers, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 15 (2009), no. 2, pp. 145—167.

The basic result of the work is the theorem that if an axiomatizable class K of
structures is closed under reduced powers by the Frechet filter and it has a stable non-
commutative theory, then the class of all graphs is interpretable in the class K.

Памяти моего друга Юрия Шишмарёва посвящается

1. Введение

Понятие коммутативной теории (не обязательно полной) появилось в [4, 10]
и включает в себя теории класса модулей над ассоциативными кольцами [14],
а также многообразий, квазимногообразий и хорновых классов с немаксималь-
ным спектром [3, 7, 9, 11]. Коммутативные теории имеют довольно хорошую
структурную теорию. Главная теорема данной статьи показывает, что аксио-
матизируемый класс, который замкнут относительно фильтра Фреше (в част-
ности, является многообразием, квазимногообразием или хорновым классом),
имеет стабильную теорию и не имеет максимальной структурной сложности
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(например, допускает размерностную интерпретацию класса всех графов), обя-
зан иметь коммутативную теорию.

Размерностная интерпретация графов, определённая в данной статье, похо-
жа на свойство DOP, введённое С. Шелахом при изучении структуры моделей
теорий с немаксимальным спектром. При доказательстве основных полезных
свойств теорий без DOP С. Шелах использовал дополнительное свойство су-
перстабильности теории, которым всегда обладают теории с немаксимальным
спектром. Отметим, что в определении коммутативных теорий условие супер-
стабильности не предполагается. При условии суперстабильности условие ком-
мутативности для аксиоматизируемых классов, замкнутых относительно Фреше
степеней, фактически совпадает со свойством отсутствия DOP. Учитывая этот
факт, можно сказать, что структурная теория коммутативных суперстабильных
теорий, по существу, была завершена в конце 80-х годов прошлого столетия
(см. [1, 3, 7—9, 11]).

2. Основные определения и соглашения

Как обычно, все рассматриваемые теоретико-модельные понятия будут отно-
ситься к некоторой фиксированной в контексте рассмотрения полной теории T
языка L и C будет её монстр-моделью, т. е. достаточно насыщенной моделью
этой теории, содержащей в качестве элементарных подструктур все рассмат-
риваемые в контексте данной статьи модели теории T . К этой модели будут
относиться также элементы, кортежи, множества и т. п. Понятие истинности
формул также будет относиться к этой структуре C, хотя структура C при
этом обычно указываться не будет. В дальнейшем под формулой будем по-
нимать формулу языка L. Мощность множества предложений языка L будем
обозначать через |L|.

Жирными буквами конца латинского алфавита u, . . . , z обозначаются корте-
жи переменных, а жирными буквами начала алфавита a, . . . , e—кортежи эле-
ментов из структуры C. Для множества R и кортежа s вместо s ∈ Rn будем
писать просто s ∈ R. Длина кортежа w обозначается через l(w).

Мы будем рассматривать формулы с параметрами из структуры C, т. е. фор-
мулы с подстановкой элементов структуры C вместо некоторых их свободных
переменных. При этом про формулу Φ с параметрами из C будем говорить, что
она является формулой над множеством X ⊆ C (над кортежем a), если все
её параметры принадлежат множеству X (кортежу a). Если Φ(x;y)—формула,
a ∈ C и l(a) = l(y), то запись Φ(x;a) будет обозначать результат подстанов-
ки в формулу Φ элементов кортежа a вместо соответствующих переменных из
кортежа y. При этом запись Φ(x;a) будет обозначать также, что все парамет-
ры этой формулы принадлежат кортежу a и все свободные переменные этой
формулы принадлежат кортежу x. Запись Φ(x) означает, что все свободные
переменные этой формулы принадлежат кортежу x, однако такая запись не со-
держит информации о параметрах. Если параметры формулы Φ(x) принадлежат



Интерпретация графов в некоммутативных теориях степеней Фреше 147

множеству A, мы говорим, что формула Φ(x) является формулой над A. Если
Φ—формула без параметров, то говорим, что Φ—формула над ∅. Если α, β —
множества формул над множеством A, то запись α � β будет обозначать, что
в исчислении предикатов имеет место выводимость D(A) ∪ α � Φ для всех
Φ ∈ β, где D(A)—множество всех формул с параметрами из A без свободных
переменных, истинных в монстр-модели C.

Определение. Для формул Φ и Ψ формулу
(∃xΦ ∧ ∀x (Φ → Ψ)

)
будем

называть результатом P -операции, применённой к формулам Φ и Ψ.
Следующее понятие под названием «h-формула» появилось в [2].
Определение. Формула Φ языка L называется P -формулой, если она при-

надлежит наименьшему классу, содержащему все атомарные формулы и за-
мкнутому относительно конъюнкции и P -операции. Формулы, эквивалентные
в исчислении предикатов P -формулам, также будем называть P -формулами.
В данной статье под базисными формулами мы будем понимать только

P -формулы. (В других статьях автора в качестве базисных рассматрива-
лись также примитивные формулы.)

Заметим, что для P -формулы Φ формулы ∃x Φ и ∀x Φ эквивалентны соот-
ветственно P -формулам

(∃x Φ ∧ ∀x (Φ → Φ)
)
и

(∃x x = x ∧ ∀x (x = x → Φ)
)
.

Поэтому можно считать, что класс P -формул замкнут относительно навешива-
ния кванторов.

Если Φ(x,a)—формула языка L, то через Φ(C,a) обозначается множество
{b | C |= Φ(b,a)}. Пусть Φ(x,y)—базисная формула языка L, a—кортеж
элементов и l(a) = l(y). Множество вида Φ(C,a) называется базисным мно-
жеством. Если a, b—кортежи элементов и l(a) = l(b) = l(y), то множества
Φ(C,a) и Φ(C,b) называются базисными копиями.

Будем говорить, что формула Φ(x1;x2) (с параметрами из C) определяет
эквивалентность в C, если она определяет в C эквивалентность на множестве X,
где X = ∃x1 Φ(x1;C) = ∃x2 Φ(C;x2). При этом будем допускать случай X = ∅.

Эквивалентность α на некотором множестве X n-ок элементов из C, опреде-
лённая в C c помощью некоторой базисной формулы Φ(x1,x2), называется ба-
зисной эквивалентностью. Область определения X такой эквивалентности α
определяется в C базисной формулой Φ(x,x) и обозначается через dom α. Часто
мы будем отождествлять α c Φ и писать α(x1,x2) вместо Φ(x1,x2). Отметим, что
свойство «быть базисной эквивалентностью» относится не только к формуле Φ,
но и к записи Φ(x,y), группирующей переменные формулы Φ.

Эквивалентность α называется ∆-базисной, если существует такое множе-
ство E базисных эквивалентностей, что α =

⋂{β | β ∈ E}.
Определение.

1. Формула Φ(x;y) без параметров называется x-нормальной, если для лю-
бых a,b ∈ C, l(a) = l(b) = l(y), выполнено или Φ(C;a) = Φ(C;b), или(
Φ(C;a) ∩ Φ(C;b)

)
= ∅. Формула Φ(x) без параметров называется нор-

мальной, если она является x′-нормальной для любого кортежа x′, все
элементы которого принадлежат кортежу x.
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2. Теория T называется P -нормальной (или базисно нормальной), если для
любых базисных копий X, Y выполнено X = Y или X ∩ Y = ∅.

Определение. Теория T называется P -неприводимой (или базисно неприво-
димой), если для любого конечного множества P -формул Φ0(x;y), . . . ,Φn(x;y)
и любого кортежа элементов a ∈ C из включения

Φ0(C;a) ⊆
⋃

{Φ1(C;a), . . . ,Φn(C,a)}
следует включение

Φ0(C;a) ⊆ Φi(C;a)

для некоторого i ∈ {1, . . . , n}.
Ясно, что по компактности в предыдущем определении можно убрать условие

конечности.

Под типом понимается произвольное совместное множество формул с па-
раметрами из монстр-модели C. Для типа t запись t(x;A) означает, что тип t
состоит из формул вида Φ(x;a), где a ∈ A. Будем говорить, что тип t порожда-
ется подтипом q ⊆ t, если выполнено q � t.

Для типа t(x;A) через t(C;A) обозначим множество реализаций типа t(x;A)
в C.

Будем говорить, что множество X делит множество Y , если (X ∩ Y ) �= ∅

и (Y \ X) �= ∅. Это понятие мы будем применять к формулам Φ(x;a) и типам
t(x;A), имея в виду множества Φ(C;a) и t(C;A).

Если Φ(x,y)—базисная формула над ∅, то через xΦ обозначаем формулу

∃y
(
Φ(x1,y) ∧ Φ(x2,y)

)
.

Если теория T базисно нормальна, то формула (xΦ)(x1,x2) определяет в C эк-
вивалентность, областью определения которой является множество ∃y Φ(C,y),
а её классами будут все непустые множества вида Φ(C,a), где a—набор эле-
ментов из C. Отсюда вытекает, что любое непустое базисное множество X
является классом некоторой эквивалентности α, определимой базисной форму-
лой без параметров, которую мы будем называть носителем множества X.
Непустые базисные множества X и Y тогда и только тогда будут базисными
копиями, когда существует их общий носитель α.

Множество X называется ∆-базисным, если существует такое семейство S
базисных множеств, что X =

⋂{Y | Y ∈ S}. При этом пересечение носителей
Y ∈ S будем называть носителем множества X. Если X ′ =

⋂{Y ′ | Y ∈ S} и
Y ′ —базисные копии множеств Y , то X ′ называется ∆-базисной копией мно-
жества X.

Определение. Будем говорить, что множество Z независимо (или свободно)
над A в множестве X, если Z ⊆ X, для любой базисной формулы Φ(x;y)
над A, для любого кортежа d ∈ Z, l(d) = l(y), и любого элемента b ∈ Z,
не принадлежащего кортежу d, из условия b ∈ Φ(C;d) следует X ⊆ Φ(C;b).
Если X = t(C), то будем говорить, что множество Z независимо (или свободно)
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в типе t(x). Для модели M , X ⊆ M , через dimA(X,M) обозначим максимум
мощностей независимых в X над A подмножеств модели M .

Определение. Будем говорить, что {X1} независимо (или свободно) над A
в множестве X, если X1 ⊆ X и для любой базисной формулы Φ(x) над A из
условия X1 ∩ Φ(C) �= ∅ следует X ⊆ α(X1), где α—носитель множества Φ(C).
В дальнейшем, когда ясно, о чем идёт речь, будем вместо «{X1} независимо
(или свободно) над A в множестве X» говорить просто «X1 независимо (или
свободно) над A в множестве X».

Отметим, что такие понятия, как неразличимость множества элементов,
независимость множеств элементов и т. п., естественно распространяются на
множества ∆-базисных множеств. Например, для неразличимости можно ис-
пользовать определение через расширение любой перестановки семейства ∆-ба-
зисных множеств до автоморфизма монстр-модели C.

Под графом Γ, как обычно, понимается произвольное множество упорядочен-
ных пар. Объединение проекций Γ на первую и вторую координату называется
множеством вершин графа Γ. Если эти проекции не пересекаются, то граф G
называется двудольным и проекции называются долями данного двудольного
графа Γ.

Определение. Будем говорить, что класс графов (двудольных графов) K
размерностно интерпретируется в теории T , если существуют ∆-базисные
множества X, U (∆-базисные множества X, Y , U) и тип t(x, y, z) над некото-
рым множеством A, такие что для любого графа Γ ∈ K существуют модель MΓ

теории T и инъективное отображение f множества вершин графа Γ в нераз-
личимое над A множество копий множества X (соответственно долей графа Γ
в неразличимые множества копий множеств X и Y ), такое что условие 〈a, b〉 ∈ Γ
равносильно условию

в t(C, fa, fb) есть свободная копия V множества U

и dimA(V,MΓ) > (|L| + |Γ|)+.

При этом будем говорить, что f является t-интерпретацией графа Γ в MΓ.

Как уже давно принято в теории моделей, при изучении теории T доказа-
тельства проводятся в теории T eq, модели которой содержат классы формульных
эквивалентностей в моделях теории T в качестве новых элементов.

Определение. Для теории T через T peq обозначается обеднение теории T eq

до языка, содержащего классы эквивалентностей, определимых только P -фор-
мулами.

Доказательства основных свойств этой теории содержатся в [8,11]. Отметим,
что в этих работах данная теория обозначалась через T eh.

В дальнейшем, когда это необходимо, мы будем проводить доказатель-
ства в теории T peq, не напоминая отдельно об этом.
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3. Два главных примера

В этом разделе мы приведём два типичных в нашей ситуации примера ин-
терпретации графов. В дальнейшем мы рассмотрим общую схему, которая рас-
падётся на две части, соответствующие этим двум примерам.

Пример 1. Пусть язык теории T1 состоит из двух 2-местных символов α, β.
Аксиомы теории T1 утверждают следующее:

1) α и β определяют эквивалентности с бесконечным числом классов экви-
валентности;

2) α и β перестановочны, т. е. композиции (α ◦ β) и (β ◦ α) совпадают;
3) объединение (α∨β) в решётке эквивалентностей на C является единичной

эквивалентностью, т. е. совпадает с C2;
4) пересечение (α∧β) является эквивалентностью с бесконечными классами

эквивалентности.
Нетрудно показать, что любые две счётные T1-модели изоморфны. Следо-

вательно, теория T1 полна. Ясно также, что класс T1-моделей замкнут отно-
сительно объединения возрастающих цепей. По теореме Линдстрёма теория T1

модельно полна. Легко показывается также, что эта теория ω-стабильна. Таким
образом, теория T1 по многим параметрам довольно проста. Однако класс её
несчётных моделей не имеет сколько-нибудь приемлемой классификации с точ-
ностью до изоморфизма. В самом деле, сейчас мы покажем, как в этой теории
можно проинтерпретировать класс всех двудольных графов. Как известно, лю-
бую структуру конечного языка можно однородно проинтерпретировать (причём
элементарным образом) в некотором двудольном графе. Таким образом, задача
классификации несчётных T1-моделей, по существу, равносильна классифика-
ции всех структур.

Опишем интерпретацию двудольных графов в T1-моделях. Возьмём произ-
вольный двудольный граф Γ с долями B1 и B2. Пусть κ —некоторый несчётный
кардинал, больший мощности |ω ∪ (B1 ∪ B2)|+. По компактности существует
T1-модель A, у которой множества α-классов, β-классов и каждый (α∧β)-класс
имеют мощности, не меньшие κ.

В качестве типа t(x, y, z) берём формулу, выражающую отношение x ∈ (y∩z)
для α-класса y и β-класса z. Рассмотрим некоторое инъективное отображение
f : B1 ∪ B2 → Apeq, при котором f(B1) и f(B2) являются соответственно мно-
жествами α-классов и β-классов.

Возьмём подструктуру A0 ⊆ A, получающуюся из структуры A уменьшением
(α∧β)-классов вида (fa∩fb), где 〈a, b〉 /∈ Γ, до некоторого счётного множества.
Ясно, что структура A0 будет T1-моделью, а отображение f — t-интерпретаци-
ей Γ в A0.

Пример 2. Пусть язык теории T2 состоит из 2-местного символа α и 4-мест-
ного символа µ. Аксиомы теории T2 утверждают следующее:

1) α определяет эквивалентность с бесконечным числом классов эквивалент-
ности и каждый eё класс бесконечен;
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2) µ определяет на α-классах структуру аффинной элементарной абелевой
2-группы, т. е.

C |= µ(a, b, c, d) ⇔ αd = (αa + αb − αc),

где + и −— сумма и разность в элементарной абелевой 2-группе.

Как и для теории T1, нетрудно показать, что теория T2 ω-категорична, полна,
модельно полна и ω-стабильна. В классе её несчётных моделей интерпретируется
класс всех графов. Покажем это.

Возьмём произвольный граф Γ с множеством вершин B. Пусть κ —некото-
рый несчётный кардинал, больший мощности |B|+. По компактности существует
T2-модель A, у которой множество α-классов и каждый α-класс имеют мощно-
сти, не меньшие κ. Пусть X0 —некоторый α-класс.

В качестве типа t(x, y, z) берём формулу, выражающую условие x ∈
∈ (y + z − X0). Пусть f : B → Aeq —инъективное отображение, при котором
f(B) является независимым относительно {X0} множеством α-классов.

Возьмём подструктуру A0 ⊆ A, получающуюся из структуры A уменьшением
α-классов вида (fa+fb−X0), где 〈a, b〉 /∈ Γ, до некоторого счётного множества.
Ясно, что структура A0 будет T2-моделью, а отображение f — t-интерпретацией
Γ в A0.

4. Коммутативные теории

Для удобства читателя мы приведём определения некоторых понятий, вве-
дённых в других работах (см. [4, 5, 10]). Отметим, что некоторые из них будут
немного отличаться от первоначально введённых.

Пусть α— эквивалентность, X —некоторое множество. Будем говорить, что
множество X α-замкнуто, если для любого a ∈ (X ∩dom α) выполнено αa ⊆ X.
Через α � X обозначается ограничение (α ∩ X2) эквивалентности α на множе-
ство X. Через X/α обозначаем множество {(α � X)a | a ∈ X}.

Определение. Для множеств X и Y кортежей длины n пишем X ≈ Y , если
для любой базисной формулы Φ(x) над ∅, l(x) = n, условия

(
X ∩ Φ(C)

)
= ∅ и(

Y ∩ Φ(C)
)

= ∅ равносильны.

Определение.

1. Пара X = 〈X∗, α〉, где X∗ —∆-базисное множество, α—базисная экви-
валентность и выполнено условие X∗ ⊆ dom α, называется обобщённо
базисным множеством. Вместо записи X = 〈X∗, α〉 будем использовать
также запись X = X∗/α. При этом X∗ называется основой, а α— об-
разующей эквивалентностью обобщённо базисного множества X или
просто образующей обобщённо базисного множества X. Носитель мно-
жества X∗ будет называться носителем обобщённо базисного множе-
ства X.
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2. Обобщённо базисные множества X1, X2 называются обобщённо базисны-
ми копиями, если у них общая образующая эквивалентность, а их основы
X∗

1 , X∗
2 являются копиями.

3. Для обобщённо базисных копий X = X∗/α и Y = Y ∗/α пишем X ≈ Y ,
если для любой базисной формулы Φ(x), для которой множество Φ(C)
является (α � X∗)-замкнутым, условие

(
X∗ ∩ Φ(C)

)
= ∅ равносильно

условию
(
Y ∗ ∩ Φ(C)

)
= ∅.

4. Пусть X, Y —обобщённо базисные множества, имеющие общую образую-
щую эквивалентность. Если выполнено условие X∗ ⊆ Y ∗, то будем гово-
рить, что X — (обобщённо базисное) подмножество обобщённо базисного
множества Y , и использовать обозначение X ⊆ Y .

Отметим, что мы работаем в T peq, поэтому обобщённо базисные множества,
по существу, являются ∆-базисными множествами. Мы, однако, будем исполь-
зовать понятие обобщённо базисного множества, когда нам будет важна его
образующая эквивалентность.

Определение. Формула Φ(x,y, z) называется (x,y)-рефлексивной, если
l(x) = l(y) и выполнено

�
(
Φ(x,y, z) → (∃ zΦ(x,x, z) ∧ ∃ zΦ(y,y, z)

))
.

Определение. Пусть X, Y —обобщённо базисные копии, α—их образую-
щая эквивалентность.

1. Будем говорить, что X связано с Y с помощью формулы Φ(x;y; z), если
существует кортеж c и выполнены следующие условия:
а) для любых a1 ∈ X∗ и b1 ∈ Y ∗ существуют такие a2 ∈ X∗ и b2 ∈ Y ∗,

что в C истинны Φ(a1;b2; c) и Φ(a2;b1; c);
б) для любого a ∈ X∗ множество Φ(a;C; c) является (α � Y ∗)-замкну-

тым и не содержит Y ∗;
в) для любого b ∈ Y ∗ множество Φ(C,b, c) является (α � X∗)-замкну-

тым и не содержит X∗.

2. Будем говорить, что X является базисно связанным с Y , если |X| =
= |Y | = 1 или существует такая (x,y)-рефлексивная базисная формула
Φ(x;y; z), что X связано с Y с помощью формулы Φ(x;y; z).

Если формула Φ(x;y; c) из предыдущего определения определяет биективное
отображение X на Y , то будем говорить, что множество X инъективно связано
с Y с помощью формулы Φ(x;y; z).

Определение. Обобщённо базисное множество X называется аддитивным,
если некоторая базисная формула Φ (с параметрами) задаёт абелеву группу
на X.

Определение. Пусть X, Y , X ⊆ Y , —∆-базисные множества, X �= ∅.
1. Говорим, что множество X аддитивно в Y , если существует такая ба-

зисная эквивалентность α, что Y ⊆ dom α, X = (Y ∩ αa) для a ∈ X и
обобщённо базисное множество Y/α является аддитивным.



Интерпретация графов в некоммутативных теориях степеней Фреше 153

2. Говорим, что множество X ∆-аддитивно в Y , если существует такая
убывающая цепь {Xi | i < λ} ∆-базисных множеств, что X0 = Y , X =
=

⋂{Xi | i < λ} и Xi аддитивно в
⋂{Xj | j < i} для любого i < λ. Цепь

{Xi | i < λ} будем называть ∆-аддитивной последовательностью для X
в Y . Если λ конечно, то будем говорить, что множество X мультиадди-
тивно в Y .

3. Пусть λ—ординал, λ � 1, X —∆-базисное множество. Последователь-
ность S = 〈αi | i < λ〉 базисных эквивалентностей называется однородно
∆-аддитивной последовательностью в X, если X ⊆ dom αi, i < λ, и для
любого ординала i < λ существует базисная формула Φi(x;y; z;w), яв-
ляющаяся термом Мальцева (см. [5]) на обобщённо базисном множестве(
X ∩ ⋂{αja | j < i})/αi для любого a ∈ X. Указанную выше базис-
ную формулу Φi будем называть i-свидетелем ∆-аддитивности S в X.
В случае конечного λ такую последовательность будем называть однород-
но мультиаддитивной.

4. Пусть X, Y —∆-базисные множества и Y ⊆ X. Множество Y называ-
ется однородно ∆-аддитивным (мультиаддитивным) в X, если суще-
ствует однородно ∆-аддитивная (мультиаддитивная) последовательность
S = 〈αi | i < λ〉 в X, для которой эквивалентность

⋂
S является но-

сителем Y . При этом последовательность S будем называть однородно
∆-аддитивной (мультиаддитивной) последовательностью для Y в X.

5. Пусть X0, X1, Y0, Y1 —∆-базисные множества и Yi ⊆ Xi, i � 1. Бу-
дем говорить, что Y0, Y1 однородно ∆-аддитивны (мультиаддитивны)
в X0, X1, если существует последовательность базисных эквивалентно-
стей S = 〈αi | i < λ〉, являющаяся однородно ∆-аддитивной (мультиадди-
тивной) последовательностью для Y0, Y1 соответственно в X0, X1, причём
для каждого i < λ существует общий i-свидетель ∆-аддитивности S в X0

и X1.

Определение. Пару 〈X,Y 〉 ∆-базисных множеств будем называть ∆-адди-
тивной парой, если X ≈ Y и существуют ∆-базисное множество Z и однородно
∆-аддитивная последовательность S в Z, такие что (X∪Y ) ⊆ Z и

⋂
S является

общим носителем X и Y .

Определение. Пару ∆-базисных множеств 〈X,Y 〉 будем называть наслед-
ственно базисно связанной, если для любого обобщённо базисного множества
X1 = 〈X∗

1 , α〉, X∗
1 ⊆ X, найдётся такая его обобщённо базисная копия Y1 =

= 〈Y ∗
1 , α〉, Y ∗

1 ⊆ Y , что X1 и Y1 являются базисно связанными.

Определение. Тройку ∆-базисных копий 〈X0, Y,X1〉 назовём базисным
треугольником, если существуют ∆-базисные эквивалентности α, β, для ко-
торых X0, Y , X1 являются (α ∧ β)-классами и выполнены условия αY = αX0,
βY = βX1 и X0 ≈ Y ≈ X1.

Определение. Базисный треугольник 〈X0, Y,X1〉 называется альтернатив-
но базисно связанным, если для любого обобщённо базисного множества Y ′,
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(Y ′)∗ ⊆ Y , найдётся такой i � 1 и такая копия X ′ обобщённо базисного множе-
ства Y ′, что (X ′)∗ ⊆ Xi и Y ′, X ′ являются базисно связанными.

Определение. Теория T называется базисно коммутативной, если выпол-
няются следующие условия:

1) T базисно нормальна;
2) любая ∆-аддитивная пара 〈X,Y 〉 является наследственно базисно связан-

ной;
3) любой базисный треугольник является альтернативно базисно связанным.

5. Теории степеней Фреше

Как известно, фильтром Фреше на бесконечном множестве I называется
семейство

FI = {X | X ⊆ I, множество I \ X конечно}.
Степенью Фреше структуры A называется приведённая степень Aω�Fω, где
ω —множество натуральных чисел, обозначение AF .

В этом разделе мы приведём необходимые для нас свойства теорий степеней
Фреше. Доказательства этих свойств можно найти в [6].

Предложение 1. Пусть K —произвольный класс структур языка L. Тогда те-
ория T = Th{AF | A ∈ K} степеней Фреше структур класса K имеет следующие
свойства:

1) теория T P -неприводимa;
2) теория T допускает элиминацию кванторов до P -формул, т. е. каждая

формула языка L эквивалентна булевой комбинации P -формул;
3) теория T тогда и только тогда стабильна, когда она P -нормальна.

6. λ-позитивные оболочки

В этом разделе мы предполагаем, что теория T полная, P -нормальная,
P -неприводимая и допускает элиминацию кванторов до P -формул. В частности,
как отмечено выше, такими свойствами обладает стабильная теория T степени
Фреше AF некоторой структуры A. Некоторые достаточно простые утверждения
этого раздела содержатся в [6]. Мы приводим их только для удобства читателя.
В дальнейшем λ—кардинал, больший |L|+.

Определение.

1. Множество t, состоящее из базисных формул над A со свободными пе-
ременными из кортежа x и их отрицаний, называется базисным типом
над A от x.
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2. Если t— тип, то через t+ обозначается множество всех базисных формул,
выводимых из типа t; оно называется позитивной частью типа t. Че-
рез t− будет обозначаться множество всех отрицаний базисных формул,
выводимых из типа t.

3. Совместный тип t от переменных x называется базисно полным над A
от x, если имеет место t � Φ или t � ¬Φ для любой базисной формулы
Φ(x) над A. Базисно полный базисный тип t над A от x, замкнутый от-
носительно выводимости базисных формул над A от x и их отрицаний,
называется максимальным базисным типом над A от x. Ясно, что мак-
симальность базисного типа t означает, что среди совместных базисных
типов над A от x нет собственного расширения типа t.

4. Если для базисного типа t над A от переменных x существует тип q ⊆ t−

мощности меньше λ и выполнено (q ∪ t+) � t, то тип t называется λ-пози-
тивным типом над A от переменных x. При этом тип q будем называть
λ-основой (над A от x) λ-позитивного типа t (над A от x). Если λ = 1,
то λ-позитивный тип t называется позитивным типом. Максимальный
λ-позитивный базисный тип называется λ-максимальным.

5. Базисным типом кортежа a над множеством A называется множество
всех базисных формул Φ(x) над A и их отрицаний, истинных на кортеже a.

6. Кортеж a называется λ-позитивно изолированным над множеством A,
если его базисный тип t над A является λ-позитивным. При этом будем
говорить, что тип t λ-изолирует кортеж a над A.

Замечание 1. Из принципа максимума (леммы Цорна) и теоремы компакт-
ности вытекает, что если базисный тип p над A от переменных x порождается
своим подтипом q ⊆ p, то существует максимальный базисный тип r над A от x,
который порождается подтипом q ∪ r+ и для которого p ⊆ r. Отсюда получа-
ем, что для любого λ-позитивного типа p над A от переменных x существует
максимальный базисный тип над A от x, содержащий тип p и являющийся
λ-позитивным над A от x.

Предложение 2. Пусть X —∆-базисное множество, Z независимо в X
над A и выполнены следующие условия: |A| < |Z|, |L| < |Z| и |Z|—регу-
лярный кардинал. Если для множества B выполнено условие |B| < |Z|, то
существует подмножество Z ′ ⊆ Z, для которого |Z ′| = |Z|, и Z ′ независимо в X
над (A ∪ B).

Доказательство. Будем говорить, что формула Φ(x1, . . . , xn) существенно
зависит от переменных x1, . . . , xn в X, если ни для какого i ∈ {1, . . . , n} и ни
для каких aj , j ∈ {1, . . . , n}, j �= i, не имеет местa включение

X ⊆ Φ(a1, . . . , ai−1, C, ai+1, . . . , an).

Так как для любой базисной формулы Φ(x) над любым множеством множество
Φ(C) является классом эквивалентности, определимой базисной формулой без
параметров, то это множество либо содержит множество X, либо содержит не
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более одного элемента из множества Z. Заметим, что при условии |L| < |Z|
множество формул с параметрами из множества мощности, меньшей чем |Z|,
также имеет мощность, меньшую |Z|. Используя эти факты и регулярность кар-
динала |Z|, можно построить последовательность S = 〈aα | α < |Z|〉 элементов
множества Z, для которой выполнено следующее условие:

для любой P -формулы Φ(x1, . . . , xn) над (A ∪ B), существенно
зависящей в X от переменных x1, . . . , xn, и любых ординалов
α1 < . . . < αn < |Z| выполнено C |= ¬Φ(aα1 , . . . , aαn

).

В силу элиминации кванторов до P -формул это условие означает, что последо-
вательность S является неразличимой последовательностью. Так как теория T
стабильна, то множество Z ′, состоящее из элементов последовательности S,
является неразличимым множеством над (A ∪ B). Ясно, что тогда Z ′ будет
независимым множеством в X над (A ∪ B).

Предложение 3. Пусть Z — свободное над A множество в ∆-базисном мно-
жестве X. Пусть базисная формула Φ(x, y) над A определяет биективное отоб-
ражение X на множество Y . Тогда образ U множества Z при этом отображении
будет свободным в Y над A.

Доказательство. Обозначим отображение, о котором говорится в условии
теоремы, через f . Предположим, что множество f(Z) не является свободным
в Y над A. Это означает, что для некоторой базисной формулы Ψ(x; y1, . . . , yn)
над A и некоторых d1, . . . , dn ∈ Z множество Ψ

(
C; f(d1), . . . , f(dn)

)
делит

множество Y и содержит некоторый элемент f(b) для b ∈ Z и f(b) /∈
/∈ {f(d1), . . . , f(dn)}. Тогда для базисной формулы

Θ(x; d1, . . . , dn) =

= ∃ y1 . . . ∃ yn ∃z
(
Φ(d1, y1) ∧ . . . ∧ Φ(dn, yn) ∧ Ψ(z; y1, . . . , yn) ∧ Φ(x, z)

)

множество Θ(C; d1, . . . , dn) будет делить множество X и содержать элемент
b ∈ Z, отличный от d1, . . . , dn. Это противоречит свободе множества Z в X
над A.

Определение.
1. Последовательность S = 〈aα | α < µ〉, где µ—некоторый ординал, на-

зывается λ-позитивной конструкцией над A, если для любого α < µ
элемент aα является λ-позитивно изолированным над множеством Sα =
= (A ∪ {aβ | β < α}). При этом последовательность S называется λ-пози-
тивной конструкцией над A множества B =

⋃{Sα | α < µ}.
2. Множество B называется λ-позитивно конструируемым (или просто

λ-конструируемым) над A, если существует λ-позитивная конструкция
〈aα | α < κ〉 над A, для которой B = ({aα | α < κ} ∪ A).

Предложение 4. Пусть теория T P -нормальна и t—позитивный тип. То-
гда тип t эквивалентен своему ограничению t � B на некоторое множество B
мощности не больше |L|.
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Доказательство. В силу P -нормальности теории T все базисные формулы
вида Φ(x;a), a ∈ A, входящие в тип t для конкретной базисной формулы Φ(x;y),
являются эквивалентными.

Определение. Множество A называется λ-компактным, если любой λ-по-
зитивный тип над A реализуется в A.

Замечание 2. Заметим, что если X более чем одноэлементное ∆-базисное
множество, определимое над множеством D, |A| < λ, то для любого λ-компакт-
ного множества M с условием (D ∪ A) ⊆ M мы имеем dimA(X,M) � λ. Это
следует из базисной неприводимости и предложения 4, так как λ > |L| и в M
реализуется любой λ-позитивный тип над M .

Из предложения 4 получаем следующее утверждение.

Предложение 5. Если A— λ+-насыщенная модель, то A λ-компактна.

Определение. Пусть A ⊆ B. Множество B называется λ-позитивной обо-
лочкой множества A, если множество B λ-компактно и является λ-конструиру-
емым над A.

Предложение 6. Если множество B является максимальным в C (по вклю-
чению) λ-конструируемым над A, то B λ-компактно.

Доказательство. Пусть t(x)—произвольный λ-позитивный тип над B. По
замечанию 1 существует максимальный λ-позитивный тип p(x) над B, расши-
ряющий тип t(x). Пусть элемент a реализует тип p(x). Из максимальности B
вытекает, что a ∈ B.

Предложение 7. Если B — λ+-насыщенная модель, A ⊆ B, то существует
множество D ⊆ B, являющееся λ-позитивной оболочкой множества A.

Доказательство. Ясно, что в качестве D можно взять максимальное λ-кон-
струируемое над A подмножество множества B.

Предложение 8. Пусть B — λ+-насыщенная модель теории T , A ⊆ B. Тогда
λ-позитивная оболочка A∗ множества A в B является элементарной подмоделью
структуры B.

Доказательство. По известному критерию элементарной эквивалентности
и элиминации кванторов в теории T до P -формул требуется показать, что для
любых P -формул Φ(x;y),Ψ1(x;y), . . . ,Ψn(x;y) и любого кортежа a ∈ A∗ из
истинности формулы

∃x
(
Φ(x;b) ∧ ¬Ψ1(x;b) ∧ . . . ∧ ¬Ψn(x;b)

)

в B следует истинность в B формулы(
Φ(a;b) ∧ ¬Ψ1(a;b) ∧ . . . ∧ ¬Ψn(a;b)

)

для некоторого элемента a ∈ A∗. По замечанию 1 существует максималь-
ный λ-позитивный тип t(x) над (a ∪ b), содержащий множество {Φ(x;b),
¬Ψ1(x;b), . . . ,¬Ψn(x;b)}. По определению λ-позитивной оболочки найдётся
элемент a ∈ A∗, реализующий тип t(x).
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Теорема 1. Пусть M0 — λ-позитивно конструируемое над E множество,
|E| � λ, |L| < λ и X —∆-базисное множество, определимое с помощью парамет-
ров из E. Пусть M получено добавлением к M0 всех элементов, определимых
в C с помощью P -формул над M0. Тогда dimE(X,M) � λ.

Доказательство. Утверждение теоремы будем доказывать индукцией по
длине γ λ-позитивной конструкции S = 〈aα | α < γ〉 множества M0 над E.
Для α < γ возьмём множества

S∗
α = (Sα ∪ {a | a определимо с помощью некоторой P -формулы над Sα}).

Предположим,что dimE(X,M) > λ и γ —минимальный ординал среди всех
контрпримеров к теореме (при различных X). Из минимальности ординала γ
вытекает, что для любого α < γ теорема верна с заменой M на S∗

α. Пусть
Z ⊆ M — свободное в X над E множество и |Z| > λ.

СЛУЧАЙ 1: γ —непредельный ординал.
В силу условий |L| � λ, |E| � λ, |Z| > λ и минимальности γ, найдётся такая

базисная формула Φ0(x, y; z), что выполнено условие |G| > λ, где

G = {b | Φ0(C, aγ−1;db) = {b} для некоторых b ∈ Z и db ∈ Sγ−1}.
Определим следующую эквивалентность ε:

〈d,d′〉 ∈ ε ⇐⇒ ∃x∃ y
(
Φ0(x, y;d) ∧ Φ0(x, y;d′)

)
.

В силу предложения 2 существует подмножество Z ′ ⊆ Z, свободное в X над
(E ∪ A ∪ {aγ−1}), для которого |Z ′| > λ. Тогда по предложению 3 множество

H = {εd | b ∈ Φ0(C, a(γ−1);d), b ∈ Z ′}
будет независимым над A. Так как для различных d1, d2 ∈ Z ′ множества
Φ0(d1, a(γ−1);C) и Φ0(d1, a(γ−1);C) не пересекаются, то |H| = |Z ′| > λ. Это
противоречит минимальности ординала γ.

СЛУЧАЙ 2: γ —предельный ординал.
Возьмём некоторый ординал δ < γ, для которого dimE(X,Sδ) = λ, и пусть

Z ⊆ (X ∩ Sδ)— свободное в X над E множество, для которого |Z| = λ.
Индукцией по ординалу µ ∈ (γ \ δ) докажем следующее утверждение:

если некоторая P -формула Φ(x) над Sµ делит множество X, то
существует формула Ψ(x) над Sδ, которая делит множество X
и для которой выполняется

(
X ∩ Φ(C)

) ⊆ (
X ∩ Ψ(C)

)
.

(♦µ)

В случае когда µ—предельный ординал, индукционный шаг тривиален.
Пусть условие (♦µ0) выполнено. Покажем, что справедливо (♦µ0+1). Пусть
P -формула Φ(x,d; aµ0), где d ∈ Sµ0 , делит множество X. Рассмотрим λ-по-
зитивный тип q(z), изолирующий элемент aµ0 над множеством Sµ0 .

СЛУЧАЙ 2а: для некоторого a ∈ Sδ имеет место a ∈ Φ(C,d; aµ0).
В этом случае в качестве Ψ(x) можно взять формулу (xΦ)(x, a).
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В дальнейшем будем предполагать, что случай 2а не имеет места. Так как
тип q(z) полон над Sµ0 и Sδ ⊆ Sµ0 , то для любой реализации b типа q(z) мы
имеем (Φ(C,d; b) ∩ Sδ) = ∅.

СЛУЧАЙ 2б: существует некоторая P -формула Θ(z) ∈ q+(z), для которой
множество Y делит множество X, где Y =

⋃{Φ(C,d; b) | b ∈ Θ(C)}.
Множество Y определяется P -формулой над Sµ0 , и по индукционному пред-

положению найдётся такая P -формула Ξ(x) над Sδ, которая делит множе-
ство X и для которой выполняется включение (Y ∩ X) ⊆ Ξ(C). Из включение
Φ(C,d; aµ0) ⊆ X мы получаем утверждение (♦µ0+1).

СЛУЧАЙ 2в: отрицание случаев 2а и 2б.
Возьмём множество P -формул Q над Sµ0 , имеющее мощность κ < λ, такое

что тип q порождается множеством (q+ ∪ {¬Θ | Θ ∈ Q}). По условию этого
случая мы имеем включение

Z ⊆
⋃

{Φ(C,d; b) | b ∈ Θ(C), Θ(z) ∈ Q},
а также для каждого a ∈ Z справедливо включение

(q+(C) ∩ Φ(a,d;C)) ⊆
⋃

{Θ(C) | Θ(z) ∈ Q}.
По компактности и неприводимости для некоторых P -формул ∆(z) ∈ q+(C) и
Θ(z) ∈ Q выполнено условие

(
∆(C) ∩ Φ(a,d;C)

) ⊆ Θ(C).

В силу условий на мощности |Z| � λ и |Q| < λ найдётся такая формула Θ0 ∈ Q,
что для некоторых P -формул ∆1(z),∆2(z) ∈ q+(C) и различных a1, a2 ∈ Z
выполнены включения

(
∆i(C) ∩ Φ(ai,d;C)

) ⊆ Θ0(C), i ∈ {1, 2}.
Тогда для ∆0(z) =

(
∆1(z) ∧ ∆2(z)

)
выполняется включение

(
∆0(C) ∩ Φ(ai,d;C)

) ⊆ Θ0(C), i ∈ {1, 2}.
Так как такое включение записывается с помощью P -формулы Γ(x), то P -экви-
валентность xΓ будет делить множество X и один из её классов будет содержать
более одного элемента из множества Sδ. Это противоречит свободе множества Z
в множестве X.

Теперь, используя утверждения (♦µ) для всех µ < (γ \ δ), придём к противо-
речию с предположением dimE(X,M) > λ. Напомним, что Z ⊆ M — свободное
в X над E множество и |Z| > λ. Для каждого a ∈ Z пусть αa —ординал,
для которого aαa

= a. Можно считать, что для любого a ∈ Z справедливо
условие αa � δ. В силу утверждения (♦µ) для каждого a ∈ Z существуют
базисная формула Φa(x,y) и параметры d ∈ Sδ, такие что выполнено условие
a ∈ Φa(C,da) и Φa(C,da) делит X. В силу условий |L| � λ и |Z| > λ можно
считать, что вид формулы Φa(x,y) не зависит от a, обозначим её через Φ(x,y).
Рассмотрим эквивалентность η = xΦ. Так как её классы делят множество X,
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а множество Z свободно в X, то каждый её класс содержит не более одного
элемента множества Z. По утверждению (♦µ) для всех µ < (γ \ δ) классы эк-
вивалентности η, содержащие элементы множества Z, базисно определимы над
множеством Sδ. Так как эти классы содержат элементы независимого в X мно-
жества, то множество η(Z)/η будет независимым подмножеством обобщённо
базисного множества η(X)/η. Тогда условие |η(Z)/η| > λ будет противоречить
минимальности ординала γ.

Замечание 3. Из предыдущей теоремы вытекает, что если к условиям те-
оремы добавить, что M0 — λ-позитивная оболочка множества E и |X| > 1, то
получим, что M = M0 и справедливо равенство dimE(X,M) = λ. Это следует
из того, что в M реализуется любой λ-позитивный тип над E.

Следующая теорема содержится в [6].

Теорема 2 [6]. Пусть B — λ-позитивно конструируемая над (D ∪ A) модель
теории T , |A| � λ, t(x)— тип над (D ∪ A), A—множество, независимое в типе
t(x). Пусть выполняется следующее условие:

если некоторая P -формула Φ(x) над (D ∪A) делит тип t(x), то
существует формула Ψ(x) над A, которая делит тип t(x) и для
которой выполняется t(x) � (

Φ(x) → Ψ(x)
)
.

Тогда множество A является максимальным независимым в типе t(x) подмно-
жеством множества t(B).

Для доказательства основной теоремы данной статьи нам потребуется дру-
гой вариант этой теоремы. Отметим, что доказательство следующей теоремы
аналогично доказательству теоремы 2.

Теорема 3. Пусть M —некоторая λ-компактная модель теории T , X —∆-ба-
зисное множество, A—максимальное подмножество модели M , являющееся
независимым в X, |A| � λ. Пусть для множества D выполняется следующее
условие:

если некоторая P -формула Φ(x) над (D ∪ M) делит множе-
ство X, то существует формула Ψ(x) над M , которая де-
лит множество X и для которой выполняется соотношение(
X ∩ Φ(C)

) ⊆ (
X ∩ Ψ(C)

)
.

(∗)

Тогда для любого λ-конструируемого над (D ∪ M) множества B множество A
остаётся максимальным независимым в X подмножеством множества B.

Доказательство. Пусть S = 〈aα | α < µ〉— λ-позитивная конструкция над
(D ∪ A) для структуры B.

Индукцией по α < µ покажем, что имеет место утверждение (∗)α, которое
получается из условия (∗) заменой D на (D ∪ Sα).

При α = 0 это условие (∗). Пусть для всех β < α утверждение (∗)β имеет
место. Для предельного α шаг индукции очевиден. Будем считать что орди-
нал α − 1 существует. Пусть P -формула Φ(x,d; aα−1) делит множество X, где



Интерпретация графов в некоммутативных теориях степеней Фреше 161

Φ(x,y; z)—формула без параметров и d ∈ (Sα−1). Рассмотрим λ-позитивный
тип q(z), изолирующий элемент aα−1 над Sα−1.

СЛУЧАЙ 1: для некоторого a ∈ M выполняется a ∈ Φ(C,d; aα−1).
В этом случае в качестве Ψ(x) можно взять формулу (xΦ)(x, a).
В дальнейшем будем предполагать, что случай 1 не имеет места. Так как

тип q(z) полон над Sα−1 и M ⊆ Sα−1, то для любой реализации b типа q(z) мы
имеем (Φ(C,d; b) ∩ M) = ∅.

СЛУЧАЙ 2: существует некоторая P -формула Θ(z) ∈ q+(z), для которой мно-
жество Y делит множество X, где Y =

⋃{Φ(C,d; b) | b ∈ Θ(C)}.
Множество Y определяется P -формулой над Sα−1, и по предположению ин-

дукции найдётся P -формула Ξ(x) над M , которая делит множество X и для ко-
торой выполняется включение (X∩Y ) ⊆ Ξ(C). Из включения Φ(C,d; aα−1) ⊆ Y
мы получаем утверждение (∗)α.

СЛУЧАЙ 3: отрицание случаев 1 и 2.
Возьмём множество P -формул Q над Sα−1, имеющее мощность κ < λ, такое

что тип q порождается множеством (q+ ∪ {¬Θ | Θ ∈ Q}). По условию случая 3
мы имеем включение

A ⊆
⋃

{Φ(C,d; b) | b ∈ Θ(C), Θ(z) ∈ Q},
а также для каждого a ∈ A выполняется включение

(
q+(C) ∩ Φ(a,d;C)

) ⊆
⋃

{Θ(C) | Θ(z) ∈ Q}.
Вследствие компактности и неприводимости для некоторых P -формул ∆(z) ∈
∈ q+(C) и Θ(z) ∈ Q выполнено условие

(
∆(C) ∩ Φ(a,d;C)

) ⊆ Θ(C).

В силу условий на мощности |A| � λ и |Q| < λ найдётся такая формула Θ0 ∈ Q,
что для некоторых P -формул ∆1(z),∆2(z) ∈ q+(C) и различных a1, a2 ∈ A
выполнены включения

(
∆i(C) ∩ Φ(ai,d;C)

) ⊆ Θ0(C), i ∈ {1, 2}.
Тогда для ∆0(z) =

(
∆1(z) ∧ ∆2(z)

)
выполняется включение

(
∆0(C) ∩ Φ(ai,d;C)

) ⊆ Θ0(C), i ∈ {1, 2}.
Так как такое включение записывается с помощью P -формулы Γ(x), то P -экви-
валентность xΓ будет делить множество X и один из её классов будет содержать
более одного элемента из множества A. Это противоречит независимости мно-
жества A в X.

Теперь докажем утверждение теоремы, используя утверждения (∗)α для всех
α < µ. Предположим, что утверждение теоремы ложно, т. е. для некоторого
α < µ элемент aα принадлежит множеству X, aα /∈ A и множество (A ∪ {aα})
независимо в X. Пусть λ-позитивный тип q(x) λ-изолирует элемент aα над
множеством Sα.
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СЛУЧАЙ а): позитивный тип q+(x) делит множество X.
По компактности получаем, что некоторая P -формула Φ(x) ∈ q+(x) делит

множество X. По утверждению (∗)α найдётся P -формула Ψ(x) над M , которая
делит множество X и для которой выполнено условие

(
X∩Φ(C)

) ⊆ (
X∩Ψ(C)

)
.

Так как множество (A ∪ {aα}) независимо в X, то элемент aα свободен
в

(
X∩Φ(C)

)
. Так как модель M λ-компактна и выполнено условие λ > |L|, мож-

но найти внутри M свободное в
(
X ∩Φ(C)

)
множество A1 с условием |A1| = λ.

Так как тип q(x) полон над M и является λ-позитивным и элемент aα не при-
надлежит модели M , то множество A1 покрывается семейством P -множеств
мощности меньше λ, каждое из которых делит множество

(
X ∩Φ(C)

)
. Следова-

тельно, одно из множеств этого семейства содержит более одного элемента из
множества A1. Это противоречит независимости множества A1 в

(
X ∩ Φ(C)

)
.

СЛУЧАЙ б): отрицание случая а).
Так как тип q(x) является λ-позитивным, aα /∈ A, то множество A покры-

вается семейством P -множеств мощности меньше λ, каждое из которых делит
множество X. Следовательно, одно из множеств этого семейства содержит более
одного элемента из множества A. Это противоречит независимости множества A
в множестве X.

7. Интерпретация графов

Теорема 4. Пусть теория T степени Фреше AF некоторой структуры A ста-
бильна и не является P -коммутативной. Тогда в T интерпретируется класс всех
графов или класс всех двудольных графов.

Доказательство. Из стабильности теории T по предложению 1 получаем
P -нормальность теории T . С учётом элиминации кванторов до P -формул в те-
ории степени Фреше получаем, что отношение A ≈ B равносильно отношению
A ≡ B.

СЛУЧАЙ 1: не выполняется условие 3) определения коммутативной теории.
Пусть базисный треугольник 〈X0, Y,X1〉 не является альтернативно связан-

ным, т. е. для некоторого обобщённо базисного множества Y ′, (Y ′)∗ ⊆ Y , ни для
какого i � 1 и ни для какой копии X ′ обобщённо базисного множества Y ′ не
выполняются условия, что (X ′)∗ ⊆ Xi и Y ′, X ′ являются базисно связанными.

Так как мы работаем в T peq, то можно считать, что Y ′ является ∆-базисным
множествoм. Рассмотрим эквивалентности α, β из определения базисного тре-
угольника 〈X0, Y,X1〉 и классы U1 = αX1, V1 = βX1, U2 = αX2, V2 = βX2. Из
условия данного случая вытекает, что все эти классы попарно различны. Ясно
также, что эти классы лежат в одном (α ∨ β)-классе D, который состоит из
бесконечного числа как α-классов, так и β-классов. Мы будем также считать,
что ∆-базисные эквивалентности α и β минимальны в том смысле, что не су-
ществует строго меньших ∆-базисных эквивалентностей α′ и β′, для которых
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существует базисный треугольник, обладающий перечисленными выше свой-
ствами с заменой эквивалентностей α, β соответственно на эквивалентности
α′, β′.

Пусть дан двудольный граф Γ с долями A и B.
В (α∨ β)-классе D возьмём α-класс r и β-класс s. В классе s возьмём неза-

висимое множество A′, а в классе r независимое над A′ множество B′, такие
что существуют биективные отображения A на A′ и B на B′; образы элемен-
тов a ∈ A и b ∈ B при этих отображениях будем обозначать соответственно
через a′ ∈ A′ и b′ ∈ B′. Для a ∈ A и b ∈ B через a∗ и b∗ будем обозначать
соответственно αa′ и βb′.

Пусть δ = (α∧β). Рассмотрим множество WΓ = {(a∗∩b∗) | 〈a, b〉 ∈ Γ}. Пусть
λ = max{|L|+, |(A ∪ B)|+}.

Оставшуюся часть доказательства случая 1 теоремы 4 оформим в виде от-
дельной леммы.

Лемма 1. Пусть M — λ-позитивная оболочка множества (A′ ∪B′). Для каж-
дого G ∈ WΓ возьмём копию XG ⊆ G ∆-базисного множества X ′ с носителем γ
и подмножество RG ⊆ XG, такие что выполнены следующие условия:

1) копия XG свободна в G;
2) (M ∩ XG) �= ∅;
3) |RG| = λ+;
4) множество

⋃{RG | G ∈ WΓ} свободно над M .

Пусть MΓ — λ-позитивная оболочка множества E =
(
M ∪ ⋃{RG | G ∈ WΓ}

)
.

Тогда условие 〈a, b〉 ∈ Γ равносильно следующему условию:

размерность некоторой копии множества X ′, свободной в (a∗ ∩ b∗), больше λ.

Доказательство. Сначала покажем, что для любой пары 〈a, b〉 /∈ Γ любая
свободная в (a∗ ∩ b∗) копия U множества Y ′, имеющая непустое пересечение
с моделью MΓ, имеет непустое пересечение с моделью M . Для этого достаточно
показать, что выполняется условия теоремы 3, где A—множество, являющееся
максимальным в M свободным подмножеством множества (a∗ ∩ b∗), а D = E.
Пусть Φ(x;d;b)—базисная формула, для которой d ∈ ⋃{RG | G ∈ WΓ}, b ∈ M
и множество γ

(
Φ(C;d;b)

)
делит множество (a∗ ∩ b∗). По компактности мож-

но считать (подправив формулу Φ, не изменяя параметров), что множество
Φ(C;d;b) замкнуто относительно эквивалентности γ, причём при любых па-
раметрах d, b. Доказательство проведём индукцией по длине кортежа d. Если
этот кортеж пуст, то доказывать нечего. Пусть кортеж d = 〈d1, . . . , dn〉 не пуст,
состоит из попарно различных элементов и d1 ∈ RG для некоторого G ∈ WG.
Пусть d′ = 〈d2, . . . , dn〉.

СЛУЧАЙ 1а: множество

K = {a | a ∈ Φ(C, b,d′;b) для некоторого b ∈ XG}
делит множество (a∗ ∩ b∗).
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По условию 2) существует элемент a1 ∈ (M∩XG). По компактности найдётся
такая базисная эквивалентность ε, что δ ⊆ ε и множество

R = {a | C |= Φ(a, b,d′;b) для некоторого b ∈ ε(a1)}
делит множество (a∗ ∩ b∗). Так как множество K определяется базисной фор-
мулой с параметрами d′, b, a1, a1 ∈ M , и выполнено включение K ⊆ R, то
условие (∗) теоремы 3 выполняется по предположению индукции.

СЛУЧАЙ 1б: множество K не делит множества (a∗ ∩ b∗), т. е. выполняется
включение (a∗ ∩ b∗) ⊆ K.

Из того, что элементы d1, . . . , dn попарно различны и множество {d1, . . . , dn}
свободно над M , получаем, что для любого b ∈ XG найдётся элемент a ∈
∈ (a∗ ∩ b∗), для которого выполнено C |= Φ(a, b,d′;b). Из того, что множество
(A′ ∪ B′) свободно, из условия 4), а также из базисной нормальности теории T
получаем, что для некоторой эквивалентности θ ∈ {α, β} и любой копии U
множества X ′, лежащей в θ-классе θ(a∗∩ b∗), найдутся такие параметры d′

0, b0,
что формула Φ(x, y,d′

0;b0) будет определять биективное отображение U/� на
(a∗ ∩ b∗)/σ, где � = yΦ, σ = xΦ. Ясно, что тогда все копии множества X ′,
лежащие в θ-классе θ(a∗ ∩ b∗), будут базисно связанными. Это противоречит
выбору базисного треугольника 〈X0, Y,X1〉 и множества X ′.

Теперь в силу теоремы 1 для доказательства теоремы достаточно показать,
что для любой пары 〈a, b〉 /∈ Γ все максимальные в M свободные множества
в свободных в (a∗ ∩ b∗) копиях множества Y ′ остаются максимальными в λ-по-
зитивной оболочке MΓ. В силу теоремы 3 достаточно показать, что для любой
пары 〈a, b〉 /∈ Γ выполняется условие этой теоремы для случая, когда A является
максимальным в M свободным подмножеством в свободной в (a∗ ∩ b∗) копии U
множества Y ′, а в качестве D берётся множество E. Из теоремы 1 и замечания 3
получаем, что |A| = λ.

Пусть Φ(x;d;b)—базисная формула, d ∈ ⋃{RG | G ∈ WΓ}, b ∈ M и мно-
жество Φ(C;d;b) делит множество U .

Далее мы проведём рассуждения, похожие на те, которые были изложены
в начале доказательства данной теоремы.

Доказательство проведём индукцией по длине кортежа d. Если этот кортеж
пуст, то доказывать нечего. Пусть кортеж d = 〈d1, . . . , dn〉 не пуст, состоит
из попарно различных элементов и d1 ∈ RG для некоторого G ∈ WG. Пусть
d′ = 〈d2, . . . , dn〉.

СЛУЧАЙ а): множество

K = {a | a ∈ Φ(C, b,d′;b) для некоторого b ∈ XG}
делит множество U .

По условию 2) существует некоторый элемент a1 ∈ (M ∩ XG). По ком-
пактности найдётся такая базисная эквивалентность ε, что выполнено δ ⊆ ε и
множество

R = {a | C |= Φ(a, b,d′;b) для некоторого b ∈ ε(a1)}
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делит множество U . Так как множество K определяется базисной формулой с
параметрами d′, b, a1, a1 ∈ M , и справедливо включение K ⊆ R, то условие (∗)
теоремы 3 выполняется по предположению индукции.

СЛУЧАЙ б): множество K не делит множества U , т. е. справедливо включение
U ⊆ K.

Из того, что элементы d1, . . . , dn попарно различны и множество {d1, . . . , dn}
свободно над M , получаем, что для любого b ∈ XG найдётся элемент a ∈ U , для
которого выполнено C |= Φ(a, b,d′;b). Из того, что множество (A′ ∪B′) свобод-
но и копия U свободна в (a∗ ∩ b∗), условия 4), а также базисной нормальности
теории T получаем, что для некоторой эквивалентности θ ∈ {α, β} в любом
δ-классе Q, лежащем в θ-классе θ(a∗ ∩ b∗), найдётся такая копия V множе-
ства X ′ и такие параметры d′

0, b0, что формула Φ(x, y,d′
0;b0) будет определять

биективное отображение XG/� на V/σ, где � = yΦ, σ = xΦ. Ясно, что тогда
для любых двух θ-эквивалентных δ-классов V1, V2 и любой копии U1 множе-
ства X ′, лежащей в V1, найдётся такая копия U2 множества X ′, лежащая в V2,
что U1 и U2 будут базисно связанными. Это противоречит выбору базисного
треугольника 〈X0, Y,X1〉 и множества X ′.

СЛУЧАЙ 2: не выполняется условие 2) определения коммутативной теории.
Пусть 〈X,Y 〉—∆-аддитивная пара ∆-базисных множеств, которая не яв-

ляется наследственно базисно связанной, т. е. некоторое обобщённо базисное
множество X1, X∗

1 ⊆ X, с образующей α не является базисно связанным ни
с какой своей обобщённо базисной копией Y1, Y ∗

1 ⊆ Y , с образующей α.
Взяв необходимые пересечения X и Y с базисными множествами, а также

факторы (мы работаем в T peq), можно считать, что X1 —∆-базисное множество
и {X1} свободно в X. По определению одноэлементные множества являют-
ся базисно связанными. Условие одноэлементности записывается с помощью
P -формулы. По компактности из свободы X1 в X и условия X ≈ Y вытекает,
что X1 более чем одноэлементно.

По определению ∆-аддитивной пары существуют ∆-базисное множество Z
и однородно ∆-аддитивная последовательность S = 〈αi | i < λ〉 в Z, такие что
(X ∪Y ) ⊆ Z и

⋂
S является общим носителем X и Y . Можно считать, что пара

〈X,Y 〉 свободна в Z.
Из теоремы компактности следует, что можно считать, что ∆-базисное мно-

жество Z минимально в том смысле, что для любой копии U множества X с
условиями U ≈ X и U ⊆ α0X множество X1 будет базисно связанным с неко-
торой своей копией U1 ⊆ U . Из компактности также следует, что базисная
связь, указанная выше, не зависит от выбора U (осуществляется одной и той
же P -формулой). Так как мы работаем в T peq, то можно считать, что эти связи
инъективны.

Ещё раз уменьшив Z, можно считать, что X покрывается копиями мно-
жества X1 и {X} свободно в

(
α0(X) ∪ α0(Y )

)
. Можно также считать, что

предыдущие свойства имеют место с заменой X на Y . Учитывая все предыду-
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щие свойства, рефлексивность формул при определении базисной связанности и
базисной нормальности, получаем следующие свойства:

а) для любых копий U , V множества X, лежащих в множестве α0(X), любая
копия Q множества X1, лежащая в множестве U , инъективно связана
с некоторой копией W множества X1, лежащей в множестве V ;

б) свойство а) с заменой X на Y .

Из свойств а), б), исходного свойства базисной несвязанности X1 ни с ка-
кой своей копией из множества Y и рефлексивности формул при определении
базисной связанности и базисной нормальности получаем следующие свойства:

в) никакая копия множества X1 из множества α0(X) не связана с копией
множества X1 из множества α0(Y );

г) свойство в) с заменой X на Y .

Пусть дан граф Γ с множеством вершин B. Возьмём базисно независимое
в Z множество B′ копий множества X, являющихся ≈-эквивалентными множе-
ству X, для которого |B′| = |B|. Так как множество Z/α0 аддитивно, то на нём
базисно определимо аффинное сложение w = x + y− z. Зафиксируем некоторый
α0-класс U0 и рассмотрим на множестве Z/α0 операцию w = x + y − U0. Эту
операцию будем обозначать через +. Она задаёт на P/α0 структуру абелевой
группы, и α0-класс U0 будет нулём этой группы.

Пусть λ = max{|L|+, |B|+}.
По условию |B′| = |B| существует биективное отображение B на B′, образ

элемента b ∈ B при этом отображении будем обозначать через b′ ∈ B′.
Рассмотрим множество WΓ = {(a′ + b′) | 〈a, b〉 ∈ Γ}.
Оставшуюся часть доказательства случая 2 теоремы 4 оформим в виде лем-

мы, аналогичной лемме 1.

Лемма 2. Пусть M — λ-позитивная оболочка множества (B′ ∪ {U0}). Для
каждого G ∈ WΓ возьмём копию XG ⊆ G ∆-базисного множества X1 и подмно-
жество RG ⊆ XG, такие что выполнены следующие условия:

1) копия XG свободна в G;
2) (M ∩ XG) �= ∅;
3) |RG| = λ+;
4) множество

⋃{RG | G ∈ WΓ} свободно над M .

Пусть MΓ — λ-позитивная оболочка множества E =
(
M ∪ ⋃{RG | G ∈ WΓ}

)
.

Тогда условие 〈a, b〉 ∈ Γ равносильно следующему:

размерность некоторой копии множества X1, свободной в (a′ + b′), больше λ.

Доказательство этой леммы практически повторяет доказательство леммы 1
с использованием всех свойств, установленных в начале доказательства слу-
чая 2.
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