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Аннотация

Если A —нётерово слева дистрибутивное справа кольцо, то
∞⋂

k=1

(
J(A)

)k
= 0.

Abstract
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If A is a left Noetherian, right distributive ring, then
∞⋂

k=1

(
J(A)

)k
= 0.

Все кольца предполагаются ассоциативными и с ненулевой единицей, а мо-
дули— унитарными. Слова типа «артиново кольцо» означают, что соответствую-
щие условия выполнены справа и слева. Пересечение всех максимальных подмо-
дулей модуля M обозначается через J(M) и называется радикалом Джекобсона
модуля M . Если A —кольцо, то J(AA) = J(AA) — радикал Джекобсона коль-

ца A. Через Jω(A) обозначается идеал
∞⋂

k=1

(
J(A)

)k
кольца A. И. Херстейн [3]

показал, что существует такое нётерово справа кольцо A, что Jω(A) �= 0. На-
пример, можно взять

A =
(

B Q

0 Q

)
,

где Q —поле рациональных чисел и B —подкольцо в Q, состоящее из всех дро-
бей с нечётными знаменателями. В [3] И. Херстейн поставил следующую про-
блему: если A —нётерово слева и справа кольцо, то верно ли, что Jω(A) = 0?
Эта проблема не решена до сих пор. Многие работы содержат частичные ре-
зультаты, связанные с этой проблемой (см., например, [1, 2,4—10]).

Модуль называется дистрибутивным, если решётка всех его подмодулей
дистрибутивна. Модуль называется цепным, если любые два его подмодуля
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сравнимы по включению. В некоторых работах равенство Jω(A) = 0 назы-
вается гипотезой Джекобсона. Эта гипотеза не верна для нётеровых справа
дистрибутивных справа колец, так как А. Джатегаонкар [6] показал, что суще-
ствует нётерово справа цепное справа кольцо A, для которого Jω(A) �= 0.

Основным результатом данной работы является теорема 1.

Теорема 1. Если A —нётерово слева дистрибутивное справа кольцо, то
Jω(A) = 0.

Доказательство теоремы 1 разбито на ряд утверждений. Приведём необхо-
димые определения и обозначения. Кольцо A называется полупримарным, если
A/J(A) —артиново кольцо и идеал J(A) нильпотентен. Кольцо без ненулевых
нильпотентных идеалов называется полупервичным кольцом.

Лемма 2. Пусть A —кольцо, M = Jω(A) и h : A → A/J(A)M — естествен-
ный кольцевой эпиморфизм. Допустим, что M —ненулевой конечно порождён-
ный левый идеал.

1. Jω
(
h(A)

)
= h(M) —ненулевой нильпотентный идеал в h(A).

2. Кольцо h(A) не полупервично и не полупримарно.
3. Кольцо h(A) не является прямым произведением полупервичного кольца

и полупримарного кольца.

Доказательство. 1. Ясно, что Jω
(
h(A)

)
= h(M). Так как M ⊆ J(A), то

M2 ⊆ J(A)M ,
(
h(M)

)2 = 0 и h(M) —нильпотентный идеал в h(A). Так как
M —ненулевой конечно порождённый левый A-модуль, то M �= J(A)M по лем-
ме Накаямы. Поэтому h(M) �= 0.

2. По утверждению 1 кольцо h(A) не полупервично, так как A содержит
ненулевой нильпотентный идеал h(M). Кольцо h(A) не полупримарно, посколь-
ку в противном случае Jω

(
h(A)

)
= h(M) = 0.

3. Допустим, что h(A) = X × Y , где X —полупервичное кольцо и Y —
полупримарное кольцо. Существует такой центральный идемпотент e кольца
h(A), что (1− e)X = X и eY = Y . Так как (1− e)h(M) —нильпотентный идеал
полупервичного кольца X, то (1 − e)h(M) = 0 и h(M) = eh(M) ⊆ Y . Так как

eJ
(
h(A)

)
= J(Y ) и кольцо Y полупримарно, то e

(
J
(
h(A)

))n

= 0 для некоторого

натурального числа n. Тогда(
J
(
h(A)

))n

=
(
eJ

(
h(A)

)
+ (1 − e)J

(
h(A)

))n

= (1 − e)
(
J
(
h(A)

))n

⊆ X,

h(M) = Jω
(
h(A)

) ⊆
(
J
(
h(A)

))n

⊆ h(M) ∩ X ⊆ X ∩ Y = 0.

Получено противоречие, так как h(M) �= 0 по утверждению 1.

Лемма 3 [11, теорема 9.18]. Пусть A —нётерово слева дистрибутивное
справа кольцо. Тогда A —либо область, либо цепное справа артиново кольцо,
либо прямое произведение конечного числа областей и цепных справа артиновых
колец.
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Лемма 4. Если A —нётерово слева дистрибутивное справа кольцо, то каж-
дое фактор-кольцо кольца A либо полупервично, либо полупримарно, либо явля-
ется прямым произведением полупервичного кольца и полупримарного кольца.

Лемма 4 вытекает из леммы 3 и того, что каждое фактор-кольцо нётерова
слева дистрибутивного справа кольца является нётеровым слева дистрибутив-
ным справа кольцом.

Окончание доказательства теоремы 1. Пусть A —нётерово слева дистри-
бутивное справа кольцо, M = Jω(A) и h : A → A/J(A)M — естественный коль-
цевой эпиморфизм. Допустим, что M �= 0. Тогда M —ненулевой конечно поро-
ждённый левый идеал кольца A. По утверждениям 2 и 3 леммы 2 кольцо h(A)
не полупервично, не полупримарно и не является прямым произведением полу-
первичного кольца и полупримарного кольца. Это противоречит лемме 4.
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