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Аннотация

Дано полное описание n-арных подгрупп в конечных и бесконечных (абелевых и
неабелевых) полуциклических n-арных группах.

Abstract

N. A. Shchuchkin, Subgroups of semicyclic n-ary groups, Fundamentalnaya i priklad-
naya matematika, vol. 15 (2009), no. 2, pp. 211—222.

We give a complete description of n-ary subgroups of finite and infinite (Abelian and
non-Abelian) n-ary groups defined on cyclic groups.

1. Введение

Алгебру 〈G, f〉 с n-арной операцией f (n � 3) называют n-арной группой
[10], если в ней выполняется обобщённый закон ассоциативности

f(f(a1, . . . , an), an+1, . . . , a2n−1) =
= f(a1, . . . , ai, f(ai+1, . . . , ai+n), ai+n+1, . . . , a2n−1)

для всех i = 1, . . . , n − 1 и разрешимо каждое из уравнений

f(x, a1, . . . , an−1) = b, f(a1, . . . , an−1, y) = b

для любых a1, . . . , an−1, b из G.
Результат применения k раз (k > 0) операции f к k(n−1)+1 элементам, рав-

ным элементу a, называют k-й положительной n-арной степенью элемента a
и обозначают a〈k〉. n-арная степень определяется по индуктивному правилу

a〈k〉 = f
(
a〈k−1〉, a, . . . , a

)
.

Для k = 0 полагают a〈0〉 = a. Отрицательную k-ю n-арную степень элемента a
определяют как решение уравнения

f
(
x, a, . . . , a, a〈−k−1〉) = a
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и обозначают так же, как положительную n-арную степень. Если все n-ар-
ные степени элемента a различны, то a называется элементом бесконечного
порядка. Если же среди n-арных степеней элемента a имеются равные, то най-
дётся наименьшая положительная k-я n-арная степень элемента a среди всех l-х
n-арных степеней с условием a〈l〉 = a. В этом случае a называется элементом
конечного n-арного порядка, а именно n-арного порядка k. Для элемента a
конечного n-арного порядка k все элементы

a, a〈1〉, a〈2〉, . . . , a〈k−1〉 (1)

различны. Всякая другая n-арная степень элемента a равна одному из этих эле-
ментов. Любой элемент n-арного порядка 1 называют идемпотентом, а n-арная
группа, в которой каждый элемент является идемпотентом, называется идемпо-
тентной.

n-арная подгруппа, состоящая из всех n-арных степеней элемента a, на-
зывается циклической с порождающим элементом a. Известно, что конечная
циклическая n-арная подгруппа с порождающим элементом a состоит из эле-
ментов (1) и её порядок равен n-арному порядку элемента a.

n-арная группа, совпадающая с одной из своих циклических n-арных под-
групп, называется циклической. Все бесконечные циклические n-арные группы
изоморфны между собой; изоморфны между собой также все конечные цикли-
ческие n-арные группы одного и того же порядка [10].
Существует тесная связь между группами и n-арными группами. В теореме

Глускина—Хоссу [3, 9] показано, что на любой n-арной группе 〈G, f〉 можно
определить бинарную операцию ◦ по правилу a ◦ b = f(a, c1, . . . , cn−2, b), где
c1, . . . , cn−2—фиксированные элементы из G, и 〈G, ◦〉 будет группой. Кроме
того, существует автоморфизм ϕ группы 〈G, ◦〉, действующий по правилу

ϕ(x) = f(c, x, c1, . . . , cn−2), (2)

где c—обратный элемент для последовательности c1, . . . , cn−2 в n-арной группе
〈G, f〉 (f(x, c, c1, . . . , cn−2) = x для любого x ∈ G), такой что

f(a1, . . . , an) = a1 ◦ ϕ(a2) ◦ ϕ2(a3) ◦ . . . ◦ ϕn−1(an) ◦ d, (3)

где d = f(c, . . . , c). Для указанных автоморфизма ϕ и элемента d выполнены
условия

ϕ(d) = d, (4)

d ◦ x = ϕn−1(x) ◦ d, x ∈ G. (5)

Любые две группы, построенные таким образом на n-арной группе 〈G, f〉,
изоморфны.
Верна и обратная теорема Глускина—Хоссу: в любой группе 〈G, ◦〉 для вы-

бранных автоморфизма ϕ и элемента d, которые удовлетворяют условиям (4)
и (5), задаётся n-арная группа 〈G, f〉, где f действует по правилу (3). В этом
случае говорят, что 〈G, f〉 (ϕ, d)-определена на группе 〈G, ◦〉. Заметим (см. [11]),
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что n-арная группа 〈G, f〉, (ϕ, d)-определённая на группе 〈G, ◦〉, является абеле-
вой (верны тождества f(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)) для любой подстановки
σ ∈ Sn) тогда и только тогда, когда ϕ— тождественный автоморфизм.
Если на группе 〈G, ◦〉 в качестве автоморфизма ϕ и элемента d выбрать тож-

дественное отображение и единицу группы, то f(a1, a2, . . . , an) = a1◦a2◦. . .◦an.
В этом случае 〈G, f〉 называют производной n-арной группой от группы 〈G, ◦〉.
Имеется критерий изоморфизма n-арных групп [7].

Теорема 1.1 (В. А. Дудек, Я. Михальский, 1984 г.). Пусть n-арная груп-
па 〈G1, f1〉 (ϕ1, d1)-определена на группе 〈G, ◦〉 и n-арная группа 〈G2, f2〉
(ϕ2, d2)-определена на группе 〈G2, ·〉. Тогда n-арные группы 〈G1, f1〉 и 〈G2, f2〉
изоморфны в том и только в том случае, если найдутся изоморфизм σ из 〈G1, ◦〉
в 〈G2, ·〉 и элемент s ∈ G2, такие что

σ(d1) = s · ϕ2(s) · . . . · ϕn−2
2 (s) · d2, (6)

σ
(
ϕ1(x)

) · s = s · ϕ2

(
σ(x)

)
для всех x ∈ G1. (7)

2. Полуциклические n-арные группы

n-арную группу 〈G, f〉 называют полуциклической [2], если группа 〈G, ◦〉,
построенная в теореме Глускина—Хоссу, циклическая. Легко показать, что лю-
бая циклическая n-арная группа является полуциклической. С использованием
обратной теоремы Глускина—Хоссу строятся и другие примеры полуцикличе-
ских n-арных групп [8].

Предложение 2.1 (К. Глазек, Я. Михальский, И. Сероцкий, 1984 г.).
На циклической группе (a) порядка k определяется полуциклическая n-арная
группа 〈(a), f〉 с n-арной операцией

f(as1 , . . . , asn) = as1+...+sn+l, (8)

где 0 � l < k, или с n-арной операцией

f(as1 , as2 , as3 , . . . , asn−1 , asn) = as1+ms2+m2s3+...+mn−2sn−1+sn+l (9)

при k > 2, где 0 � m, l < k, m �= 1, показатель m взаимно прост с k, lm ≡ l
(mod k) и m по модулю k делит n − 1.

Назовём n-арную группу, построенную на конечной циклической группе од-
ним из двух вышеописанных способов, полуциклической типа (k,m, l) (m = 1
в первом случае и m �= 1 во втором случае). В первом случае она будет абелевой,
а во втором неабелевой. Среди полуциклических n-арных групп типа (k,m, l)
могут быть изоморфные между собой n-арные группы. С использованием тео-
ремы 1.1 в [8] и [5] доказываются следующие утверждения.

Предложение 2.2 (К. Глазек, Я. Михальский, И. Сероцкий, 1984 г.). Две
абелевы полуциклические n-арные группы, имеющие типы (k, 1, l1) и (k, 1, l2),
изоморфны тогда и только тогда, когда НОД(l1, n − 1, k) = НОД(l2, n − 1, k).
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Предложение 2.3 (Н. А. Щучкин, 2008 г.). Две неабелевы полуцикличе-
ские n-арные группы, имеющие типы (k,m1, l1) и (k,m2, l2), изоморфны тогда и
только тогда, когда

НОД
(

l1,
mn−1

1 − 1
m1 − 1

, k

)
= НОД

(
l2,

mn−1
2 − 1
m2 − 1

, k

)
и m1 = m2.

Все полуциклические n-арные группы типа (k,m, l) исчерпывают класс всех
конечных полуциклических n-арных групп [5].

Теорема 2.4 (Н. А. Щучкин, 2008 г.). Любая конечная полуцикличе-
ская n-арная группа порядка k изоморфна полуциклической n-арной груп-
пе типа (k, 1, l), где l | НОД(n − 1, k), или типа (k,m, l) при m �= 1, где
l | НОД(

mn−1−1
m−1 , k

)
.

Рассмотрим правила нахождения n-арных порядков в полуциклических n-ар-
ных группах типа (k,m, l).

Предложение 2.5. В полуциклической n-арной группе 〈(a), f〉 типа (k,m, l)
n-арный порядок любого элемента as вычисляется
1) при m = 1 по формуле

Ordn as =
k

НОД(k, s(n − 1) + l)
; (10)

2) при m �= 1 по формуле

Ordn as =
k

НОД(k, smn−1−1
m−1 + l)

. (11)

Доказательство. Пусть 〈(a), f〉—полуциклическая n-арная группа типа
(k, 1, l) и Ordn as = t для as ∈ (a). Тогда (as)〈t〉 = as+ts(n−1)+tl = as, т. е.
s + ts(n − 1) + tl ≡ s (mod k) или t(s(n − 1) + l) ≡ 0 (mod k), откуда получаем
формулу (10).
Пусть теперь 〈(a), f〉—полуциклическая n-арная группа типа (k,m, l),

m �= 1, Ordn as = t для as ∈ (a). Тогда (as)〈t〉 = as+ts mn−1−1
m−1 +tl = as, т. е.

s + tsmn−1−1
m−1 + tl ≡ s (mod k) или t

(
smn−1−1

m−1 + l
) ≡ 0 (mod k), откуда получаем

формулу (11). Предложение доказано.

Решение уравнения f(a, . . . , a, x) = a в n-арной группе 〈G, f〉 называют ко-
сым элементом для a и обозначают ā.

Предложение 2.6. Пусть 〈(a), f〉—полуциклическая n-арная группа типа
(k,m, l). Тогда для каждого элемента as ∈ (a)

as = at,

где {
t ≡ −s(n − 2) − l (mod k) при m = 1,

t ≡ −sm(mn−2−1)
m−1 − l (mod k) при m �= 1.
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Доказательство. Из равенства f(as, . . . , as, at) = as имеем, что s(n − 1) +
+ t+ l ≡ s (mod k) при m = 1 или smn−1−1

m−1 + t+ l ≡ s (mod k) при m �= 1, откуда
получаем указанные сравнения. Предложение доказано.

Рассмотрим теперь бесконечную циклическую группу (a). В [8] доказано
следующее утверждение.

Предложение 2.7 (К. Глазек, Я. Михальский, И. Сероцкий, 1984 г.).
На бесконечной циклической группе (a) определяется полуциклическая n-арная
группа 〈(a), f〉 с n-арной операцией (8), где l—любое целое число.

Назовём такую n-арную группу полуциклической типа (∞, 1, l). В [5] полу-
чен следующий результат.

Предложение 2.8 (Н. А. Щучкин, 2008 г.). Две полуциклические n-ар-
ные группы типов (∞, 1, l1) и (∞, 1, l2) изоморфны тогда и только тогда, когда
l1 ≡ l2 (mod n − 1) или l1 ≡ −l2 (mod n − 1).

В [8] доказано следующее утверждение.

Предложение 2.9 (К. Глазек, Я. Михальский, И. Сероцкий, 1984 г.). На
бесконечной циклической группе (a) можно задать полуциклическую n-арную
группу 〈(a), f〉 для n = 2k + 1, k ∈ N, с n-арной операцией

f(as1 , . . . , asn) = as1−s2+...+s2k−1−s2k+s2k+1 . (12)

Назовём n-арную группу из предложения 2.9 полуциклической типа
(∞,−1, 0). Очевидно (см. [8]), что любая полуциклическая n-арная группа типа
〈∞,−1, 0〉 является идемпотентной.
Известно, что полуциклические n-арные группы типов (∞, 1, l) и (∞,−1, 0)

исчерпывают класс всех бесконечных полуциклических n-арных групп [5].

Теорема 2.10 (Н. А. Щучкин, 2008 г.). Любая бесконечная полуцикличе-
ская n-арная группа изоморфна полуциклической n-арной группе типа (∞, 1, l),
где 0 � l � n−1

2 , или типа 〈∞,−1, 0〉.
Как и в теории групп, конечную n-арную группу, порядок которой есть сте-

пень простого числа p, назовём n-арной p-группой. Если n-арная группа яв-
ляется n-арной p-группой для некоторого простого числа p, то она называется
примарной.
В [5] получен следующий результат.

Предложение 2.11 (Н. А. Щучкин, 2008). Всякая полуциклическая n-ар-
ная группа изоморфна прямому произведению примарных неразложимых полу-
циклических n-арных групп. Более точно, если 〈(a), f〉—полуциклическая n-ар-
ная группа типа (k,m, l), где k = pα1

1 pα2
2 · · · pαt

t , pi—простые числа и pi �= pj

при i �= j, то

〈(a), f〉 ∼= 〈(a)/(ad1), f1〉 × 〈(a)/(ad2), f2〉 × . . . × 〈(a)/(adt), ft〉, (13)

где 〈(a)/(adi), fi〉—полуциклическая n-арная группа типа (pαi
i ,mi, li), di = pαi

i ,
mi и li—остатки от деления m и l на pαi

i , i = 1, 2, . . . , t.
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3. n-арные группы простого порядка

Предложение 3.1. Любая полуциклическая n-арная p-группа 〈(a), f〉 типа
(p,m, l) при m = 1, p | (n − 1), l = 0 или при m �= 1 будет идемпотентной,
в остальных случаях она будет циклической.

Доказательство. Если m = 1, p | (n − 1) и l = 0, то для любого
s = 0, 1, . . . , p − 1 имеем, что s(n − 1) делится на p, т. е. sn ≡ s (mod p), а
значит, (as)〈1〉 = (as)n = as, т. е. n-арная группа 〈(a), f〉 будет идемпотентной.
При m �= 1 идемпотентность 〈(a), f〉 показана в [8].
Если m = 1, p | (n − 1) и 0 < l < p, то по [5, следствие 2] n-арная группа

〈(a), f〉 будет циклической.
Еслиm = 1, p � (n−1), то согласно [5, следствие 1] 〈(a), f〉 будет циклической

n-арной группой при любом l = 0, 1, . . . , p − 1. Предложение доказано.

Любая n-арная группа простого порядка является полуциклической, поэтому
из предложения 3.1 и теоремы 2.4 имеем два следствия.

Следствие 3.2. Любая абелева n-арная группа простого порядка p, являю-
щаяся производной от группы, при p | (n− 1) является идемпотентной. Идемпо-
тентной будет также любая неабелева n-арная группа простого порядка.

Следствие 3.3. Любая абелева n-арная группа простого порядка p, являю-
щаяся производной от группы, при p � (n − 1) является циклической. Цикличе-
ской будет также любая абелева n-арная группа простого порядка, не являюща-
яся производной от группы.

Таким образом, любая n-арная группа простого порядка является идемпо-
тентной или циклической. Ясно, что в n-арных группах простого порядка лю-
бая собственная n-арная подгруппа является одноэлементной (согласно теореме
Лагранжа для n-арных групп). Если n-арная группа простого порядка является
идемпотентной, то в ней каждый элемент будет одноэлементной подгруппой.
Рассмотрим циклические n-арные группы простого порядка.

Предложение 3.4. В любой циклической n-арной группе простого порядка p
при p | (n − 1) нет идемпотентов, а при p � (n − 1) имеется единственный
идемпотент.

Доказательство. Согласно предложению 2.2 и теореме 2.4 имеем изомор-
физм любой циклической n-арной группы простого порядка p и полуцикличе-
ской n-арной группы 〈(a), f〉 типа (p, 1, 1).
Если p | (n − 1), то сравнение x(n − 1) ≡ r − 1 (mod p) для r = 1 разрешимо

при любом x, значит, согласно [5, предложение 4] 〈(a), f〉 порождается любым
своим элементом, т. е. в 〈(a), f〉 нет идемпотентов. Если же p � (n − 1), то
сравнение x(n−1) ≡ −1 (mod p) имеет единственное решение, пусть это будет s.
Тогда (as)〈1〉 = as+s(n−1)+1 = as, т. е. as—идемпотент. Если же at—другой
идемпотент, т. е. (at)〈1〉 = at, то tn + 1 ≡ t (mod p) или t(n − 1) ≡ −1 (mod p),
а значит, at = as. Предложение доказано.
Отметим, что некоторые результаты из этого раздела можно найти в [6].
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4. Подгруппы конечных полуциклических
n-арных групп

Известно (см., например, [4]), что любая n-арная подгруппа n-арной группы
〈G, f〉 является смежным классом по некоторой подгруппе группы 〈G, ◦〉. Поэто-
му искать n-арные подгруппы в полуциклических n-арных группах 〈G, f〉 надо
только среди классов смежности по подгруппам циклической группы 〈G, ◦〉. Нам
понадобится следующая лемма.

Лемма 4.1. Класс смежности ar(at) по подгруппе (at) циклической груп-
пы (a) является n-арной подгруппой в полуциклической n-арной группе 〈(a), f〉
типа (k,m, l) тогда и только тогда, когда верно сравнение r(n−1)+l ≡ 0 (mod t)
при m = 1 или r mn−1−1

m−1 + l ≡ 0 (mod t) при m �= 1.

Доказательство. Пусть asv ∈ ar(at) для v = 1, . . . , n, т. е. sv ≡ r (mod t).
Тогда

s1 + . . . + sn + l ≡ nr + l (mod t) (14)

или

s1 +s2m+ . . .+sn−1m
n−2 +sn + l ≡ r

mn−1 − 1
m − 1

+r+ l (mod t) при m �= 1. (15)

Если ar(at)— n-арная подгруппа в 〈(a), f〉, то f(as1 , . . . , asn) ∈ ar(at), т. е.
as1+...+sn+l ∈ ar(at) при m = 1 или as1+s2m+...+sn−1mn−2+sn+l ∈ ar(at) при
m �= 1. С учётом соотношения (14) или (15) имеем r(n − 1) + l ≡ 0 (mod t) при
m = 1 или r mn−1−1

m−1 + l ≡ 0 (mod t) при m �= 1.

Обратно, пусть r(n − 1) + l ≡ 0 (mod t) при m = 1 или r mn−1−1
m−1 + l ≡ 0

(mod t) при m �= 1. Если asv ∈ ar(at) для v = 1, . . . , n, то с учётом (14) или (15)
имеем f(as1 , . . . , asn) ∈ ar(at). Если же as ∈ ar(at), то −s(n− 2)− l ≡ r (mod t)
при m = 1 или −sm(mn−2−1)

m−1 − l ≡ r (mod t) при m �= 1, т. е. as ∈ ar(at). Лемма
доказана.

4.1. Подгруппы абелевых полуциклических n-арных групп

Известно (см. [5, следствие 1] и теорему 2.4), что любая конечная абелева
полуциклическая n-арная группа, порядок которой взаимно прост с n−1, являет-
ся циклической, а в такой циклической n-арной группе порядка k для каждого
делителя t существует единственная n-арная подгруппа порядка t (см. [10]).
Значит, верна следующая теорема.

Теорема 4.2. В абелевой полуциклической n-арной группе порядка k при
НОД(k, n − 1) = 1 для каждого делителя t порядка k существует единственная
n-арная подгруппа порядка t, которая будет циклической.

Любая n-арная группа, являющаяся производной от циклической группы
порядка k, при k | (n − 1) является идемпотентной (см. [5, предложение 5]),
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а в конечной полуциклической идемпотентной n-арной группе 〈G, f〉 каждый
класс смежности по любой подгруппе циклической группы 〈G, ◦〉 является n-ар-
ной подгруппой (см. [1]). Значит, верна следующая теорема.

Теорема 4.3. В n-арной группе, являющейся производной от циклической
группы (a) порядка k, при k | (n − 1) каждый класс смежности по любой
подгруппе группы (a) является идемпотентной n-арной подгруппой.

Так как любая полуциклическая n-арная группа представима в виде пря-
мого произведения примарных неразложимых полуциклических n-арных групп
(см. предложение 2.11), то всякая n-арная подгруппа полуциклической n-арной
группы изоморфна прямому произведению n-арных подгрупп примарных n-ар-
ных групп из разложения (13). Значит, для описания всех n-арных подгрупп
произвольной полуциклической n-арной группы достаточно изучить n-арные
подгруппы примарных полуциклических n-арных групп.

Предложение 4.4. В циклической n-арной p-группе при p | (n − 1) нет
собственных n-арных подгрупп.

Доказательство. Любая циклическая n-арная группа порядка k изоморфна
полуциклической n-арной группе 〈(a), f〉 типа (k, 1, 1) (см. предложение 2.2 и
теорему 2.4). Порядок каждого элемента в полуциклической n-арной группе
〈(a), f〉 типа (pα, 1, 1) при p | (n − 1) равен pα (см. предложение 2.5). Значит,
эта n-арная группа будет циклической, порождаемой любым своим элементом.
Предложение доказано.

Следствие 4.5. В циклической n-арной группе конечного порядка, каждый
простой делитель которого делит n − 1, нет собственных n-арных подгрупп.

Предложение 4.6. В примарной абелевой полуциклической n-арной группе
порядка pα, являющейся производной от циклической группы (a), при α > 1
и n − 1 = pγq, 0 < γ < α, p � q, для каждой собственной подгруппы

(
apβ )

группы (a) при γ � β � α классы смежности aipβ−γ (
apβ )

являются n-арными
подгруппами, среди которых φ(pγ) (φ—функция Эйлера) будут циклическими
при НОД(i, pγ) = 1 (они порождаются любым своим элементом), а при β < γ

любой класс смежности ai
(
apβ )

является n-арной подгруппой. Других n-арных
подгрупп нет.

Доказательство. Любая абелева полуциклическая n-арная группа поряд-
ка k, являющаяся производной от циклической группы (a), будет полуцикличе-
ской n-арной группой 〈(a), f〉 типа (k, 1, 0).
При фиксированном β (γ � β � α) n-арный порядок каждого элемен-

та aipβ−γ+jpβ

из произвольно выбранного класса смежности aipβ−γ (
apβ )

при
НОД(i, pγ) = 1 равен pα−β (см. (10)). Значит, эти классы будут циклическими
n-арными подгруппами, порождаемыми любым своим элементом.
Пусть aipβ−γ (

apβ )
—класс смежности по подгруппе

(
apβ )

и НОД(i, pγ) = pδ,
где 1 � δ � γ. По условию имеем ipβ−γ(n − 1) ≡ 0 (mod pβ), значит, согласно
лемме 4.1 aipβ−γ

(apβ

) является n-арной подгруппой.
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Покажем теперь, что других n-арных подгрупп порядка pα−β нет. Пусть
H — n-арная подгруппа порядка pα−β . Тогда H является смежным классом по
подгруппе

(
apβ )

, т. е. H = ar(apβ

). По лемме 4.1 имеем r(n − 1) ≡ 0 (mod pβ),
но n − 1 = pγq, p � q, значит, r = ipβ−γ для некоторого i, т. е. H = aipβ−γ (

apβ )
.

Пусть теперь ar
(
apβ )

—любой класс смежности при β < γ. Тогда n − 1
делится на pβ , т. е. r(n − 1) ≡ 0 (mod pβ), значит, согласно лемме 4.1 ar

(
apβ )

является n-арной подгруппой. Предложение доказано.

Предложение 4.7. В примарной полуциклической n-арной группе 〈(a), f〉
типа (pα, 1, pβ) при n − 1 = pγq, 1 � β < γ < α, p � q, все классы смежности
по подгруппе

(
apβ )

группы (a) являются циклическими n-арными подгруппами,
порождаемыми любым своим элементом. Других собственных n-арных подгрупп
в 〈(a), f〉 нет.

Доказательство. Любой элемент из 〈(a), f〉 имеет n-арный порядок pα−β

(см. (10)), значит, каждый класс смежности ai
(
apβ )

(0 � i � pβ − 1) являет-
ся циклической n-арной подгруппой, которая порождается любым своим эле-
ментом, и других собственных n-арных подгрупп в 〈(a), f〉 нет. Предложение
доказано.

Следствие 4.8. Пусть 〈G, f ′〉—примарная абелева полуциклическая n-арная
группа порядка pα, которая не является циклической и производной от группы,
n − 1 = pγq, 1 < γ < α, p � q и pβ —индекс подгруппы (d) циклической группы
〈G, ◦〉 (элемент d взят из теоремы Глускина—Хоссу). Тогда в 〈G, f ′〉 имеется
ровно pβ циклических n-арных подгрупп, которые порождаются любым своим
элементом. Других собственных n-арных подгрупп в 〈G, f ′〉 нет.

Доказательство. Любая абелева полуциклическая n-арная группа поряд-
ка k, не являющаяся циклической и производной от группы, изоморфна полу-
циклической n-арной группе 〈(a), f〉 типа (k, 1, l), где 1 < l < НОД(n − 1, k)
и l | НОД(n − 1, k) (см. теорему 2.4). Осталось применить предложение 4.7.
Следствие доказано.

4.2. Подгруппы неабелевых полуциклических n-арных групп

Уже отмечалось, что в конечной полуциклической идемпотентной n-арной
группе 〈G, f〉 каждый класс смежности по любой подгруппе циклической груп-
пы 〈G, ◦〉 является n-арной подгруппой, а полуциклическая n-арная группа типа
(k,m, l) при m �= 1 будет идемпотентной тогда и только тогда, когда l = 0 и
k | mn−1−1

m−1 (см. [5, предложение 6]). Значит, верна следующая теорема.

Теорема 4.9. В неабелевой полуциклической n-арной группе 〈G, f〉, изо-
морфной полуциклической n-арной группе типа (k,m, 0) с условием k | mn−1−1

m−1 ,
каждый класс смежности по любой подгруппе группы 〈G, ◦〉 является идемпо-
тентной n-арной подгруппой.
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Предложение 4.10. Неабелева полуциклическая n-арная группа 〈G, f〉 по-
рядка k при НОД(k,m − 1) = 1, где m определяется автоморфизмом ϕ группы
〈G, ◦〉 из теоремы Глускина—Хоссу, является идемпотентной полуциклической
n-арной группой типа (k,m, 0), в которой все классы смежности по любой под-
группе группы 〈G, ◦〉— n-арные подгруппы.

Доказательство. Если НОД(k,m − 1) = 1, то из условия ml ≡ l (mod pα)
следует, что k | l, а значит, l = 0. Тогда n-арный порядок каждого элемента из
〈G, f〉 равен 1 (см. (11)), так как из условия mn−1 ≡ 1 (mod pα) следует, что
k | mn−1−1

m−1 . Предложение доказано.

Для неабелевых полуциклических n-арных групп справедливы аналоги пред-
ложений 4.6 и 4.7.

Предложение 4.11. В примарной неабелевой полуциклической n-арной
группе 〈(a), f〉 типа (pα,m, 0) при условиях mn−1−1

m−1 = pγq, 0 < γ < α, p � q,

для каждой собственной подгруппы
(
apβ )

группы (a) при γ � β � α классы

смежности aipβ−γ (
apβ )

являются n-арными подгруппами, среди которых φ(pγ)
будут циклическими при НОД(i, pγ) = 1, порождаемыми любым своим элемен-
том, а при β < γ любой класс смежности ai

(
apβ )

является n-арной подгруппой.
Других n-арных подгрупп в 〈(a), f〉 нет.

Доказательство. Фиксируем β с условием γ � β � α. n-арный порядок
каждого элемента aipβ−γ+jpβ

из произвольно выбранного класса смежности
aipβ−γ (

apβ )
при НОД(i, pγ) = 1 равен pα−β (см. (11)). Значит, эти классы будут

циклическими n-арными подгруппами, порождаемыми любым своим элементом.

Покажем, что остальные классы смежности aipβ−γ (
apβ )

также являют-
ся n-арными подгруппами. Действительно, если НОД(i, pγ) = pδ �= 1, то
ipβ−γ mn−1−1

m−1 ≡ 0 (mod pβ), значит, согласно лемме 4.1 aipβ−γ (
apβ )

— n-арная
подгруппа.

Очевидно, найденные выше n-арные подгруппы aipβ−γ (
apβ )

имеют поря-
док pα−β . Покажем теперь, что других n-арных подгрупп порядка pα−β нет.
Пусть H — n-арная подгруппа порядка pα−β . Тогда H является смежным клас-
сом по подгруппе

(
apβ )

, т. е. H = ar
(
apβ )

. По лемме 4.1 имеем r mn−1−1
m−1 ≡ 0

(mod pβ), но mn−1−1
m−1 = pγq, p � q, значит, r = ipβ−γ для некоторого i, т. е.

H = aipβ−γ (
apβ )

.

Пусть теперь β < γ и ar
(
apβ )

—любой класс смежности. Тогда mn−1−1
m−1 де-

лится на pβ , т. е. r mn−1−1
m−1 ≡ 0 (mod pβ), значит, согласно лемме 4.1 ar

(
apβ )

—
n-арная подгруппа. Предложение доказано.

Предложение 4.12. В примарной неабелевой полуциклической n-арной
группе 〈(a), f〉 типа (pα,m, pβ) при mn−1−1

m−1 = pγq, 1 � β < γ < α, p � q,
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все классы смежности по подгруппе
(
apβ )

группы (a) являются циклически-
ми n-арными подгруппами, порождаемыми любым своим элементом. Других
собственных n-арных подгрупп в 〈(a), f〉 нет.

Доказательство. Любой элемент из 〈(a), f〉 имеет n-арный порядок pα−β

(см. (11)), значит, каждый класс смежности ai
(
apβ )

(0 � i � pβ − 1) являет-
ся циклической n-арной подгруппой, которая порождается любым своим эле-
ментом, и других собственных n-арных подгрупп в 〈(a), f〉 нет. Предложение
доказано.

Следствие 4.13. Пусть 〈G, f ′〉—примарная неабелева полуциклическая
n-арная группа порядка pα, в которой d из теоремы Глускина—Хоссу отли-
чен от единицы группы 〈G, ◦〉, mn−1−1

m−1 = pγq, 1 < γ < α, p � q и pβ —индекс
подгруппы (d) циклической группы 〈G, ◦〉. Тогда в 〈G, f ′〉 имеется ровно pβ

циклических n-арных подгрупп, которые порождаются любым своим элемен-
том. Других собственных n-арных подгрупп в 〈G, f ′〉 нет.

Доказательство. Любая неабелева полуциклическая n-арная группа поряд-
ка k, в которой d из теоремы Глускина—Хоссу отличен от единицы группы
〈G, ◦〉, изоморфна полуциклической n-арной группе 〈(a), f〉 типа (k,m, l), где
1 � l < НОД

(
mn−1−1

m−1 , k
)
и l | НОД(

mn−1−1
m−1 , k

)
(см. теорему 2.4). Осталось

применить предложение 4.12. Следствие доказано.

5. Подгруппы бесконечных
полуциклических n-арных групп

Теорема 5.1. В бесконечной полуциклической n-арной группе 〈(a), f〉 типа
(∞, 1, l) класс смежности ar(at) по подгруппе (at) группы (a) является n-арной
подгруппой тогда и только тогда, когда r(n − 1) + l ≡ 0 (mod t).

Доказательство. Если ar(at)— n-арная подгруппа в 〈(a), f〉 и asv ∈ ar(at)
для v = 1, . . . , n, то f(as1 , . . . , asn) ∈ ar(at), т. е. as1+...+sn+l ∈ ar(at), а значит,
s1 + . . .+ sn + l ≡ r (mod t). Но из sv ≡ r (mod t) следует, что s1 + . . .+ sn + l ≡
≡ nr + l (mod t). Тогда r(n − 1) + l ≡ 0 (mod t).
Обратно, пусть r(n − 1) + l ≡ 0 (mod t). Если asv ∈ ar(at) для v = 1, . . . , n,

то s1 + . . . + sn + l ≡ nr + l (mod t), а значит, f(as1 , . . . , asn) ∈ ar(at). Если же
as ∈ ar(at), т. е. s ≡ r (mod t), то as = a−s(n−2)−l, т. е. as ∈ ar(at). Теорема
доказана.

Любая бесконечная неабелева полуциклическая n-арная группа является
идемпотентной (см. [5, предложение 10] и теорему 2.10).

Теорема 5.2. В бесконечной неабелевой полуциклической n-арной группе
каждый класс смежности по любой подгруппе (at) группы (a) является идем-
потентной n-арной подгруппой.
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Доказательство. Любая бесконечная неабелева полуциклическая n-арная
группа изоморфна полуциклической n-арной группе 〈(a), f〉 типа (∞,−1, 0), где
n нечётно (см. теорему 2.10).
Пусть ar(at)—произвольный класс смежности в 〈(a), f〉. Если asv ∈ ar(at)

для v = 1, . . . , n, то sv ≡ r (mod t), а значит, s1 − s2 + . . . + sn−2 − sn−1 + sn ≡ r
(mod t). Тогда f(as1 , . . . , asn) ∈ ar(at). Если же as ∈ ar(at), то as = as, т. е.
as ∈ ar(at). Теорема доказана.
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