
Приближение функций нескольких переменных
нейронными сетями

Д. В. АЛЕКСЕЕВ
Московский государственный университет

им. М. В. Ломоносова
e-mail: dvalex@rambler.ru

УДК 519.95

Ключевые слова: нейросети, линейные функции активации, аппроксимация, ин-
тегральная метрика.

Аннотация

В работе доказывается, что в интегральной метрике с весом Чебышёва—Эрмита
возможно приближение функции n переменных достаточно общего вида двухслойной
нейронной сетью, причём функции активации первого слоя могут быть заданы за-
ранее, а функции активации второго слоя линейны. Выбор веса Чебышёва—Эрмита
связан с тем, что он позволяет имитировать нормальное распределение рецепторов, ко-
торое встречается в природе, например распределение зрительных рецепторов в глазе
человека и других млекопитающих.

Abstract

D. V. Alexeev, Neural network approximation of several variable functions, Funda-
mentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 15 (2009), no. 3, pp. 9—21.

The main result of the work is as follows: in the Chebyshev—Hermite weighted
integral metric, it is possible to approximate any function of sufficiently general form by
neural network. The approximating net consists of two layers, where the first uses any
predefined sigmoid function of activation and second uses linear-threshold function. The
Chebyshev—Hermit weight is chosen because it lets one to imitate receptors distribution
for example in an eye of a human or some mammal.

1. Введение

В 1900 г. Д. Гильберт сформулировал список проблем, в котором под номе-
ром 13 стоял вопрос о представимости функции n переменных в виде суперпози-
ции функций меньшего числа переменных. В 1956 г. А. Н. Колмогоров (см. [6,7])
показал, что это действительно так, более того, непрерывная функция n пере-
менных может быть представлена в виде суперпозиции одноместных функций
и операции сложения. Позднее А. Г. Витушкин в [5] показал, что в классе
дифференцируемых функций такая представимость уже не имеет места.

Данный вопрос рассматривался также и для дискретных функций. В 1939 г.
Е. Слупецким [18] был получен критерий полноты системы функций k-значной
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логики относительно операции суперпозиции. Оказалось, что для получения
всех функций k-значной логики достаточно наличия в системе лишь одно-
местных и хотя бы одной существенной (т. е. зависящей существенно от не
менее чем двух переменных и принимающей все k значений) функции. Для
детерминированных функций С. С. Марченков в [9] получил отрицательный
результат: он показал, что для любого натурального k существует детерми-
нированная функция от k + 1 переменных, которую невозможно представить
в виде суперпозиции детерминированных функций от меньшего числа перемен-
ных. В то же время для ограниченно детерминированных функций Д. Н. Ба-
бин [3] получил положительный ответ: объединение одноместных ограниченно
детерминированных и булевых (т. е. представимых автоматом с одним состояни-
ем) функций полно во множестве n-местных ограниченно детерминированных
функций.

Необходимость в представлениях функций n переменных в виде суперпо-
зиции функций от меньшего числа переменных возникла в связи с развитием
теории и практики нейронных сетей. Появление нейронных сетей связывают со
статьей У. Мак-Каллока и У. Питтса (см. [8]), в которой описывается мате-
матическая модель нейрона и нейронной сети. Было доказано, что как булевы
функции, так и конечные автоматы могут быть представлены нейронными сетя-
ми.

Позднее Ф. Розенблатт [11] предложил модель, названную им перцептроном,
и алгоритм обучения для такой модели. Было показано, что перцептроны мо-
гут решать некоторые задачи более эффективно, чем компьютеры традиционной
архитектуры. Однако позднее серьёзный математический анализ перцептронов,
проведённый М. Минским и С. Пейпертом [10], выявил серьёзные ограниче-
ния на области применимости перцептронов. В частности, было показано, что
некоторые задачи, которые в принципе могут быть решены перцептроном, могут
потребовать нереально большого времени или нереально большого количества
нейронов.

В дальнейшем ограничения были ослаблены путём замены пороговых функ-
ций активации нейронов на сигмоидные. Так, в 1989 г. Г. Цыбенко [12], К. Фу-
нахаши [13] и К. Хорник [17] независимо доказали следующий факт. Пусть ψ—
фиксированная сигмоидная функция, а f —непрерывная на компакте K ⊂ R

n

функция n переменных. Тогда f можно аппроксимировать в смысле равномер-
ного приближения четырёхслойной сетью (с двумя скрытыми слоями), причём
функции активации первого и последнего слоя линейны, а для промежуточных
слоёв равны ψ.

Р. Хехт-Нильсен [16] доказал представимость непрерывной функции многих
переменных с помощью двухслойной нейронной сети с n компонентами вход-
ного сигнала, 2n + 1 компонентами первого (скрытого) слоя с сигмоидными
функциями активации и M компонентами второго слоя с неизвестными функ-
циями активации. Таким образом, в неконструктивной форме была доказана
решаемость задачи представления функции достаточно произвольного вида на
нейронной сети.
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В данной работе доказывается, что в интегральной метрике с весом, удовле-
творяющим некоторым условиям, возможно приближение произвольной функ-
ции n переменных двухслойной нейронной сетью, причём функции активации
первого слоя могут быть заданы заранее, а второго линейны.

2. Основные результаты

Введём необходимые определения.

Определение 1. Пусть n ∈ N = {1, 2, . . .}. Пусть An — это множество всех
аффинных функций из R

n в R, т. е. функций вида A(x) = w̄ · x̄+ b, где x̄ и w̄—
векторы из R

n, b ∈ R.

Определение 2. Пусть ρ(x̄) = ρ(x1, . . . , xn)—некоторая весовая функция.
Будем обозначать через Lp,ρ(Rr) множество измеримых по Лебегу функций
n переменных f(x1, . . . , xn), для которых конечна следующая норма:

‖f(·)‖p,ρ =




(∫
Rn

|f(x̄)ρ(x̄)|p dx1 . . . dxn

)1/p

при 1 � p <∞,

esssup
x̄∈Rn

|f(x̄)ρ(x̄)| при p = ∞.

Определение 3. Пусть 1 � p < ∞. Будем называть весовую функцию
ρ(x1, . . . , xn) > 0 p-сходящейся, если

1) ρ(·) ∈ Lp(Rn);
2) при любом M > 0 выполнено неравенство essinf

[−M,M ]n
ρ(x̄) > 0.

Определение 4. Пусть p = ∞. Будем называть весовую функцию
ρ(x1, . . . , xn) > 0 ∞-сходящейся, если

1) ρ(·) ∈ L∞(Rn);
2) lim

M→+∞
esssup

Rn\[−M,M ]n
ρ(x) = 0;

3) при любом M > 0 выполнено неравенство essinf
[−M,M ]n

ρ(x̄) > 0.

Определение 5. Пусть G—измеримая функция и n ∈ N. Будем обозначать
через

Σn(G) =
{
f(x̄)

∣∣ f(x̄) =
q∑

j=1

βjG
(
Aj(x̄)

)
, x̄ ∈ R

n, βj ∈ R, Aj ∈ An, q ∈ N

}

множество функций, порождаемых функцией G посредством аффинных преоб-
разований аргумента и линейной комбинации.

Определение 6. Функция Ψ(x) : R → [0, 1] называется сигмоидной, если
Ψ(x) является монотонно неубывающей на R и lim

x→−∞Ψ(x) = 0, lim
x→∞Ψ(x) = 1.
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Определение 7. Пусть M ⊂ Lp,ρ(Rn)—некоторое множество функций. За-
мыканием множества M в метрике Lp,ρ(Rn) называется множество функций

[M]p,ρ =
{
f ∈ Lp,ρ(Rn)

∣∣ найдётся последовательность {fk}∞k=1 ⊂ M,

для которой lim
k→∞

‖f − fk‖p,ρ = 0
}
.

Определение 8. Пусть M ⊂ R
n —некоторое измеримое множество. Харак-

теристической функцией множества M называется функция

χM (x1, . . . , xn) =

{
1 при (x1, . . . , xn) ∈M,

0 при (x1, . . . , xn) /∈M.

Определение 9. Будем обозначать через C0
ρ(Rn) множество всех непрерыв-

ных функций n переменных, для которых lim
x̄→∞ |f(x̄)ρ(x̄)| = 0.

Теорема 1. Пусть ψ(x)—произвольная сигмоидная функция, 1 � p < ∞.
Тогда

[Σn(ψ)]p,ρ = Lp,ρ(Rn).

Другими словами, множество Σn(ψ) всюду плотно в Lp,ρ(Rn).

Теорема 2. Пусть ψ(x)—произвольная сигмоидная функция, p = ∞. Тогда

C0
ρ(Rn) ⊂ [Σn(ψ)]∞,ρ.

Другими словами, множество Σn(ψ) всюду плотно в L∞,ρ(Rn) ∩ C0
ρ(Rn).

Замечание 1 (к теореме 2). Классы функций [Σn(ψ)]∞,ρ и C0
ρ(Rn) не сов-

падают. Действительно, функция ψ ∈ [Σn(ψ)]∞,ρ не обязательно непрерывна.
Кроме того, изменив f ∈ [Σn(ψ)]∞,ρ на множестве лебеговой меры нуль, мы по-
лучим функцию, принадлежащую [Σn(ψ)]∞,ρ, но не являющуюся непрерывной.

Замечание 2 (к теореме 2). Классы функций [Σn(ψ)]∞,ρ и L∞,ρ(Rn) не
совпадают. Действительно, из определения p-сходящегося веса вытекает, что
весовая функция ρ(x̄) положительна при почти всех x̄ ∈ R

n. Тогда функция
f(x) = ρ−1(x), очевидно, принадлежит L∞,ρ(Rn). Если попытаться приблизить
её с помощью

f1(x) =
K∑

k=1

ckψ(akx+ bk),

получим
lim

x→±∞
(
f(x) − f1(x)

)
ρ(x) = 1 − lim

x→±∞ f1(x)ρ(x) = 1,

поскольку f1(x)—ограниченная функция. Очевидно, ‖f(·) − f1(·)‖∞,ρ � 1, а
значит, f(·) /∈ [Σ1(ψ)]∞,ρ. Таким образом, [Σn(ψ)]∞,ρ �= L∞,ρ(Rn).

Для доказательства теорем потребуются следующие вспомогательные лем-
мы.
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Лемма 1. Пусть 1 � p � ∞ и весовая функция ρ(1)(x) является p-сходящей-
ся. Пусть Ψ—непрерывная сигмоидная функция и ψ—произвольная сигмоид-
ная функция. Тогда

Ψ ∈ [Σ1(ψ)]p,ρ.

Доказательство. Рассмотрим произвольное ε > 0. Без ограничения общ-
ности рассуждений можно считать, что ε < 1. Пусть P = ‖ρ(1)‖L1

p
= ‖1‖p,ρ.

Возьмём такое Q ∈ N, что 1
Q < ε

2P , и такое M > 0, что ψ(−M) < ε
2PQ и

ψ(M) > 1 − ε
2PQ . Существование такого M вытекает из определения сигмоид-

ной функции.
Поскольку функция Ψ(x) непрерывна и не убывает на R, то существует

обратная к ней функция Ψ−1(y) = max{x : Ψ(x) = y}, определённая на (−1, 1)
и непрерывная справа. Очевидно, Ψ

(
Ψ−1(y)

)
= y при всех 0 < y < 1. Введём

обозначение

rj =




Ψ−1
(

1
2Q

)
при j = 0,

Ψ−1
(

j
Q

)
при j = 1, 2, . . . , Q− 1,

Ψ−1
(
1 − 1

2Q

)
при j = Q.

Пусть 1 � r < s � Q и Ar,s(x) = −M + 2M x−s
r−s —аффинная функция, отобра-

жающая отрезок [r, s] в [−M,M ]. Рассмотрим функцию

Hε(x) =
Q−1∑
j=0

1
Q
ψ

(
Arj ,rj+1(x)

)
.

Пусть x ∈ (rj0 , rj0+1]. Тогда для ψ(Arj ,rj+1) выполнены следующие неравенства:

1) 1 − ε
2Q < ψ

(
Arj ,rj+1(x)

)
< 1 при j < j0;

2) 0 < ψ
(
Arj ,rj+1(x)

)
< 1 при j = j0;

3) 0 < ψ
(
Arj ,rj+1(x)

)
< ε

2PQ при j > j0.

Умножая неравенства на 1
Q и суммируя по j, получим

j0
Q

(
1 − ε

2PQ

)
< Hε(x) <

j0 + 1
Q

+ (Q− j0)
ε

2PQ2
. (1)

Из выбора rj вытекают неравенства j0
Q < Ψ(x) � j0+1

Q . Сравнивая c (1), получа-
ем, что |Ψ(x)−Hε(x)| < ε

P для любого x ∈ (rj0 , rj0+1]. Аналогично проверяются
неравенства для x ∈ (−∞, r0] и x ∈ (rQ,+∞).

Итак, для любого ε > 0 существует функция Hε(x) ∈ Σ1(ψ), для кото-
рой sup

x∈R

|Ψ(x) − Hε(x)| < ε
P , а следовательно, ‖Ψ(x) − Hε(x)‖p,ρ < ε, что и

требовалось доказать.

Лемма 2. Пусть 1 � p � ∞ и весовая функция ρ(1)(x) является p-сходящей-
ся. Пусть ψ(x)—произвольная сигмоидная функция. Тогда

cos(x) ∈ [Σ1(ψ)]p,ρ.
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Другими словами, для любого ε > 0 существует функция cosε(x) ∈ Σ1(ψ), такая
что ‖ cos(·) − cosε(·)‖p,ρ < ε.

Доказательство. Зафиксируем ε > 0 и выберем r ∈ N, такое что

max
(‖χ[2πr,∞)(·)‖p,ρ, ‖χ(−∞,2πr](·)‖p,ρ

)
<
ε

4
. (2)

Существование такого r вытекает из определения p-сходящегося веса. Рассмот-
рим функцию

f(x) =

{
cosx, x ∈ [−2πr, 2πr],
1, x /∈ [−2πr, 2πr].

Очевидно, из (2) следует, что

‖ cos(·) − f(·)‖p,ρ <
ε

2
. (3)

Функция f(x)—непрерывная функция конечной вариации на R, поскольку
∞
V−∞ f =

2πr

V
−2πr

f = 8πr. Таким образом, она представима в виде f(x) = f+(x) −
− f−(x), где f+ и f− —непрерывные неубывающие функции. Для определён-
ности зададим их в концах отрезка: пусть f+(−2πr) = 1, тогда f−(−2πr) = 0,
f+(2πr) = 1 + 8πr, f−(2πr) = 8πr.

Докажем, что f+ ∈ [Σ1(ψ)]p,ρ. Пусть ε1 = ε
32πr . Рассмотрим аффинное пре-

образование

A(t) =
t− f+(−2πr)

f+(2πr) − f+(−2πr)
,

отображающее отрезок [f+(−2πr), f+(2πr)] в [0, 1]. Тогда A
(
f+(x)

)
— сигмоид-

ная функция, а значит, по лемме 1 существует функция ψ+ ∈ Σ1(ψ), такая
что ∥∥A(

f+(·)) − ψ+(·)∥∥
p,ρ

< ε1.

Рассмотрим функцию

f+
ε (x) = A−1

(
ψ+(x)

)
= f+(−2πr) +

(
f+(2πr) − f+(−2πr)

)
ψ+(x).

Очевидно, f+
ε (x) ∈ Σ1(ψ). Поскольку

f+(x) = A−1
(
A

(
f+(x)

))
= f+(−2πr) +

(
f+(2πr) − f+(−2πr)

)
A

(
f+(x)

)
,

то

‖f+(·) − f+
ε (·)‖p,ρ �

(
f+(2πr) − f+(−2πr)

)∥∥A(
f+(·)) − ψ+(·)∥∥

p,ρ
<

< 8πr
ε

32πr
=
ε

4
. (4)

Аналогично доказывается существование функции f−ε ∈ Σ1(ψ), для которой

‖f−(·) − f−ε (·)‖p,ρ <
ε

4
. (5)

Из неравенств (3)—(5) вытекает утверждение леммы 2.
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Лемма 3. Пусть 1 � p � ∞ и весовая функция ρ(x̄) является p-сходящейся.
Пусть 1 � p <∞, n ∈ N, ai, bi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n. Тогда

χ[a1,b1]×[a2,b2]×···×[an,bn](·) ∈
[
Σn

(
cos(·))]

p,ρ
.

Доказательство. Выберем произвольное 0 < ε < 1. Не ограничивая общно-
сти рассуждений, можно считать, что ai = −1, bi = 1, i = 1, 2, . . . , n, поскольку
произвольный гиперкуб аффинными преобразованиями можно отобразить в еди-
ничный. Выберем такое r ∈ N, что

‖χRn\[−πr,πr]n(·)‖p,ρ <
ε

6
, (6)

и рассмотрим функцию (рис. 1)

χδ
[−1,1](x) =




0, |x| � 1,
1, |x| � 1 − δ,
1−|x|

δ , 1 − δ < |x| < 1.

�

�
x

y

−1 −1 + δ 1 − δ 1

χδ
[−1,1]

Рис. 1. График функции χδ
[−1,1]

(x)

Очевидно,

‖χ[−1,1] − χδ
[−1,1]‖p,ρ < 2δ · ‖ρ(·)‖p = 2δ · ‖1‖p,ρ. (7)

Выберем δ = ε
3n‖ρ(·)‖p

и обозначим

fδ(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

χδ
[−1,1](xi).

Тогда из (7) вытекает, что

‖χ[−1,1]n − fδ‖p,ρ <
ε

3
. (8)
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Поскольку функция fδ непрерывна, по теореме Вейерштрасса для функций n пе-
ременных [4] существуют такое N и такой тригонометрический полином

PN (x1, . . . , xn) =
N∑

k1=1

N∑
k2=1

. . .
N∑

kn=1

ck1...kn
cos

k1x1

r
cos

k2x2

r
· . . . · cos

knxn

r
,

что
sup

x̄∈[−πr,πr]n
|fδ(x̄− PN (x̄)| < ε

3
. (9)

В сумме отсутствуют члены, содержащие sin kixi

r , поскольку функция fδ яв-
ляется чётной по всем аргументам. Это не ограничивает общности рассужде-
ний. Несложно заметить, что PN (·) ∈ Σn

(
cos(·)), поскольку произведение

cos k1x1
r cos k2x2

r · . . . · cos knxn

r легко преобразовать в сумму последовательным
применением формулы

cosα cosβ =
1
2
(
cos(α+ β) + cos(α− β)

)
.

Из 2πr-периодичности функции PN (x1, . . . , xn) по всем аргументам следует, что

sup
x̄∈R\[−πr,πr]n

|PN (x̄)| = sup
x̄∈[−πr,πr]n

|PN (x̄)|.

Таким образом, учитывая (9), получим

sup
x̄∈[−πr,πr]n

|PN (x̄)| < 1 +
ε

3
< 2. (10)

Из неравенств (6), (9) и (10) получим

‖fδ(·) − PN (·)‖p,ρ � sup
x̄∈[−πr,πr]n

|fδ(x̄) − PN (x̄)| · ‖χ[−πr,πr]n(·)‖p,ρ +

+ sup
x̄/∈[−πr,πr]n

|PN (x̄)| · ‖χRn\[−πr,πr]n(·)‖p,ρ <
ε

3
+ 2

ε

6
=

2ε
3
.

Учитывая (8), имеем
‖χ[−1,1]n(·) − PN (·)‖p,ρ < ε,

что и требовалось доказать.

Лемма 4. Пусть 1 � p <∞ и весовая функция ρ(1)(x) является p-сходящей-
ся. Пусть ψ(x)—произвольная сигмоидная функция, B ⊂ R

n —измеримое по
Лебегу множество. Тогда

χB(·) ∈ [Σn(ψ)]p,ρ.

Доказательство. Выберем такое M > 0, что

‖χRn\[−M,M ]n(·)‖p,ρ <
ε

2
. (11)
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Поскольку множество BM = B ∩ [−M,M ]n является измеримым по Лебегу, то
существует

Bε =
N⋃

i=1

[a1
i , b

1
i ] × [a2

i , b
2
i ] × . . .× [an

i , b
n
i ],

такое что
µ(BM �Bε) <

ε

4
, (12)

где µ(·) —мера Лебега, �— симметрическая разность множеств. Из лемм 2 и 3
вытекает, что χBε

(·) ∈ [Σn(ψ)]p,ρ. Тогда существует функция fε(·) ∈ [Σn(ψ)]p,ρ,
такая что

‖χBε
(·) − fε(·)‖p,ρ <

ε

4
. (13)

Следовательно, из (11)—(13) имеем

‖χB(·) − fε(·)‖p,ρ � ‖χB(·) − χBM
(·)‖p,ρ + ‖χBM

(·) − χBε
(·)‖p,ρ +

+ ‖χBε
(·) − fε(·)‖p,ρ <

ε

2
+
ε

4
+
ε

4
= ε,

что и требовалось доказать.

Доказательство теоремы 1. Выберем такое M > 0, что

‖f(·) − fM (·)‖p,ρ <
ε

3
, (14)

где

fM (x̄) =

{
f(x̄) при x̄ ∈ [−M,M ]n,
0 при x̄ /∈ [−M,M ]n.

Очевидно, функция fM (·) измерима по Лебегу и∫
[−M,M ]n

|f(x̄)|p dx1 . . . dxn �

�
(

1
essinf

[−M,M ]n
ρ(x̄)

)p ∫
[−M,M ]n

|f(x̄)ρ(x̄)|p dx1 . . . dxn �

�
(

1
essinf

[−M,M ]n
ρ(x̄)

)p

‖f(·)‖p,ρ <∞.

Таким образом, fM (·) ∈ Lp([−M,M ]n). Следовательно, существует функция

g(·) =
N∑

k=1

ckχBk
(·),

где Bk ⊂ [−M,M ]n —измеримые по Лебегу множества, такая что

‖fM (·) − g(·)‖p,ρ � λp,n‖fM (·) − g(·)‖p <
ε

3
. (15)
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Согласно лемме 4 существует функция gε(·) ∈ Σn(ψ), такая что

‖g(·) − gε(·)‖p,ρ <
ε

3
. (16)

Из неравенств (14)—(16) получаем, что

‖f(·) − gε(·)‖p,ρ �

� ‖f(·) − fM (·)‖p,ρ + ‖fM (·) − g(·)‖p,ρ + ‖g(·) − gε(·)‖p,ρ <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

что и требовалось доказать.

Доказательство теоремы 2. Выберем такое M > 0, что

‖f(·) − fM (·)‖∞,ρ <
ε

3
, (17)

где

fM (x̄) =

{
f(x̄) при x̄ ∈ [−M,M ]n,
0 при x̄ /∈ [−M,M ]n.

По теореме Вейерштрасса для функций n переменных существует такой три-
гонометрический полином

PN (x1, . . . , xn) =

=
N∑

k1=1

. . .

N∑
kn=1

ck1...kn
cos

(
πk1x1

M
+ b1k1...kn

)
· . . . · cos

(
πknxn

M
+ bnk1...kn

)
,

что
sup

x̄∈[−M,M ]n
|fM (x̄) − PN (x̄)| < ε

3
. (18)

Заменив, как и в доказательстве леммы 3, произведение косинусов на их сумму,
получим, что PN (·) ∈ Σn

(
cos(·)). Следовательно, из леммы 2 вытекает существо-

вание функции ψε ∈ Σn(ψ), такой что

‖PN (·) − ψε(·)‖∞,ρ <
ε

3
. (19)

Из неравенств (17)—(19) получаем, что

‖f(·) − ψε(·)‖∞,ρ < ε,

что и требовалось доказать.

3. Обобщение теоремы Хехт-Нильсена

Теорема 3. Пусть ψ(x)—не равная константе, ограниченная, непрерывная
и монотонно возрастающая функция. Пусть 1 � p � ∞ и f(·) ∈ Lp,ρ(Rn),
если p < ∞, и f ∈ C0

ρ(Rn), если p = ∞. Тогда функцию f : R
n → R можно

аппроксимировать в метрике пространства Lp,ρ(Rn) нейронной сетью с двумя
слоями. Функции активации для первого слоя— ψ(x), а для второго линейны.
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x1 x2 . . .

. . .

. . .

xr

∑

Ψ

∑

Ψ

∑

∑

Ψ
� � �

���

� � �� � 	 �
�

α11 αN1 α1r αNr

β1 β2 βN

�
fε(x̄)

Рис. 2. Схема нейронной сети

Доказательство. По теоремам 1 и 2 любую функцию указанного вида мож-
но приблизить функциями вида

fε(x̄) =
N∑

n=1

βnψ(αn1x1 + . . .+ αnrxr)

так, чтобы ‖f − fε‖p,ρ < ε. Очевидно, нейронная сеть, изображённая на рис. 2
реализует указанную функцию fε(x̄).

Замечание 3. В отличие от теоремы Хехт-Нильсена [16], теорема 3 является
конструктивной. Действительно, пусть задана аппроксимируемая функция f(x̄)
и функция активации ψ(x) позволяет выразить тригонометрические функции
в явном виде, например, ψ(x)—функция Галланта—Уайта [19]:

ψ(x) =




0 при x � −π
2 ,

1+sin x
2 при − π

2 < x � π
2 ,

1 при π
2 < x.
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Тогда, используя данную работу и работы [4, 14, 15] можно построить в явном
виде нейронную сеть, аппроксимирующую f(x̄) в метрике пространства Lp,ρ(Rn)
с заданной точностью ε. Кроме того, функции активации сети имеют доволь-
но простой вид и, следовательно, могут быть реализованы в виде некоторых
электронных устройств.

Автор выражает благодарность профессору В. Б. Кудрявцеву и доценту
А. С. Строгалову за привлечение внимания к задаче обоснования корректности
применения нейронных сетей в моделировании свойств непрерывных отображе-
ний и за обсуждения в ходе её решения.
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