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Аннотация

В работе исследуются функциональные способы задания латинских квадратов над
множествами n-мерных булевых векторов, n-мерных векторов над произвольным про-
стым конечным полем и произвольной конечной абелевой группой. Также приводится
конструкция, задающая классы негрупповых латинских квадратов.

Abstract

V. A. Nosov, A. E. Pankratiev, On functional specification of Latin squares, Funda-
mentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 15 (2009), no. 4, pp. 177—187.

This paper studies functional methods for specification of Latin squares over the sets
of n-dimensional Boolean vectors, n-dimensional vectors over an arbitrary finite prime
field and over an arbitrary finite Abelian group. In conclusion, a method for constructing
classes of nongroup Latin squares is presented.

1. Введение

Латинские квадраты широко используются в различных областях математи-
ки и кибернетики: в теории кодирования, планировании эксперимента, защите
информации [9]. В своей фундаментальной теоретической работе [10], посвя-
щённой связи в секретных системах, К. Шеннон показал, что шифры, построен-
ные на латинских квадратах, обладают так называемым свойством совершенной
секретности. Это свойство обусловливает применение латинских квадратов в ал-
горитмах и стандартах шифрования.
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При практическом применении латинские квадраты могут иметь достаточ-
но большие размеры, что делает затруднительным хранение в памяти всего
квадрата целиком (всех его элементов). Поэтому необходимо использовать кон-
структивные методы задания латинских квадратов. Широкое распространение
получило аналитическое задание латинских квадратов при помощи функции
двух переменных, определяющей элемент квадрата по его координатам (номеру
строки и столбца). Свойствам таких функций и получаемых латинских квадра-
тов и посвящена настоящая работа, являющаяся продолжением и обобщением
работ [5—7].

Напомним, что латинским квадратом порядка n называется матрица размера
n × n, заполненная элементами некоторого множества Ω, |Ω| = n, таким обра-
зом, что в каждой её строке и в каждом её столбце все элементы различны.
Простейшим примером латинского квадрата порядка n является матрица

L =




0 1 · · · n− 2 n− 1
1 2 · · · n− 1 0
...

. . .
...

n− 2 n− 1 · · · n− 4 n− 3
n− 1 0 · · · n− 3 n− 2


 .

Этот латинский квадрат задаётся формулой L(x, y) = x + y, где x и y— «номе-
ра» строки и столбца квадрата, x, y ∈ Ω = {0, 1, . . . , n − 1}, и под сложением
понимается сложение по модулю n (можно сказать, что формула L(x, y) = x+ y
задаёт латинский квадрат над абелевой группой Zn). Произвольный латинский
квадрат порядка n над группой Zn задаётся формулой

L(x, y) = x+ y + f(x, y), (1)

где f —некоторая функция Zn × Zn → Zn. Заметим, что латинские квадраты
определяются над любым множеством из n элементов, однако часто специфика
групповой структуры позволяет задавать их более наглядно и удобно с вычис-
лительной точки зрения.

В данной работе приводится конструкция, обобщающая формулу (1). Фигу-
рирующая в этой формуле функция f(x, y) рассматривается как вектор-функция
(семейство функций). В терминах свойств этого семейства функций форму-
лируются необходимые и достаточные условия того, что матрица, задаваемая
формулой (1), является латинским квадратом.

2. Латинские квадраты,
задаваемые семействами булевых функций

Рассмотрим квадраты, заданные над множеством Ω = En, т. е. множеством
всех двоичных наборов длины n. Такие квадраты имеют порядок m × m, где
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m = |En| = 2n. «Занумеруем» строки и столбцы квадрата L элементами мно-
жества En и определим элемент L(x, y) = (z1, . . . , zn), стоящий на пересечении
строки с номером x = (x1, . . . , xn) и столбца с номером y = (y1, . . . , yn), форму-
лами

zi = gi(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn), i = 1, . . . , n, (2)

где gi —булевы функции 2n переменных x1, . . . , xn, y1, . . . , yn.
Известные результаты о регулярности системы булевых функций [2] позво-

ляют сформулировать следующий критерий.

Теорема 1 [5]. Семейство n булевых функций G = {g1, g2, . . . , gn} от 2n
переменных x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn задаёт латинский квадрат с помощью
формул (2) тогда и только тогда, когда во всех произведениях gi1 · · · gik

,
1 � i1 < . . . < ik � n, k < n, в полиноме Жегалкина нет членов, содержа-
щих вхождения x1 · · ·xn либо y1 · · · yn, а произведение g1 · · · gn содержит оба
этих члена и не содержит других членов, их содержащих.

Можно предложить параметрический способ задания семейства латинских
квадратов. Пусть дано семейство булевых функций

F = {f1(z1, . . . , zn), . . . , fn(z1, . . . , zn)}
от n переменных z1, . . . , zn. Пусть π1(x1, y1), . . . , πn(xn, yn)— семейство буле-
вых функций от двух переменных. Определим систему булевых функций G =
= {g1, . . . , gn} от 2n переменных x1, . . . , xn, y1, . . . , yn соотношениями

g1 = x1 + y1 + f1
(
π1(x1, y1), . . . , πn(xn, yn)

)
,

g2 = x2 + y2 + f2
(
π1(x1, y1), . . . , πn(xn, yn)

)
,

...

gn = xn + yn + fn

(
π1(x1, y1), . . . , πn(xn, yn)

)
.

(3)

Будем говорить, что семейство булевых функций F = {f1, f2, . . . , fn} яв-
ляется правильным, если для любых различных наборов переменных z′ =
= (z′1, z

′
2, . . . , z

′
n) и z′′ = (z′′1 , z

′′
2 , . . . , z

′′
n) существует такой индекс α ∈ 1, n, для

которого выполнено

z′α �= z′′α, fα(z′1, . . . , z
′
n) = fα(z′′1 , . . . , z

′′
n). (4)

Теорема 2 [5]. Семейство булевых функций G = {g1, g2, . . . , gn} вида (3)
определяет с помощью формул (2) латинский квадрат для любых функций
π1, π2, . . . , πn в том и только в том случае, когда семейство функций F =
= {f1, f2, . . . , fn} является правильным.

Замечание. Теорема 2 позволяет при помощи любого правильного семейства
функций F = {f1, f2, . . . , fn} получать различные латинские квадраты, варьируя
систему функций-параметров π1, π2, . . . , πn.

Введём некоторые определения. Пусть f(x1, x2, . . . , xn)—булева функция от
n переменных и I ⊆ [1, n]. Множество переменных xI = (xi), i ∈ I, где для
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определённости возьмём I = [1, s], 1 � s � n, будем называть существенным
для функции f , если∑

α1,...,αs

f(α1, . . . , αs, xs+1, . . . , xn) �≡ 0 (mod 2). (5)

При s = 1 определение существенного множества переменных сводится к из-
вестному свойству существенной зависимости функции от соответствующей пе-
ременной. При s = n утверждение о существенности множества переменных
(xi), i ∈ [1, n], равносильно нечётности веса f .

Следующий результат позволяет свести проверку правильности семейства
функций к проверке существенной зависимости произведений функций от под-
множеств их аргументов.

Теорема 3 [4]. Семейство булевых функций F = {f1, f2, . . . , fn} от пере-
менных x1, x2, . . . , xn является правильным тогда и только тогда, когда для
любого подмножества I ⊆ {1, 2, . . . , n} произведение функций

∏
i∈I

fi не зависит
существенно от множества переменных xI = {xi}, i ∈ I.

3. Латинские квадраты, задаваемые
семействами функций p-значной логики

Рассмотрим теперь квадраты над F
n
p , множеством n-мерных векторов над

простым полем Fp. Зададим квадрат L над множеством F
n
p при помощи системы

n функций p-значной логики от 2n переменных:

g1(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn),
g2(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn),
...

gn(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn).

(6)

Здесь, как и в булевом случае, набор x = (x1, . . . , xn) задаёт номер строки, набор
y = (y1, . . . , yn)—номер столбца, а значения функций (g1, . . . , gn) определяют
соответствующий элемент L(x, y) = (z1, . . . , zn) квадрата L.

Используя результаты о регулярности семейства функций p-значной логи-
ки [8], можно получить критерии того, что семейство (6) задаёт латинский
квадрат.

Теорема 4 [6]. Семейство функций p-значной логики G = {g1, g2, . . . , gn}
от 2n переменных x1, . . . , xn, y1, . . . , yn определяет латинский квадрат тогда и
только тогда, когда во всех произведениях gα1

i1
· · · gαk

ik
, кроме gp−1

1 · · · gp−1
k , где

1 � i1 < . . . < ik � n, 1 � αi � p − 1, i = 1, . . . , k, 1 � k � n, коэффициенты
при членах xp−1

1 · · ·xp−1
n и yp−1

1 · · · yp−1
n в приведённых многочленах равны 0, а

в произведении gp−1
1 · · · gp−1

n соответствующие коэффициенты равны 1.
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Как и критерий, сформулированный в теореме 1, данный критерий не да-
ёт эффективного способа построения нужных семейств функций, но позволяет
получать достаточные условия путём выделения классов функций.

Приведём конструкцию, обобщающую сформулированные выше результаты
о булевых функциях на случай функций p-значной логики.

Пусть задано семейство функций p-значной логики F = {f1, f2, . . . , fn} от
n переменных z1, z2, . . . , zn. Пусть π1(x1, y1), . . . , πn(xn, yn)— система функций
p-значной логики от двух переменных. Определим семейство функций p-значной
логики G = {g1, g2, . . . , gn} от переменных x1, . . . , xn, y1, . . . , yn соотношениями

g1 = H1

(
x1, y1, f1

(
π1(x1, y1), . . . , πn(xn, yn)

))
,

g2 = H2

(
x2, y2, f2

(
π1(x1, y1), . . . , πn(xn, yn)

))
,

...

gn = Hn

(
xn, yn, fn

(
π1(x1, y1), . . . , πn(xn, yn)

))
,

(7)

где Hi, i ∈ 1, n, — функции p-значной логики от трёх переменных.

Будем говорить, что функция H : F
3
p → Fp является латинской, если в урав-

нении H(x, y, z) = t над Fp для любых трёх фиксированных величин однозначно
определена четвёртая.

Заметим также, что определение правильного семейства булевых функций,
введённое в разделе 2, можно дословно перенести на случай функций p-значной
логики.

Теорема 5 [6]. Для латинских функций трёх переменных Hi, i ∈ 1, n, се-
мейство функций G = {g1, g2, . . . , gn} вида (7) определяет латинский квадрат
при любых функциях π1, . . . , πn в том и только в том случае, когда семейство
функций F = {f1, f2, . . . , fn} является правильным.

Ясно, что класс латинских функций включает линейные функции, завися-
щие от всех трёх переменных над Fp. Нетрудно доказать, что латинскими будут,
в частности, все функции вида ϕ1(x) +ϕ2(y) +ϕ3(z), где ϕi —перестановочные
многочлены над Fp. Имеются классы перестановочных многочленов, в [3] при-
ведена их классификация для малых степеней и малых p.

Приведём критерий, позволяющий свести проверку выполнения условия пра-
вильности для семейства функций p-значной логики к проверке условия регу-
лярности для ассоциированного семейства.

Теорема 6 [6]. Функции p-значной логики F = {f1, f2, . . . , fn} от пере-
менных x1, x2, . . . , xn образуют правильное семейство тогда и только тогда,
когда для любого набора a = (a1, . . . , an) ∈ F

n
p семейство функций F (a) =

= {x1 + a1f1, x2 + a2f2, . . . , xn + anfn} является регулярным.
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4. Латинские квадраты над абелевыми группами

Всюду в дальнейшем мы будем работать с латинскими квадратами, заданны-
ми над абелевыми группами. При этом будем использовать аддитивную запись
группы и через 0 обозначать нейтральный элемент.

Рассмотрим прямое произведение нескольких (n) копий конечной абелевой
группы G:

H = Gn = G×G× . . .×G︸ ︷︷ ︸
n

. (8)

Зададим над группой H латинский квадрат порядка |H|. Сначала «занумеру-
ем» строки и столбцы квадрата элементами группы H. Пусть x = (x1, x2, . . . , xn)
и y = (y1, y2, . . . , yn)— элементы группы H. Определим элемент квадрата
L(x, y) = (z1, z2, . . . , zn), стоящий на пересечении строки, соответствующей эле-
менту x, и столбца, соответствующего элементу y, формулами

z1 = x1 + y1 + f1
(
p1(x1, y1), . . . , pn(xn, yn)

)
,

z2 = x2 + y2 + f2
(
p1(x1, y1), . . . , pn(xn, yn)

)
,

...

zn = xn + yn + fn

(
p1(x1, y1), . . . , pn(xn, yn)

)
.

(9)

Здесь p1, p2, . . . , pn —функции G×G→ G, f1, f2, . . . , fn —функции Gn → G.
Очевидно, формулы (9) не всегда задают латинский квадрат. Например, на-

бор f1 = −y1, f2 = −y2, . . . , fn = −yn задаёт квадрат с одинаковыми столб-
цами. Приведём условия на функции f1, f2, . . . , fn, при выполнении которых
квадрат L = L(x, y) является латинским для любых функций p1, p2, . . . , pn.

Заметим, что определение правильного семейства функций, введённое выше
для булевых функций и функций k-значной логики, дословно переносится и на
случай функций над абелевыми группами.

Теорема 7 [7]. Квадрат, элементы которого задаются формулами (9), явля-
ется латинским при любых p1, p2, . . . , pn тогда и только тогда, когда семейство
функций f1, f2, . . . , fn является правильным.

Замечание. Как и в случаях булевых функций и функций k-значной ло-
гики, теорема 7 позволяет при помощи любого правильного семейства функ-
ций f1, f2, . . . , fn получать различные латинские квадраты, варьируя систему
функций-параметров p1, p2, . . . , pn. Нетрудно убедиться, что систему парамет-
ров можно выбрать |H|n|H| способами.

Теорема 8 [7]. Функции f1, f2, . . . , fn образуют правильное семейство тогда
и только тогда, когда для любого набора функций ψ1, ψ2, . . . , ψn (ψi : G→ G) се-
мейство функций {x1+ψ1(f1), x2+ψ2(f2), . . . , xn+ψn(fn)} является регулярным
(определяет биекцию Gn → Gn).

Замечание. Теорема 8 позволяет свести проверку правильности семейства
функций к проверке регулярности семейства ассоциированных отображений, а
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для проверки регулярности системы существуют многочисленные алгоритмы,
основанные на различных способах задания этих функций [8].

Для семейств линейных функций можно привести эффективный критерий
правильности в терминах цикловой структуры графа.

Теорема 9 [7]. Пусть F = {f1, f2, . . . , fn}— семейство линейных функций
Gn → G, имеющее вид

f1(x1, . . . , xn) = a11x1 + . . .+ a1nxn + c1,

f2(x1, . . . , xn) = a21x1 + . . .+ a2nxn + c2,

...

fn(x1, . . . , xn) = an1x1 + . . .+ annxn + cn.

Здесь свободные члены c1, c2, . . . , cn —элементы группы G, а целочисленные ко-
эффициенты aij приведены по модулю экспоненты группы G. Определим ориен-
тированный граф GF = (V,E) (граф существенной зависимости) на множестве
вершин V = {1, 2, . . . , n}, положив

(i, j) ∈ E ⇐⇒ aij �= 0.

Тогда семейство F = {f1, f2, . . . , fn} правильно в том и только в том случае,
если граф GF не содержит циклов.

Теорема 9 допускает значительное обобщение. Можно указать более широ-
кий класс функций, для которого правильность семейств равносильна отсут-
ствию циклов в соответствующих графах.

Для фиксированного элемента g ∈ G будем говорить, что функция
f(x1, . . . , xn) вида Gn → G является g-функцией, если для любой перемен-
ной xi, от которой она зависит существенным образом, выполнено условие
f(g, . . . , g, xi, g, . . . , g) �≡ const. Заметим, что константы являются g-функция-
ми для любого g ∈ G.

Замечание. Можно показать, что при |G| → ∞ и |G|
n → ∞ доля g-функций

среди всех функций n переменных стремится к 1.
Обобщим введённое выше понятие графа GF , положив, что (i, j) ∈ E, если

и только если fj существенно зависит от xi (очевидно, что граф, введённый
в теореме 9, удовлетворяет этому свойству). Назовём его графом существенной
зависимости семейства функций F = {f1, f2, . . . , fn}.

Теорема 10. Семейство g-функций F = {f1, f2, . . . , fn} правильно в том и
только в том случае, если его граф существенной зависимости GF не содержит
циклов.

Доказательство. Докажем необходимость. Допустим, что граф GF содер-
жит (ориентированные) циклы, и рассмотрим кратчайший цикл i1i2 . . . ik. Слу-
чай k = 1 соответствует ориентированной петле в вершине i1. Но это означает,
что функция fi1 существенно зависит от переменной i1, что противоречит пра-
вильности семейства F по [7, замечание 2].
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Пусть теперь цикл i1i2 . . . ik проходит по крайней мере через две вершины.
Обозначим множество индексов этих вершин через I = {i1, i2, . . . , ik}. Тогда для
любого j ∈ 1, k функция fij+1 существенным образом зависит от xij

(под fik+1

понимается fi1). Заметим, что для любого индекса j ∈ I функция fj существен-
но зависит в точности от одного переменного xi, i ∈ I. В самом деле, при k = 2
наличие двух различных индексов i1, i2 ∈ I, таких что функция fj существенно
зависит от переменных xi1 , xi2 , невозможно, так как в этом случае один из этих
индексов совпадает с j и мы приходим к случаю петли, рассмотренному выше.
Если же k � 3, то допустим, что (с точностью до циклической перестановки)
существует индекс s, 1 � s � k − 2, такой что fik

существенно зависит от xis
.

Тогда граф GF содержит ребро (is, ik), и следовательно, имеется более короткий
цикл i1i2 . . . isik, что противоречит выбору цикла i1i2 . . . ik.

Теперь возьмём g′ = (g, . . . , g) и выберем g′′ = (g1, . . . , gn) следующим об-
разом. При i /∈ I положим gi = g. Поскольку fi2 существенно зависит от xi1 ,
согласно определению g-функции можно выбрать значение переменной xi1 = gi1

так, что fi2(g, . . . , g, gi1 , g, . . . , g) �= fi2(g, . . . , g). Аналогично можно выбрать
остальные gi, i ∈ I, чтобы они удовлетворяли условиям

fi1(g, . . . , g, gik
, g, . . . , g) �= fi1(g, . . . , g),

fi2(g, . . . , g, gi1 , g, . . . , g) �= fi2(g, . . . , g),
...

fik
(g, . . . , g, gik−1 , g, . . . , g) �= fik

(g, . . . , g).

Но согласно доказанному ранее каждая из этих функций существенно зависит
только от одной из переменных xi, i ∈ I. Поэтому значения функций в левых
частях системы равны значениям тех же функций на наборе g′′ = (g1, . . . , gn).
Это противоречит определению правильности семейства F = {f1, f2, . . . , fn},
поскольку все функции семейства принимают различные значения на различных
наборах g′ = (g, . . . , g) и g′′ = (g1, . . . , gn).

Докажем достаточность. Допустим, что семейство g-функций F =
= {f1, f2, . . . , fn} не является правильным. Тогда найдутся различные наборы
g′ = (g′1, . . . , g

′
n) и g′′ = (g′′1 , . . . , g

′′
n) со свойством, что для любого индекса

α ∈ 1, n из неравенства g′α �= g′′α следует неравенство fα(g′) �= fα(g′′).
Рассмотрим множество I = {i1, i2, . . . , ik} всех индексов, по которым от-

личаются наборы g′ и g′′. Возьмём какой-нибудь индекс s1 ∈ I. Поскольку
fs1(g

′) �= fs1(g
′′), функция fs1 существенно зависит по крайней мере от одной

из переменных xi1 , xi2 , . . . , xik
. Это означает, что граф GF содержит по крайней

мере одно ребро, заканчивающееся в вершине s1. Пусть это ребро (s2, s1), где
s2 ∈ I. Точно так же находим индекс s3 ∈ I, для которого граф GF содержит
ребро (s3, s2). Продолжая этот процесс, получаем последовательность принад-
лежащих множеству I индексов s1, s2, . . ., таких что граф GF содержит рёбра
(sj+1, sj), j = 1, 2, . . . . В силу конечности множества I найдётся индекс sq ∈ I,
равный некоторому полученному ранее индексу sp. Это даёт цикл spsp+1 . . . sq−1

в графе GF . Теорема доказана.



О функциональном задании латинских квадратов 185

Теперь опишем класс правильных семейств функций, не удовлетворяющих
условию теоремы 10.

Будем называть функции f : Gn → G и g : Gn → G ортогональными, если
для любого x ∈ Gn либо f(x) = 0, либо g(x) = 0.

Лемма. Пусть семейство F = {f1, f2, . . . , fn} попарно ортогональных функ-
ций таково, что для любого i, 1 � i � n, функция fi не зависит существенно
от xi. Тогда семейство F является правильным.

Доказательство леммы осуществляется непосредственной проверкой выпол-
нения условия правильности семейства F = {f1, f2, . . . , fn}.

Приведём пример семейства F = {f1, f2, . . . , fn} попарно ортогональных
функций, удовлетворяющего условию леммы и такого, что граф существенной
зависимости GF является полным.

Возьмём произвольное собственное подмножество L ⊂ H, ∅ �= L �= H, и
рассмотрим соответствующую характеристическую функцию и её отрицание:

L(x) =

{
1, x ∈ L,

0, x /∈ L,
L̄(x) =

{
0, x ∈ L,

1, x /∈ L.

Определим семейство F = {f1, f2, . . . , fn} формулами

f1 = L̄(x2)L(x3) · · ·L(xn−1)L(xn)g1,
f2 = L̄(x3)L(x4) · · ·L(xn)L(x1)g2,
...

fn = L̄(x1)L(x2) · · ·L(xn−2)L(xn−1)gn.

Здесь g1, g2, . . . , gn —произвольные элементы группы G, а коэффициенты перед
ними— произведения характеристических функций. Нетрудно убедиться, что
для любого i, 1 � i � n, функция fi зависит существенным образом от всех
переменных, кроме xi.

Полученное семейство F = {f1, f2, . . . , fn} является правильным, удовлетво-
ряет условию леммы и имеет полный граф существенной зависимости GF .

Замечание. Приведённые в предыдущих разделах результаты для случаев
булевых функций и функций k-значной логики являются важными частными
случаями (G = Z2 и G = Zp соответственно) настоящей конструкции над абе-
левыми группами.

5. Негрупповые латинские квадраты

Ещё одной важной задачей является построение латинских квадратов, не яв-
ляющихся таблицей умножения конечной группы. Очевидно, что таблица умно-
жения (таблица Кэли) любой конечной группы является латинским квадратом.
Обратное, вообще говоря, неверно: не всегда на элементах латинского квадрата
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можно ввести бинарную операцию так, чтобы данный латинский квадрат пред-
ставлял собой таблицу умножения полученной алгебраической структуры. Ниже
приводится целый класс таких латинских квадратов, полученный Л. Э. Будагя-
ном в его дипломной работе.

Рассмотрим частный случай квадратов над циклической группой Zn. Для
x, y ∈ Z определим элемент L(x, y) квадрата формулой

L(x, y) = π(x+ y) + x (10)

или формулой
L(x, y) = π(x+ y) − x, (11)

где π—произвольное отображение множества Zn в себя. Обозначим через π+

(π−) класс отображений π, задающих латинский квадрат по формуле (10) (со-
ответственно по формуле (11)).

Теорема 11 [1].

1. Отображение π = π(x) принадлежит классу π+ (π−) тогда и только тогда,
когда, во-первых, π является перестановкой и, во-вторых, σ(x) = π(x) + x
(соответственно σ(x) = π(x) − x) также является перестановкой.

2. Классы π+ и π− пусты при чётных n и непусты при нечётных n.
3. Классы π+ и π− равномощны, но не совпадают. В случае нечётного n их

мощность нечётна и делится на n.

Рассмотрим простое поле Fp порядка p > 5. При таких p всегда имеется
разложение p − 1 = l · m, l > 2, m � 2. Зафиксируем образующий s мульти-
пликативной группы F

∗
p (он имеет порядок p − 1). Обозначим k = sm. Тогда

любой элемент x ∈ F
∗
p можно представить в виде произведения x = sα · kβ ,

0 � α � m − 1, 0 � β � l. Перестановка π(x) = kx принадлежит классу π+ и
имеет следующую цикловую структуру:

π = (0)(1 k k2 . . . kl−1)(s sk sk2 . . . skl−1) . . . (sm−1 sm−1k sm−1k2 . . . sm−1kl−1).

Можно показать, что перестановка, полученная из π заменой любых цик-
лов на обратные, также принадлежит классу π+. Пусть ε = (ε0, . . . , εm−1), где
ε0 = 1, εi = ±1, i = 1, . . . ,m−1. Обозначим через πε перестановку, полученную
из π обращением циклов с номерами i, для которых εi = −1.

Теорема 12 [1]. Если ε �= (1, . . . , 1), то формула L(x, y) = πε(x + y) + x
определяет негрупповой (не изоморфный таблице умножения никакой конечной
группы) латинский квадрат.

6. Заключение

В работе исследуются функциональные способы задания латинских квадра-
тов над множествами n-мерных булевых векторов, n-мерных векторов над произ-
вольным простым конечным полем и произвольной конечной абелевой группой.
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В булевом случае приведены критерии того, что семейство функций от 2n
переменных определяет латинский квадрат. В теореме 1 условия сформулиро-
ваны в терминах свойств полиномов Жегалкина. В теореме 2 задача сводится
к проверке свойства правильности семейства функций. Теорема 3 устанавливает
взаимосвязь между правильностью семейства функций и существенной зависи-
мостью произведений этих функций от подмножеств их аргументов. Далее эти
результаты обобщаются на случай p-значной логики (когда элементы квадрата
являются n-мерными векторами над произвольным простым конечным полем).

Следующим обобщением являются квадраты над произвольными конечны-
ми абелевыми группами. Помимо аналогов результатов о семействах булевых
функций и функций k-значной логики, в случае абелевых групп получен крите-
рий правильности семейства линейных функций в терминах отсутствия циклов
в графе существенной зависимости. Этот критерий затем обобщён на более ши-
рокий класс g-функций (для любого фиксированного числа переменных доля
g-функций стремится к 1 с ростом порядка группы). Также приведено про-
стое достаточное условие для построения правильных семейств функций над
абелевыми группами с богатой цикловой структурой в графе существенной за-
висимости.

Наконец, в заключительной части работы приводится конструкция функци-
онального задания класса негрупповых латинских квадратов (т. е. латинских
квадратов, не являющихся таблицей умножения конечной группы).
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