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Аннотация

Цель статьи состоит в определении r-чисел Тачибаны tr для n-мерного компактно-
го ориентированного риманова многообразия как размерности пространства конформ-
но киллинговых r-форм для r = 1, 2, . . . , n − 1 и описания свойств этих чисел по
аналогии со свойствами r-чисел Бетти br компактного ориентированного риманова
многообразия.

Abstract

S. E. Stepanov, Curvature and Tachibana Numbers, Fundamentalnaya i prikladnaya
matematika, vol. 15 (2009), no. 6, pp. 211—222.

The purpose of this paper is to define the rth Tachibana number tr of an n-dimensional
closed and oriented Riemannian manifold (M, g) as the dimension of the space of all
conformal Killing r-forms for r = 1, 2, . . . , n − 1 and to formulate some properties of
these numbers as an analogue to properties of the rth Betti number br of a closed and
oriented Riemannian manifold.

1. Введение

1.1. В настоящей статье мы определяем числа Тачибаны компактного ориен-
тированного риманова многообразия и, опираясь на это определение, интерпре-
тируем хорошо известные результаты теории римановых многообразий, в том
числе и полученные нами. В работе мы использовали идеи классической моно-
графии [11].

Статья основана на докладе автора на Международной конференции «Диф-
ференциальные уравнения и топология», посвящённой 100-летию со дня рожде-
ния Льва Семёновича Понтрягина, которая состоялась в Москве 17—22 июня
2008 года (см. [22]).

1.2. В дальнейшем мы сконцентрируем своё внимание на четырёх подпро-
странствах векторного пространства Ωr(M,R) внешних дифференциальных
r-форм на римановом многообразии (M, g), а именно на подпространствах
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Hr(M,R) гармонических, Tr(M,R) конформно киллинговых, Kr(M,R) ко-
замкнутых конформно киллинговых и Pr(M,R) замкнутых конформно кил-
линговых дифференциальных r-форм для всех r = 1, 2, . . . , n − 1.

Для замкнутого и ориентированного многообразия (M, g) мы назовём tr =
= dimTr(M,R) числом Тачибаны, kr = dimKr(M,R)—числом Киллинга и
pr = dimPr(M,R)— числом планарности многообразия (M, g), подобно тому
как число br = dimHr(M,R) называют числом Бетти многообразия (M, g).

Мы установим, что числа Тачибаны tr являются конформными скалярными
инвариантами, а числа Киллинга kr и числа планарности pr являются проек-
тивными скалярными инвариантами компактного ориентированного риманова
многообразия (M, g) и обладают при этом следующими свойствами дуальности:
tr = tn−r и kr = pn−r для всех r = 1, 2, . . . , n − 1.

В дополнении к сказанному мы выведем тождество tr = kr + pr для n-мер-
ного компактного ориентированного риманова многообразия (M, g) постоянной
секционной кривизны C > 0. Кроме того, мы докажем теорему исчезновения для
чисел Тачибаны tr (1 � r � n−1). В последнем разделе статьи мы сформулируем
две нерешённые задачи о числах Тачибаны.

2. Семь векторных пространств
дифференциальных r-форм

В этом разделе мы определим семь подпространств пространства внешних
дифференциальных форм на n-мерном римановом многообразии (M, g), опира-
ясь на теорию естественных дифференциальных операторов первого порядка,
задаваемых на внешних дифференциальных r-формах (1 � r � n − 1).

2.1. Более тридцати лет назад Ж.-П. Бургиньон [2] рассмотрел простран-
ство Diff1(ΛrM,�M) естественных (относительно изометрических диффеомор-
физмов) дифференциальных операторов порядка 1 на пространстве C∞-сечений
векторного расслоения ΛrM внешних дифференциальных r-форм со значениями
в пространстве �M однородных тензоров на (M, g).

Ж.-П. Бургиньон доказал [2] существование в пространстве Diff1(ΛrM,�M)
базиса из трёх операторов D1, D2 и D3, но при этом определил толь-
ко три оператора. Первым стал оператор D1 внешнего дифференцирования
d : C∞ΛrM → C∞Λr+1M , а вторым D2 —оператор кодифференцирования
d∗ : C∞ΛrM → C∞Λr−1M , определяемый посредством равенства (см. [1,4])

d∗ = (−1)np+n+1 ∗ d ∗ , (1)

где ∗—оператор Ходжа, отображающий каждую внешнюю дифференциальную
r-форму в (n − r)-форму так, что ∗ : Ωr(M,R) → Ωn−r(M,R) становится изо-
морфизмом и при этом ∗2 = (−1)p(n−p)IdΛrM для фиксированной локальной
ориентации многообразия (M, g).
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О третьем базисном естественном дифференциальном операторе D3 в [2]
было сказано, что для случая r > 1 этот оператор не имеет какой-либо гео-
метрической интерпретации. При этом было добавлено, что для случая r = 1
ядро оператора D3 состоит из инфинитезимальных конформных преобразований
многообразия (M, g).

2.2. В уточнении результата Ж.-П. Бургиньона (см. [21]) нами было доказа-
но, что базис естественных дифференциальных операторов первого порядка на
внешних дифференциальных r-формах состоит из трёх операторов вида

D1 =
1

r + 1
d, D2 =

1
n − r + 1

g ∧ d∗, D3 = ∇− 1
r + 1

d − 1
n − r + 1

g ∧ d∗,

где

(g ∧ d∗ω)(X0,X1, . . . , Xr) =

=
r∑

α=2

(−1)αg(X0,Xα)(d∗ω)(X1, . . . , Xα−1,Xα+1, . . . , Xr)

для произвольных r-формы ω и векторных полей X1,X2, . . . , Xr на (M, g).
Ядро оператора D1 состоит из замкнутых внешних дифференциальных

r-форм, ядро оператора D2 состоит из козамкнутых внешних дифференциаль-
ных r-форм, и наконец, ядро оператора D3 состоит из конформно киллинговых
внешних дифференциальных r-форм, или, по другой терминологии, конформ-
но киллинговых кососимметрических тензоров порядка r (см. [12,24]), которые
составляют три векторных пространства, Dr(M,R), Fr(M,R) и Tr(M,R) со-
ответственно.

Замечание. Конформно киллинговы кососимметрические тензоры были вве-
дены в рассмотрение Ш. Тачибаной более сорока лет назад (см. [20]) как обоб-
щение конформно киллинговых векторных полей (или, по другой терминоло-
гии, инфинитезимальных конформных преобразований). Им же были описаны
их свойства. Дальнейшее развитие теория конформно киллинговых тензоров
нашла во множестве других работ (см., например, [12, 15,21] и др.).

2.3. В отсутствие требования компактности для многообразия (M, g) условие

ω ∈ Ker D1 ∩ Ker D2

характеризует r-форму ω как гармоническую (см. [11]). Следовательно, про-
странство гармонических r-форм может быть определено как

Hr(M,R) = Dr(M,R) ∩ Fr(M,R).

Условие
ω ∈ Ker D3 ∩ Ker D2

характеризует r-форму ω как козамкнутую конформно киллингову r-форму. Ко-
замкнутую конформно киллингову форму называют ещё тензором Киллинга
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(см., например, [6, 12, 23]). Векторное пространство козамкнутых конформно
киллинговых r-форм определяется тогда как

Kr(M,R) = Fr(M,R) ∩ Tr(M,R).

Условие
ω ∈ Ker D1 ∩ Ker D2

характеризует r-форму ω как замкнутую конформно киллингову r-форму. Ино-
гда замкнутые конформно киллинговы формы называют планарными. В итоге
векторное пространство замкнутых конформно киллинговых r-форм мы можем
определить как

Pr(M,R) = Dr(M,R) ∩ Tr(M,R).

2.4. Обозначим на (M, g), как и раньше, векторное пространство всех внеш-
них дифференциальных r-форм через Ωr(M,R), а векторное пространство па-
раллельных в связности Леви-Чивита ∇ r-форм— через Cr(M,R). В этом слу-
чае мы можем составить следующую диаграмму включений (см. [8, 19,21]):
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Здесь, например, запись Fp(M,R) → Kp(M,R) означает, что векторное
пространство Kp(M,R) является подпространством векторного пространства
Fp(M,R).

3. Числа Бетти

В этом разделе мы суммируем известные сведения о числах Бетти замкну-
того риманова многообразия.

3.1. Пусть (M, g)— n-мерное компактное ориентированное риманово много-
образие. Рассмотрим пространство C∞-сечений векторного расслоения ΛrM как
векторное пространство Ωr(M,R) всех дифференциальных форм r-форм ω на
римановом многообразии (M, g).

Внешняя дифференциальная r-форма ω называется гармонической, если
∆ω = 0, где ∆ = d∗d + dd∗ является лапласианом Ходжа—де Рама, действу-
ющим на внешних дифференциальных формах (см. [1,4]).

На компактном ориентированном римановом многообразии (M, g) условие
ω ∈ Ker ∆ равносильно (см. [11]) условию ω ∈ Ker d ∩ Ker d∗, поэтому гар-
монические r-формы, определяемые условием ω ∈ Ker ∆, по-прежнему будут
составлять векторное пространство Hr(n,R).
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Важным свойством лапласиана Ходжа—де Рама является его коммутируе-
мость ∗∆ = ∆∗ с оператором Ходжа ∗ (см. [1,4]). Отсюда, в частности, следует,
что если ω является гармонической r-формой, то (n− r)-форма ∗ω будет также
гармонической, т. е. отображение ∗ : Hr(n,R) ∼= Hn−r(n,R) является изомор-
физмом. Это означает справедливость равенства br = bn−r, которое хорошо
известно как теорема двойственности Пуанкаре для чисел Бетти.

3.2. Для риманова многообразия (M, g) произвольная форма ω ∈ Hr(n,R)
останется гармонической r-формой после конформного преобразования метрики
ĝ = e2fg для произвольной дифференцируемой функции f на (M, g), если n = 2r
(см. [1]). Это означает, что числа Бетти br являются конформными скалярными
инвариантами риманова многообразия (M, g) размерности n = 2r.

3.3. Грубый лапласиан Бохнера определяется как ∇∗∇ для связности Ле-
ви-Чивита ∇ в расслоении ΛrM внешних дифференциальных r-форм и фор-
мально сопряжённого ∇ оператора ∇∗ (см. [1,4]). Грубый лапласиан Бохнера и
лапласиан Ходжа—де Рама связаны классической формулой Бохнера—Вайцен-
бока ∆ω = ∇∗∇ω + Fr(ω), где Fr(ω)—квадратичная форма, коэффициентами
которой являются компоненты тензора кривизны и Риччи многообразия (M, g)
(см., например, [1, 18]).

Из формулы Бохнера—Вайценбока ∆ω = ∇∗∇ω + Fr(ω) на основании тео-
ремы Грина ∫

M

div X dv = 0

(см. [11]) непосредственно следует интегральная формула∫
M

g(∆ω, ω) dv =
∫
M

‖∇ω‖2 dv +
∫
M

g(Fr(ω), ω) dv.

Если при этом r-форма ω является гармонической, то из этой интегральной
формулы мы выводим (см. [18])

0 =
∫
M

‖∇ω‖2 dv +
1
4

∫
M

∑
α

λα‖ [Θα, ω] ‖2 dv, (2)

где λα — собственные значения стандартного симметрического риманова опера-
тора кривизны R̄ : Λ2(TM) → Λ2(TM), задаваемого равенством

g(R̄(X ∧ Y ), Z ∧ U) = g(R(X,Y )U,Z)

для произвольных векторных полей X, Y , Z и U , тензора кривизны R много-
образия (M, g) и форм Θα, дуальных собственным векторам оператора кривиз-
ны R̄.

Скажем, что (M, g) имеет положительный оператор кривизны, если собствен-
ные значения R̄ положительные. В этом случае будем писать R̄ > 0.

Пусть (M, g) имеет положительный оператор кривизны, тогда λα > 0 и из
формулы (2) следует, что ∇ω = 0 и [Θα, ω] = 0 для всех α. В этом случае ω
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должна обратиться в нуль для всех r, не равных 0 и n (см. [18]). Следовательно,
br = 0 для всех r = 1, 2, . . . , n−1. В частности, для компактного риманова много-
образия постоянной положительной секционной кривизны или для компактного
конформно плоского ориентированного риманова многообразия с положительно
определённым тензором Риччи br = 0 для всех r = 1, 2, . . . , n − 1.

Это наиболее известные результаты «техники Бохнера» (см., например, [8,
11, 18]).

3.4. Пусть (M, g)— n-мерное замкнутое ориентированное риманово много-
образие. Для такого риманова многообразия (M, g) векторное пространство
Ωr(M,R) имеет ортогональное (относительно глобального скалярного произ-
ведения) разложение (см. [3,4])

Ωr(M,R) = Ker ∆ ⊕ d(C∞Λr−1M) ⊕ d∗(C∞Λr+1M),

где Ker ∆ := Hr(n,R) и имеют место ортогональные разложения следующего
вида (см. [3]):

Ker ∆ = Im d∗ ⊕ Ker d,

Ker d∗ = Im d∗ ⊕ Ker ∆, Ker d = Im d ⊕ Ker ∆.

Если (M, g)—риманово многообразие с положительным оператором кривизны,
будем иметь

Ωr(M,R) = d(C∞Λr−1M) ⊕ d∗(C∞Λr+1M)

для всех r = 1, 2, . . . , n − 1, что означает, что

Ωr(M,R) = Dr(M,R) ⊕ Fr(M,R), (3)

где Dr(M,R) и Fr(M,R)—векторные пространства замкнутых и козамкнутых
r-форм на (M, g) соответственно.

4. Числа Тачибаны

4.1. Пусть (M, g)— n-мерное компактное риманово многообразие. В [7] мы
определили оператор D∗

3 , формально сопряжённый естественному базисному
оператору D3, как оператор

D∗
3 = ∇∗ − 1

r + 1
d∗ − 1

n − r + 1
d ◦ trace,

сконструировали грубый лапласиан D∗
3D3 вида

D∗
3D3 =

1
r(r + 1)

(
∇∗∇− 1

r + 1
d∗d − 1

n − r + 1
dd∗

)

и описали его свойства. В частности (см. также [8]), мы получили, что

ω ∈ Tr(M,R) ⇐⇒ ω ∈ Ker(D∗
3D3),

ω ∈ Kr(M,R) ⇐⇒ ω ∈ Ker(D∗
3D3) ∩ Ker d∗,

ω ∈ Pr(M,R) ⇐⇒ ω ∈ Ker(D∗
3D3) ∩ Ker d.

(4)
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Оператор D3 является типичным примером так называемого оператора Стей-
на—Вейса, рассмотренного Т. Брансоном в [13]. В частности, в [13] было до-
казано, что такого рода операторы являются эллиптическими. Поэтому D∗

3D3

также является эллиптическим оператором (см. также [20]), и на компактном
римановом многообразии (M, g) его ядро, как это следует из общей теории
(см. [1]), должно иметь конечную размерность. На этом основании заключаем,
что

dimTr(M,R) = dimR(Ker D∗
3D3) < ∞.

Более того, используя последний факт, заключаем также, что dimKr(M,R)<∞
и dimPr(M,R) < ∞.

Определение. Числом Тачибаны tr n-мерного компактного ориентированно-
го риманова многообразия (M, g) называется размерность пространства всех
конформно киллинговых r-форм (1 � r � n − 1) на (M, g).

Число kr = dimKr(M,R) назовём числом Киллинга, а pr = dimPr(M,R)—
планарным числом риманова многообразия (M, g).

4.2. Зафиксируем ориентацию риманова многообразия (M, g) и рассмотрим
действие оператора Ходжа

∗ : Ωr(M,R) ∼= Ωn−r(M,R).

Очевидны следующие два изоморфизма:

∗ : Ωr(M,R) ∼= Ωn−r(M,R), ∗ : Cr(M,R) ∼= Cn−r(M,R).

Благодаря (1) мы имеем также следующий изоморфизм:

∗ : Fr(M,R) ∼= Dn−r(M,R). (5)

В свою очередь, из (5) мы выводим хорошо известный изоморфизм

∗ : Hr(M,R) ∼= Hn−r(M,R)

векторных пространств гармонических форм. Изоморфизм (см. [5, 15])

∗ : Tr(M,R) ∼= Tn−r(M,R) (6)

векторных пространств конформно киллинговых форм также хорошо известен.
Из (5) и (6) выводим следующий изоморфизм (см. также [21]):

∗ : Pr(M,R) ∼= Kn−r(M,R). (7)

Из (6) и (7) мы заключаем, что tr, kr и pr обладают свойствами дуально-
сти вида tr = tn−r и kr = pn−r. Эти равенства являются аналогами теоремы
двойственности Пуанкаре для чисел Бетти. Доказана следующая теорема.

Теорема. Пусть (M, g)—компактное ориентированное риманово многообра-
зие размерности n � 2. Числа Тачибаны tr, числа Киллинга kr и числа планар-
ности pr многообразия (M, g) обладают свойствами дуальности вида tr = tn−r

и kr = pn−r для всех r = 1, 2, . . . , n − 1.
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Заметим, что на компактном ориентированном римановом многообразии
(M, g) с положительной постоянной секционной кривизной нет гармонических
r-форм (1 � r � n − 1), и мы имеем разложение (3). Используя это разложение
и условие (4), М. Кора доказал в [15] справедливость следующего разложения
векторного пространства конформно киллинговых r-форм:

Tr(M,R) = Kr(M,R) ⊕ Pr(M,R).

В итоге будет справедливой следующая теорема.

Теорема. Пусть (M, g)— n-мерное (n � 2) компактное ориентированное ри-
маново многообразие с положительной постоянной секционной кривизной. Тогда
числа Тачибаны tr многообразия допускают разложение tr = kr + pr для всех
r = 1, 2, . . . , n − 1.

4.3. Одно из важных свойств конформно киллинговых форм является их
конформная инвариантность (см. [9, 12]), т. е. если рассмотреть тождественное
конформное отображение id : (M, g) → (M, ĝ), такое что ĝ := e2fg для любой
дифференцируемой функции f на (M, g), то для любой конформно киллинго-
вой r-формы ω форма ω̂ := e(r+1)fω будет конформно киллинговой r-формой
риманова многообразия (M, ĝ) с метрикой ĝ := e2fg.

С другой стороны, если рассмотреть тождественное проективное отображе-
ние id : (M, g) → (M, ĝ), т. е. отображение, сохраняющее геодезические, то для
каждой замкнутой (козамкнутой) конформно киллинговой r-формы ω форма
ω̂ := e−(r+1)fω, где f = (n + 1)−1 ln

√
det g/det ĝ будет замкнутой (соответ-

ственно козамкнутой) конформно киллинговой r-формой риманова многообра-
зия (M, ĝ) с проективно эквивалентной метрикой ĝ (см. [6,9]).

В результате мы можем сформулировать следующую теорему.

Теорема. Пусть (M, g)—компактное ориентированное риманово многообра-
зие размерности n � 2. Числа Тачибаны tr являются конформными скалярными
инвариантами, а числа Киллинга kr и числа планарности pr являются проек-
тивными скалярными инвариантами многообразия (M, g).

Эта теорема является аналогом утверждения о конформной инвариантности
чисел Бетти.

5. О существовании чисел Тачибаны

В этом разделе мы приводим два примера римановых многообразий с нену-
левыми числами Тачибаны.

5.1. Пусть En+1 — евклидово пространство с ортогональной системой коор-
динат {x1, x2, . . . , xn}. Тогда произвольная козамкнутая конформно киллингова
2-форма ω в En+1 имеет компоненты ωi1i2 = Aki1i2x

k + Bi1i2 , где Aki1i2 и Bi1i2

являются компонентами кососимметричных постоянных тензоров и k, i1, i2 =
= 1, 2, . . . , n (см. [23]).



Кривизна и числа Тачибаны 219

Пусть Sn : (x1)2 + (x2)2 + . . . + (xn+1)2 = 1— n-мерная гиперсфера единич-
ного радиуса евклидова пространства En+1. Ш. Тачибана доказал в [23], что
ωi1i2 = Aki1i2x

k являются компонентами киллинговой 2-формы, глобально за-
данной на Sn. Теперь на основании этого мы можем утверждать, что число
Киллинга k2 не равно нулю для произвольной единичной гиперсферы Sn евкли-
дова (n+1)-мерного пространства En+1. Одновременно из равенства t2 = k2+p2

имеем t2 � k2 > 0 и, следовательно, t2 �= 0.
В дополнение к сказанному в [21] мы доказали следующее. Пусть (M, g)—

n-мерное локально плоское риманово многообразие с ортогональной системой
координат x1, . . . , xn. Тогда произвольная козамкнутая конформно киллингова
r-форма ω имеет компоненты ωi1i2...ir

= Aki1i2...ir
xk + Bi1i2...ir

, где Aki1i2...ir

и Bi1i2...ir
являются компонентами постоянных кососимметричных тензоров и

k, i1, i2, . . . , ir = 1, 2, . . . , n. В [10] вслед за Ш. Тачибаной мы построили при-
мер козамкнутой конформно киллинговой r-формы (1 � r � n − 1) ωi1i2...ir

=
= Aki1i2...ir

xk, глобально заданной на единичной гиперсфере Sn. Мы можем
заключить, что число Киллинга kr (1 � r � n− 1) не равно нулю на произволь-
ной единичной гиперсфере Sn евклидова (n + 1)-мерного пространства En+1.
Более того, tr �= 0, поскольку tr = kr + pr > 0 для всех r = 1, . . . , n − 1.

Теорема. Числа Тачибаны tr (1 � r � n − 1) не равны нулю на n-мерной
единичной сфере Sn евклидова пространства En+1.

5.2. Пусть (M1, g1) и (M2, g2)—римановы многообразия, для которых
dim M1 = 1 и dim Mn−1 = n − 1. Пусть далее f —положительная гладкая
функция на M1. Искривлённым произведением M1 ×f M2 римановых много-
образий (M1, g1) и (M2, g2) является многообразие (см. [1]) топологического
произведения M = M1 ×M2 с метрикой g = g1 ×f g2, определяемой равенством
g1×f g2 = π∗

1g1+(f◦π1)π∗
2g2, где π1 : M1×M2 → M1 и π2 : M1×M2 → M2 — есте-

ственные проекции на M1 и M2 соответственно. Если оба многообразия (M1, g1)
и (M2, g2) компактные ориентированные римановы, то их искривлённое произ-
ведение M1 ×f M2 также является компактным ориентированным римановым
многообразием.

Для произвольной не обращающейся в нуль дифференцируемой функции
λ : M1 → R форма ω = gradλ является замкнутой конформно киллинговой
1-формой (или, по другой терминологии, конциркулярным векторным полем),
глобально заданной на S1 ×f Sn−1 (см. [16]). Поэтому мы можем заключить,
что p1 = kn−1 � 1. Тогда t1 � 1 и tn−1 � 1, поскольку t1 � p1 и tn−1 � kn−1.

Теорема. На искривлённом произведении единичных сфер S1×f Sn−1 t1 � 1
и tn−1 � 1.

6. Теорема исчезновения для чисел Тачибаны

В этом разделе мы докажем теорему исчезновения для чисел Тачибаны
компактного ориентированного риманова многообразия с отрицательно опре-
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делённым оператором кривизны, используя для этого «технику Бохнера» (см.,
например, [8, 11, 18]).

6.1. Пусть (M, g)— n-мерное компактное риманово многообразие. Из равен-
ства

D∗
3D3ω =

1
r(r + 1)

(
∇∗∇ω − 1

r + 1
d∗dω − 1

n − r + 1
dd∗ω

)

для произвольной внешней дифференциальной r-формы ω на основании теоремы
Грина выводим интегральную формулу

r(r + 1)
∫
M

‖D3ω‖2 dv =
∫
M

‖∇ω‖2 dv − 1
r + 1

∫
M

‖dω‖2 dv − 1
n− r + 1

∫
M

‖d∗ω‖2 dv.

(8)

С другой стороны, из классической формулы Бохнера—Вайценбока ∆ω =
= ∇∗∇ω+Fr(ω) интегрированием по многообразию (M, g) мы получаем вторую
интегральную формулу (см. [16])∫

M

‖dω‖2 dv +
∫
M

‖d∗ω‖2 dv =
∫
M

‖∇ω‖2 dv +
1
4

∫
M

∑
α

λα‖ [Θα, ω] ‖2 dv. (9)

Наконец, из (8) и (9) выводим интегральную формулу

r(r + 1)
∫
M

‖D3ω‖2 dv =

=
r

r + 1

∫
M

‖dω‖2 dv +
n − r

n − r + 1

∫
M

‖d∗ω‖2 dv − 1
4

∫
M

∑
α

λα‖ [Θα, ω] ‖2 dv. (10)

6.2. Рассмотрим компактное ориентированное риманово многообразие (M, g)
с отрицательно определённым оператором кривизны R̄, что означает выполнение
неравенств λα < 0 для всех α. Более того, положим в (10) r-форму ω конформно
киллинговой. Тогда из (10) будет следовать, что ∇ω = 0 и [Θα, ω] = 0 для
всех α. В этом случае r-форма ω должна обратиться в нуль, если только r не
равно 0 или n (см. [18]). Это означает, что не существует ненулевых конформно
киллинговых r-форм (1 � r � n− 1) на n-мерном компактном ориентированном
римановом многообразии с отрицательно определённым оператором кривизны
(см. также [19]). Следовательно, числа Тачибаны tr должны быть равны нулю,
если только r = 1, . . . , n − 1. Доказана следующая теорема.

Теорема. Числа Тачибаны tr (1 � r � n − 1) равны нулю для n-мерного
компактного ориентированного риманова многообразия (M, g) с отрицательно
определённым оператором кривизны.

Из теоремы вытекает, в частности, что для компактного риманова много-
образия постоянной отрицательной секционной кривизны или для компактного
конформно плоского ориентированного риманова многообразия с отрицательно
определённым тензором Риччи tr = 0 для всех r = 1, 2, . . . , n − 1 (см. [8]).

Эта теорема является аналогом теоремы исчезновения для чисел Бетти.
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7. Две открытые проблемы

7.1. Найти числа Тачибаны tr для r = 1, 2, . . . , n − 1 на n-мерной единичной
сфере Sn евклидова пространства En+1.

7.2. Установить, выполняются ли равенства tr = kr +pr для r = 1, 2, . . . , n−1
на n-мерном компактном римановом многообразии (M, g) с положительным опе-
ратором кривизны, метрика g которого не имеет постоянной положительной
секционной кривизны.
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