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Аннотация

В данной работе мы доказываем, что каждый автоморфизм (элементарной) группы
Шевалле типа Al, Dl или El ранга больше двух над коммутативным локальным
кольцом с необратимой двойкой стандартен, т. е. является композицией кольцевого,
внутреннего, центрального и диаграммного автоморфизмов.

Abstract
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In the given paper, we prove that every automorphism of a Chevalley group of type
Al, Dl, or El, l � 3, over a commutative local ring without 1/2 is standard, i.e., it is
a composition of ring, inner, central, and graph automorphisms.

Введение

Пусть Gπ — это схема Шевалле—Демазюра, ассоциированная с неприводи-
мой системой корней Φ типов Al (l � 3), Dl (l � 4), El (l = 6, 7, 8); Gπ(Φ, R)—
множество точек Gπ со значениями в R; Eπ(Φ, R)— элементарная подгруппа
в Gπ(Φ, R), где R—коммутативное кольцо с единицей. В данной работе мы
описываем автоморфизмы групп Gπ(Φ, R) и Eπ(Φ, R) над локальными коммута-
тивными кольцами с необратимой двойкой.

Подобные результаты для групп Шевалле над полями были доказаны
Р. Стейнбергом [58] для конечного случая и Дж. Хамфри [49] для бесконечно-
го. Описанию автоморфизмов групп Шевалле над различными коммутативными
кольцами были посвящены работы многих авторов, среди которых стоит отме-
тить работы А. Бореля и Дж. Титса [28], Р. Картера и Ю Чена [32], Ю Че-
на [33,34,36,37], Э. Абе [23], А. Клячко [51].
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В [6] было показано, что автоморфизмы присоединённых элементарных
групп Шевалле с системами корней Al, Dl, El, l � 2, над локальными коль-
цами с обратимой двойкой представляются в виде композиции кольцевого авто-
морфизма и автоморфизма-сопряжения, где автоморфизмом-сопряжением мы
называем сопряжение элементов группы Шевалле в присоединённом представ-
лении с помощью некоторой матрицы из нормализатора этой группы в GL(V ).
В [5] с помощью результатов работы [6] доказывалось, что любой автомор-
физм произвольной (элементарной) группы Шевалле описанного типа стандар-
тен, т. е. представляется в виде композиции кольцевого, внутреннего, централь-
ного и диаграммного автоморфизмов. В этой же работе была получена теорема
об описании нормализатора группы Шевалле в присоединённом представлении,
верная в том числе для локальных колец с необратимой двойкой.

В [3, 4, 30] теми же методами было показано, что автоморфизмы групп
Шевалле с системами корней F4, G2, Bl, l � 2, над локальными кольцами
с обратимой двойкой (в случае системы корней G2 ещё и с обратимой тройкой)
стандартны.

В данной работе мы рассматриваем автоморфизмы групп Шевалле типов Al,
Dl, El, l � 3, над локальными кольцами с необратимой двойкой и доказываем,
что каждый такой автоморфизм есть композиция кольцевого, внутреннего, цен-
трального и диаграммного. При этом мы используем результаты работы [5]. Ре-
зультаты данной работы могут помочь закрыть вопрос об автоморфизмах групп
Шевалле над коммутативными кольцами без 1/2.

Заметим, что хотя мы рассматриваем одновременно случаи систем корней
Al, Dl, El, случай Al был полностью рассмотрен в [18, 52, 67], причём именно
без условия обратимости двойки в кольце.

Автор выражает благодарность Н. А. Вавилову, А. А. Клячко и А. В. Миха-
лёву за ценные советы, замечания и консультации.

1. Определения и формулировка основной теоремы

Мы фиксируем систему корней Φ, ранг которой больше единицы (подроб-
ные сведения о системах корней и их свойствах можно найти в [29,48]). Пусть
имеется полупростая комплексная алгебра Ли L типа Φ с картановской подал-
геброй H (подробную информацию о полупростых алгебрах Ли можно найти
в [48]).

Можно выбрать базис {h1, . . . , hl} в H и для каждого α ∈ Φ элементы
xα ∈ Lα так, что {hi;xα} образуют базис в L и для любых двух элементов
этого базиса их коммутатор является целочисленной линейной комбинацией
элементов того же базиса.

Введём элементарные группы Шевалле (см., например, [59]).
Пусть L—полупростая алгебра Ли (над C) с системой корней Φ,

π : L → gl(V )— её конечномерное точное представление (размерности n). Ес-
ли H—картановская подалгебра алгебры L, то функционал λ ∈ H∗ называется
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весом данного представления, если существует ненулевой вектор v ∈ V (ко-
торый называется весовым вектором), такой что π(h)v = λ(h)v для любых
h ∈ H.

В пространстве V существует такой базис из весовых векторов, что все опе-
раторы π(xα)k/k! для k ∈ N записываются целочисленными (нильпотентными)
матрицами. Этот базис называется базисом Шевалле. Целочисленная матрица
также может рассматриваться как матрица над произвольным коммутативным
кольцом с единицей. Пусть R— такое кольцо. Рассмотрим матрицы размера n×n
над R, матрицы π(xα)k/k! при α ∈ Φ, k ∈ N вложим в Mn(R).

Теперь рассмотрим автоморфизмы свободного модуля Rn вида

exp(txα) = xα(t) = 1 + tπ(xα) +
1
2
t2π(xα)2 + . . . +

1
k!

tkπ(xα)k + . . . .

Так как все матрицы π(xα) нильпотентны, этот ряд конечен. Автоморфиз-
мы xα(t) называются элементарными корневыми элементами. Подгруппа
в Aut(Rn), порождённая всеми автоморфизмами xα(t), α ∈ Φ, t ∈ R, на-
зывается элементарной группой Шевалле (обозначение Eπ(Φ, R)). Действие
элементов xα(t) на базисе Шевалле описано в [31,66].

Все веса данного представления (по сложению) порождают решётку (свобод-
ную абелеву группу, в которой любой Z-базис также является C-базисом в H∗),
называемую решёткой весов Λπ. Элементарные группы Шевалле определяются
даже не представлением соответствующей алгебры Ли, а просто её решёт-
кой весов. Точнее, с точностью до абстрактного изоморфизма элементарная
группа Шевалле полностью определяется системой корней Φ, коммутативным
кольцом R с единицей и решёткой весов Λπ.

Среди всех решёток выделим решётку, соответствующую присоединённому
представлению: она порождается всеми корнями (это решётка корней Λad).
Соответствующая элементарная группа Шевалле называется присоединённой.

Введём теперь группы Шевалле (см. [2, 31, 38, 40, 59, 64, 66], а также даль-
нейшие ссылки в этих работах).

Рассмотрим полупростые алгебраические группы над алгебраически замкну-
тыми полями. Это в точности элементарные группы Шевалле Eπ(Φ,K) (см.
[59, § 5]).

Все эти группы можно определить в группе SLn(K) как множество общих
нулей полиномов от матричных коэффициентов aij с целочисленными коэффи-
циентами (например, в случае системы корней Cl и универсального представле-
ния имеем n = 2l и полиномы, соответствующие условию (aij)Q(aji) − Q = 0).
Ясно, что умножение и взятие обратного элемента также описываются полино-
мами с целыми коэффициентами. Таким образом, эти полиномы можно рассмат-
ривать как полиномы над произвольным коммутативным кольцом с единицей.
Пусть некоторая элементарная группа Шевалле E над C определена в SLn(C)
полиномами p1(aij), . . . , pm(aij). Для коммутативного кольца R с единицей рас-
смотрим группу

G(R) = {(aij) ∈ SLn(R) | p̃1(aij) = 0, . . . , p̃m(aij) = 0},
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где p̃1(. . .), . . . , p̃m(. . .)—полиномы, имеющие те же коэффициенты, что и
p1(. . .), . . . , pm(. . .), но рассматриваемые над R. Эта группа называется груп-
пой Шевалле Gπ(Φ, R) типа Φ над кольцом R, и для любого алгебраически
замкнутого поля K она совпадает с элементарной группой Шевалле.

Подгруппа диагональных (в стандартном базисе из весовых векторов) матриц
в группе Шевалле Gπ(Φ, R) называется стандартным максимальным тором
группы Gπ(Φ, R) и обозначается через Tπ(Φ, R). Эта группа изоморфна группе
Hom(Λπ, R∗).

Обозначим через h(χ) элементы тора Tπ(Φ, R), соответствующие гомомор-
физму χ ∈ Hom(Λπ, R∗). В частности, hα(u) = h(χα,u) (u ∈ R∗, α ∈ Φ), где

χα,u : λ �→ u〈λ,α〉 (λ ∈ Λπ).

Заметим, что условие
Gπ(Φ, R) = Eπ(Φ, R)

не выполняется даже в случае полей, не являющихся алгебраически за-
мкнутыми. Покажем различие между группами Шевалле и их элементарны-
ми подгруппами в случае, когда кольцо R полулокально. Тогда Gπ(Φ, R) =
= Eπ(Φ, R)Tπ(Φ, R) (см. [21]), а элементы h(χ) связаны с элементарными поро-
ждающими формулой

h(χ)xβ(ξ)h(χ)−1 = xβ(χ(β)ξ). (1)

В случае полулокальных колец из формулы (1) видно, что

[G(Φ, R), G(Φ, R)] ⊆ E(Φ, R).

Для систем корней Al, Dl, El, l � 2, которые будут рассматриваться в этой
работе, имеет место равенство

xα+β(t) = [xα(t), xβ(1)], α + β ∈ Φ,

откуда следует, что

[G(Φ, R), G(Φ, R)] = [E(Φ, R), E(Φ, R)] = E(Φ, R).

Определим четыре типа автоморфизмов группы Шевалле Gπ(Φ, R), которые
назовём стандартными.

Центральные автоморфизмы. Пусть CG(R)—центр группы Gπ(Φ, R),
τ : Gπ(Φ, R) → CG(R)— гомоморфизм групп. Тогда отображение x �→ τ(x)x
из Gπ(Φ, R) на себя является автоморфизмом группы Gπ(Φ, R). Будем обозна-
чать его τ и называть центральным автоморфизмом группы Gπ(Φ, R).

Кольцевые автоморфизмы. Пусть ρ : R → R—автоморфизм кольца R.
Отображение x �→ ρ(x) из Gπ(Φ, R) на себя является автоморфизмом группы
Gπ(Φ, R). Будем обозначать его той же буквой ρ и называть кольцевым авто-
морфизмом группы Gπ(Φ, R). Заметим, что для всех α ∈ Φ и t ∈ R элемент
xα(t) отображается в xα

(
ρ(t)

)
.
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Внутренние автоморфизмы. Пусть S —некоторое кольцо, содержащее R,
g — элемент группы Gπ(Φ, S), нормализующий подгруппу Gπ(Φ, R). Тогда отоб-
ражение x �→ gxg−1 является автоморфизмом группы Gπ(Φ, R). Будем обозна-
чать его ig и называть внутренним автоморфизмом, индуцированным эле-
ментом g ∈ Gπ(Φ, S). Если g ∈ Gπ(Φ, R), назовём ig строго внутренним
автоморфизмом.

Диаграммные (графовые) автоморфизмы. Пусть δ — такой автоморфизм си-
стемы корней Φ, что δ∆ = ∆. Тогда существует единственный автоморфизм
группы Gπ(Φ, R) (будем обозначать его той же буквой δ), такой что для любых
α ∈ Φ и t ∈ R элемент xα(t) переходит в xδ(α)(ε(α)t), где ε(α) = ±1 для всех
α ∈ Φ и ε(α) = 1 для всех α ∈ ∆.

Аналогично мы можем определить четыре типа автоморфизмов элементарной
подгруппы E(R). Автоморфизм σ группы Gπ(Φ, R) (или Eπ(Φ, R)) называется
стандартным, если он является композицией автоморфизмов введённых четы-
рёх типов.

Наряду со стандартными автоморфизмами мы будем использовать следу-
ющий «временный» тип автоморфизмов элементарной присоединённой группы
Шевалле.

Автоморфизмы-сопряжения. Пусть V —пространство представления груп-
пы Ead(Φ, R), C ∈ GL(V )—матрица, оставляющая группу Шевалле на месте:

CEad(Φ, R)C−1 = Ead(Φ, R).

Тогда отображение x �→ CxC−1 из Eπ(Φ, R) на себя является автоморфизмом
группы Шевалле, который обозначается iC и называется автоморфизмом-со-
пряжением группы E(R), индуцированным элементом C группы GL(V ).

Главная наша цель— доказательство следующей основной теоремы.

Теорема 1. Пусть G = Gπ(Φ, R) (G = Eπ(Φ, R)) — (элементарная) группа
Шевалле с системой корней Al, Dl или El, l � 3, R—коммутативное локальное
кольцо с необратимой двойкой. Тогда любой автоморфизм группы G стандартен.
Если группа Шевалле при этом присоединённая, то внутренний автоморфизм
в композиции является строго внутренним.

Чтобы доказать данную теорему, мы докажем следующую важную техниче-
скую теорему.

Теорема 2. Каждый автоморфизм элементарной присоединённой группы
Шевалле типа Al, Dl или El, l � 2, над локальным кольцом с необратимой
двойкой является композицией кольцевого автоморфизма и автоморфизма-со-
пряжения.

Чтобы применить теорему 2, мы будем использовать следующую теорему
из [5].

Теорема 3. Каждый автоморфизм-сопряжение элементарной присоединён-
ной группы Шевалле типа Al, Dl или El, l � 3, над локальным кольцом
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с единицей является композицией строго внутреннего автоморфизма (сопряже-
ния с помощью элемента соответствующей группы Шевалле) и диаграммного
автоморфизма.

Три следующих раздела посвящены доказательству теоремы 2.
Пример группы Шевалле типа A2 над локальными кольцами с необратимой

двойкой, для которых существуют нестандартные автоморфизмы, можно найти
в [17].

2. Замена изначального автоморфизма
на специальный изоморфизм

Начиная с этого раздела будем предполагать, что кольцо R—локальное
кольцо c необратимой двойкой, группа Шевалле— присоединённая, система кор-
ней— одна из рассматриваемых. В этом разделе мы используем некоторые идеи
из работы [16].

Пусть J —максимальный идеал (радикал) кольца R, k —поле вычетов R/J .
Тогда EJ = Ead(Φ, R, J)—наибольшая нормальная собственная подгруппа
в Ead(Φ, R) (см. [21]). Таким образом, подгруппа EJ инвариантна относительно
действия автоморфизма ϕ. Значит, автоморфизм

ϕ : Ead(Φ, R) → Ead(Φ, R)

индуцирует автоморфизм

ϕ̄ : Ead(Φ, R)/EJ = Ead(Φ, k) → Ead(Φ, k).

Группа Ead(Φ, k) является присоединённой группой Шевалле над полем, значит,
автоморфизм ϕ̄ стандартен (см. [59]), т. е. имеет вид

ϕ̄ = iḡρ̄, ḡ ∈ N
(
Ead(Φ, k)

)
,

где ρ̄—кольцевой автоморфизм, индуцированный некоторым автоморфизмом по-
ля k.

Ясно, что существует такая матрица g ∈ GLn(R), что её образ при фактори-
зации R по J совпадает с ḡ. Мы не можем быть уверены, что g ∈ N

(
Ead(Φ, R)

)
.

Рассмотрим отображение ϕ′ = ig−1ϕ. Это изоморфизм группы Ead(Φ, R) ⊂
⊂ GLn(R) на некоторую подгруппу GLn(R) с тем свойством, что её образ при
факторизации R по J совпадает с автоморфизмом ρ̄.

Проведённые рассуждения доказывают следующее утверждение.

Предложение 1. Любая матрица A ∈ Ead(Φ, R) с элементами из подкольца
R′ в R, порождённого единицей, отображается при изоморфизме ϕ′ в матрицу
из множества

A · GLn(R, J) = {B ∈ GLn(R) | A − B ∈ Mn(J)}.
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Пусть a ∈ Ead(Φ, R), a3 = 1. Тогда элемент e = 1
3 (1 + a + a2)—идемпо-

тент в кольце Mn(R). Этот идемпотент e определяет разложение свободного
R-модуля V ∼= Rn:

V = eV ⊕ (1 − e)V = V0 ⊕ V1

(модули V0, V1 свободны, так как любой проективный модуль над локальным
кольцом свободен [53]). Пусть V̄ = V̄0 ⊕ V̄1 —разложение k-модуля (линейного
пространства) V̄ ∼= kn относительно ā и ē = 1

3 (1 + ā + ā2).

Предложение 2. Модули (подпространства) V̄0, V̄1 являются образами мо-
дулей V0, V1 при факторизации по J .

Доказательство. Обозначим образы модулей V0, V1 при факторизации по J
через Ṽ0, Ṽ1 соответственно. Так как

V0 = {x ∈ V | ex = x}, V1 = {x ∈ V | ex = 0},
то

ē(x̄) =
1
3
(1 + ā + ā2)(x̄) =

1
3
(1 + ā(x̄) + ā(x̄)2) =

1
3
(
1 + a(x) + a(x)2

)
= e(x).

Тогда Ṽ0 ⊆ V̄0, Ṽ1 ⊆ V̄1.
Пусть x = x0 + x1, x0 ∈ V0, x1 ∈ V1. Тогда ē(x̄) = ē(x̄0) + ē(x̄1) = x̄0. Если

x̄ ∈ Ṽ0, то x̄ = x̄0.

Замечание. Теперь предположим, что a3 = 1. Посмотрим, как должна быть
устроена эта матрица на подмодулях V0 и V1.

Пусть x ∈ V1. Тогда x = ex = 1
3 (a2 + a + 1)(x), откуда получаем, что

(a2 + a − 2)(x) = 0. Тем более имеем (a − 1)(a2 + a − 2)(x) = 0. Кроме то-
го, так как a3 = 1, то (a − 1)(a2 + a + 1)(x) = 0. Взяв разность последних двух
равенств, мы получим 3(a − 1)(x) = 0, и так как тройка обратима в кольце, то
a(x) = x. Значит, на подмодуле V1 отображение a тождественно.

Теперь пусть x ∈ V0. Пусть a(x) = λx. Тогда, очевидно, λ2 + λ + 1 = 0. Так
как λ 	= 1, то λ должно быть неединичным корнем из единицы третьей степени
(их всего два, так как тройка обратима). Если y = a(x) 	= λx, то векторы x и y
линейно независимы, при этом a(y) = a2(x) = − x − a(x) = − x − y. Таким
образом, на подмодуле 〈x, y〉 матрица a действует инвариантно и имеет вид(

0 −1
1 −1

)
. (2)

Таким образом, модуль V0 распадается прямую сумму инвариантных подмодулей
размерностей один или два, при этом на одномерных подмодулях действие a на
векторы x есть умножение на ξ или ξ2 (ξ3 = 1).

Понятно, что если изначальная матрица a имеет «целые» коэффициенты, то
её матричные инварианты (след, определитель и т. д.) также являются целыми
числами, откуда следует, что они должны быть целыми в любом базисе. Пусть
одномерных подмодулей для ξ было p штук, а для ξ2 — q штук. Пусть для
определённости p � q. Тогда определитель на части базиса, порождённой этими
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одномерными подмодулями, равен ξp−q. Для того чтобы это число было целым,
необходимо, чтобы p − q было кратно трём. След матрицы на данной части
базиса есть −q + (p − q)ξ, т. е. p − q должно быть равно нулю в кольце R. Из
того что остальные матричные инварианты также должны быть целыми числами
и, кроме того, из того что все нечётные числа в кольце R обратимы, следует,
что p − q = 0. Таким образом, если матрица a имела целые коэффициенты, то
в некотором базисе она будет состоять из единичного блока размерности dim V1

и из блоков размера 2 × 2 вида (2) суммарного размера dim V0.
Пусть теперь для матрицы a с целыми коэффициентами b = ϕ′(a). Тогда

b3 = 1 и b сравнимо с a по модулю J .

Предложение 3. Предположим, что a, b ∈ Eπ(Φ, R), a3 = b3 = 1, a—матри-
ца с элементами из подкольца R′ ⊂ R, порождённого единицей, b и a сравнимы
по модулю J , V = V0 ⊕ V1 —разложение V относительно a, V = V ′

0 ⊕ V ′
1 —

разложение V относительно b. Тогда dim V ′
0 = dimV0, dim V ′

1 = dimV1.

Доказательство. Мы имеем R-базис модуля V {e1, . . . , en}, такой что
{e1, . . . , ek} ⊂ V0, {ek+1, . . . , en} ⊂ V1. Ясно, что

āēi = aei =
( n∑

j=1

aijej

)
=

n∑
j=1

āij ēj .

Пусть V̄ = V̄0 ⊕ V̄1, V̄ = V̄ ′
0 ⊕ V̄ ′

1 —разложения k-модуля (пространства) V̄ отно-
сительно ā и b̄. Ясно, что V̄0 = V̄ ′

0 , V̄1 = V̄ ′
1 . Таким образом, по предложению 2

образы модулей V0 и V ′
0 , V1 и V ′

1 при факторизации по J совпадают. Возьмём
такие {f1, . . . , fk} ⊂ V ′

0 , {fk+1, . . . , fn} ⊂ V ′
1 , что f̄i = ēi, i = 1, . . . , n. Так

как матрица перехода от {e1, . . . , en} к {f1, . . . , fn} обратима (сравнима с еди-
ничной матрицей по модулю J), то {f1, . . . , fn}—это R-базис в V . Ясно, что
{f1, . . . , fk}—R-базис в V ′

0 , {vk+1, . . . , vn}—R-базис в V ′
1 .

Из этого предложения, замечания выше и сравнимости матриц a и b очевидно
следует, что для b существует некоторый базис модуля V , в котором b имеет тот
же вид, что a в изначальном базисе. Таким образом, a и b сопряжены.

3. Образы элементов wαi
xαi

(1)
и некоторых элементов группы Вейля

Рассмотрим некоторую фиксированную элементарную присоединённую груп-
пу Шевалле E = Ead(Φ, R) с системой корней Al (l � 3), Dl (l � 4), E6, E7

или E8, её присоединённое представление в группе GLn(R) (n = l + 2m, где
m—число положительных корней системы Φ) с базисом из весовых векторов

v1 = xα1 , v−1 = x−α1 , . . . , vn = xαn
, v−n = x−αn

, V1 = h1, . . . , Vl = hl,

соответствующим базису Шевалле системы Φ. У нас также есть изоморфизм ϕ′,
описанный в разделе 2.
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Для начала рассмотрим матрицу Q1 = wα1xα1(1) в нашем базисе. Заметим,
что Q3

1 = E.
На части базиса, образованной {v1, v−1, V1, V2}, эта матрица инвариантна и

имеет вид 


0 −1 0 0
−1 1 2 −1
0 −1 −1 1
0 0 0 1


 ;

на части базиса, образованной всеми vj , v−j , где 〈α1, αj〉 = 0, а также всеми со-
ответствующими Vi, i > 2, она тождественна; на части базиса {vj , v−j , vk, v−k},
где 〈α1, αj〉 = −1, αk = α1 + αj , она имеет вид



−1 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 −1


 .

Заметим, что данная матрица имеет только целые коэффициенты, поэтому её
образ при изоморфизме сопряжён ей.

Теперь присоединим (временно и если его нет) к кольцу R такой элемент ξ,
что ξ3 = 1, т. е. введём такой внешний элемент и рассмотрим кольцо R̄, поро-
ждённое кольцом R и элементом ξ. Тогда в некотором базисе матрица Q1 имеет
диагональный вид с элементами 1, ξ, ξ2 на диагонали. Часть базиса первого типа
перейдёт в diag[ξ, ξ2, 1, 1], часть базиса второго типа— в diag[1, 1], часть базиса
третьего типа— в diag[ξ, ξ, ξ2, ξ2]. Понятно, что аналогичными свойствами будут
обладать и другие элементы Qi = wαi

xαi
(1).

Для различных систем корней из рассматриваемого списка возьмём теперь
следующие множества корней:

— для системы корней Al рассмотрим множество

α1 = e1 − e2, α3 = e3 − e4, . . . , αl−1 = el−1 − el или αl = el − el+1

в зависимости от чётности l, т. е. просто возьмём простые корни через
один;

— для системы корней Dl рассмотрим множество

α1 = e1−e2, α3 = e3−e4, . . . , αl−1 = el−1−el, e1+e2, e3+e4, . . . , el−1+el;

— для системы E8 (аналогично для систем E6, E7) рассмотрим множество

α1 = e1 − e2, α4 = e3 − e4, α6 = e5 − e6, α8 = e7 − e8,

1
2
(e1 + e2 − e3 − e4 − e5 − e6 − e7 − e8),

1
2
(e1 + e2 + e3 + e4 − e5 − e6 − e7 − e8),
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1
2
(e1 + e2 + e3 + e4 + e5 + e6 − e7 − e8),

1
2
(e1 + e2 + e3 + e4 + e5 + e6 + e7 + e8).

Обозначим полученное множество (последовательность) корней через γ1, . . . , γk.
Заметим, что все корни γ1, . . . , γk попарно ортогональны. Это означает, что

все матрицы Qγ1 , . . . , Qγk
попарно коммутируют и, конечно же, коммутируют их

образы Pγi
= ϕ′(Qγi

). Значит, их можно в одном базисе записать в диагональном
виде с теми же (и тем же количеством и расположением) 1, ξ, ξ2 на диагонали.
Временно перейдём к этому базису.

Опишем матрицу перехода к рассматриваемому базису.
На части базиса {γi,−γi, hγi

, hα}, где 〈α, γi〉 = −1, матрица перехода имеет
вид 


1 −ξ −2ξ2 −ξ
−ξ 1 2ξ2 ξ
1 −1 1 0
0 0 0 1


 .

Если взять такой корень α, что 〈α, γi〉 = 〈α, γj〉 = −1, то на части базиса,
образованной корнями

{α,−α, α + γi,−α − γi, α + γj ,−α − γj , α + γi + γj ,−α − γi − γj},
матрица перехода имеет вид



1 0 ξ 0 ξ 0 −ξ 0
0 1 0 −ξ 0 −ξ 0 −ξ
ξ 0 1 0 −ξ 0 ξ 0
0 −ξ 0 1 0 −ξ 0 −ξ
ξ 0 −ξ 0 1 0 ξ 0
0 −ξ 0 −ξ 0 1 0 −ξ
−ξ 0 ξ 0 ξ 0 1 0
0 −ξ 0 −ξ 0 −ξ 0 1




.

Заметим при этом, что для любой пары корней γi, γj , 1 � i, j � k, существует
такой корень γi,j , что 〈γi, γi,j〉 = 〈γj , γi,j〉 = −1 (для пары корней ep − ep+1 и
eq ± eq+1 это корень ep+1 − eq; для пары корней ep + ep+1 и eq ± eq+1 это корень
−ep+1−eq; для пары корней ep−ep+1 и ep+ep+1 это корень −ep+eq, q 	= p, p+1;
для пары корней ep − ep+1 и 1

2 (e1 + e2 ± . . .± (ep + eep+1)± . . .) это корень e1 ∓ ep

или e1 ∓ ep+1; наконец, для пары 1
2 (e1 + e2 − e3 − e4 − e5 − e6 − e7 − e8) и

1
2 (e1 + e2 + e3 + e4 − e5 − e6 − e7 − e8) это e1 − e5).

Рассмотрим элемент группы Вейля wi,j = wγi,j
(1)wγi

(1)wγj
(1)wγi,j

(1). Легко
показать, что w2

i,j = E и wi,jQγi
wi,j = Qγj

. Рассмотренная замена базиса не
меняет элементы wi,j .

Посмотрим на Wi,j = ϕ1(wi,j). Понятно, что это тоже элемент порядка два,
переводящий Pγi

в Pγj
сопряжением (сейчас мы находимся в базисе, в котором
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все Pq диагональны и совпадают с диагональным видом Qq). При этом Wi,j

коммутирует со всеми Pγk
, k 	= i, j.

Рассмотрим некоторые корни α, β и место (α, β) в матрице Wi,j .
Пусть корни α и β ортогональны γi и γj . Тогда они обязательно не ортого-

нальны каким-то γk, k 	= i, j. Ясно, что чтобы на месте (α, β) стоял не ноль,
нужно, чтобы для всякого γk, k 	= i, j, выполнялось 〈α, γk〉 = 〈β, γk〉.

Для системы корней Al можно для удобства считать, что γi = α1, γj = α3,
α = ep − eq, β = et − es. Сразу получаем, что p, q, t, s > 4. Пусть p 	= t, q 	= s.
Рассмотрим γk = ep − ep+1 или ep−1 − ep. Понятно, что по предположению
в первом случае s = p + 1, во втором s = p− 1. Аналогично t = q + 1 или q − 1.
Ясно, что не может быть ситуации, когда p 	= t, q = s, или p = t, q 	= s. Таким
образом, чтобы на месте (α, β) в рассматриваемом случае стоял не ноль, нужно,
чтобы α = β или α = −β ± γl ± γk (для каждого α существует не более одного
такого β).

Для систем корней Dl, El ситуация ещё лучше, так как в последовательности
γ1, . . . , γk есть дополнительные корни, чтобы различить α и β. Поэтому в этом
случае обязательно α = β.

Теперь пусть корень α ортогонален γi и γj , а корень β нет (и пусть он
не ортогонален по крайней мере γj). Мы знаем, что выполняется соотношение
Pγi

Wi,j = Wi,jPγj
. Пусть на месте (α, β) в матрице Wi,j стоит a, тогда в соотно-

шении в левой матрице на этом место будет стоять по-прежнему a, а в правой—
aξ или aξ2. Отсюда следует, что a = 0.

Остаётся рассмотреть случаи, когда оба корня α, β не ортогональны ка-
ким-то из корней γi, γj . Из тех же рассуждений, что и в предыдущем абзаце,
следует, что если и α и β ортогональны одному из γi, γj и не ортогональны
второму, то на месте (α, β) стоит ноль.

Теперь пусть для определённости α ⊥ γj , β ⊥ γi. В этом случае снова
возможны два варианта: либо α = ±γi, либо существуют ещё какие-то γt,
t 	= i, j, которым α не ортогонален. В первом случае понятно, что коэффициент
будет ненулевым, только если β = ±γj (с тем же знаком). Во втором случае
снова рассмотрим систему корней Al. Для удобства предположим, что γi = α1,
γj = α3. Тогда α = ±e1 ± ep или α = ±e2 ± ep, p > 4, и сразу видно, что для β
есть две возможности: либо это корень wi,j(α) = ±e3±ep или wi,j(α) = ±e4±ep,
либо это корень −wi,j(α)±γj ±γt, γt = ep−ep+1 или γt = ep−1−ep. Для других
систем корней снова ситуация может быть только ещё однозначнее.

В последнем из случаев α и β не ортогональны ни γi, ни γj . Рассмотрим
снова системы корней по отдельности.

Для системы корней Al в предположении, что γi = α1, γj = α3, должно
выполняться α = ±ep ± eq, где p = 1, 2, q = 3, 4. Без ограничения общности
можем считать, что α = e1 − e3, тогда β = e3 − e1 или β = e2 − e4. Для каждого
из возможных корней α есть две возможности корня β.

Для системы корней Dl если γi = e1−e2, γj = e3−e4, α = e1−e3, β = e3−e1,
то 〈α, e1 + e2〉 	= 〈β, e1 + e2〉, откуда снова получим, что на месте (α, β) стоит
ноль. Значит, остаётся только возможность β = e2 − e4. Аналогично получаем
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единственную возможность β = wi,j(α) при другом выборе α. Если γi = e1 − e2,
γj = e1 + e2, то α обязательно должно быть или ±e1 ± ep, или ±e2 ± ep, p > 2.
Пусть, например, α = e1 − e3. Тогда сразу видно, что β = e1 − e3, всего одна
возможность.

Случай системы корней El совершенно аналогичен случаю Dl.
На части базиса, образованной векторами hα1 , . . . , hαl

, пока матрица Wi,j

может быть произвольной.
Заметим, что для систем корней Dl, El элементы Wi,j сразу же (просто после

рассмотрения соотношений) близки к их прообразам wi,j , поэтому мы рассмот-
рим замены базиса для систем корней Al как для случая, где Wi,j наиболее
далеки от wi,j . Для удобства рассмотрим систему корней A5. Понятно, что для
всех остальных систем корней замены будут производиться аналогично.

В системе корней A5 упорядочим корни следующим образом:

±(e1 − e2), ±(e2 − e3), ±(e3 − e4), ±(e4 − e5), ±(e5 − e6),
±(e1 − e3), ±(e2 − e4), ±(e3 − e5), ±(e4 − e6), ±(e1 − e4),
±(e2 − e5), ±(e2 − e6), ±(e1 − e5), ±(e2 − e6), ±(e1 − e6).

Нас будут интересовать W1,3 и W3,5 (так как W1,5 ими порождается). Рас-
смотрим по отдельности части базиса, инвариантные одновременно относитель-
но W1,3 и W3,5.

Инвариантна относительно обеих матриц часть базиса

{±(e1 − e2), ±(e3 − e4), ±(e5 − e6)},
на которой

W1,3 =




0 0 a1,5 0 0 0
0 0 0 a2,6 0 0

a5,1 0 0 0 0 0
0 a6,2 0 0 0 0
0 0 0 0 a9,9 0
0 0 0 0 0 a10,10




,

W3,5 =




b1,1 0 0 0 0 0
0 b2,2 0 0 0 0
0 0 0 0 b5,9 0
0 0 0 0 0 b6,10

0 0 b9,5 0 0 0
0 0 0 b10,6 0 0




.

Произведём замену базиса (коммутирующую со всеми Pα1 , Pα3 , Pα5) следу-
ющим образом:

v′
1 = v1, v′

2 = v2, v′
5 = a1,5v5, v′

6 = a2,6v6, v′
9 = b5,9a1,5v9, v′

10 = b6,10a1,6v10.
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Тогда матрицы W1,3, W3,5 на этих частях базиса примут вид


0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

a′
5,1 0 0 0 0 0
0 a′

6,2 0 0 0 0
0 0 0 0 a9,9 0
0 0 0 0 0 a10,10




,




b1,1 0 0 0 0 0
0 b2,2 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 b′9,5 0 0 0
0 0 0 b′10,6 0 0




,

а так как W 2
1,3 = W 2

3,5 = E, то a′
5,1 = a′

6,2 = b′9,5 = b′10,6 = 1. Кроме того,

W1,3W3,5 =




0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

b1,1 0 0 0 0 0
0 b2,2 0 0 0 0
0 0 a9,9 0 0 0
0 0 0 a10,10 0 0




—

это элемент порядка 3, поэтому b1,1 = a9,9, b2,2 = a10,10, все эти элементы имеют
порядок 2.

Следующая часть базиса—

±(e2 − e3), ±(e4 − e5), ±(e1 − e4), ±(e2 − e5), ±(e3 − e6), ±(e1 − e6).

На ней матрица W1,3 равна



a3,3 0 0 0 0 a3,20 0 0 0 0 0 0
0 a4,4 0 0 a4,19 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 a7,21 0 0 0 0 a7,30

0 0 0 0 0 0 0 a8,22 0 0 a8,29 0
0 a19,4 0 0 a19,19 0 0 0 0 0 0 0

a20,3 0 0 0 0 a20,20 0 0 0 0 0 0
0 0 a21,7 0 0 0 0 0 0 a21,24 0 0
0 0 0 a22,8 0 0 0 0 a22,23 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 a23,22 0 0 a23,29 0
0 0 0 0 0 0 a24,21 0 0 0 0 a24,30

0 0 0 a29,8 0 0 0 0 a29,23 0 0 0
0 0 a30,7 0 0 0 0 0 0 a30,24 0 0




,

а матрица W3,5 равна



0 0 0 0 0 0 b3,21 0 0 0 0 b3,30

0 0 0 0 0 0 0 b4,22 0 0 b4,29 0
0 0 b7,7 0 0 0 0 0 0 b7,24 0 0
0 0 0 b8,8 0 0 0 0 b8,23 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 b19,22 0 0 b19,29 0
0 0 0 0 0 0 b20,21 0 0 0 0 b20,30

b21,3 0 0 0 0 b21,20 0 0 0 0 0 0
0 b22,4 0 0 b22,19 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 b23,8 0 0 0 0 b23,23 0 0 0
0 0 b24,7 0 0 0 0 0 0 b24,24 0 0
0 b29,4 0 0 b29,19 0 0 0 0 0 0 0

b30,3 0 0 0 0 b30,20 0 0 0 0 0 0




.
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Опишем на этой части нужную нам замену базиса (естественно, коммутиру-
ющую со всеми Pα1 , Pα3 , Pα5). Замену базиса будем производить постепенно,
по шагам.

1. Все векторы базиса остаются неизменными, кроме векторов v19 и v20.
Положим

v′
19 = a4,4v4 + a19,4v19, v′

20 = a3,3v3 + a20,3v20.

После таких преобразований в матрице W3,5 структура не изменится (толь-
ко поменяются ненулевые элементы bi,j , но мы для простоты не будем писать
штрихи), а матрица W1,3 (в том числе благодаря тому, что она имеет порядок 2)
будет иметь вид


0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 a7,21 0 0 0 0 a7,30

0 0 0 0 0 0 0 a8,22 0 0 a8,29 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 a21,7 0 0 0 0 0 0 a21,24 0 0
0 0 0 a22,8 0 0 0 0 a22,23 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 a23,22 0 0 a23,29 0
0 0 0 0 0 0 a24,21 0 0 0 0 a24,30

0 0 0 a29,8 0 0 0 0 a29,23 0 0 0
0 0 a30,7 0 0 0 0 0 0 a30,24 0 0




.

Далее применим следующую замену.
2. Все векторы базиса остаются неизменными, кроме векторов v21 и v22.

Положим
v′
21 = b21,3v21 + b30,3v30, v′

22 = b22,4v22 + b29,4v29.

После таких преобразований в матрице W1,3 структура не изменится, а матри-
ца W3,5 примет вид


0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 b7,7 0 0 0 0 0 0 b7,24 0 0
0 0 0 b8,8 0 0 0 0 b8,23 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 b19,22 0 0 b19,29 0
0 0 0 0 0 0 b20,21 0 0 0 0 b20,30

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 b23,8 0 0 0 0 b23,23 0 0 0
0 0 b24,7 0 0 0 0 0 0 b24,24 0 0
0 0 0 0 b29,19 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 b30,20 0 0 0 0 0 0




.
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3. Все векторы базиса остаются неизменными, кроме векторов v7 и v8. По-
ложим

v′
7 = a7,21v7 + a24,21v24, v′

8 = a8,22v8 + a23,22v23.

После таких преобразований в матрице W3,5 структура не изменится, а матрица
W1,3 примет вид



0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 a7,30

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 a8,29 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 a21,24 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 a22,23 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a23,29 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a24,30

0 0 0 0 0 0 0 0 a29,23 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 a30,24 0 0




.

Мы знаем, что W 2
3,5 = E. В матрице W 2

3,5 на месте (5, 2) стоит b19,22, а на
месте (6, 1)— b20,21. Значит, b19,22 = b20,21 = 0.

Произведём дальнейшие замены.
4. Все векторы базиса остаются неизменными, кроме векторов v23 и v24.

Положим
v′
23 = b7,7v7 + b24,7v24, v′

24 = b8,8v8 + b23,8v24.

После таких преобразований в матрице W1,3 структура не изменится, а матрица
W3,5 примет вид



0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b19,29 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b20,30

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 b29,19 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 b30,20 0 0 0 0 0 0




.

Из того что матрица W1,3W3,5 имеет порядок 3, сразу получаем a22,23 =
= a21,24 = 0. Из того что W1,3 имеет порядок 2, следует, что a7,30 = a8,29 = 0.

5. Теперь рассмотрим последнюю замену базиса, где

v′
29 = b29,19v29, v′

30 = b30,20v30, v′
23 = a23,29v23, v′

24 = a24,30v30.
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После этой замены мы будем иметь W1,3 = w1,3, W3,5 = w3,5 на рассматриваемой
части базиса.

Для части базиса

±(e1 − e3), ±(e2 − e4), ±(e3 − e5), ±(e4 − e6), ±(e1 − e5), ±(e2 − e6)

все рассуждения аналогичны предыдущей части.
Осталось рассмотреть часть базиса

hα1 , hα2 , hα3 , hα4 , hα5 .

На ней можно производить любую замену базиса, так как Pα1 , Pα3 , Pα5 на этой
части базиса единичны.

Пусть на этой части

W1,3 =




a31,31 a31,32 a31,33 a31,34 a31,35

a32,31 a32,32 a32,33 a32,34 a32,35

a33,31 a33,32 a33,33 a33,34 a33,35

a34,31 a34,32 a34,33 a34,34 a34,35

a35,31 a35,32 a35,33 a35,34 a35,35


 ,

W3,5 =




b31,31 b31,32 b31,33 b31,34 b31,35

b32,31 b32,32 b32,33 b32,34 b32,35

b33,31 b33,32 b33,33 b33,34 b33,35

b34,31 b34,32 b34,33 b34,34 b34,35

b35,31 b35,32 b35,33 b35,34 b35,35


 .

Произведём сначала следующую замену базиса. Все элементы базиса оста-
ются неизменными, только

v′
33 = a31,33v31 + a32,33v32 + a33,33v33 + a34,33v34 + a35,33v35.

После такой замены матрица W1,3 примет вид

W1,3 =




0 a31,32 1 a31,34 a31,35

0 a32,32 0 a32,34 a32,35

1 a33,32 0 a33,34 a33,35

0 a34,32 0 a34,34 a34,35

0 a35,32 0 a35,34 a35,35


 .

Следующей заменой базиса будем менять только v32. Положим

v′
32 = (a31,34v31 + a32,34v32 + a33,34v33 + a34,34v34 + a35,34v35) − v34 − v33.

Тогда матрица W1,3 будет иметь вид (воспользуемся также тем, что W 2
1,3 = E)

W1,3 =




0 −1 1 0 a31,35

0 −1 0 1 a32,35

1 −1 0 1 a33,35

0 0 0 1 a34,35

0 0 0 0 a35,35


 .
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Аналогичными заменами для матрицы W3,5 (менять нужно элементы базиса
v34 и v35) мы можем добиться того, что

W3,5 =




b31,31 0 0 0 0
b32,31 1 0 0 0
b33,31 1 0 −1 0
b34,31 1 0 −1 0
b35,31 0 1 −1 1


 .

Далее мы имеем неизвестные

a31,35, a32,35, a33,35, a34,35, a35,35, b31,31, b32,31, b33,31, b34,31, b35,31,

из которых a35,35 и b31,31 сравнимы с единицей по модулю радикала, остальные
переменные лежат в радикале.

Кроме того, у нас есть три матричных соотношения:

1) W 2
1,3 = E;

2) W 2
3,5 = E;

3) (W1,3W3,5)3 = E.

Из них мы получаем некоторое количество полиномиальных соотношений на
переменные.

Будем постепенно избавляться от переменных, считая их коэффициенты по
модулю радикала. Если в конце мы придём к тому, что последняя переменная
равна нулю, то и все переменные равны тому, с чем они сравнимы по модулю
радикала.

Из соотношения 1) для позиции (1, 5) в 1) получаем, что a32,35 = a33,35 +
+a31,35; для позиции (3, 5)—что a34,35 = 0. Аналогично, из соотношения 2) для
позиции (5, 1) получаем, что b34,31 = b35,31 + b33,31; для позиции (33, 31)—что
b32,31 = 0. Из соотношения 3) для позиции (2, 2) получаем, что b35,31 = −b33,31;
для позиции (1, 3)—что a31,35 = 0; для позиции (1, 4)—что b33,31 = 0; для
позиции (1, 2)—что a35,35 = 1; для позиции (1, 1)—что b31,31 = 1; наконец, для
позиции (2, 3)—что a33,35 = 0. Таким образом, на этой части базиса также W1,3

и W3,5 совпали с w1,3 и w3,5 соответственно.
В совокупности мы получили, что W1,3 отличается от w1,3 только в позици-

ях (9, 9) и (10, 10) (матрица диагональна, но на диагонали имеет не единицы,
а некоторые элементы порядка два, сравнимые с единицей). Из того что W1,3

имеет единичный определитель (так как является произведением коммутато-
ров), следует, что эти элементы на диагонали равны. Аналогичны равны друг
другу (и множителям для W1,3) элементы на позициях (1, 1) и (2, 2) в матрице
W3,5. Обозначим их через µ. Понятно, как диагональной заменой базиса во всех
рассмотренных его частях добиться того, чтобы W1,3 = µw1,3, W3,5 = µw3,5.

Теперь заменой базиса, обратной к исходной, вернём Qγi
из диагонального

вида в нормальный, в котором в матрице уже не встречаются элементы ξ и ξ2.
Как мы знаем, Wi,j при этом не поменяются.
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Таким образом, мы теперь можем считать, что нам дан изоморфизм ϕ2 со
всеми свойствами изоморфизма ϕ1 и ещё такой, что ϕ2(Qγi

) = Qγi
для всех

i = 1, . . . , k и ϕ2(wi,j) = µwi,j для всех i, j = 1, . . . , k, i 	= j, µ2 = 1.
Будем далее предполагать, что мы рассматриваем изоморфизм ϕ2 с этими

свойствами.

4. Ограничение рассмотрения образов элементов
xα(1) и wα(1) на различные части базиса

Предположим теперь, что ϕ2

(
xαi

(1)
)

= xi, ϕ2

(
wαi

(1)
)

= Wi.
Для начала рассмотрим x1 (мы сейчас считаем, что корни в любом случае

пронумерованы так, что γ1 = α1). Мы знаем, что x1 коммутирует со всеми
Qγi

, i > 1. Понятно, что благодаря этому x1 распадается на некоторые блоки.
Посмотрим, на какие именно.

Для начала предположим, что мы имеем дело с системой корней Al, где
l нечётно. Рассмотрим корень α = ei − ej , i < j. Если α = α1 = e1 − e2, то
α ортогонален всем γj , j > 1. Понятно, что если взять другой произвольный
корень β, не коллинеарный корню α, то будет существовать какой-то γj , не
ортогональный β. Значит, на месте (α, β) в матрице x1 должен стоять ноль.
Получается, что корни ±α1 вместе с базисными элементами h1, . . . , hl дают от-
дельную инвариантную часть базиса. Пусть теперь α = e1−ei, i > 2 (аналогично
можно будет рассмотреть корни вида e2 − ei, i > 2). Такой корень не ортого-
нален ровно одному корню из последовательности γ2, . . . , γk, например γj (это
либо ei−ei+1, либо ei−1−ei). Тем же свойством будут обладать корни ±(e1−ei),
±(e2 − ei) и либо ±(e1 − ei−1), ±(e2 − ei−1), ±(ei−1 − ei), либо ±(e1 − ei+1),
±(e2−ei+1), ±(ei−ei+1). Именно такое множество корней образует часть базиса,
инвариантную относительно матрицы x1. Осталось рассмотреть корень ei − ej ,
не ортогональный сразу двум корням γp, γq. Без ограничения общности предпо-
ложим, что i, j нечётны. Тогда инвариантна часть базиса ±(ei−ej), ±(ei−ej+1),
±(ei+1 − ej), ±(ei+1 − ej+1).

Теперь предположим, что система корней снова Al, но l чётно. Аналогичны-
ми рассуждениями убедимся, что части базиса, на которые будет распадаться
матрица x1, будут иметь один из следующих видов:

1) ±(e1 − e2), ±(e1 − el+1), ±(e2 − el+1), h1, . . . ;
2) ±(e1 − e2i−1), ±(e1 − e2i), ±(e2 − e2i−1), ±(e2 − e2i), ±(e2i−1 − e2i),

±(e2i−1 − el+1), ±(e2i − el+1), i > 1;
3) ±(e2i−1 − e2j−1), ±(e2i−1 − e2j), ±(e2i − e2j−1), ±(e2i − e2j), i 	= j, i, j > 1.

Пусть мы имеем дело с системой корней Dl. Части базиса, на которые будет
распадаться матрица x1, будут иметь один из следующих видов:

1) ±(e1 − e2), h1, . . . ;
2) ±(e1 + e2);
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3) ±(e1 − ei), ±(e2 − ei), i > 2;
4) ±(e1 + ei), ±(e2 + ei), i > 2;
5) ±(ei − ej), i, j > 2;
6) ±(ei + ej), i, j > 2.

Видно, что они будут заведомо мельче, чем части базиса для систем корней Al.
Теперь пусть рассматривается система E8. В этом случае получатся следую-

щие части базиса:

1) ±(e1 − e2), h1, . . . ;
2) ±(e1 + e2);
3) ±(e1 − ei), ±(e2 − ei), i > 2;
4) ±(e1 + ei), ±(e2 + ei), i > 2;
5) ±(ei − ej), i, j > 2;
6) ±(ei + ej), i, j > 2;
7) ± 1

2 (−e1+e2±e3±e4±e5±e6±e7±e8), ± 1
2 (e1−e2±e3±e4±e5±e6±e7±e8);

8) ± 1
2 (e1 + e2 ± e3 ± e4 ± e5 ± e6 ± e7 ± e8).

Для таких систем корней тоже части базиса строго являются разбиениями ча-
стей базиса для системы корней Al. Благодаря этому мы можем ограничиться
рассмотрением системы Al, l � 3.

Теперь посмотрим на элемент x2. Он коммутирует с элементами Qi нашей
последовательности, только начиная с третьего её члена, поэтому части базиса
будут более крупными.

Как мы уже видели, можно не рассматривать системы корней Dl, El, а
рассмотреть только систему корней Al, l � 3. Для этой системы если l нечётно,
то матрица x2 разбивается на следующие части:

1) ±(e1 − e2), ±(e1 − e3), ±(e1 − e4), ±(e2 − e3), ±(e2 − e4), ±(e3 − e4), h1, . . . ;
2) ±(e1 − ei), ±(e2 − ei), ±(e3 − ei), ±(e4 − ei), ±(e1 − ei+1), ±(e2 − ei+1),

±(e3 − ei+1), ±(e4 − ei+1), i > 4, i нечётно;
3) ±(ei − ej), ±(ei − ej+1), ±(ei+1 − ej), ±(ei+1 − ej+1), i, j > 4, i, j нечётны;
4) ±(ei − ei+1), i > 4, i нечётно.

Если l чётно, то части будут иметь следующий вид:

1) ±(e1 − e2), ±(e1 − e3), ±(e1 − e4), ±(e2 − e3), ±(e2 − e4), ±(e3 − e4),
±(e1 − el+1), ±(e2 − el+1), ±(e3 − el+1), ±(e4 − el+1), h1, . . . ;

2) ±(e1 − ei), ±(e2 − ei), ±(e3 − ei), ±(e4 − ei), ±(e1 − ei+1), ±(e2 − ei+1),
±(e3 − ei+1), ±(e4 − ei+1), ±(ei − el+1), ±(ei+1 − el+1), i > 4, i нечётно;

3) ±(ei − ej), ±(ei − ej+1), ±(ei+1 − ej), ±(ei+1 − ej+1), i, j > 4, i, j нечётны;
4) ±(ei − ei+1), ±(ei − el+1), ±(ei+1 − el+1), i > 4, i нечётно.

Таким образом, в совокупности (для x1 и x2) наши матрицы разбиваются на
те же части базиса, которые перечислены выше для матрицы x2.

Ясно, что случаи чётного и нечётного l нужно рассматривать по отдельности,
но не нужно рассматривать никакие системы корней, кроме Al.
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5. Образы элементов wαi
и xαi

(1)

Заметим, что на каждой части базиса и в каждом из рассматриваемых слу-
чаев ситуация такова: имеется несколько известных матриц (например, Qα1 ,
Qα3 , w1,3) и несколько неизвестных (например, образы матриц wα1(1) и wα2(1),
которые мы обозначим через wα1(1)+W1 и wα2(1)+W2). Понятно, что матрицы
W1 и W2 лежат в идеале MN (J). Все остальные неизвестные матрицы каким-то
образом выражаются через известные и введённые неизвестные матрицы (на-
пример, ϕ2

(
xα1(1)

)
= Qα1 ·(wα1(1)+W1)3). Кроме того, имеется некоторый набор

соотношений (например, (wα1(1) + W1)Qα3 = Qα3(wα1(1) + W1)), которым удо-
влетворяют неизвестные матрицы W1 и W2. Мы хотим показать, что можно,
сделав ещё несколько замен базиса, коммутирующих с уже известными матри-
цами, добиться того, что всем выписанным соотношениям будут удовлетворять
только нулевые матрицы W1 и W2. Это будет означать, что матрицы wα1(1) и
wα2(1) при полученном изоморфизме переходят в себя, что нам и требуется.

Пусть элементы матриц W1 и W2 обозначены через z1, . . . , zp. Заметим, что
каждое матричное соотношение даёт N2 полиномиальных уравнений от пере-
менных z1, . . . , zp с целыми коэффициентами.

Предположим, что один из таких полиномов мы можем представить в виде

zk0A + z1B1 + . . . + zk0−1Bk0−1 + zk0+1Bk0+1 + . . . + zpBp = 0,

при этом полином A обратим по модулю радикала, Bi —какие-то полиномы (во
все эти полиномы, в том числе и в A, может входить zk0). Тогда

zk0 = −z1B1 + . . . + zk0−1Bk0−1 + zk0+1Bk0+1 + . . . + zpBp

A
,

мы можем подставить выражение для zk0 во все остальные полиномиальные
соотношения. Если мы сможем выбрать последовательно p таких соотношений,
что в процессе процедуры такой подстановки каждый раз сможем избавляться
от какой-то очередной переменной, то к последнему соотношению мы будем
иметь выражение

zkp
C = 0,

где C — это некоторое рациональное выражение от переменных z1, . . . , zp, обра-
тимое по модулю радикала. Тогда мы сможем сказать, что zkp

= 0, а следова-
тельно, все остальные переменные тоже равны нулю. Существование p искомых
соотношений эквивалентно существованию p таких соотношений, что квадрат-
ная матрица, составленная из коэффициентов этих соотношений по модулю ра-
дикала, имеет обратимый (т. е. нечётный) определитель.

Так как выписывать матрицу размера p × p сложно и ненаглядно, можно
последовательно выписывать искомые соотношения, но для простоты писать
коэффициенты A и Bi по модулю радикала (в результате эти коэффициенты
будут 0 и 1).

Понятно, что такая процедура эквивалентна «линеаризации» всех соотноше-
ний относительно переменных матриц W1 и W2. Именно, если при раскрытии
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скобок в соотношении где-то стоит выражение WiWjA, где i, j ∈ {1, 2}, A—
любая матрица, то такое выражение мы можем считать нулевым. В результате
соотношения станут линейными относительно W1 и W2.

Нам нужно будет показать, что после выражения одних неизвестных через
другие в этих соотношениях все неизвестные оказываются нулевыми.

Сначала покажем это на простых частях базиса: на третьей и четвёртой.

5.1. Части базиса четвёртого типа

Это самая простая часть базиса, имеющая вид

±(ei − ei+1), i > 4, i нечётно.

На этой части базиса все интересующие нас матрицы (wα1(1), wα2(1), xα1(1),
xα2(1), xα1+α2(1)) единичны.

Мы знаем, что элемент

(wα1(1) + W1)(wα2(1) + W2) = (E + W1)(E + W2)

имеет порядок три. Линеаризуя это соотношение, получаем

(E + W1 + W2)3 = E ⇐⇒ 3W1 = −3W2 ⇐⇒ W2 = W1.

Таким образом, мы можем считать, что W2 = W1.
Теперь вспомним, что

ϕ
(
xα1(1)

)
= xα1(1) + X1 = E + X1 = Q1 · (wα1(1) + W1)3 = (E + W1)3,

откуда после линеаризации получаем, что X1 = 3W1 = W1. Кроме того,

E + X1+2 = ϕ2

(
xα1+α2(1)

)
=

= (E + W2) · (E + X1) · (E + W2)3 = E + X1 + 4W1 = E + X1,

т. е. X1+2 = X1. Аналогично

E + X2 = ϕ2(xα2(1) = (E + W1) · (E + X1+2) · (E + W1)3,

откуда получаем, что X2 = X1+2 = X1 = W1.
Теперь воспользуемся соотношением

xα1+α2(1)xα1(1)xα2(1) = xα2(1)xα1(1),

которое для образов даст нам

(E + W1)(E + W1)(E + W1) = (E + W1)(E + W1).

Очевидно, W1 = 0, что и требовалось.
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5.2. Части базиса третьего вида

Теперь рассмотрим часть базиса третьего типа, а именно

±(ei − ej), ±(ei − ej+1), ±(ei+1 − ej), ±(ei+1 − ej+1), i, j > 4, i, j нечётны.

Заметим, что на этой части, как и на предыдущей, единичны матрицы wα1(1),
wα2(1), xα1(1), xα2(1), xα1+α2(1). Значит, рассуждения абсолютно аналогичны
предыдущему пункту, так как в нём мы пользовались только видом выписанных
выше матриц и двумя соотношениями, которые будут выполняться и на этой
части базиса.

5.3. Части базиса второго вида

Перейдём теперь к части базиса второго вида, а именно вида

± (e1 − ei), ±(e2 − ei), ±(e3 − ei), ±(e4 − ei), ±(e1 − ei+1),
± (e2 − ei+1), ±(e3 − ei+1), ±(e4 − ei+1), i > 4, i нечётно.

Матрица W1 раскладывается в прямую сумму на частях базиса

±(e1 − ei), ±(e2 − ei), ±(e1 − ei+1), ±(e2 − ei+1)

и

±(e3 − ei), ±(e4 − ei), ±(e3 − ei+1), ±(e4 − ei+1),

поэтому про половину её коэффициентов мы знаем, что они равны нулю.
Матрица для Qαi

имеет вид

Qi =




−1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 −1




;
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матрица для Qα1 имеет вид

Q1 =




−1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1




;

матрица для w1,3 имеет вид




0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0




;

матрица для wα1(1) имеет вид

w1 =




0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1




;
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матрица для wα2(1) имеет вид

w2 =




1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1




.

Кроме того,

x1 = xα1(1) = Q1 · w−1
1 , w3 = wα3(1) = w1,3w1w1,3, Q3 = Qα3 = w1,3Q1w1,3,

x1+2 = xα1+α2(1) = w2x1w
−1
2 , x2 = xα2(1) = w1x1+2w

−1
1 .

Пусть W1 = (ai,j), W2 = (bi,j). Из того что W1 коммутирует с Qα3 и с Qαi
,

следует, что W1 на первой части базиса имеет вид



a1 a2 a3 a4 a5 − a1 a2 − a6 −a7 a4 − a8
a9 a10 a11 a12 a13 a14 a15 −a16
a17 a18 a19 a20 −a21 a18 − a22 a23 − a19 a20 − a24
a25 a26 a27 a28 a29 a30 a31 a32

a1 − a5 a6 a7 a8 a5 a2 a3 − a7 a4
−a13 − a9 −a14 −a15 − a11 a16 a9 a10 − a14 a11 a12 + a16

a21 a22 a19 − a23 a24 a17 − a21 a18 a23 a20
−a29 − a25 −a30 −a31 − a27 −a32 a25 a26 − a30 a27 a28 − a32




,

на второй части базиса имеет вид



−a33+a34 a35+a36 a33 a35 a37
a35+a36 −

− a38
a39 a35+a40−a38

−a41−a42 a43+a44 a42 a43 a44 a45 −a47−a45 a46+a48
−a33 a36 a34 a35+a36 a39 a36−a40 a37+a39 a35+a36−a38
a41 −a43 −a41−a42 a44 a47 −a48−a46 a45 a47

−a37 a38 a33−a39 a48
a34+a37−

− a33
a35+a36 a39 a35

a41+a42−
− a45

−a46 a47+a45−a42 −a48−a46 −a41−a42 a44−a46 a42 a43−a46−a48

a39−a33 a40 a33−a37−a39 a38 −a39 a36
a34+a37+
+a39−a33

a35+a36

−a41−a47 a46+a48 a41+a42−a45 a48 a41
a46+a48 −

− a43
−a41 − a42 a44+a48




.

Пусть W2 = (bi,j), 1 � i, j � 16. Рассмотрим замену базиса с помощью
матрицы C, которая на первой части базиса имеет вид




1 0 a1,3 −a5,8 0 a1,10 a1,11 b1,12
a1,2 1 a6,7 0 a2,9 0 a6,15 a2,12
−a1,3 a5,8 1 + a1,3 0 −a1,11 a1,10 − b1,12 a1,11 a1,10

a6,7 − a1,2 0 a1,2 1 a2,9 + a6,15 a2,12 a2,9 a2,12
0 a1,10 a1,11 a5,8 + b1,12 1 −a1,3 − a1,11 a5,8 0

a1,2 + a2,9 0 −a6,7 + a6,15 a2,12 −a1,2 1 a6,7 a2,12
−a1,11 0 a1,11 a1,10 a1,3 + a1,11 0 1 0

0 −a2,12 a1,2 + a2,9 −a2,12 0 −a2,12 −a1,2 1




,
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а на второй части имеет вид



1 0 −a1,3 a5,8 0 −a1,10 −a1,11 −b1,12
−a1,2 1 a6,7 0 −a2,9 0 −a6,15 −a2,12
a1,3 −a5,8 1 − a1,3 0 a1,11 −a1,10 + b1,12 −a1,11 0

a1,2 − a6,7 0 a1,2 1 a2,9 + a6,15 a2,12 −a2,9 a2,12
0 a1,12 0 a5,8 + b1,12 1 0 −a1,3 − a1,11 a5,8
0 a1,2 + a2,9 0 −a6,7 + a6,15 −a1,2 1 a6,7 a2,12
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1




.

Эта матрица коммутирует с Q1, Q3, Qi и со всеми остальными полученными
матрицами, поэтому замена базиса с её помощью не изменит уже зафиксиро-
ванных нами матриц. С другой стороны, в линеаризованном виде в матрицах
W1 и W2 обнулятся следующие элементы: a1,3, a1,10, a1,11, a2,12, b1,12, a1,2, a6,7,
a2,9, a6,15, a5,8.

Введём выражения неизвестных матриц X1, X1+2, X2 через W1, W2:

X1 = Q1W1w
2
1 + Q1w1W1w1 + Q1w

2
1W1,

X1+2 = W2x1w
3
2 + w2X1w

3
2 + w2x1W2w

2
2 + w2x1w2W2w2 + w2x1w

2
2W2,

X2 = W1x1+2w
3
1 + w1X1+2w

3
1 + w1x1+2W1w

2
1 +

+ w1x1+2w1W1w1 + w1x1+2w
2
1W1.

Теперь выпишем список соотношений после линеаризации:


W2Qi − QiW2 = 0,

W1w2(w1w2)2 + w1W2(w1w2)2 + w1w2W1w2w1w2 + w1w2w1W2w1w2 +

+ (w1w2)2W1w2 + (w1w2)2w1W2 = 0,

w1,3W1w1,3w1 + w3W1 − w1w1,3W1w1,3 − W1w3 = 0,

w2w1w3W2 + w2w1w1,3W1w1,3w2 + w2W1w3w2 + W2w1w3w2 = 0,

x1X1+2 + X1x1+2 − X1+2x1 − x1+2X1 = 0,

X1x2x1+2 + x1X2x1+2 + x1x2X1+2 − X2x1 − x2X1 = 0.

После этого прямым подсчётом получаем, что матрицы W1 и W2 нулевые. Таким
образом, ϕ2

(
wα1(1)

)
= wα1(1) и ϕ2

(
wα2(1)

)
= wα2(1), что и требуется.

5.4. Части базиса первого вида

Заметим, что часть базиса первого типа для системы корней Al с нечёт-
ным l —это просто базис системы корней типа A3. Поэтому рассмотрим данную
систему с условием, что матрицы Q1, Q3, w1,3 переходят в себя. Соответственно,
мы можем считать, что нам даны три простых корня α1, α2, α3, порождающие
систему корней A3, базис из весовых векторов пронумерован следующим обра-
зом:

v1 = vα1 , v2 = v−α1 , v3 = vα2 , v4 = v−α2 , v5 = vα3 , v6 = v−α3 ,

v7 = vα1+α2 , v8 = v−α1−α2 , v9 = vα2+α3 , v10 = v−α2−α3 ,

v11 = vα1+α2+α3 , v12 = v−α1−α2−α3 , v13 = hα1 , v14 = hα2 , v15 = hα3 .
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В этом базисе матрицы, представляющие элементы wα1(1) и wα2(1), имеют
соответственно вид

w1 =




0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1




,

и

w2 =




0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1




.

Кроме того, xα1(1) имеет вид

x1 =




1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −2 1 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1




;
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матрица w1,3 имеет вид




0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0




.

Рассмотрим теперь общий вид матрицы с коэффициентами из радикала, ком-
мутирующей с матрицами Q1, Q3 и w1,3. Прямым подсчётом получим, что такая
матрица C разбивается на два диагональных блока относительно частей базиса

{v±1, v±3, V1, V2, V3}, {v±2, v±4, v±5, v±6};

на первой части базиса она имеет вид (мы не выписываем удвоенные коэффи-
циенты, потому что они исчезают в линеаризованной форме)




c1,1 c1,2 c1,5 −c1,5 −c1,5 c1,14 c1,5
c1,2 c1,1−c1,2+c1,5 −c1,5 c1,5 −c1,5 −c1,2+c1,5−c1,14 −c1,5
c1,5 −c1,5 c1,1 c1,2 c1,5 −c1,14 −c1,5

−c1,5 c1,5 c1,2 c1,1−c1,2+c1,5 −c1,5 c1,5−c1,2+c1,14 −c1,5
c13,1 −c1,2+c13,1+c1,5 c13,5 −c13,5 c1,1+c1,2+c13,1 c13,14 c13,5
−c1,5 c1,5 c1,5 −c15 −c1,5 c1,1+c1,2+c1,14 c1,5

−c1,5−c13,5 c13,5+c1,5 c1,5+c13,1 −c1,2+c13,1 −c1,5−c13,5 c15,14 c15,15




;

на второй—




c3,3 c3,4 c3,7 c3,8 c3,9 c3,10 c3,11 c3,12
c3,4 c3,9+c3,11+c3,3+c3,7 c3,10−c3,4 c3,9+c3,11 c3,8−c3,4 c3,11+c3,7 c4,10 c3,11

−c3,7 c3,4−c3,8 c3,3+c3,7 c3,4 −c3,11 c3,10−c3,12 c3,9+c3,11 c3,10
−c3,10 −c3,9−c3,11 c3,4 c3,3+c3,7 c3,10−c3,12 −c3,11 c3,8−c3,4 c3,7
−c3,9 c3,4−c3,10 −c3,11 c3,8−c3,12 c3,3+c3,9 c3,4 c3,7+c3,11 c3,8
−c3,8 −c3,7−c3,11 c3,8−c3,12 −c3,11 c3,4 c3,3+c3,9 c3,10−c3,4 c3,9
c3,11 c3,4−c3,8+c3,12−c3,10 −c3,9−c3,11 c3,4−c3,10 −c3,7−c3,11 c3,4−c3,8 c11,11 c3,4
c3,12 c3,11 −c3,8 −c3,7 −c3,10 −c3,9 c3,4 c3,3




.

Пусть W1 = ϕ2

(
wα1(1)

)−wα1(1) = (xi,j) и W2 = ϕ2

(
wα2(1)

)−wα2(1) = (yi,j).
Выражение других неизвестных через W1 и W2 такое же, как в предыдущем
пункте. Соотношения после линеаризации имеют следующий вид:
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


W1Q3 − Q3W1 = 0,

W1wα2(1)
(
wα1(1)wα2(1)

)2 + wα1(1)W2

(
wα1(1)wα2(1)

)2 +
+ wα1(1)wα2(1)W1wα2(1)wα1(1)wα2(1) +
+ wα1(1)wα2(1)wα1(1)W2wα1(1)wα2(1) +

+
(
wα1(1)wα2(1)

)2
W1wα2(1) +

(
wα1(1)wα2(1)

)2
wα1(1)W2 = 0,

w1,3W1w1,3wα1(1) + wα3(1)W1 − wα1(1)w1,3W1w1,3 − W1w3 = 0,

w2w1w3W2 + w2w1w1,3W1w1,3w2 + w2W1w3w2 + W2w1w3w2 = 0,

x1X1+2 + X1x1+2 − X1+2x1 − x1+2X1 = 0,

X1x2x1+2 + x1X2x1+2 + x1x2X1+2 − X2x1 − x2X1 = 0.

Выберем в матрице C следующие элементы:

c3,3 = −y1,7, c1,1 = 0, c13,14 = y13,13, c3,12 = y1,10,

c13,1 = x13,14, c13,5 = −x15,14, c1,5 = −x13,5, c3,11 = −x5,5,

c3,9 = x4,8, c3,7 = −x3,7, c1,2 = −x1,14, c3,10 = −x3,10, c3,4 = −x3,4,

после этого сопряжём наши матрицы w1 + W1 и w2 + W2 рассматриваемой
матрицей E + C. В линеаризованном виде получим

(E + C)(wi + Wi)(E − C) ∼ wi + Wi + Cwi − wiC.

Таким образом, у матриц W1 и W2 (в линеаризованном смысле) стали равны
нулю следующие элементы: y5,9, y1,7, y13,13, y1,10, x13,14, x15,14, x13,5, x5,5, x4,8,
x3,7, x1,14, x3,10, x3,4. Теперь применим напрямую все выписанные соотношения
и получим, что матрицы W1 и W2 полностью равны нулю. Таким образом,
ϕ2

(
wα1(1)

)
= wα1(1) и ϕ2

(
wα2(1)

)
= wα2(1), что и требуется.

6. Образы элементов xαi
(t)

Теперь нас будут интересовать образы матриц xαi
(t). Так как все части

базиса рассматриваются похожим образом, посмотрим только на часть базиса
второго типа.

Так как все элементы группы Вейля переходят в себя под действием ϕ, то
достаточно проследить за образами элементов xα1(t). Фиксируем произвольный
элемент t ∈ R и рассмотрим образ ϕ

(
xα1(t)

)
= Xt. Так как матрица Xt ком-

мутирует с матрицами wα3 , xα1(1), xα3(1), xαi
(1), Qi, Q3, xα1+α2(1) и x−α2(1),

сразу получаем, что матрица Xt имеет вид
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


x1,1 0 x1,3 0 0 0 0 0 0 x1,10 0 0 0 0 0 0

0 x2,2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 x1,1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 x4,2 0 x2,2 0 0 0 0 0 0 x4,11 0 0 0 0 0

0 0 0 0 x1,1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 x2,2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 x1,1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 x2,2 0 0 0 0 0 0 0 0

0 −x1,10 0 0 0 0 0 0 x1,1 0 x1,3 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 x2,2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x1,1 0 0 0 0 0

0 0 −x4,11 0 0 0 0 0 0 x4,2 0 x2,2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x1,1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x2,2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x1,1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x2,2




.

Теперь введём
X1+2

t = ϕ2

(
xα1+α2(t)

)
= w2Xtw

−1
2

и рассмотрим соотношение X1+2
t xα2(1)Xt = Xtxα2(1). Из соотношений для по-

зиций (1, 1) и (2, 2) следует, что x1,1(x1,1 − 1) = 0 и x2,2(x2,2 − 1) = 0, поэтому
x1,1 = x2,2 = 1. Из соотношений для позиции (1, 10) следует, что x1,10 = 0, из из
соотношений для позиции (4, 13)—что x4,11 = 0. Кроме того, коммутирование
с другими элементами группы Вейля даёт x42 = −x1,3, поэтому Xt = xα1(s) для
некоторого s ∈ R∗.

Если ввести образ элемента hα1(t), то из аналогичных соотношений получим,
что это есть hα1(s).

Рассмотрением остальных типов частей базиса можно легко убедиться, что
для каждого элемента t ∈ R∗ соответствующий s ∈ R∗ един для всего базиса.

7. Доказательство основной теоремы

Ясно, что ϕ2

(
hαk

(t)
)

= hαk
(s), k = 1, . . . , n. Обозначим отображение t �→ s

через ρ : R∗ → R∗. Заметим, что для t ∈ R∗ справедливо

ϕ2

(
x1(t)

)
= ϕ2

(
hα2(t

−1)x1(1)hα2(t)
)

= hα2(s
−1)x1(1)hα2(s) = x1(s).

Если t /∈ R∗, то t ∈ J , т. е. t = 1 + t1, где t1 ∈ R∗. Тогда

ϕ2

(
x1(t)

)
= ϕ2

(
x1(1)x1(t1)

)
= x1(1)x1

(
ρ(t1)

)
= x1

(
1 + ρ(t1)

)
.

Таким образом, если мы продолжим отображение ρ на всё кольцо R (по фор-
муле ρ(t) := 1 + ρ(t − 1), t ∈ R), то получим, что ϕ2

(
x1(t)

)
= x1

(
ρ(t)

)
для

всех t ∈ R. Ясно, что ρ инъективно, аддитивно, а также мультипликативно на
всех обратимых элементах. Так как каждый элемент кольца R есть сумма двух
обратимых, то получаем, что ρ— это изоморфизм из кольца R на некоторое его
подкольцо R′. Заметим, что в данной ситуации CE(Φ, R)C−1 = E(Φ, R′) для
некоторой матрицы C ∈ GL(V ). Покажем, что R′ = R.

Обозначим матричные единицы через Eij .
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Лемма 1. Если для некоторой матрицы C ∈ GL(V ) справедливо равенство
CE(Φ, R)C−1 = E(Φ, R′), где R′ —подкольцо в R, то R′ = R.

Доказательство. Покажем, что с помощью группы Ead(Φ, R) в нашем слу-
чае сложением и умножением матриц можно получить любую матрицу aE1,1,
a ∈ R.

Матрица
(
(xα1(1) − 1)(xα2 − 1)

)2
имеет единственный ненулевой элемент

E7,8. Аналогично E8,7 =
(
(x−α1 − 1)(x−α2 − 1)

)2
. Таким образом, сразу полу-

чаем матричные единицы E7,7, E7,8, E8,7, E8,8. Благодаря транзитивности дей-
ствия группы Вейля на корнях, сопрягая данные матричные единицы с помощью
различных элементов группы Вейля, получаем Ei,j , i, j ∈ {1, 2}, {3, 4}, {5, 6},
{9, 10}, {11, 12}. Значит, имеем E1,1. Далее с помощью элемента E1,1hα2(t)E1,1

получаем tE1,1 для всех обратимых t ∈ R. Так как любой элемент кольца R
представляется как сумма двух обратимых, получаем искомые aE1,1, a ∈ R.

Предположим теперь, что R′ —это собственное подкольцо в R.
Так как CE(Φ, R)C−1 = E(Φ, R′), то подкольцо кольца Mn(R), порождён-

ное всеми элементами группы E(Φ, R), должно переходить в подкольцо кольца
Mn(R′), порождённое всеми элементами группы E(Φ, R′). Значит, все коэффи-
циенты матриц Ga = C(aE1,1)C−1 должны лежать в подкольце R′.

Пусть C = (ck,l), C−1 = (c′k,l). Заметим, что (i, j)-й коэффициент матри-
цы Ga равен aci,1c1,j . У любой обратимой матрицы над локальным кольцом
в каждом столбце и в каждой строке есть обратимый элемент, поэтому суще-
ствуют такие i0 и j0, для которых элемент ci0,1c1,j0 обратим. На соответствую-
щем месте в матрице Ga тогда будет стоять любой наперёд заданный элемент
кольца R.

Полученное противоречие показывает, что R′ = R.

Таким образом, мы доказали, что ρ— это автоморфизм кольца R. Следова-
тельно, композиция изначального автоморфизма ϕ и некоторой замены базиса
с помощью матрицы C ∈ GLn(R) (переводящей E(Φ, R) в себя) — это кольцевой
автоморфизм ρ. Это доказывает теорему 2.

Основная теорема (теорема 1) теперь очевидным образом следует из только
что доказанной теоремы 2, а также теорем 1 и 3, доказанных в [5]. Так как
в [5] при доказательстве теорем 1 и 3 нигде не используется обратимость двойки
в кольце, а требуется только, чтобы была верна теорема, аналогичная теореме 2
данной работы, то доказательство теперь автоматически распространяется на
случай колец с необратимой двойкой.
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