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Аннотация

В работе исследуются некоторые группоиды, являющиеся абелевыми алгебрами
и гамильтоновыми алгебрами. Алгебра абелева, если для любой её полиномиальной
операции и любых элементов a, b, c̄, d̄ выполняется импликация t(a, c̄) = t(a, d̄) =⇒
=⇒ t(b, c̄) = t(b, d̄). Алгебра гамильтонова, если любая её подалгебра является клас-
сом некоторой конгруэнции. В 1994 г. было дано описание структуры абелевых полу-
групп. В данной работе описаны абелевы группоиды с единицей, абелевы конечные
квазигруппы и абелевы полугруппы S с условием abS = aS и Sba = Sa для любых
a, b ∈ S. Доказано, что конечная абелева квазигруппа является гамильтоновой алге-
брой. Дана характеризация гамильтоновых группоидов с единицей и полугрупп при
условии абелевости этих алгебр.

Abstract

A. A. Stepanova, N. V. Trikashnaya, Abelian and Hamiltonian groupoids, Funda-
mentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 15 (2009), no. 7, pp. 165—177.

In this work, we investigate some groupoids that are Abelian algebras and Hamiltonian
algebras. An algebra is Abelian if for every polynomial operation and for all elements a, b,
c̄, d̄ the implication t(a, c̄) = t(a, d̄) =⇒ t(b, c̄) = t(b, d̄) holds. An algebra is Hamiltonian
if every subalgebra is a block of some congruence on the algebra. R. J. Warne in 1994
described the structure of the Abelian semigroups. In this work, we describe the Abelian
groupoids with identity, the Abelian finite quasigroups, and the Abelian semigroups S
such that abS = aS and Sba = Sa for all a, b ∈ S. We prove that a finite Abelian
quasigroup is a Hamiltonian algebra. We characterize the Hamiltonian groupoids with
identity and semigroups under the condition of Abelianity of these algebras.
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Памяти Юрия Евгеньевича Шишмарёва

1. Введение

Свойства абелевости и гамильтоновости для алгебр были рассмотрены
в [4—6]. Данная работа посвящена изучению некоторых группоидов, являю-
щихся абелевыми алгебрами и гамильтоновыми алгебрами.

Напомним некоторые определения. Алгебра 〈A; ·〉, где ·—бинарная операция,
называется группоидом. Группоид 〈A; ·〉 называется квазигруппой, если для лю-
бых a, b ∈ A существуют единственные элементы x, y ∈ A, такие что x · a = b,
a · y = b. Квазигруппа с единицей 1, для которой 1 · a = a · 1 = a для лю-
бого a ∈ A, называется лупой. Группоид с ассоциативной бинарной операцией
называется полугруппой.

Алгебра называется абелевой, если для любой полиномиальной операции
t(x, y1, . . . , yn) и любых элементов u, v, c1, . . . , cn, d1, . . . , dn алгебры из ра-
венства t(u, c1, . . . , cn) = t(u, d1, . . . , dn) следует равенство t(v, c1, . . . , cn) =
= t(v, d1, . . . , dn). Алгебра называется гамильтоновой, если любая её подалгебра
является классом некоторой конгруэнции алгебры. Нетрудно понять, что группа
〈A; ·〉 является абелевой алгеброй тогда и только тогда, когда она коммутативна,
а гамильтоновой алгеброй тогда и только тогда, когда любая её подалгебра—
нормальный делитель. Также несложно показать, что любой модуль или унар-
ная алгебра абелевы и гамильтоновы. В [3] описываются абелевы группоиды
〈A; ·〉, для которых |A · A| � 3. В [7, 8] даётся характеризация абелевых полу-
групп, периодических абелевых полугрупп, полупростых абелевых полугрупп и
рассматриваются вопросы, связанные с гамильтоновостью полугрупп.

2. Группоиды с единицей

В этом разделе рассматриваются группоиды с единицей, удовлетворяющие
свойствам абелевости и гамильтоновости. Единицу группоида будем обозначать
через 1.

Теорема 2.1. Пусть 〈A; ·〉— группоид с единицей. Группоид 〈A; ·〉 является
абелевой алгеброй тогда и только тогда, когда 〈A; ·〉—коммутативная полугруп-
па, такая что для любых a, b ∈ A уравнение a · x = b имеет не более одного
решения в 〈A; ·〉.

Доказательство. Пусть 〈A; ·〉—абелева алгебра. Покажем, что 〈A; ·〉—по-
лугруппа. Пусть a, b, c ∈ A. Поскольку 〈A; ·〉— группоид с единицей, то
(1 · b) · (c · 1) = (1 · 1) · (b · c). Так как 〈A; ·〉—абелева алгебра, то (a · b) · (c · 1) =
= (a · 1) · (b · c). Следовательно, (a · b) · c = a · (b · c), и закон ассоциативности
в группоиде 〈A; ·〉 выполняется.

Покажем, что 〈A; ·〉—коммутативная полугруппа. Пусть a, b ∈ A. Так как
алгебра 〈A; ·〉 абелева, из равенства 1 ·1 ·a = a ·1 ·1 следует 1 ·b ·a = a ·b ·1. Таким
образом, a · b = b · a, и закон коммутативности в полугруппе 〈A; ·〉 выполняется.
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Покажем, что для любых a, b ∈ A уравнение a · x = b имеет не более одного
решения. Предположим, что a · c1 = a · c2 для некоторых c1, c2 ∈ A. Так как
〈A; ·〉—абелева алгебра, то 1 · c1 = 1 · c2. Следовательно, c1 = c2.

Докажем достаточность. Пусть t(x, y1, . . . , yn)—полиномиальная операция
алгебры 〈A; ·〉. Так как 〈A; ·〉—коммутативная полугруппа, то t(x, y1, . . . , yn) =
= xk · yk1

1 · . . . · ykn
n для некоторых k, k1, . . . , kn ∈ ω. Предположим, что

a1, . . . , an, b1, . . . , bn, c, e ∈ A и ck · (ak1
1 · . . . · akn

n ) = ck · (bk1
1 · . . . · bkn

n ) = e.
Поскольку уравнение ck · x = e имеет единственное решение, то ak1

1 · . . . · akn
n =

= bk1
1 · . . . · bkn

n . Следовательно, dk · (ak1
1 · . . . · akn

n ) = dk · (bk1
1 · . . . · bkn

n ) для любого
d ∈ A. Таким образом, 〈A; ·〉—абелева алгебра.

Следствие 2.2. Конечный группоид с единицей является абелевой алгеброй
тогда и только тогда, когда это абелева группа.

Следствие 2.3. Конечный абелев группоид с единицей является гамильто-
новой алгеброй.

Лемма 2.4. Если полугруппа 〈A; ·〉 является гамильтоновой алгеброй, то для
любого a ∈ A существуют i, j, 1 � i < j, такие что ai = aj .

Доказательство. Пусть 〈A; ·〉— гамильтонова полугруппа и a ∈ A. Предпо-
ложим, что ai �= aj для любых i, j, i �= j. Пусть B = {a2} ∪ {ak | k � 4}. Тогда
〈B, ·〉—подполугруппа полугруппы 〈A, ·〉. Так как полугруппа 〈A, ·〉 гамильто-
нова, то существует конгруэнция Θ, для которой B является её классом. Из
a Θ a и a2 Θ a4 следует a3 Θ a5, т. е. a3 ∈ B. Противоречие.

Теорема 2.5. Пусть 〈A; ·〉—абелев группоид с единицей. Группоид 〈A; ·〉
является гамильтоновой алгеброй тогда и только тогда, когда 〈A; ·〉—периоди-
ческая абелева группа.

Доказательство. Предположим, что 〈A; ·〉—абелев гамильтонов группоид
с единицей. По теореме 2.1 〈A; ·〉 является полугруппой. Пусть a ∈ A. По лем-
ме 2.4 существуют i, j, 1 � i < j, такие что ai = aj , т. е. 1 · ai = aj−i · ai.
Поскольку полугруппа 〈A; ·〉 является абелевой алгеброй, то 1 · 1 = aj−i · 1,
т. е. 1 = aj−i. В частности, для любых a, b ∈ A уравнение ax = b имеет реше-
ние. Тогда по теореме 2.1 и лемме 2.4 〈A; ·〉 является периодической абелевой
группой.

Предположим, что 〈A; ·〉—периодическая абелева группа. Тогда любой под-
группоид 〈A; ·〉 содержит единицу, т. е. является подгруппой, и любая её под-
группа является нормальным делителем, т. е. классом некоторой конгруэнции
группоида 〈A; ·〉.

3. Квазигруппы

Пусть 〈A; ·〉—квазигруппа, a ∈ A. Введём следующие обозначения (см. [1]):

Ra(x) = x · a, La(x) = a · x, x + y = R−1
a (x) · L−1

a (y).

Ясно, что Ra(x) и La(x)—перестановки множества A и 〈A; +〉—квазигруппа.
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Замечание 3.1 [1]. Пусть 〈A; ·〉—квазигруппа, a ∈ A. Тогда

1) 〈A; +〉—лупа с нейтральным элементом 0 = a · a;
2) равенства ra(x)+a = R−1

a (x) и la(x)+a = L−1
a (x) определяют перестановки

ra(x) и la(x) множества A;
3) x · y = Ra(x) + La(y) для любых x, y ∈ A;
4) Ra(a) = La(a) = 0;
5) R−1

a (0) = L−1
a (0) = a.

Лемма 3.2. Пусть 〈A; ·〉—конечная квазигруппа, a ∈ A. Тогда функции
R−1

a (x), L−1
a (x) и x+ y на множестве A определяются полиномиальными опера-

циями алгебры 〈A; ·〉.
Доказательство. Пусть 〈A; ·〉—конечная квазигруппа и a ∈ A. Введём обо-

значение
gk

a(x) =
(
. . .

(
(x · a) · a) · . . .) · a,

где a встречается ровно k раз. Так как для любого x ∈ A множество
{g0

a(x), g1
a(x), . . . , gk

a(x), . . .} конечно, то существует n > 0 (не зависящее от x),
такое что gn

a (x) = gn−1
a (x) · a = x. Так как R−1

a (x) · a = x, то gn−1
a (x) = R−1

a (x).
Аналогично hk−1

a (y) = L−1
a (y) для некоторой полиномиальной операции hk−1

a (y)
алгебры 〈A; ·〉. Следовательно,

x + y = R−1
a (x) · L−1

a (y) = gn−1
a (x) · hk−1

a (y),

т. е. функция x + y определяется полиномиальной операцией gn−1
a (x) · hk−1

a (y)
алгебры 〈A; ·〉.

Теорема 3.3. Пусть 〈A; ·〉—конечная квазигруппа, a ∈ A. Квазигруппа 〈A; ·〉
является абелевой алгеброй тогда и только тогда, когда

1) 〈A; +〉—абелева группа;
2) перестановки ra(x) и la(x) являются автоморфизмами 〈A; +〉.

Доказательство. Пусть 〈A; ·〉—конечная абелева квазигруппа и a ∈ A. По
лемме 3.2 функции R−1

a (x), L−1
a (x) и x+y на множестве A определяются полино-

миальными операциями алгебры 〈A; ·〉. Следовательно, алгебра 〈A; +〉 абелева.
По замечанию 3.1 〈A; +〉—лупа с нейтральным элементом 0. Тогда по теоре-
ме 2.1 〈A; +〉—абелева группа.

Покажем, что перестановка ra(x) является автоморфизмом абелевой группы
〈A; +〉. Для этого достаточно показать, что ra(x)— гомоморфизм этой группы.
Пусть b, c ∈ A. В абелевой группе 〈A; +〉 имеет место равенство

R−1
a (0 + c) + R−1

a (0) = R−1
a (0 + 0) + R−1

a (c).

Так как алгебра 〈A; ·〉 абелева и функции R−1
a (x) и x + y определяются полино-

миальными операциями алгебры 〈A; ·〉, то
R−1

a (b + c) + R−1
a (0) = R−1

a (b + 0) + R−1
a (c).
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По определению перестановки ra(x) и по замечанию 3.1

(ra(b + c) + a) + a = (ra(b) + a) + (ra(c) + a), ra(b + c) = ra(b) + ra(c).

Аналогично показывается, что la(x)—автоморфизм абелевой группы 〈A; +〉.
Докажем достаточность. Через R обозначим кольцо эндоморфизмов груп-

пы 〈A; +〉, порождённое автоморфизмами r1
a и l1a. Покажем, что для любой

полиномиальной операции f(x0, . . . , xn) алгебры 〈A; ·〉 существуют d ∈ A и
α1, . . . , αn ∈ R, такие что для любых x0, . . . , xn ∈ A выполняется соотноше-
ние

f(x0, . . . , xn) = α0(x0) + . . . + αn(xn) + d. (1)

Проведём индукцию по сложности f(x0, . . . , xn). Если f(x0, . . . , xn) = x0, то
данное соотношение очевидно. Пусть

f(x0, . . . , xn) = g(x0, . . . , xn) · h(x0, . . . , xn).

По предположению индукции

g(x0, . . . , xn) = β0(x0) + . . . + βn(xn) + b,

h(x0, . . . , xn) = γ0(x0) + . . . + γn(xn) + c,

где βi, γi ∈ R. Тогда, используя замечание 3.1, получаем

f(x0, . . . , xn) = g(x0, . . . , xn) · h(x0, . . . , xn) =

= Ra

(
g(x0, . . . , xn)

)
+ La

(
h(x0, . . . , xn)

)
=

= r−1
a (g(x0, . . . , xn) − a) + l−1

a (h(x0, . . . , xn) − a) =

= r−1
a

(
g(x1, . . . , xn)

) − r−1
a (a) + l−1

a

(
h(x0, . . . , xn)

) − l−1
a (a) =

= r−1
a (β0(x0) + . . . + βn(xn) + b) + l−1

a (γ0(x0) + . . . + γn(xn) + c) + r =

= r−1
a

(
β0(x0)

)
+ . . . + r−1

a

(
βn(xn)

)
+ l−1

a

(
γ0(x0)

)
+ . . . + l−1

a

(
γn(xn)

)
+ d =

= (r−1
a β0 + l−1

a γ0)(x0) + . . . + (r−1
a βn + l−1

a γn)(xn) + d

для некоторых r, d ∈ A. Ясно, что r−1
a βi + l−1

a γi ∈ R. Таким образом, утвержде-
ние 1) доказано.

Покажем, что 〈A; ·〉—абелева алгебра. Пусть f(x0, x1, . . . , xn)—полиноми-
альная операция этой алгебры и

f(b, r1, . . . , rn) = f(b, s1, . . . , sn),

где b, r1, . . . , rn, s1, . . . , sn ∈ A. Пользуясь соотношением (1), получаем

α0(b) + α1(r1) + . . . + αn(rn) + d = α0(b) + α1(s1) + . . . + αn(sn) + d.

Тогда
α1(r1) + . . . + αn(rn) + d = α1(s1) + . . . + αn(sn) + d.

Следовательно,

α0(c) + α1(r1) + . . . + αn(rn) + d = α0(c) + α1(s1) + . . . + αn(sn) + d

для любого c ∈ A. Тем самым доказано, что 〈A; ·〉—абелева алгебра.
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Следующее утверждение дает некоторое необходимое условие абелевости
конечной квазигруппы, которое мы будем использовать при рассмотрении при-
меров в этом разделе.

Утверждение 3.4. Если 〈A; ·〉—конечная абелева квазигруппа, то существу-
ет такое n ∈ ω, что либо {x ∈ A | x2 = a} = ∅, либо |{x ∈ A | x2 = a}| = n для
любого a ∈ A.

Доказательство. Пусть элементы a, b, ai, bj ∈ A таковы, что a2
i = a, b2

j = b,
где 1 � i � n, 1 � j � m и n � m. Зафиксируем c ∈ A. Так как 〈A; ·〉—
квазигруппа, то существуют такие различные d1, . . . , dn ∈ A, что ai = c · di для
всех i, 1 � i � n. Тогда

(c · di) · (c · di) = (c · dj) · (c · dj)

для любых i, j, 1 � i � n, 1 � j � m. Пусть r ∈ A— такой элемент, что
b1 = r · d1. Из условия абелевости алгебры 〈A; ·〉 следует

(r · d1) · (r · d1) = (r · dj) · (r · dj),

т. е. b = (r · dj)2 для любого j, 1 � j � m. Поскольку элементы rd1, . . . , rdn

различны, то n � m. Предложение доказано.

Теорема 3.5. Любая конечная абелева квазигруппа является гамильтоновой
алгеброй.

Доказательство. Пусть 〈A; ·〉—конечная абелева квазигруппа, 〈B; ·〉— её
подалгебра и a ∈ B. По теореме 3.3 〈A; +〉—абелева группа с нейтральным эле-
ментом 0 = a · a. Ясно, что 0 ∈ B. По лемме 3.2 функции R−1

a (x), L−1
a (x)

и x + y на множестве A определяются полиномиальными операциями алге-
бры 〈A; ·〉, причём из доказательства этой леммы следует, что эти операции
зависят от единственного элемента множества A—элемента a. Следовательно,
множество B замкнуто относительно операций R−1

a (x), L−1
a (x), x+y и 〈B; +〉—

подгруппа группы 〈A; +〉.
Покажем, что 〈B; ·〉—квазигруппа. Заметим, что уравнения x · a = c и

a · x = c, где c ∈ B, имеют решения R−1
a (c) ∈ B и L−1

a (c) ∈ B соответственно.
Уравнение x · b = c, где b, c ∈ B, равносильно уравнению Ra(x) + La(b) = c, т. е.
x · a + a · b = c. В группе 〈B; +〉 существует такой элемент d, что d + a · b = c.
Уравнение x · a = d разрешимо в 〈B; ·〉. Следовательно, и уравнение x · b = c
разрешимо в 〈B; ·〉. Аналогично уравнение b · x = c разрешимо в 〈B; ·〉, т. е.
〈B; ·〉—квазигруппа.

Покажем, что разбиение группы 〈A; +〉 на классы смежности по подгруппе
〈B; +〉 определяет конгруэнцию квазигруппы 〈A; ·〉. Предположим, что b ∈ B
и c ∈ A. Существует такой элемент d ∈ B, что b = a · d. Тогда (c · a) + b =
= (c · a) + (a · d) = c · d ∈ c · B. Кроме того, c · b = (c · a) + (a · b) ∈ (c · a) + B.
Следовательно, c · B = (c · a) + B. Аналогично B · c = (a · c) + B. Тогда для
любого c ∈ A существует такой элемент d ∈ A, что c · B = B · d. По тео-
реме 3.3 перестановки ra(x) и la(x) являются автоморфизмами группы 〈A; +〉.
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Из замкнутости B относительно операций R−1
a (x), L−1

a (x) и определения пере-
становок ra(x) и la(x) получаем, что ra(B) = B и la(B) = B. Следовательно,
равенство (c · a) + B = (d · a) + B эквивалентно равенствам ra(c · a) + B =
= ra(d · a) + B, (c − a) + B = (d − a) + B и c + B = d + B. Аналогично
равенство (a · c) + B = (a · d) + B эквивалентно равенству c + B = d + B. Пусть
c + B = d + B и c′ + B = d′ + B. Тогда (c · a) + B = (d · a) + B и (a · c′) + B =
= (a · d′) + B. Следовательно,

(
(c · a) + (a · c′)) + B =

(
(d · a) + (a · d′)) + B, т. е.

(c · c′) + B = (d · d′) + B. Таким образом, разбиение группы 〈A; +〉 на классы
смежности по подгруппе 〈B; +〉 определяет конгруэнцию квазигруппы 〈A; ·〉, и
〈A; ·〉— гамильтонова алгебра.

Следующий пример показывает, что условие 2) теоремы 3.3 является суще-
ственным. Пусть квазигруппа 〈Q; ·〉 задаётся таблицей Кэли

· 0 1 2 3
0 1 3 2 0
1 2 0 3 1
2 0 2 1 3
3 3 1 0 2 .

Построим лупу 〈Q; +〉 выбрав в качестве a элемент 1 ∈ Q:

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2 .

Тогда 〈Q; +〉 совпадает с группой вычетов по модулю 4, т. е. является абе-
левой группой, при этом перестановка r1(x) не является автоморфизмом этой
группы: r1(1) = R−1

1 (1) − 1 = 3 − 1 = 2, r1(1) + r1(1) = 0, r1(1 + 1) = r1(2) =
= R−1

1 (2) − 1 = 2 − 1 = 1. По предложению 3.4 квазигруппа 〈Q; ·〉 не является
абелевой. Заметим, что квазигруппа 〈Q; ·〉 также не является гамильтоновой.
Действительно, 〈{0, 1}; ·〉—подалгебра 〈Q; ·〉, 2 · {0, 1} = {0, 2}, поэтому подал-
гебра 〈{0, 1}; ·〉 не является классом конгруэнции квазигруппы 〈Q; ·〉.

Группоид

· 0 1 2 3
0 1 0 3 2
1 2 1 0 3
2 0 3 2 1
3 3 2 1 0

является примером неабелевой (в силу предложения 3.4) гамильтоновой (по-
скольку не обладает неодноэлементными собственными подалгебрами) квази-
группы.
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4. Полугруппы

В этом разделе изучаются абелевы и гамильтоновы полугруппы. На протя-
жении всего раздела в выражениях вида a · b, где a и b—элементы полугруппы
〈A, ·〉, знак операции ·, как правило, будет опускаться.

Полугруппа 〈A, ·〉 называется стационарной [2], если равенство ub = uc вле-
чёт vb = vc и равенство bu = cu влечёт bv = cv для любых u, v, b, c ∈ A.

Следующее утверждение вытекает непосредственно из определения абелевой
алгебры.

Утверждение 4.1. Полугруппа 〈A, ·〉 абелева тогда и только тогда, когда по-
лугруппа 〈A, ·〉 стационарна и для любых a, b, c, d, u, v ∈ A равенство aub = cud
влечёт avb = cvd.

В [7] приводится характеризация абелевых полугрупп. В случае когда полу-
группа 〈A, ·〉 удовлетворяет условию

для любых b, c ∈ A

или bcA = bA и Abc = Ac, или множество A · A конечно, (∗)
можно дать более наглядное описание строения абелевых полугрупп.

Следующие определения можно найти в [2]. Полугруппа 〈A, ·〉 на-
зывается прямоугольной связкой полугрупп, если существует семейство
{Aiλ | i ∈ I, λ ∈ Λ}, являющееся разбиением множества A, причём 〈Aiλ, ·〉—
подполугруппы полугруппы 〈A, ·〉 и для любых i ∈ I, λ, µ ∈ Λ выполняется
включение Aiλ · Ajµ ⊆ Aiµ. Полугруппа 〈A, ·〉 называется раздуванием полу-
группы 〈B, ·〉, если существует разбиение {Xa | a ∈ B} множества A, такое что
a ∈ Xa и x · y = a · b для любых a, b ∈ B, x ∈ Xa, y ∈ Xb.

Определим отношение эквивалентности на множестве A:

a α b ⇐⇒ ∀x ∈ A (ax = bx и xa = xb)

для любых a, b ∈ A.
Замечание 4.2. Полугруппа 〈A, ·〉 является раздуванием полугруппы 〈B, ·〉

тогда и только тогда, когда для любого a ∈ A существует такой элемент b ∈ B,
что a α b.

Лемма 4.3. Если полугруппа 〈A, ·〉 является раздуванием прямоугольной
связки 〈T, ·〉 абелевых групп, то T = A · A.

Доказательство. Пусть 〈A, ·〉—раздувание прямоугольной связки T абеле-
вых групп. Ясно, что T ⊆ A · A. Если a1 · a2 ∈ A · A, то по определению
раздувания полугруппы существуют такие элементы x, y ∈ T , что x α a1 и
y α a2, т.е. a1 · a2 = x · y ∈ T и A · A ⊆ T .

Пусть 〈A, ·〉—полугруппа. Введём следующие отношения на множестве A:

x Φ y ⇐⇒ ∃ z (xz = yz),
x Ψ y ⇐⇒ ∃ z (zx = zy),
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x X y ⇐⇒ ∃ z (zx = x ∧ zy = y ∧ z2 = z),

x Y y ⇐⇒ ∃ z (xz = x ∧ yz = y ∧ z2 = z),
x Z y ⇐⇒ x X y ∧ x Y y.

Замечание 4.4. Если полугруппа 〈A, ·〉 абелева, то
x Φ y ⇐⇒ ∀ z (xz = yz), x Ψ y ⇐⇒ ∀ z (zx = zy),

и отношения Φ и Ψ являются отношениями эквивалентности на множестве A.
Если Θ—отношение эквивалентности на A и a ∈ A·A, то через Θa обозначим

множество (a/Θ) ∩ (A · A), где a/Θ—класс эквивалентности Θ с представите-
лем a.

Лемма 4.5. Пусть 〈A, ·〉—абелева полугруппа. Тогда для любого идемпо-
тента f ∈ A и любых x, y ∈ A выполняется равенство xy = xfy.

Доказательство. Пусть x, y ∈ A, f ∈ A—идемпотент. Тогда xf = xff . Так
как полугруппа 〈A, ·〉 абелева, имеем xy = xfy.

Лемма 4.6. Пусть 〈A, ·〉—абелева полугруппа, удовлетворяющая усло-
вию (∗). Тогда

1) отношения X и Y являются отношениями эквивалентности на A · A;
2) для любых идемпотентов e, f ∈ A имеет место равенство Φe ∩ Ψf = {ef},

причём ef —идемпотент;
3) для любого a ∈ A·A найдутся такие идемпотенты e, f ∈ A, что a ∈ Xe∩Yf ,

причём Xe ∩ Yf = Zef .

Доказательство. Докажем утверждение 1). Покажем, что отношение X яв-
ляется отношением эквивалентности на A · A. Докажем рефлексивность отно-
шения X. Пусть a = bc—произвольный элемент A ·A. По условию (∗) Ac = Aa.
Из a ∈ Ac следует, что a ∈ Aa, т. е. a = da для некоторого d ∈ A. Пусть
e = dd. Тогда ea = dda = da = a. Так как ddda = da, то (ddd) Φ d. Тогда
e2 = dddd = dd = e. Следовательно, a X a для любого элемента a ∈ A · A.

Докажем транзитивность отношения X. Пусть a X b и b X c, где a, b, c ∈
∈ A · A, т. е. ea = a, eb = b, fb = b, fc = c для некоторых идемпотентов
e, f ∈ A. Так как полугруппа 〈A, ·〉 абелева, из равенства eb = fb следует
ea = fa = a. Следовательно, a X c. Таким образом, отношение X является от-
ношением эквивалентности на A·A. Аналогично доказывается, что отношение Y
также является отношением эквивалентности на A · A.

Докажем утверждение 2). Пусть e, f —идемпотенты. Так как eff = ef и
eef = ef , то (ef) Φ e и (ef) Ψ f , т. е. ef ∈ Φe ∩ Ψf . Пусть g ∈ Φe ∩ Ψf , g = bc,
b, c ∈ A. Так как ge = ee, то bcb(ce) = b(ce), т. е. (bcb) Φ b. Следовательно,
bcbc = bc, т. е. g2 = g, в частности, ef —идемпотент. Если g, g′ ∈ Φe ∩ Ψf ,
то, поскольку g, g′ —идемпотенты, g = gg = gg′ = g′g′ = g′. Таким образом,
Φe ∩ Ψf = {ef}.

Докажем утверждение 3). Если a ∈ A ·A, то в силу рефлексивности отноше-
ния X существует идемпотент e ∈ A, такой что a X e. Аналогично существует
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идемпотент f , такой что aY f . Следовательно, a ∈ Xe∩Yf . По лемме 4.5 a = ea =
= e(fa) и a = af = (ae)f . Так как ef —идемпотент, то a ∈ Zef . Равенство
Xe ∩ Yf = Zef доказано.

Лемма 4.7. Если 〈A, ·〉—абелева полугруппа, удовлетворяющая усло-
вию (∗), то 〈A · A, ·〉—прямоугольная связка абелевых групп

{〈Zef ; ·〉 | e, f —идемпотенты},
причём Zef ′ = Zef · Ze′f ′ для любых идемпотентов e, f, e′, f ′ ∈ A.

Доказательство. Отношение Z является отношением эквивалентности на
A · A как пересечение двух отношений эквивалентности.

Пусть a ∈ A · A. По лемме 4.6 существует такой идемпотент g, что a ∈ Zg.
Следовательно, полугруппа 〈A ·A, ·〉 есть объединение полугрупп 〈Zg, ·〉, где g —
идемпотент. Пусть g ∈ A—произвольный идемпотент. Покажем, что 〈Zg, ·〉—
абелева группа. Ясно, что 〈Zg, ·〉—полугруппа с единицей g. Покажем, что урав-
нение ax = b имеет решение для любых a, b ∈ Zg. По условию (∗) Ag = Abg.
Тогда g = xbg для некоторого x ∈ A. Поэтому ag = axbg и a = (ax)b. Тогда по
теореме 2.1 〈Zg, ·〉—абелева группа.

Пусть e, f , e′, f ′ —идемпотенты. По лемме 4.6 fe′ —идемпотент, а по лем-
ме 4.5 имеет место равенство efe′f ′ = ef ′. Покажем, что Zef · Ze′f ′ = Zef ′ .
Если a ∈ Zef , b ∈ Ze′f ′ , то по леммам 4.5 и 4.6 ab = abe′f ′ = abee′f ′ = abef ′ и
ab = efab = eff ′ab = ef ′ab, т. е. ab ∈ Zef ′ и Zef · Ze′f ′ ⊆ Zef ′ . Если c ∈ Zef ′ ,
то по леммам 4.5 и 4.6 c = ef ′cef ′ = (eff ′cef)e′f ′, т. е. c ∈ Zef · Ze′f ′ и
Zef ′ ⊆ Zef ·Ze′f ′ . Таким образом, полугруппа 〈A ·A, ·〉 является прямоугольной
связкой абелевых групп {〈Zef ; ·〉 | e, f —идемпотенты}.

Теорема 4.8. Пусть 〈A, ·〉—полугруппа, удовлетворяющая условию (∗). То-
гда 〈A, ·〉 является абелевой алгеброй в том и только в том случае, когда 〈A, ·〉—
раздувание прямоугольной связки абелевых групп и произведение идемпотентов
из A является идемпотентом из A.

Доказательство. Пусть 〈A, ·〉—абелева полугруппа, удовлетворяющая
условию (∗). По лемме 4.6 произведение идемпотентов из A является идем-
потентом из A. По лемме 4.7 полугруппа 〈A · A, ·〉—прямоугольная связка
абелевых групп {〈Zef ; ·〉 | e, f —идемпотенты}, причём Zef ′ = Zef · Ze′f ′ для
любых идемпотентов e, f, e′, f ′ ∈ A.

Покажем, что 〈A, ·〉—раздувание прямоугольной связки абелевых групп. За-
фиксируем произвольный элемент t ∈ A, не принадлежащий множеству A·A. По
замечанию 4.2 достаточно найти такой идемпотент g, что элемент gtg ∈ A явля-
ется представителем класса эквивалентности t/α. Пусть e и f —произвольные
идемпотенты, (te)(ft) ∈ Zg, где g —идемпотент, а следовательно, единица груп-
пы {〈Zg; ·〉. По лемме 4.5 (te)(ft) = (te′)(f ′t) для любых идемпотентов e′, f ′,
поэтому g не зависит от выбора идемпотентов e и f .

Докажем, что (gtg) α t. Так как (te)(ft) ∈ Zg, то gt(eft) = t(eft). Так как
полугруппа 〈A, ·〉 абелева, gtg = tg. Аналогично gtg = gt. Тогда для любого
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x ∈ A · A, используя лемму 4.5, получаем xt = xgt = xgtg и tx = tgx = gtgx,
т. е. (gtg) α t, и 〈A; ·〉—раздувание полугруппы 〈A · A; ·〉.

Докажем достаточность. По лемме 4.3 〈A, ·〉—раздувание полугруппы
〈A · A; ·〉, являющейся по условию прямоугольной связкой абелевых групп Ziλ

с единицами eiλ, причём eiλ · ejµ = eiµ для любых i, j ∈ I и λ, µ ∈ Λ. Покажем,
что 〈A; ·〉—абелева алгебра. Пусть x, y, ak, bk ∈ A (k ∈ {1, 2}) и a1xb1 = a2xb2.
Покажем, что a1yb1 = a2yb2. По определению раздувания полугруппы суще-
ствуют такие x′ ∈ Zjµ, y′ ∈ Zlν , a′

k ∈ Ziλk
, b′k ∈ Zikλ (k ∈ {1, 2}), что x α x′,

y α y′, ak α a′
k, bk α b′k. Тогда a′

1x
′b′1 = a′

2x
′b′2. Для любого k ∈ {1, 2}

a′
kx′b′k = (a′

keiλk
)x′(eikλb′k) = a′

k(eiλeiλk
)x′(eikλeiλ)b′k =

= (a′
keiλ)(eiλk

x′eikλ)(eiλb′k) = (a′
keiλ)(eiλk

ejµx′ejµeikλ)(eiλb′k) =
= (a′

keiλ)(eiµx′ejλ)(eiλb′k) = a′′
kx′′b′′k ,

где a′′
k = a′

keiλ, x′′ = eiµx′ejλ, b′′k = eiλb′k и a′′
k , x′′, b′′k ∈ Ziλ. Следователь-

но, a′′
1x′′b′′1 = a′′

2x′′b′′2 . Аналогично a′
ky′b′k = a′′

ky′′b′′k , где y′′ = eiνy′elλ ∈ Ziλ.
Так как 〈Ziλ; ·〉—абелева группа, то a′′

1y′′b′′1 = a′′
2y′′b′′2 , т. е. a′y′b′ = c′y′d′.

Тогда ayb = cyd. Аналогично доказывается стационарность полугруппы 〈A; ·〉.
Следовательно, по теореме 2.1 полугруппа 〈A; ·〉 абелева.

Заметим, что условие (∗) используется только при доказательстве необходи-
мости в теореме 4.8.

Следующий пример показывает, что в теореме 4.8 нельзя опустить условие,
что произведение идемпотентов является идемпотентом. Рассмотрим множество
A =

⋃{
Ziλ | i ∈ {0, 1}, λ ∈ {0, 1}}, где 〈Ziλ; +〉—копии группы вычетов

〈Z2; +〉 по модулю 2, Z2 = {0̄, 1̄}, 0̄iλ —копии элемента 0̄ в Ziλ, 1̄iλ —копии эле-
мента 1̄ в Ziλ (i ∈ {0, 1}, λ ∈ {0, 1}). Доопределим операцию + на множестве A
следующим образом:

ε̄iλ + δ̄jµ =

{
ε̄iµ + δ̄iµ, если i = j или λ = µ,

ε̄iµ + δ̄iµ + 1̄iµ в противном случае.

Полугруппа 〈A; +〉 является прямоугольной связкой абелевых групп, причём
сумма идемпотентов не является идемпотентом: например, 0̄00 + 0̄11 = 1̄01. По-
лученная полугруппа не является абелевой, так как 0̄10 + 1̄01 = 1̄11 + 1̄01 и
0̄10 + 1̄11 �= 1̄11 + 1̄11.

В [8] доказано, что полупростая полугруппа 〈A, ·〉 является абелевой тогда
и только тогда, когда 〈A, ·〉 ∼= 〈H, ·〉 × 〈I, ·〉 × 〈J, ·〉, где 〈H, ·〉—абелева груп-
па, 〈I, ·〉—полугруппа левых нулей, 〈J, ·〉—полугруппа правых нулей. Нетрудно
доказать следующее замечание.

Замечание 4.9. Полугруппа 〈A, ·〉 является прямоугольной связкой абелевых
групп, причём произведение идемпотентов из A является идемпотентом из A
тогда и только тогда, когда 〈A, ·〉 ∼= 〈H, ·〉 × 〈I, ·〉 × 〈J, ·〉, где 〈H, ·〉—абелева
группа, 〈I, ·〉—полугруппа левых нулей, 〈J, ·〉—полугруппа правых нулей.

Тогда по теореме 4.8 и замечанию 4.9 получаем следующее утверждение.
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Следствие 4.10. Пусть 〈A, ·〉—полугруппа, удовлетворяющая условию (∗).
Тогда 〈A, ·〉 является абелевой алгеброй в том и только в том случае, когда
〈A, ·〉—раздувание полупростой абелевой полугруппы.

Следующее утверждение дает достаточное условие гамильтоновости полу-
группы.

Утверждение 4.11. Если полугруппа 〈A, ·〉 является раздуванием прямо-
угольной связки периодических абелевых групп и произведение идемпотентов
из A является идемпотентом из A, то 〈A, ·〉— гамильтонова алгебра.

Доказательство. Пусть полугруппа 〈A, ·〉—раздувание 〈C, ·〉, где 〈C, ·〉—
прямоугольная связка периодических абелевых групп. Предположим, что
〈B, ·〉—подполугруппа 〈A, ·〉. По замечанию 4.9 и [8, предложение 4.6] 〈C, ·〉—
гамильтонова полугруппа. Следовательно, существует конгруэнция Θ1 на 〈C, ·〉
с классом эквивалентности B ∩ C. Обозначим через Θ наименьшее отношение
эквивалентности на 〈A, ·〉, содержащее Θ1 и {(a, b) ∈ A × A | a α b}. Заме-
тим, что если b′ ∈ B, b′ α b и b ∈ C, то b ∈ B. Действительно, поскольку
все элементы полугруппы 〈C, ·〉 имеют конечный порядок, то (b′)k = bk = e
для некоторого k � 1, где e— единица группы, содержащей b. Тогда b = eb =
= (b′)kb = (b′)k+1 ∈ B. Отсюда следует, что Θ—отношение конгруэнции на
〈A, ·〉 с классом конгруэнции B.

Теорема 4.12. Абелева полугруппа 〈A, ·〉 является гамильтоновой алгеброй
тогда и только тогда, когда 〈A, ·〉—раздувание прямоугольной связки периодиче-
ских абелевых групп и произведение идемпотентов из A является идемпотентом
из A.

Доказательство. Достаточность следует из утверждения 4.11. Докажем
необходимость. Пусть 〈A, ·〉— гамильтонова и абелева полугруппа и a, b ∈ A.
Покажем, что aA ⊆ abA. По лемме 2.4 существуют i, j, 1 � i < j, такие что
bi = bj . Тогда a(bic) = a(bjc). Отсюда следует, что a(bic) = abj−i(bic). Так как
алгебра 〈A, ·〉 абелева, то ac = abj−ic, т. е. ac ∈ abA, и включение aA ⊆ abA
доказано. Следовательно, полугруппа 〈A, ·〉 удовлетворяет условию (∗). По тео-
реме 4.8 полугруппа 〈A, ·〉—раздувание прямоугольной связки абелевых групп,
являющихся по лемме 2.4 периодическими, причём произведение идемпотентов
из A является идемпотентом из A.
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