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Аннотация

Исследуются группы, в которых дополняема каждая подгруппа, содержащая фик-
сированную конечную нильпотентную подгруппу.

Abstract

D. Ya. Trebenko, O. A. Trebenko, On solvability of groups with a finite nilpotent su-
percomplemented subgroup, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 15 (2009),
no. 7, pp. 229—234.

We investigate groups in which every subgroup containing some fixed finite nilpotent
subgroup has a complement.

1. Введение

Напомним, что подгруппа A группы G называется дополняемой в G, если
в G существует некоторая подгруппа B, такая что G = AB и A∩B = 1. Конеч-
ные группы, в которых дополняемы все подгруппы, впервые были рассмотрены
Ф. Холлом [9]. Полное конструктивное описание произвольных групп, в которых
все подгруппы дополняемы, было получено Н. В. Черниковой [1,6]. В [1] такие
группы были названы вполне факторизуемыми. Согласно теореме Н. В. Черни-
ковой [1,6] вполне факторизуемые группы разрешимы (более точно, метабелевы)
и локально конечны.

Подгруппа H группы G называется сверхдополняемой в G, если каждая
подгруппа группы G, содержащая H, дополняема в G (В. А. Крекнин, 2005).
В [3, 7] и [8, 11] изучались соответственно локально ступенчатые p-группы и
RN-группы со сверхдополняемой циклической p-подгруппой. В частности, были
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доказаны локальная конечность и разрешимость таких групп. Продолжая ис-
следования [7,8,11], естественно рассмотреть группы с конечной нильпотентной
сверхдополняемой подгруппой.

Напомним также, что группа называется локально ступенчатой, если каждая
её неединичная конечно порожденная подгруппа обладает истинной подгруппой
конечного индекса (С. Н. Черников, 1970). (Под истинной подгруппой группы G
мы понимаем подгруппу, отличную от G.) Класс всех локально ступенчатых
групп содержит класс всех RN-групп, также чрезвычайно широкий. К при-
меру, все разрешимые и локально разрешимые группы, группы всех классов
Куроша—Черникова, радикальные (в смысле Б. И. Плоткина) группы являются
RN-группами.

Основными результатами настоящей статьи являются теоремы 1—3.

Теорема 1. Пусть G—RN-группа с конечной нильпотентной сверхдополня-
емой подгруппой H. Тогда

1) G локально конечна и разрешима;
2) G финитно аппроксимируема.

Следствие 1. Пусть G—локально гиперабелева группа с конечной нильпо-
тентной сверхдополняемой подгруппой. Тогда справедливы утверждения 1) и 2)
теоремы 1.

Следствие 2. Пусть G—локально разрешимая группа с конечной нильпо-
тентной сверхдополняемой подгруппой. Тогда справедливы утверждения 1) и 2)
теоремы 1.

Следствие 3. Пусть G—радикальная (в смысле Б. И. Плоткина) группа
с конечной нильпотентной сверхдополняемой подгруппой. Тогда справедливы
1) и 2) теоремы 1.

Теорема 2. Пусть G—периодическая локально ступенчатая группа с конеч-
ной нильпотентной сверхдополняемой подгруппой, 2 /∈ π(G). Тогда справедливы
утверждения 1) и 2) теоремы 1.

Следствие 4. Пусть G—периодическая локально конечная группа с конеч-
ной нильпотентной сверхдополняемой подгруппой, 2 /∈ π(G). Тогда G разрешима
и финитно аппроксимируема.

Следствие 5. Пусть G—периодическая финитно аппроксимируемая группа
с конечной нильпотентной сверхдополняемой подгруппой, 2 /∈ π(G). Тогда G
локально конечна и разрешима.

Требование принадлежности группы G классу RN-групп в теореме 1 насто-
ящей статьи и в теореме 1 из [11] и требование отсутствия инволюций в G
в случае, когда G—периодическая локально ступенчатая группа, в теореме 2
настоящей статьи являются существенными ввиду следующей теоремы.

Теорема 3. Существует неразрешимая локально ступенчатая группа со
сверхдополняемой циклической p-подгруппой.
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В дальнейшем P обозначает множество всех простых чисел, p, q ∈ P; π(G)—
множество всех p ∈ P, для которых группа G обладает элементом порядка p. Как
обычно, для действительного числа r через [r] обозначается наибольшее целое
число, не превышающее r. Если A—подгруппа группы G, то AG =

⋂
g∈G

Ag. Для

произвольной разрешимой группы X d(X)— ступень разрешимости группы X.
Остальные обозначения стандартны.

2. Предварительные результаты

Лемма 1 [11]. Пусть G— группа со сверхдополняемой подгруппой H и H ⊆
⊆ K � G, и пусть ϕ— гомоморфизм группы K. Тогда группа Hϕ сверхдополня-
ема в Kϕ.

Лемма 2 [8]. Пусть G— группа со сверхдополняемой подгруппой H поряд-
ка m. Если элементарная абелева q-подгруппа Q группы G является её ми-
нимальной нормальной подгруппой, то либо m �= 1 и |Q| � q(m−1)mmm, либо
m = 1 и |Q| = q.

Замечание 1. Ввиду теоремы Цассенхауза для произвольного n ∈ N ступени
разрешимости разрешимых линейных групп степени не выше n над полями
ограничены некоторым натуральным числом ζ(n), зависящим только от n (см.,
например, [12, теорема 3.7]).

Предложение 1. Пусть G—конечная разрешимая группа с нильпотентной
сверхдополняемой подгруппой H порядка m. Тогда d(G) � ζ(n) + m! + 1, где
n = max{[m(m − 1) + m log2 m], 1}.
Доказательство. Если G = 1, то предложение справедливо. Пусть G �= 1, и

пусть
G = G0 ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gs = 1—

главный ряд группы G. Gi/Gi+1 —элементарная абелева q-группа для некото-
рого простого числа q = q(i). Поскольку Gi/Gi+1 —минимальная нормальная
подгруппа группы G/Gi+1 и HGi+1/Gi+1 — сверхдополняемая подгруппа по-
рядка не выше m группы G/Gi+1 (см. лемма 1), с учётом леммы 2 получаем,
что

|Gi/Gi+1| � qn,

где либо n = 1, если m = 1, либо n = [m(m − 1) + m log2 m], если m �= 1.
Поскольку группа G/CG(Gi/Gi+1) изоморфно вложима в GLn(q), по теореме
Цассенхауза (см. замечание 1)

d
(
G/CG(Gi/Gi+1)

)
� ζ(n).

Тогда

d

(
G

/ s−1⋂
i=0

CG(Gi/Gi+1)
)

� ζ(n). (1)
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Покажем, что ступень разрешимости группы F =
s−1⋂
i=0

CG(Gi/Gi+1) не превыша-

ет числа m! + 1. Ввиду, например, [10, теорема III.4.3] группа F нильпотентна.
Пусть Q—произвольная силовская q-подгруппа группы F , q ∈ P. По лемме 1

H — сверхдополняемая подгруппа группы QH. Пусть Q0 — силовская q-подгруп-
па группы QH, содержащая Q. Ввиду леммы С. Н. Черникова (см., например,
[5, лемма 1.8]) Q0 = Q(H ∩Q0), где H ∩Q0 — силовская q-подгруппа группы H.
Так как группа H нильпотентна, то H ∩ Q0 � H. Тогда, очевидно, Q0 � QH.

Пусть N = {g ∈ Z(Q0) | gq = 1}. Подгруппа HN обладает некоторым
дополнением M ⊆ Q0 в G. Так как группа N элементарная абелева, H ∩ N
имеет некоторое дополнение D в N . Очевидно,

HN = HD, NM = N × M. (2)

Так как Q0 —конечная q-группа, то каждая её неединичная нормальная под-
группа имеет неединичное пересечение с Z(Q0), а следовательно, и с N . Однако
MQ0 � Q0 и MQ0 ∩ N = 1. Значит, MQ0 = 1.

Поскольку G = HNM и HN ∩ M = 1, то с учётом (2) получаем, что

G = (HD)M = H(DM), H ∩ (DM) = 1.

Отсюда вытекает, что |G : DM | = |H| = m, и поэтому |Q0 : DM | делит m.
Тогда ввиду [2, предложение 12.2.2] |Q0 : (DM)Q0 | делит m!. Так как D ⊆ N ⊆
⊆ Z(Q0), то, очевидно, D ⊆ (DM)Q0 . Тогда ввиду леммы С. Н. Черникова,
упомянутой выше, для некоторой L � M имеем (DM)Q0 = D×L. Поэтому для
произвольного g ∈ Q0

(DM)Q0 = (DM)g
Q0

= (D × L)g = D × Lg.

Тогда (DM)Q0/Lg � D, т. е. (DM)Q0/Lg — элементарная абелева группа. Вви-
ду теоремы Ремака (DM)Q0/

⋂
g∈Q0

Lg —элементарная абелева группа. Однако
⋂

g∈Q0

Lg ⊆ MQ0 = 1. Таким образом, (DM)Q0 — элементарная абелева нормаль-

ная подгруппа группы Q0 индекса, делящего m!. Поэтому d(Q0) � m!+1, откуда
d(Q) � m! + 1.

Таким образом, F разлагается в прямое произведение разрешимых подгрупп
ступени разрешимости не выше m! + 1. Поэтому

d(F ) � m! + 1. (3)

Из (1) и (3) выводим, что

d(G) � ζ(n) + m! + 1,

где
n = max{[m(m − 1) + m log2 m], 1}.

Предложение доказано.
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3. Доказательства теорем

Доказательство теоремы 1. Предположим, что каждая конечно порождён-
ная подгруппа G∗ группы G, содержащая H, конечна и разрешима. Тогда груп-
па G локально конечна. Пусть |H| = m. По предложению 1

d(G∗) � ζ(n) + m! + 1,

где
n = max{[m(m − 1) + m log2 m], 1}.

Тогда группа G разрешима и

d(G) � ζ(n) + m! + 1.

Следовательно, доказательство сводится к случаю, когда группа G является
конечно порождённой.

Пусть K —пересечение всех таких нормальных подгрупп N группы G, что
фактор-группа G/N разрешима и конечна. По лемме 1 и предложению 1

d(G/N) � ζ(n) + m! + 1.

Отсюда следует, что группа G/K разрешима и

d(G/K) � ζ(n) + m! + 1.

Тогда ввиду [8, лемма 5] группа G/K конечна.
Покажем, что K = 1. Предположим противное. Пусть K �= 1. Так как

|G : K| < ∞ и G является конечно порождённой, по теореме Шрейера—Ди-
ка [4] RN-группа K также является конечно порождённой. Пусть M —неко-
торое конечное порождающее множество группы K, A—нормальная система
с абелевыми факторами группы K и U =

⋃
T �=K

T , T ∈ A. Так как для каждой

T ∈ A, T �= K, конечное множество M не содержится в T , очевидно, что U не
содержит M . Поэтому U �= K. Легко убедиться, что U � K и фактор-группа
K/U абелева. Следовательно,

K ′ �= K. (4)

Если |K : K ′| < ∞, то группа G/K ′ конечна и разрешима, следовательно,
K ′ ⊇ K. Но это противоречит (4). Таким образом, индекс |K : K ′| бесконечен.
Возьмём произвольное простое число p. Так как фактор-группа K/K ′ бесконеч-
ная, абелева и конечно порождённая, (K/K ′)p �= K/K ′. Пусть (K/K ′)p = L/K ′.
Тогда L � G, L ⊆ K и фактор-группа K/L неединичная конечная абелева. От-
сюда получаем, что G/L конечна и разрешима, что противоречит выбору K.

Таким образом, K = 1. Тогда группа G конечна и разрешима. Утверждение 1)
доказано.

Возьмём произвольный элемент 1 �= g ∈ G. Рассмотрим подгруппу R =
= 〈H, g〉. Ввиду утверждения 1) подгруппа R конечна. Поскольку H сверхдо-
полняема в G, то R дополняема в G. Пусть T —некоторое дополнение к R в G.
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Так как |G : T | < ∞, то по теореме Пуанкаре существует нормальная подгруп-
па N группы G, такая что N ⊆ T и |G : N | < ∞. Очевидно, что g /∈ N . Ввиду
произвольности g группа G финитно аппроксимируема. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 2. Так как периодическая группа G без инволю-
ций локально ступенчата тогда и только тогда, когда она является RN-группой
(см. [11, предложение 4]), в силу теоремы 1 утверждение доказываемой теоремы
справедливо.

Доказательство теоремы 3. Рассмотрим проективную специальную линей-
ную группу PSL2(7) порядка 168. Её максимальные подгруппы могут быть изо-
морфны только группе S4 и группе Фробениуса порядка 21. В одной из подгрупп,
изоморфных группе Фробениуса порядка 21, выберем подгруппу H порядка 7 и
покажем, что H сверхдополняема в G.

Любая подгруппа группы PSL2(7), изоморфная S4, очевидно, дополняет H
в G. Группа Фробениуса порядка 21, содержащая H, дополняется силовскими
2-подгруппами группы PSL2(7). Группа PSL2(7) не содержит подгрупп порядков
14, 28, 42, 56, 84, поскольку в противном случае они содержались бы в некоторой
максимальной подгруппе, отличной от S4 и группы Фробениуса порядка 21.
Таким образом, каждая подгруппа группы PSL2(7), содержащая H, дополняема,
следовательно, H сверхдополняема в PSL2(7). Теорема доказана.
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