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Аннотация

В работе исследуется T -пространственное и мультипликативное строение от-
носительно свободной алгебры F (3) с единицей, соответствующей тождеству[
[x1, x2], x3

]
= 0, над бесконечным полем характеристики p > 0. Наибольшее внима-

ние уделяется унитарно замкнутым T -пространствам над полем характеристики p > 2.
Построена диаграмма, содержащая все основные T -пространства алгебры F (3), кото-
рые образуют бесконечные цепочки включений. Одним из главных результатов явля-
ется разложение фактор-T -пространств, связанных с F (3), в прямую сумму простых
компонент. Кроме того, изучаемые T -пространства оказываются коммутативными по-
далгебрами в F (3), что позволяет описать F (3) и некоторые её подалгебры как модули
над этими коммутативными алгебрами. Отдельно рассматриваются особенности слу-
чая p = 2. В приложении изучаются не унитарно замкнутые T -пространства, а также
случай поля нулевой характеристики.

Abstract

A. V. Grishin, L. M. Tsybulya, On the structure of a relatively free Grassmann al-
gebra, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 15 (2009), no. 8, pp. 3—93.

We investigate the multiplicative and T -space structure of the relatively free alge-
bra F (3) with a unity corresponding to the identity

[
[x1, x2], x3

]
= 0 over an infinite

field of characteristic p > 0. The highest emphasis is placed on unitary closed T -spaces
over a field of characteristic p > 2. We construct a diagram containing all basic T -spaces
of the algebra F (3), which form infinite chains of the inclusions. One of the main results
is the decomposition of quotient T -spaces connected with F (3) into a direct sum of simple
components. Also, the studied T -spaces are commutative subalgebras of F (3); thus, the
structure of F (3) and its subalgebras can be described as modules over these commutative
algebras. Separately, we consider the specifics of the case p = 2. In Appendix, we study
nonunitary closed T -spaces and the case of a field of zero characteristic.
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Введение

Понятие T -пространства как линейного подпространства свободной счётно
порождённой ассоциативной алгебры F = k〈x1, . . . , xi, . . .〉 над полем k, замкну-
того относительно подстановок вместо переменных любых элементов этой алге-
бры, было введено первым автором [7] около двадцати лет назад и уже прочно
вошло в обиход современной комбинаторной алгебры и теории PI-колец. С его
помощью был решён ряд достаточно долго остававшихся открытыми проблем.
Это, в первую очередь, такие проблемы конечной базируемости, как проблема
Мальцева и проблема Шпехта в положительной характеристике. Интересно, что
аппарат T -пространств оказался одинаково эффективным как при доказатель-
стве положительных утверждений, так и при построении контрпримеров.

В 1987 году А. Р. Кемер [24] получил положительное решение проблемы
Шпехта [47] о конечной порождённости любого T -идеала алгебры F над полем
нулевой характеристики. Этот факт в некоторой степени повлиял на появление
понятия T -пространства. Примерно в это же время один из авторов, доказы-
вая конечную базируемость систем обобщённых многочленов (т. е. элементов
свободного произведения алгебры матриц и свободной алгебры F ) в [7], за-
метил, что в случае поля характеристики нуль достаточно только подстановок
и линейных действий (умножения оказались не нужны). Это привело к по-
нятию T -пространства в алгебре обобщённых многочленов, а также стимули-
ровало получение аналогичного результата для систем обычных многочленов
(т. е. для элементов из алгебры F ). Немного позднее в [8] вводится поня-
тие абстрактного T -пространства, существенно обобщающее предыдущее
определение T -пространства. Под абстрактным T -пространством понимается
любой унитарный правый kT -модуль, где kT —полугрупповая k-алгебра полу-
группы T эндоморфизмов (подстановок) алгебры F . Расширение таким образом
понятия T -пространства освобождает от необходимости рассматривать только
подпространства в свободных алгебрах, можно брать фактор-T -пространства,
прямые суммы T -пространств и т. д. Кроме того, имеется большой запас приме-
ров T -пространств иной природы, связанных со следами, квазимногочленами и
некоторыми другими специальными конструкциями (см. [8, 43]). Современный
взгляд на концепцию T -пространства изложен в [12]. Через ST обозначается
T -пространство, порождённое подмножеством S некоторого T -пространства.

Пусть I —произвольный T -идеал алгебры F (возможно, нулевой). Относи-
тельно свободная алгебра F/I является, очевидно, циклическим kT -модулем,
порождённым любой из своих переменных. Согласно результатам [8, 43], если
k —поле нулевой характеристики, а идеал I содержит многочлен Капелли

cn =
∑

σ∈Sn

(−1)σy0xσ(1)y1 · · ·xσ(n)yn,

то этот циклический модуль нётеров. В качестве следствия получается конеч-
ная базируемость любого T -идеала, содержащего многочлен Капелли. Позже
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В. В. Щиголев [39], используя технику и обобщение результатов [8,23,24], до-
казал, что F = {x1}T —нётеров kT -модуль, т. е. всякие условия на T -идеал I
можно отбросить. Положительное решение проблемы Шпехта [24] является, как
нетрудно убедиться, частным случаем этого факта.

Интерес к T -пространствам, как представляется, возрос и в связи с тем, что
в конце 1997 года первым автором был построен пример не конечно порождённо-
го T -пространства над полем положительной характеристики: T -пространство,
порождённое одночленами x2

1 · · ·x2
n, n ∈ N, над произвольным полем харак-

теристики 2 не является конечно порождённым как T -пространство даже по
модулю тождества

[
[x, y], z

]
= 0, более того, даже если добавить тождество

x4 = 0. Примеры не конечно порождённых T -пространств над бесконечны-
ми полями характеристики p > 2 были получены В. В. Щиголевым в [38].
В частности, им было доказано, что T -пространство, порождённое элементами
xp−1

1 xp−1
2 [x1, x2] · · ·xp−1

2n−1x
p−1
2n [x2n−1, x2n], n ∈ N, над произвольным бесконеч-

ным полем характеристики p > 2 не является конечно порождённым, причём
это верно и по модулю тождества

[
[x, y], z

]
= 0, более того, даже если доба-

вить тождество xp = 0. Особый интерес представляет следующий доказанный
В. В. Щиголевым [38] факт: T -пространство {xps−1yps−1[x, y] | s ∈ N}T не яв-
ляется конечно порождённым для любого простого числа p даже по модулю
тождества

[
[x, y], z

]
= 0. В [43] В. В. Щиголев построил целый ряд примеров

не конечно порождённых T -пространств над произвольным полем характеристи-
ки p > 0, кроме того, им был предложен способ обобщения ранее полученных
результатов со случая бесконечного поля на случай произвольного поля путём
рассмотрения T -пространств с дополнительным условием замкнутости относи-
тельно взятия полиоднородных компонент.

В 1998 году практически одновременно первым автором [9], А. Я. Бело-
вым [3] и В. В. Щиголевым [37] были даны первые контрпримеры к аналогу
проблемы Шпехта в характеристике p > 0. Хотя внешне эти конструкции до-
статочно различны, по существу, все они основаны на идее T -пространства.
То же самое можно сказать и о всех контрпримерах, полученных в дальней-
шем другими авторами (см. [1, 45]). Естественным аналогом проблемы Шпехта
является проблема Мальцева [29]: верно ли, что в свободной счётно порождён-
ной ассоциативной Z-алгебре любой T -идеал конечно порождён? Полученные
контрпримеры к проблеме Шпехта в положительной характеристике дают от-
рицательное решение проблемы Мальцева. В [9, 41, 42] впервые даётся пример
ассоциативного ниль-кольца индекса 16, не имеющего конечного базиса тож-
деств.

Нужно отметить, что в случае поля характеристики p > 0 результатов в по-
ложительном направлении до недавнего времени почти не имелось, за исключе-
нием конечной порождённости T -пространств в алгебрах коммутативных много-
членов над бесконечным полем, доказанной в [9]. Е. А. Киреева [26], используя
по аналогии с [9] технику вполне упорядоченных множеств, распространила
этот результат на случай произвольного унитарного нётерова коммутативно-ас-
социативного кольца коэффициентов.
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Были изучены экстремальные свойства T -пространств над полями положи-
тельной характеристики, связанные с конечной порождённостью. Как уже отме-
чалось, если поле имеет характеристику p = 2, то T -пространство, порождённое
произведениями квадратов переменных, не является конечно порождённым по
модулю

[
[x, y], z

]
= 0 и x4 = 0. Однако, как было установлено в [18], если

к этим тождествам добавить ещё одно тождество [x1, x2] · · · [x2n−1, x2n] = 0, не
являющееся следствием из них, то по модулю этих тождеств указанное T -про-
странство оказывается уже конечно порождённым. Кроме того, было показано,
что это T -пространство обладает интересным экстремальным свойством, свя-
занным с коразмерностями в цепочках подпространств 2-слов. Аналогичным
свойством обладают и построенные В. В. Щиголевым в [43] примеры не ко-
нечно порождённых T -пространств над полями характеристики p > 2. Следует
отметить также замечательный факт, полученный Е. А. Киреевой совместно
с А. Н. Красильниковым [28], который заключается в следующем. Пусть Vp —
T -идеал алгебры F , порождённый

[
[x, y], z

]
и xm

1 , где m = p, если p > 2,
и m = 4, если p = 2. Он экстремален в следующем смысле. Относительно
свободная алгебра F/Vp содержит бесконечно базируемые T -пространства (это
доказано первым автором [9,42] для p = 2, В. В. Щиголевым [38] для p > 2), а
в [28] показано, что если I —произвольный T -идеал, содержащий собственным
образом T -идеал Vp, то F/I —нётерово T -пространство.

Доказательство этого результата основано на следующем факте [28], пред-
ставляющем самостоятельный интерес. T -пространство в относительно свобод-
ной алгебре над нётеровым коммутативно-ассоциативным кольцом с 1, соответ-
ствующей тождеству

[x1, x2][x3, x4] · · · [x2n−1, x2n] = 0, (1)

порождённое многочленами с ограниченными кратностями вхождения перемен-
ных, конечно базируемо. Первоначально же первым автором ставился вопрос
о конечной базируемости таких T -пространств над полем. Исследование этих
T -пространств представлялось важным, так как В. В. Щиголев показал, что от-
каз от ограниченности кратности вхождения переменных приводит к примерам
T -пространств в относительно свободной алгебре с тождеством (1) при n = 2,
не являющихся конечно порождёнными.

Следующий вопрос, возникающий при исследовании экстремальных свойств
T -пространств, связан с поиском границы между конечно порождёнными и не
конечно порождёнными T -пространствами в относительно свободных алгебрах.
Е. А. Киреевой [27] был получен следующий результат: пусть Up — T -простран-
ство, порождённое всеми p-словами (под n-словом понимается любой одночлен
из алгебры F , содержащий каждую из входящих в него переменных с кратно-
стью n, n ∈ N) и T -идеалом Vp, который был определён выше. Тогда любое
T -пространство в F/Vp, содержащее Up/Vp собственным образом, является ко-
нечно порождённым.

Весьма интересные исследования рядов Гильберта для T -пространств прове-
дены А. Я. Беловым в [6].
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Кроме свободных алгебр счётного ранга, можно рассматривать и свободные
алгебры конечного ранга (так называемый локальный случай). В этом случае
ситуация для T -пространств и T -идеалов существенно различается. С одной
стороны, В. В. Щиголев [38] построил примеры не конечно порождённых T -про-
странств в 2-порождённой алгебре. С другой стороны, А. Р. Кемером [25] дока-
зано, что все T -идеалы в свободной алгебре конечного ранга являются конечно
порождёнными. Впоследствии А. Я. Белов [4] распространил этот результат на
случай произвольного унитарного нётерова коммутативно-ассоциативного коль-
ца коэффициентов. Совсем недавно в [5] он получил далеко идущее обобщение
своих результатов.

Естественно возникает вопрос о построении структурной теории про-
странств. При этом наиболее содержательная теория связана с T -пространства-
ми, удовлетворяющими некоторым специальным условиям. Например, можно
рассмотреть все пространства, лежащие в конкретной относительно свободной
алгебре, и связанные с ними теоретико-модульные конструкции. Одной из наи-
более важных и интересных таких алгебр, дающей, по существу, все основные
известные контрпримеры, является унитарная относительно свободная алге-
бра Грассмана над полем характеристики p > 0, т. е. алгебра

F (3) = k〈1, x1, . . . , xi, . . .〉/T (3),

где T (3) — T -идеал, порождённый «тройным коммутатором»
[
[x, y], z

]
(так назы-

ваемое тождество Грассмана). Мы рассматриваем и неунитарную алгебру

F (3)∗ = k〈x1, . . . , xi, . . .〉/T (3),

которую также называем относительно свободной алгеброй Грассмана. Название
объясняется тем, что многообразие k-алгебр, заданное тождеством

[
[x, y], z

]
= 0,

в случае p �= 2 порождается алгеброй Грассмана (см. [36]), а в случае p = 2—
алгеброй Φ2, впервые введённой одним из авторов и являющейся аналогом ал-
гебры Грассмана (см. [9, 18,43]). Всюду ниже через T обозначается полугруппа
эндоморфизмов свободной ассоциативной алгебры k〈1, x1, . . . , xi, . . .〉 с едини-
цей, а через T ∗ —полугруппа эндоморфизмов её подалгебры k〈x1, . . . , xi, . . .〉
без единицы (ясно, что T ∗ —подполугруппа в T ). Отметим, что kT ∗ ⊂ kT , по-
этому T ∗-пространство V ∗ в F (3)∗ , порождённое теми же многочленами, что
и T -пространство V в F (3), вообще говоря, меньше. Образы свободных пере-
менных в алгебре F (3) (в алгебре F (3)∗) будем обозначать так же, как и сами
переменные. В дальнейшем (за исключением приложения) k — бесконечное поле
характеристики p > 0.

При построении контрпримеров в характеристике p чрезвычайно важную
роль играет T -пространство Wn, порождённое в F (3) всевозможными n-сло-
вами. Из бесконечно базируемых T -пространств, построенных в Wn, потом
конструируются бесконечно базируемые T -идеалы. Основными объектами ис-
следования для нас будут T -пространства Wn и W ∗

n , а также алгебры F (3)

и F (3)∗ .
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Весьма актуальной представляется следующая задача ((p, n)-проблема): най-
ти неприводимые системы порождающих T -пространств Wn для любых пар p
и n (см. [1]). Для взаимно простых n и p ответ прост: Wn = F (3). Но если n
делится на p, то возникает достаточно содержательная, на наш взгляд, теория,
имеющая свою специфику в характеристике p = 2. Аналогичная задача реша-
ется нами для T ∗-пространства W ∗

n как в случае поля характеристики p, так и
в случае поля нулевой характеристики.

Как правило, рассматриваемые T -пространства обладают ещё и мультипли-
кативной структурой. Как выясняется в дальнейшем, основные T -пространства
в F (3) оказываются её коммутативными подалгебрами или идеалами в этих
подалгебрах. Более того, как показал первый автор [13, 14], Wp —центр ал-
гебры F (3). Поэтому интерес вызывают вопросы о строении этих подалгебр
и некоторых модулей в F (3) над этими подалгебрами, а также аналогичные
вопросы в алгебре F (3)∗ .

Цель работы заключается в исследовании T -пространственной и мультипли-
кативной структуры относительно свободной алгебры F (3). Как будет видно
из дальнейшего, между этими двумя структурами имеется интересная взаимо-
связь. Также мы изучаем строение W ∗

n как T ∗-пространства и как подалгебры
в F (3)∗ . При этом в работе используются методы комбинаторной алгебры, струк-
турной теории колец и модулей, а также результаты более ранних исследований
по теории T -пространств.

В каждом разделе своя нумерация утверждений и формул. Например, теоре-
ма 3.2.1 является первой теоремой второго параграфа третьего раздела.

Первый раздел целиком посвящён вычислительным аспектам в алгебре F (3).
Одним из основных инструментов исследования является так называемый кано-
нический базис. Ранее аналогичный базис, правда для полилинейных многочле-
нов, рассматривался В. Н. Латышевым в [30]. Раздел содержит три параграфа,
где всюду, за исключением последнего параграфа, предполагается, что p > 2.
В конце параграфа 1.3 (см. замечание 1.3.2) даётся комментарий к ситуации
в характеристике p = 2, которая в некотором смысле является особенной. В па-
раграфе 1.1 приводятся необходимые предварительные определения и обозна-
чения, а также основные соотношения в F (3), используемые при вычислениях.
Как будет следовать из результатов раздела 2 (см. также [19]), Wn = F (3) при
(n, p) = 1 и Wn = Wpl при n = pln1, где (n1, p) = 1, n1, l ∈ N. Более того,

для всех p и l, кроме p = 2, l = 1, Wpl = Dpl ⊕ CDpl . Здесь Dpl = {xpl

1 }T —
нётерово T -пространство, называемое ещё диагональной компонентой T -про-
странства Wpl , а CDpl (коммутаторная компонента T -пространства Wpl) —
бесконечно базируемое T -пространство, имеющее неприводимую систему поро-
ждающих{

gm,l = cm,lz
pl

1 | cm,l = xpl−1
1 ypl−1

1 [x1, y1] · · ·xpl−1
m ypl−1

m [xm, ym], m ∈ N
}
.

Отметим, что T -пространство Cpl (чисто коммутаторная компонента T -про-
странства Wpl), порождённое всеми многочленами cm,l, — собственное подпро-
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странство в CDpl . Если p = 2, l = 1, то T -пространство W2 совпадает с T -про-
странством D2 = {x2

1 · · ·x2
s | s ∈ N}T —первым примером не конечно базиру-

емого T -пространства в характеристике 2 (см. [9]). Потом появились примеры
бесконечно базируемых T -пространств в характеристике p > 0 в других под-
пространствах Wpl (см. [38,43]). Поэтому интересно более подробно изучить не
только строение этих подпространств в Wpl , но и связь между ними.

Легко убедиться, что Cpl и CDpl —бесконечные суммы T -пространств

C
(m)

pl = {cm,l}T и CD
(m)

pl = {gm,l}T соответственно.
В дальнейшем будут использоваться следующие обозначения. Если l = 0, то

C
(m)
1 = {[x1, y1] · · · [xm, ym]}T и C(m) = ([x1, y1] · · · [xm, ym])T — T -пространство

и T -идеал в алгебре F (3) соответственно, если m = 1, то C
(1)
1 = C1 и C(1) = C.

Связь между введёнными таким образом T -пространствами Cpl , CDpl , C
(m)

pl

и CD
(m)

pl выражается следующей диаграммой:

C = C(1) ⊃ C(2) ⊃ . . . ⊃ C(m) ⊃ . . .

∪ ∪ ∪ ∪
CDp = CD

(1)
p + CD

(2)
p + . . . + CD

(m)
p + . . .

∪ ∪ ∪ ∪
· · · · · · · · · · · ·
∪ ∪ ∪ ∪

CDpl = CD
(1)

pl + CD
(2)

pl + . . . + CD
(m)

pl + . . .

∪ ∪ ∪ ∪
· · · · · · · · · · · ·
∪ ∪ ∪ ∪

Cpl = C
(1)

pl + C
(2)

pl + . . . + C
(m)

pl + . . .

∪ ∪ ∪ ∪
· · · · · · · · · · · ·
∪ ∪ ∪ ∪
Cp = C

(1)
p + C

(2)
p + . . . + C

(m)
p + . . .

∪ ∪ ∪ ∪
C1 = C

(1)
1 ⊃ C

(2)
1 ⊃ . . . ⊃ C

(m)
1 ⊃ . . .

(2)

В этой диаграмме все включения строгие. Это следует из так называемой теоре-
мы о независимости (см. теорему 3.1.1). Эта теорема утверждает, что никакие
T -пространства C

(m)

pl , CD
(m)

pl не зависят (т. е. не исчезают после факторизации)
от всех остальных, кроме тех, что находятся выше по столбцу.

Среди основных результатов первого раздела, приведённых в параграфе 1.2,
укажем две так называемые теоремы о выравнивании (теоремы 1.2.1 и 1.2.2),
которые позволяют говорить о том, что T -пространства в Wp в значительной
степени сводятся к T -пространствам из диаграммы (2). Далее в параграфе 1.3
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с помощью первой теоремы о выравнивании доказывается теорема о мономи-
альности (теорема 1.3.1), которую можно сформулировать следующим образом:
произвольное действие алгебры kT на многочлены cm,l и gm,l по модулю T -про-

странств C
(m)

pl−1 и C
(m)

pl соответственно сводится к мономиальным подстановкам
в эти многочлены. Теоремы о выравнивании и о мономиальности используются
в дальнейшем для изучения структурных вопросов.

Во втором разделе исследуется T -пространство Wn с точки зрения нахожде-
ния его неприводимой системы порождающих ((p, n)-проблема). Ответ на эту
проблему следующий:

1) если (n, p) = 1, то Wn = F (3);
2) если n = pln1, (n1, p) = 1, l ∈ N, то Wn = Wpl ;
3) T -пространство Wpl для любых p и l, кроме p = 2, l = 1, распадается

в прямую сумму своих диагональной и коммутаторной компонент, т. е.
Wpl = Dpl ⊕ CDpl , и имеет следующую бесконечную неприводимую си-
стему порождающих:{
xpl

1 , xpl−1
1 ypl−1

1 [x1, y1]z
pl

1 , . . . , xpl−1
1 ypl−1

1 [x1, y1] · · ·xpl−1
i ypl−1

i [xi, yi]z
pl

1 , . . .
}
;

4) если p = 2, l = 1, то W2 = D2 = {x2
1, . . . , x

2
1 · · ·x2

i , . . .}T .

В параграфе 2.1 этого раздела показано (см. следствия 2.1.1 и 2.1.2), что
T -пространства Cpl и CDpl по модулю не унитарно замкнутого T ∗-идеала I∗m
в алгебре F (3)∗ , порождённого одночленом xm, где m = p, если p > 2, и m = 4,
если p = 2, являются бесконечно базируемыми. Отметим, что при доказатель-
стве этих утверждений существенно используются результаты предыдущего
раздела, в частности теорема о мономиальности. В 2002 г. В. В. Щиголе-
вым [43] была доказана бесконечная базируемость указанных T -пространств,
но без условия «по модулю I∗m» при l > 1 (для l = 1 доказательство по моду-
лю I∗p приведено им в [38]). Кроме того, данное им доказательство не содержало
случая p = 2, l = 1, тогда как полученные в этом параграфе результаты охваты-
вают и этот случай.

Результаты этого раздела, кроме того что они дают ответ на вопрос о непри-
водимой системе порождающих Wn, позволяют построить как бесконечно убы-
вающие, так и бесконечно возрастающие цепочки строгих включений T -под-
пространств в Wn (см. диаграммы включений, приведённые в параграфе 2.5, а
также диаграмму (2)). Например, в Dp имеется следующая бесконечная строго
убывающая цепочка включений T -подпространств:

Dp ⊃ Dp2 ⊃ . . . ⊃ Dpl ⊃ . . . .

Более того, показано (см. теорему 2.3.2), что любое подпространство в Dp,
p > 2, совпадает с Dpl для некоторого l ∈ N, откуда следует, что Dp —нётерово
T -пространство. Таким образом, из теоремы 2.3.2 непосредственно получаем,
что Dpl/Dpl+1 для любого l ∈ N является простым T -пространством.
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Третий раздел посвящён дальнейшему исследованию T -пространственной
структуры алгебры F (3). Этот раздел содержит четыре параграфа. Везде, кро-
ме параграфа 3.4, предполагается, что p > 2. Как видно из диаграммы (2),
указанные в ней суммы T -подпространств не являются прямыми (см. самую
нижнюю строку). Однако Cpl/Cpl−1 и CDpl/CDpl+1 уже распадаются в пря-
мые суммы. Следующие результаты представляются центральными в работе (см.
следствия 3.3.2 и 3.3.4).

Утверждение 1. Для любого l ∈ N

Cpl/Cpl−1 ∼=
∞⊕

m=1

C
(m)

pl /C
(m)

pl−1 ,

где C
(m)

pl /C
(m)

pl−1 —простое T -пространство.

Утверждение 2. Для любого l ∈ N

CDpl/CDpl+1 ∼=
∞⊕

m=1

CD
(m)

pl /CD
(m)

pl+1 ,

где CD
(m)

pl /CD
(m)

pl+1 —простое T -пространство.

В параграфе 3.4 рассматривается вопрос о возможности перенесения полу-
ченных в предыдущих параграфах этого раздела результатов на случай p = 2.

В четвёртом разделе изучается мультипликативная структура алгебры F (3),
при этом весьма важную роль играет следующее обстоятельство: основные
T -пространства в F (3) оказываются к тому же её коммутативными подалге-
брами или даже идеалами в этих подалгебрах. В параграфе 4.1 описана струк-
тура T -алгебры Wpl (см. теорему 4.1.2). Алгебра Wpl коммутативна. Для всех
p и l, кроме p = 2, l = 1, Wpl распадается в прямую сумму T -пространств:
Wpl = Dpl ⊕ CDpl , где CDpl —радикал алгебры Wpl , являющийся ненильпо-
тентной ниль-алгеброй индекса p, причём Wpl/CDpl

∼= Dpl —алгебра коммута-

тивных многочленов k[1, xpl

1 , . . . , xpl

i , . . .]. Если p = 2, l = 1, то W2 = D2 и D2

распадается в прямую сумму k-алгебр D2 = k[1, x2
1, . . . , x

2
i , . . .]⊕CD2, где CD2 —

радикал алгебры D2, являющийся ненильпотентной ниль-алгеброй индекса 2, и
D2/CD2

∼= k[1, x2
1, . . . , x

2
i , . . .]—алгебра коммутативных многочленов.

В параграфе 4.2 мы полагаем, что p > 2. Этот параграф посвящён вопросу
о строении F (3) и её подалгебр как модулей над коммутативными алгебрами.
Так, в теореме 4.2.1 описаны бесконечные неприводимые системы порождающих
для Wp-модулей F (3) и CDp. Кроме того, F (3) является несвободным Wp-моду-
лем ранга 1 (см. замечание 4.2.1). Но если F (3) рассматривать как Dp-модуль,
то он оказывается свободным бесконечного ранга (см. теорему 4.2.2). В свою
очередь, CDp как Dp-модуль является прямой суммой свободного Dp-модуля M
бесконечного ранга, порождённого всеми многочленами

xp−1
j1

xp−1
j2

· · ·xp−1
j2m−1

xp−1
j2m

[xj1 , xj2 ] · · · [xj2m−1 , xj2m
],
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и Dp-модуля C1 (см. теорему 4.2.3). Следовательно, Wp —прямая сумма Dp-мо-
дулей: Wp = Dp ⊕ M ⊕ C1. Далее в этом же параграфе изучаются модульные
конструкции, связанных с T -идеалами алгебры Wp, порождёнными элементами
диаграммы (2). В параграфе 4.3 исследуется вопрос о возможности перенесения
результатов, полученных в предыдущем параграфе, на случай p = 2. Выявляется
специфика этого случая.

Наконец, в приложении изучается строение T ∗-пространства W ∗
n и его ком-

понент в алгебре F (3)∗ над бесконечным полем характеристики p или характери-
стики нуль. В первом параграфе приложения мы полагаем, что характеристика
поля равна p и n = pln1, (n1, p) = 1, l ∈ N. Дан полный ответ на вопрос о непри-
водимой системе порождающих для W ∗

n (см. теорему П.1.1): для любых p и l,
кроме p = 2, l = 1, T ∗-пространство W ∗

n порождается бесконечной неприводимой
системой многочленов

{xn
1 , c1(n), c2(n), . . . , cm(n), . . . , c1(n)zn

1 , c2(n)zn
1 , . . . , cm(n)zn

1 , . . .},
где

ci(n) = xn−1
1 yn−1

1 [x1, y1] · · ·xn−1
i yn−1

i [xi, yi], i ∈ N,

причём W ∗
n = D∗

n ⊕ (CD∗
n + C∗

n). Если p = 2, l = 1, то W ∗
n = D∗

n =
= {xn

1 · · ·xn
s | s ∈ N}T∗

, при этом выполнено строгое включение (C∗
n + CD∗

n) ⊂
⊂ D∗

n. T ∗-пространства CD∗
n и C∗

n не связаны никакими включениями, и их
пересечение ненулевое для всех p и l.

Во втором параграфе приложения показано (см. теорему П.2.1), что в слу-
чае поля характеристики p при (n, p) = 1, а также в случае поля нулевой ха-
рактеристики W ∗

n = D∗
n = {xn

1}T∗
, при этом выполнено строгое включение

(C∗
n + CD∗

n) ⊂ D∗
n. В свою очередь, C∗

n = {xn−1
1 yn−1

1 [x1, y1]}T∗
и CD∗

n =
= {xn−1

1 yn−1
1 [x1, y1]zn

1 }T∗
; эти T ∗-пространства не связаны никакими включе-

ниями и их пересечение ненулевое.
Отметим также, что изучено строение T ∗-пространства W ∗

n как подалге-
бры в F (3)∗ в зависимости от значений, принимаемых n и p. Были получены
следующие результаты.

I. Случай поля характеристики p и n = pln1, (n1, p) = 1, l ∈ N.

1. Если p > 2 или p = 2, l > 1, то алгебра W ∗
n коммутативна и распадается

в прямую сумму: W ∗
n = D∗

n ⊕ (C∗
n + CD∗

n), где C∗
n + CD∗

n —радикал алге-
бры W ∗

n , являющийся ненильпотентной ниль-алгеброй индекса p, причём
W ∗

n/(C∗
n + CD∗

n) ∼= D∗
n, а D∗

n изоморфно вкладывается в алгебру коммута-
тивных многочленов

k[x̄1, . . . , x̄i, . . .] = k〈x1, . . . , xi, . . .〉/([x1, x2])T∗
.

2. Если p = 2, l = 1, то алгебра W ∗
n коммутативна и W ∗

n = D∗
n. D∗

n ∩ C∗ —
радикал алгебры D∗

n, являющийся ненильпотентной ниль-алгеброй индек-
са 2, причём фактор-алгебра D∗

n/D∗
n ∩ C∗ изоморфно вкладывается в ал-

гебру k[x̄1, . . . , x̄i, . . .].
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Отметим, что в следующих двух случаях алгебра W ∗
n уже не является ком-

мутативной. Она содержит подалгебру k〈xn
1 , . . . , xn

i , . . .〉, изоморфную, как пока-
зано в [11], алгебре F (3)∗ .

II. Случай поля характеристики p и (n, p) = 1.
1. Если p > 2, то W ∗

n = D∗
n. D∗

n ∩ C∗ —радикал алгебры D∗
n, являю-

щийся ненильпотентной ниль-алгеброй индекса p, причём фактор-алгебра
D∗

n/D∗
n ∩ C∗ изоморфно вкладывается в алгебру k[x̄1, . . . , x̄i, . . .].

2. Если p = 2, то W ∗
n = D∗

n, D∗
n ∩ C∗ —радикал алгебры D∗

n, являющий-
ся ненильпотентной ниль-алгеброй индекса 4, причём фактор-алгебра
D∗

n/D∗
n ∩ C∗ изоморфно вкладывается в алгебру k[x̄1, . . . , x̄i, . . .].

III. Случай поля характеристики 0.
W ∗

n = D∗
n, D∗

n ∩ C∗ —радикал алгебры D∗
n, являющийся ненильпо-

тентной ниль-алгеброй неограниченного индекса, причём фактор-алгебра
D∗

n/D∗
n ∩ C∗ изоморфно вкладывается в алгебру k[x̄1, . . . , x̄i, . . .].

1. Базовые сведения

1.1. Основные определения, обозначения и утверждения

Пусть k〈1, x1, . . . , xi, . . .〉— свободная счётно порождённая ассоциативная ал-
гебра с единицей (для обозначения переменных мы иногда будем использовать
символы y и z) над бесконечным полем k характеристики p > 0 и T —полу-
группа эндоморфизмов (подстановок) алгебры k〈1, x1, . . . , xi, . . .〉.

Эндоморфизм τ алгебры k〈1, x1, . . . , xi, . . .〉, определяемый соответствием
xj �→ gj , где gj ∈ k〈1, x1, . . . , xi, . . .〉, j = 1, 2, . . . , будем называть подстанов-
кой типа (x1, . . . , xj , . . .) �→ (g1, . . . , gj , . . .). В тех случаях, когда применяется
подстановка типа (x1, x2, . . . , xj−1, xj , xj+1, . . .) �→ (x1, x2, . . . , xj−1, gj , xj+1, . . .),
мы будем писать для краткости τ : xj �→ gj , τ ∈ T . Через fτ обозна-
чим образ многочлена f из алгебры k〈1, x1, . . . , xi, . . .〉 относительно подста-
новки τ . Подстановки вида x �→ α1x1 + . . . + αrxr + α, где α1, . . . , αr, α—
произвольные элементы из поля k, назовём линейными. Не ограничивая
общности, в дальнейшем будем использовать линейные подстановки вида
x �→ x1 + . . . + xr + α. Пусть f(x1, . . . , xn) ∈ k〈1, x1, . . . , xi, . . .〉—произвольный
многочлен, u1, . . . , un ∈ k〈1, x1, . . . , xi, . . .〉—произвольные одночлены. Будем
говорить, что многочлен f(u1, . . . , un) получен мономиальной подстановкой
из многочлена f(x1, . . . , xn). В полугруппе T можно также рассматривать под-
полугруппы подстановок различных типов: регулярные, симметрические и т. д.
(см. [8,43]).

Следуя [7, 8], векторное подпространство V алгебры k〈1, x1, . . . , xi, . . .〉 на-
зовём T -пространством, если V замкнуто относительно подстановок (т. е. из
f ∈ V и τ ∈ T следует, что fτ ∈ V ). Через ST обозначается T -пространство,
порождённое подмножеством S некоторого T -пространства. Другими словами,
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ST есть минимальное T -пространство, содержащее S. Назовём T -пространство
конечно порождённым, если для некоторого его конечного подмножества S оно
совпадает с ST .

По определению T -идеал алгебры k〈1, x1, . . . , xi, . . .〉—это её идеал, являю-
щийся одновременно и T -пространством.

Хорошо известно взаимно-однозначное соответствие между многообразиями
ассоциативных алгебр, T -идеалами алгебры k〈1, x1, . . . , xi, . . .〉 и относительно
свободными алгебрами, т. е. фактор-алгебрами алгебры k〈1, x1, . . . , xi, . . .〉 по
соответствующему T -идеалу.

Очевидным образом определяется правое действие полугруппы T на лю-
бой относительно свободной алгебре, на которой, следовательно, также можно
ввести понятие T -пространства.

Ясно, что любое T -пространство в относительно свободной алгебре есте-
ственным образом наделяется структурой унитарного правого kT -модуля (kT —
полугрупповая k-алгебра). Это приводит к следующему определению, суще-
ственно обобщающему предыдущее определение T -пространства.

Назовём (абстрактным) T -пространством над полем k любой унитарный
правый kT -модуль. Соответственно, морфизмами T -пространств являются гомо-
морфизмы их как kT -модулей.

Как и выше, через ST обозначается T -пространство, порождённое подмно-
жеством S в некотором T -пространстве.

Расширяя таким образом понятие T -пространства, мы освобождаемся от
необходимости рассматривать только подпространства в относительно свобод-
ных алгебрах. Можно рассматривать ещё и фактор-T -пространства, прямые
суммы и т. д. Кроме того, имеется большой запас примеров T -пространств
иной природы, связанных со следами, квазимногочленами и некоторыми дру-
гими специальными конструкциями (см. [8, 43]). Современный взгляд на кон-
цепцию T -пространства изложен в [12].

Как правило, рассматриваемые T -пространства обладают ещё и мультипли-
кативной структурой. В связи с этим введём следующие определения. Алге-
бру A над полем k назовём T -алгеброй, если A—унитарный правый kT -модуль
(т. е. T -пространство), на котором элементы полугруппы T действуют как эн-
доморфизмы алгебры A. Идеалы алгебры A, являющиеся T -алгебрами, будем
называть T -идеалами. Ясно, что данные определения обобщают классические
понятия свободной алгебры и T -идеала. В дальнейшем слова «T -пространство»
и «kT -модуль» будут для нас синонимами.

Как уже отмечалось во введении, все T -пространства рассматрива-
ются в унитарной относительно свободной алгебре Грассмана F (3) =
= k〈1, x1, . . . , xi, . . .〉/T (3), где T (3) — T -идеал, порождённый многочленом[
[x1, x2], x3

]
(так называемое тождество Грассмана), где под [x1, x2] тра-

диционно понимается разность x1x2 − x2x1. В приложении мы рассмат-
риваем также неунитарную относительно свободную алгебру Грассмана
F (3)∗ = k〈x1, . . . , xi, . . .〉/T (3). Название объясняется тем, что многообразие
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k-алгебр, заданное тождеством
[
[x, y], z

]
= 0, в случае p �= 2 порождается алге-

брой Грассмана (см. [36]), а в случае p = 2—алгеброй Φ2, впервые введённой
одним из авторов и являющейся аналогом алгебры Грассмана (см. [9, 18, 43]).
Эта алгебра строится следующим образом. Пусть A = k[. . . αij . . .]—комму-
тативная k-алгебра, порождённая элементами αij , где i, j ∈ N, i �= j, αij =
= αji, (1 + αij)(1 + αil) = 0, (1 + αij)(1 + αmn) = (1 + αim)(1 + αjn). Тогда
Φ2 = A〈x1, . . . , xi, . . .〉/J , где J —идеал свободной A-алгебры A〈x1, . . . , xi, . . .〉,
порождённый элементами xixj + αijxjxi. Алгебра F (3) является относительно
свободной алгеброй многообразия, порождённого алгеброй Φ2.

Алгебра F (3)∗ естественным образом наделяется структурой kT ∗-модуля,
где kT ∗ —полугрупповая k-алгебра полугруппы T ∗ эндоморфизмов алгебры
k〈x1, . . . , xi, . . .〉 (ясно, что T ∗ —подполугруппа в T ). Отметим, что kT ∗ ⊂ kT ,
поэтому T ∗-пространство V ∗ в F (3)∗ , порождённое теми же элементами, что
и T -пространство V в F (3), вообще говоря, меньше. Образы свободных пере-
менных в алгебре F (3) (в алгебре F (3)∗) будем обозначать так же, как и сами
переменные.

Под одночленом в алгебре F (3) и во всех её фактор-объектах мы подразу-
меваем произвольное произведение переменных xi (возможно, с кратностями).
Всякий многочлен из F (3) является линейной комбинацией своих одночленов, и
это представление, вообще говоря, неоднозначно. Так, например, одночлен мо-
жет быть равен линейной комбинации некоторых других одночленов с теми же
кратностями вхождения переменных.

В силу бесконечности поля k, если многочлен принадлежит T -пространству
(T ∗-пространству), то и любая полиоднородная компонента данного многочлена
принадлежит этому T -пространству (T ∗-пространству).

Отметим основные соотношения, применяемые при вычислениях в алге-
брах F (3) и F (3)∗ (см. [43]).

I. Коммутаторные соотношения.

[x1, x2][x1, x3] = 0, [x1, x2][x3, x4] = −[x1, x3][x2, x4],

[xn1
1 xn2

2 · · ·xnr
r , y] =

= n1x
n1−1
1 [x1, y]xn2

2 · · ·xnr
r + n2x

n2−1
2 [x2, y]xn1

1 xn3
3 · · ·xnr

r + . . . +

+ nrx
nr−1
r [xr, y]xn1

1 · · ·xnr−1
r−1 , ni ∈ N, i = 1, r.

В частности, из последнего соотношения следует, что

[xyn, y] = yn[x, y], n ∈ N ∪ {0}, [xn, y] = nxn−1[x, y], n ∈ N.

Следовательно, p-я степень переменной коммутирует с любым элементом алге-
бры F (3), т. е. [xp, y] = 0.

II. Соотношения Фробениуса.

(x1 + . . . + xr)pl

= xpl

1 + . . . + xpl

r , (x1 . . . xr)pl

= xpl

1 . . . xpl

r ,

где p > 2, l ∈ N или p = 2, l > 1.
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Приведём доказательства соотношений Фробениуса, из которых станет ясно,
почему случай p = 2, l = 1 имеет свои особенности.

Итак, рассмотрим первое равенство из соотношений II для случая p > 2,
l ∈ N. Достаточно доказать его справедливость для двух переменных при l = 1.
В этом случае однородный многочлен b = (x1 + x2)p можно представить в виде
суммы b =

∑
m

bm, где bm — сумма одночленов фиксированного типа (p − m,m),

m ∈ {0, . . . , p}.
Докажем, что bm = 0 для любого m = 1, p − 1. Для m = 1, как нетрудно

проверить, при p > 2 выполняются равенства

b1 = xp−1
1 x2 + xp−2

1 x2x1 + . . . + x1x2x
p−2
1 + x2x

p−1
1 =

= pxp−1
1 x2 +

p(p − 1)
2

xp−2
1 [x2, x1] = 0.

Линеаризуя соотношение

xp−1
1 x2 + xp−2

1 x2x1 + . . . + x1x2x
p−2
1 + x2x

p−1
1 = 0,

получаем ∑
σ∈Sp

xσ(1) · · ·xσ(p) = 0.

Осуществим ряд подстановок в многочлен
∑

σ∈Sp

xσ(1) · · ·xσ(p): xi �→ x1, i =

= 1, p − m, xj �→ x2, j = p − m + 1, p (на p − m мест, которые занимают
первые p − m переменных, ставится x1, на остальные m мест, которые зани-
мают следующие m переменных, ставится x2). После такой замены, как легко
убедиться, получается многочлен (p−m)!m! bm. Так как (m, p) = 1, то, исполь-
зуя приведённые выше равенства, получаем, что bm = 0 для любого m = 1, p − 1
при p > 2. Отсюда следует, что

(x1 + x2)p = xp
1 + xp

2.

Пусть теперь p = 2, l > 1. Нетрудно убедиться, что при l = 2 имеет место
равенство (x1 + x2)4 = x4

1 + x4
2. Далее индукцией по l легко показать, что

(x1 + x2)2
l

= x2l

1 + x2l

2 .
Рассмотрим второе равенство из соотношений II. Достаточно показать, что

оно справедливо для двух переменных. Несложно проверяется, что в алгебрах
F (3) и F (3)∗ выполняется равенство

xn
1xn

2 = (x1x2)n +
n(n − 1)

2
xn−1

1 xn−1
2 [x1, x2] (1.1)

для любого n ∈ N. Из этого равенства при n = pl для любой характеристики p
и любого натурального значения l, кроме случая p = 2, l = 1, получаем, что
второе из соотношений Фробениуса для двух переменных выполнено.
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Замечание 1.1.1. В случае p = 2, l = 1 получим

(x1 + x2)2 = x2
1 + x2

2 + [x1, x2], (x1x2)2 = x2
1x

2
2 + x1x2[x1, x2],

т. е. соотношения Фробениуса места не имеют.
Приведённые выше рассуждения фактически и объясняют специфику случая

характеристики 2.
С помощью коммутаторных соотношений нетрудно проверить, что любой

элемент f из алгебры F (3) (и, следовательно, из алгебры F (3)∗) можно предста-
вить с точностью до переобозначения переменных в виде линейной комбинации
многочленов следующего вида:

ha,b = xa1−1
1 y

a′
1−1

1 [x1, y1] · · ·xam−1
m y

a′
m−1

m [xm, ym]zb1
1 · · · zbs

s ,

где a = (a1, a
′
1, . . . , am, a′

m)—набор произвольных натуральных чисел, a
b = (b1, . . . , bs)—набор произвольных целых неотрицательных чисел, перемен-
ные yi, zj отличны от переменных x1, . . . , xm, m, s ∈ N. В том случае, когда
в многочленах ha,b отсутствуют коммутаторы, будем считать, что m = 0, и ис-
пользовать для таких многочленов обозначение db. Если bj = 0 для любого
j = 1, s, то для многочлена ha,b используется обозначение ca. Таким образом,
ha,b = cadb. При m = 0 и bj = 0 для любого j = 1, s многочлен ha,b по опреде-
лению равен 1. В дальнейшем, если задана пара наборов a и b, многочлен ha,b

и числа m и s по этой паре определяются однозначно.
С многочленами ha,b связан канонический базис k-алгебры F (3) (см. [30,

43]):

x
nj1−1
j1

x
nj2−1
j2

· · ·xnj2t−1−1

j2t−1
x

nj2t
−1

j2t
[xj1 , xj2 ] · · · [xj2t−1 , xj2t

]xmi1
i1

· · ·xmis
is

, (1.2)

где j1 < . . . < j2t, i1 < . . . < is, njβ
, miα

—произвольные натуральные числа,
множества индексов {jβ ∈ N | β = 1, 2t}, {iα ∈ N | α = 1, s} не пересекаются,
t, s ∈ N ∪ {0}. При t = s = 0 многочлен (1.2) равен 1.

Кратностью многочлена ha,b назовём число входящих в него коммутаторов.
Всюду ниже, если специально не оговаривается, мы полагаем l ∈ N ∪ {0}.
Будем говорить, что переменная в произвольном полиоднородном многочлене

из F (3) имеет уровень l, если кратность её вхождения в этот многочлен равна
plq для некоторого q ∈ N, не делящегося на p (l = 0 означает, что переменная
входит с кратностью, не делящейся на p).

Многочлен ha,b будем называть p-многочленом, если кратности вхождения
всех его переменных делятся на p, и 1-многочленом, если кратность вхождения
хотя бы одной из его переменных не делится на p.

Введём следующую систему обозначений. Положим для любых r, s ∈ N

c(r,s)(x, y) = xr−1ys−1[x, y]. (1.3)

Таким образом,
ca = c(a1,a′

1)
(x1, y1) · · · c(am,a′

m)(xm, ym).

Многочлен c(ai,a′
i)

(xi, yi) будем называть i-м блоком многочлена ca, i = 1,m.
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Рассмотрим следующие T -подпространства в алгебре F (3):

Db = {db}T , Ca = {ca}T , CDa,b = {cadb}T ;

Wn — T -пространство, порождённое всеми одночленами, содержащими каждую
переменную с кратностью n, n ∈ N (так называемыми n-словами).

T -пространство Wn играет важную роль в относительно свободной алгебре
Грассмана F (3). Такую же роль в относительно свободной алгебре Грассма-
на F (3)∗ играет T ∗-пространство W ∗

n , порождённое в алгебре F (3)∗ всевозмож-
ными n-словами. Именно в этих пространствах были построены первые примеры
бесконечно базируемых пространств (первый автор [9,42] сделал это для p = 2,
В. В. Щиголев [38] для p > 2). Таким образом, основными объектами исследо-
вания будут T -пространство Wn и T ∗-пространство W ∗

n , а также относительно
свободные алгебры Грассмана F (3) (унитарная) и F (3)∗ (неунитарная).

Согласно сказанному выше любое n-слово в алгебре F (3) (в алгебре F (3)∗)
представляется в виде линейной комбинации многочленов ha,b, у которых

a1 = . . . = am = a′
1 = . . . = a′

m = b1 = . . . = bs = n,

т. е. многочленов вида

xn−1
1 yn−1

1 [x1, y1] · · ·xn−1
m yn−1

m [xm, ym]zn
1 · · · zn

s .

При m = 0 эти многочлены превращаются в одночлены, которые мы будем
называть чисто степенными или диагональными и обозначать через ds(n),
s ∈ N ∪ {0}. При m ∈ N и s = 0 указанные многочлены назовём чисто ком-
мутаторными и обозначим через cm(n). Кроме того, выделим так называемые
коммутаторные многочлены cm(n)ds(n), где m, s ∈ N.

Одночлены ds(n) диагональны в смысле следующих определений.
Пусть w —произвольное n-слово от s переменных в алгебре F (3). Назовём

j-й координатой переменной xi, i = 1, s, число переменных в n-слове, отличных
от xi и стоящих до j-го вхождения переменной xi. n-слово w по переменной xi

определяется набором из n j-х координат (a1, . . . , an), a1, . . . , an ∈ N ∪ {0},
переменных xi, стоящих на j-х местах слова w. Числа a1, . . . , an будем на-
зывать координатами n-слова w по переменной xi или будем говорить, что
n-слово w имеет координаты (a1, . . . , an) по переменной xi и писать wxi

=
= (a1, . . . , an)xi

. Например, если w = x2
1x2x3x2x3 — 2-слово, то wx1 = (0, 0)x1 ,

wx2 = (2, 3)x2 , wx3 = (3, 4)x3 . Слова, которые имеют равные координаты по
каждой из входящих в них переменных xi, мы называем диагональными. Ясно,
что n-слово w является диагональным тогда и только тогда, когда имеет вид
w = xn

1 · · ·xn
s .

Рассмотрим следующие T -подпространства в Wn:

Cn = {cm(n) | m ∈ N}T —чисто коммутаторная компонента;
Dn = {ds(n) | s ∈ N ∪ {0}}T —диагональная компонента;
CDn = {cm(n)ds(n) | m, s ∈ N}T —коммутаторная компонента.
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Легко убедиться, что Cn содержится в CDn. Из сказанного выше следует, что
любой элемент из Wn является суммой f + g, где f ∈ Dn, g ∈ CDn, т. е.

Wn = Dn + CDn. (1.4)

Строение T ∗-пространства W ∗
n и его компонент

D∗
n = {ds(n) | s ∈ N}T∗

,

C∗
n = {cm(n) | m ∈ N}T∗

, CD∗
n = {cm(n)ds(n) | m, s ∈ N}T∗

во многом совпадает со строением аналогичных T -пространств Wn, Dn, Cn,
CDn. Однако есть и свои особенности: в частности, будет показано, что C∗

n и
CD∗

n не связаны никакими включениями. Строение W ∗
n , D∗

n, C∗
n и CD∗

n, причём
как над полем характеристики p, так и над полем нулевой характеристики,
изучается в приложении.

Всюду ниже (за исключением приложения) мы рассматриваем T -простран-
ство Wn, алгебру F (3) и связанные с ними теоретико-модульные конструкции.

Во втором разделе мы исследуем T -пространство Wn с точки зрения нахо-
ждения его неприводимой системы порождающих в зависимости от значений,
принимаемых n и p ((p, n)-проблема). Неприводимость системы элементов в раз-
деле 2 означает, что каждый следующий элемент системы нельзя получить пу-
тём kT -действий из предыдущих элементов. Однако результаты второго раздела
вместе с теоремой о независимости, доказанной в разделе 3, показывают, что
система порождающих для Wn неприводима в общепринятом смысле, т. е. ника-
кой элемент системы нельзя получить путём kT -действий из других элементов.
Хотя заметим, что в силу специфики характеристики 2 неприводимость систем
порождающих для D2 и CD2 понимается в том же смысле, что и во втором
разделе.

Если (n, p) = 1, то Wn = F (3) = {x1}T —циклический kT -модуль. Если
n = pln1, где (n1, p) = 1, n1, l ∈ N, то, как будет показано во втором раз-
деле, Wn = Wpl . Существенную роль в алгебре F (3) играют именно T -про-
странства Wpl . К таким T -пространствам сводятся многие структурные вопросы
алгебры F (3). Это будет следовать из приводимых ниже теорем о выравнивании.

Если n = pl, то для cm(n) используется обозначение

cm,l = xpl−1
1 ypl−1

1 [x1, y1] · · ·xpl−1
m ypl−1

m [xm, ym]

и этот многочлен называется коммутаторным многочленом кратности m
уровня l, а для многочлена cm(n)ds(n) при s = 1 используется обозначение

gm,l = cm,lz
pl

1 .

Отметим, что из второго соотношения Фробениуса следует, что все порождаю-
щие cm(n)ds(n) коммутаторной компоненты CDn при n = pl в случае p > 2,
l ∈ N или p = 2, l > 1 получаются подходящими подстановками из многочле-
нов gm,l. В этом случае коммутаторная компонента T -пространства Wpl имеет
вид

CDpl = {gm,l | m ∈ N}T ,
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а в случае p = 2, l = 1

CD2 = {cm(2)ds(2) | m, s ∈ N}T .

Для любых простых p и натуральных l чисто коммутаторная компонента
имеет вид Cpl = {cm,l | m ∈ N}T , а диагональная компонента—Dpl =
= {ds(pl) | s ∈ N ∪ {0}}T .

Введённые таким образом T -пространства Cpl и CDpl раскладываются в бес-

конечные суммы циклических kT -модулей C
(m)

pl = {cm,l}T и CD
(m)

pl = {gm,l}T ,
которые будем называть элементарными составляющими T -пространств Cpl

и CDpl соответственно. В случае p = 2, l = 1, как будет показано во вто-
ром разделе, T -пространство CD2 на самом деле имеет неприводимую систему
порождающих {c1,1z

2
1 · · · z2

s | s ∈ N} и раскладывается в бесконечную сумму

T -пространств CD
(1,s)
2 = {c1,1z

2
1 · · · z2

s}T . Эти циклические kT -модули мы по
аналогии с вышесказанным назовём элементарными составляющими T -про-
странства CD2.

Коммутаторный многочлен cm,0 кратности m уровня 0 — это многочлен

[x1, y1] · · · [xm, ym], и соответствующее T -пространство C
(m)
p0 = {cm,0}T обо-

значается через C
(m)
1 . Ясно, что T -пространство CD

(m)
p0 = {cm,0z1}T являет-

ся T -идеалом в F (3), порождённым cm,0. Этот T -идеал будем обозначать через

C(m) = (cm,0)T . Положим C
(1)
1 = C1 и C(1) = C. Очевидно, что C

(m)
1 ⊂ C1,

C(m) ⊂ C для любого m ∈ N. T -пространства C
(m)
1 и C(m) также будем назы-

вать элементарными составляющими C1 и C соответственно.
Начнём с некоторых вспомогательных обозначений и фактов, которые потре-

буются в дальнейшем.
Применим к каждой переменной многочлена

cm,l = xpl−1
1 ypl−1

1 [x1, y1] · · ·xpl−1
m ypl−1

m [xm, ym]

линейные подстановки. Через ci обозначим полиоднородные многочлены фикси-

рованных типов, выделенные соответственно из сомножителей xpl−1
i ypl−1

i [xi, yi]
многочлена cm,l после действия на них линейных подстановок. Будем счи-
тать, что c1, . . . , cm зависят от непересекающихся наборов переменных и
{x1, . . . , xt}—объединение этих наборов. Обозначим через c произведение мно-
гочленов c1 · · · cm. Таким образом из многочлена cm,l с помощью линейных
подстановок и k-линейных действий выделен (с учётом бесконечность поля k)
некоторый многочлен c(x1, . . . , xt).

Имеет место следующее утверждение (см. [43]).

Лемма 1.1.1. Пусть u1, . . . , ut — такие одночлены из алгебры F (3), что
в многочлен c(u1, . . . , ut) все переменные входят с кратностью pl+1. Тогда
c(u1, . . . , ut) = 0.

Также нам понадобится следующая лемма (см. [9,38]).

Лемма 1.1.2. [x1, y1][x2, y2] · · · [xm, ym] �= 0 в алгебре F (3) для любого m ∈ N.
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Ниже рассматриваются соотношения, связывающие введённые T -подпро-
странства алгебры F (3).

Следующая лемма достаточно очевидна.

Лемма 1.1.3. Имеют место следующие цепочки включений:

C1 = C
(1)
1 ⊃

�=
C

(2)
1 ⊃

�=
. . . ⊃

�=
C

(m)
1 ⊃

�=
. . . ,

C = C(1) ⊃
�=

C(2) ⊃
�=

. . . ⊃
�=

C(m) ⊃
�=

. . . .

Ниже нам потребуется следующая техническая лемма.

Лемма 1.1.4.

1.
(
pln−1
pl−1

)
не делится на p ни для какого n ∈ N.

2. Если (n, p) = 1, то
(
pln
pl

)
не делится на p.

Доказательство. 1. Для l = 0 получаем
(
pln−1
pl−1

)
= 1, откуда следует утвер-

ждение 1 данной леммы. Для l > 0(
pln − 1
pl − 1

)
=

pln − 1
pl − 1

· pln − 2
pl − 2

· · · pln − 1 − (pl − 2)
pl − 1 − (pl − 2)

.

Это число содержит как дроби, числитель и знаменатель которых не делятся
ни на какую степень числа p, так и дроби с противоположным свойством. Рас-
смотрим последние. Легко убедиться, что такие дроби имеют вид pln−psn1

pl−psn1
, где

pl > psn1, (n1, p) = 1, т. е. содержат в числителе и знаменателе одну и ту же
степень числа p, равную ps, s ∈ N. Сокращая на ps, получаем, что числитель

и знаменатель этих дробей не делятся на p. Отсюда следует, что
(
pln−1
pl−1

)
не

делится на p.
2. Для l = 0 имеем

(
pln
pl

)
= n. Отсюда и из (n, p) = 1 следует утверждение 2

данной леммы. Для l > 0(
pln

pl

)
=

pln

pl
· pln − 1

pl − 1
· · · pln − (pl − 1)

pl − (pl − 1)
.

Аналогично предыдущему среди дробей в правой части этого равенства рас-
смотрим дроби, числитель и знаменатель которых делятся на некоторую степень
числа p. Такие дроби, очевидно, имеют вид pln−psn1

pl−psn1
, где pl > psn1, (n1, p) = 1,

s ∈ N, и, сокращая на ps, получаем, что числитель и знаменатель этих дробей

не делятся на p. Отсюда и из (n, p) = 1 следует, что
(
pln
pl

)
не делится на p.

Далее часто будет использоваться следующий достаточно очевидный прин-
цип: если f ∈ {g}T и многочлены g и h1h2 зависят от непересекающихся мно-
жеств переменных, то h1fh2 ∈ {h1gh2}T .

Рассмотрим многочлен c(pln1,pln′
1)

(x1, y1) = xpln1−1
1 y

pln′
1−1

1 [x1, y1], где
n1, n

′
1 ∈ N (см. обозначение (1.3)). Имеет место следующая лемма.
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Лемма 1.1.5.

1. c1,l ∈
{
c(pln1,pln′

1)
(x1, y1)

}T
.

2. Если (n, p) = 1, то xpl ∈ {
xpln

}T
.

Доказательство. 1. Применим подстановку x �→ x+1 к каждой из входящих
в многочлен c(pln1,pln′

1)
(x1, y1) переменных и выделим полиоднородный много-

член степени pl по всем переменным. Получим многочлен, равный αc1,l, где

α =
(
pln1−1
pl−1

)(pln′
1−1

pl−1

)
. Из утверждения 1 леммы 1.1.4 следует, что α не делится

на p.
2. Как и выше, применяем подстановку x �→ x+1 к одночлену xpln и выделя-

ем полиоднородный многочлен степени pl по переменной x. Получим одночлен(
pln
pl

)
xpl

. Согласно утверждению 2 леммы 1.1.4 число
(
pln
pl

)
не делится на p.

Отсюда следует, что xpl ∈ {
xpln

}T
.

Свойства, доказанные в лемме 1.1.5, в дальнейшем будут часто использовать-
ся. Метод доказательства, использующий эти свойства, для удобства назовём
«методом спуска». Такое название естественно, так как в результате примене-
ния этого метода из многочлена с определёнными кратностями вхождения его
переменных получается многочлен с меньшими кратностями вхождения этих
переменных.

Следующая теорема говорит о взаимосвязи элементарных составляющих.

Теорема 1.1.1.

1. Пусть r > l. Тогда C
(m)

pl ⊂
�=

C
(m)
pr и CD

(m)
pr ⊂

�=
CD

(m)

pl .

2. C
(m)

pl ⊂
�=

CD
(m)
pr для любых l и r.

Доказательство. Строгость всех включений будет следовать из теоремы
о независимости элементарных составляющих (см. теоремы 3.1.1 и 3.4.1). Пока-
жем, что все включения выполнены.

1. Для доказательства включения C
(m)

pl ⊂ C
(m)
pr при r > l применяется метод

спуска аналогично тому, как это было сделано в доказательстве утверждения 1
леммы 1.1.5. Покажем, что выполнено включение CD

(m)
pr ⊂ CD

(m)

pl . Для этого
к многочлену gm,l применим подстановку

z1 �→ zpr−l

1 xpr−l−1
1 ypr−l−1

1 · · ·xpr−l−1
r ypr−l−1

r .

Такая подстановка корректна в силу r > l. После этой замены и использо-
вания коммутаторных соотношений получим многочлен gm,r, откуда следует
выполнение указанного включения.

2. Подставляя 1 вместо z1 в многочлене gm,l получим, что C
(m)

pl ⊂ CD
(m)

pl .
Отсюда и из утверждения 1 этой теоремы вытекает следующая диаграмма вклю-
чений:
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C
(m)
1 ⊂ C

(m)
p ⊂ C

(m)
p2 ⊂ . . . ⊂ C

(m)

pl ⊂ . . .

∩ ∩ ∩ . . . ∩
C(m) ⊃ CD

(m)
p ⊃ CD

(m)
p2 ⊃ . . . ⊃ CD

(m)

pl ⊃ . . . .

Из этой диаграммы следует, что для любых l и r выполнено включение C
(m)

pl ⊂
⊂ CD

(m)
pr .

С этого момента всюду ниже в этом разделе для удобства изложения мы по-
лагаем, что p > 2, за исключением последнего замечания (см. замечание 1.3.2),
где даётся комментарий к ситуации в характеристике 2.

Связь между введёнными выше T -пространствами Cpl и CDpl , а также

их элементарными составляющими C
(m)

pl и CD
(m)

pl согласно теореме 1.1.1 и
лемме 1.1.3 выражается следующей диаграммой строгих включений (см. так-
же [17, 19,20]).

Диаграмма 1

C = C(1) ⊃ C(2) ⊃ . . . ⊃ C(m) ⊃ . . .
∪ ∪ ∪ ∪

CDp = CD
(1)
p + CD

(2)
p + . . . + CD

(m)
p + . . .

∪ ∪ ∪ ∪
· · · · · · · · · · · ·
∪ ∪ ∪ ∪

CDpl = CD
(1)

pl + CD
(2)

pl + . . . + CD
(m)

pl + . . .

∪ ∪ ∪ ∪
· · · · · · · · · · · ·
∪ ∪ ∪ ∪

Cpl = C
(1)

pl + C
(2)

pl + . . . + C
(m)

pl + . . .

∪ ∪ ∪ ∪
· · · · · · · · · · · ·
∪ ∪ ∪ ∪
Cp = C

(1)
p + C

(2)
p + . . . + C

(m)
p + . . .

∪ ∪ ∪ ∪
C1 = C

(1)
1 ⊃ C

(2)
1 ⊃ . . . ⊃ C

(m)
1 ⊃ . . .

1.2. Теоремы о выравнивании

Напомним, что мы используем обозначения

ca = xa1−1
1 y

a′
1−1

1 [x1, y1] · · ·xam−1
m y

a′
m−1

m [xm, ym]

и
ha,b = cadb = cazb1

1 · · · zbs
s ,
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где a = (a1, a
′
1, . . . , am, a′

m)—набор натуральных чисел и b = (b1, . . . , bs)—набор
целых неотрицательных чисел.

Следующие две теоремы показывают, что при определённых условиях T -про-
странства Ca и CDa,b, порождённые многочленами ca и ha,b с «невыровненны-

ми» кратностями вхождения переменных, совпадают с C
(m)

pl или CD
(m)

pl соответ-
ственно. Это даёт основание полагать, что T -пространства в Wp в значительной
степени сводятся к T -пространствам из диаграммы 1.

Теорема 1.2.1 (первая теорема о выравнивании).
1. Пусть в многочлене ca одна из его переменных имеет уровень l, а осталь-

ные переменные имеют уровень, больший либо равный l. Тогда

Ca = C
(m)

pl .

2. Пусть в многочлене ha,b одна из его переменных xi, yi, i = 1,m, имеет
уровень l, а остальные переменные имеют уровень, больший либо равный l,
причём переменные zj имеют уровень, больший l, для любого j = 1, s.
Тогда

CDa,b = C
(m)

pl .

Доказательство. В силу коммутаторных соотношений все переменные
в многочлене ca абсолютно равноправны, поэтому, не ограничивая общности,
можно считать, что переменная x1 имеет уровень l, т. е. кратность её вхожде-
ния равна pln1, где n1 не делится на p.

1. Так как все переменные в многочлене ca по условию имеют уровень,
больший либо равный l, то этот многочлен можно записать в виде

ca = xpln1−1
1 y

pln′
1−1

1 [x1, y1] · · ·xplnm−1
m y

pln′
m−1

m [xm, ym],

где ni, n
′
i ∈ N, i = 1,m, (n1, p) = 1.

Применяя метод спуска к многочлену ca аналогично тому, как это было про-
делано в доказательстве утверждения 1 леммы 1.1.5, получим, что для любого
m ∈ N выполнено включение {cm,l}T ⊂ {ca}T .

Теперь докажем, что для любого m ∈ N

{ca}T ⊂ {cm,l}T . (1.5)

Для доказательства включения (1.5) при m = 1 покажем, что многочлен ca =
= xpln1−1

1 y
pln′

1−1
1 [x1, y1] получается с помощью некоторых подстановок из мно-

гочлена c1,l = xpl−1
1 ypl−1

1 [x1, y1]. Действительно, сначала повысим степень пере-

менной y1. Для этого в многочлене c1,l осуществим подстановку x1 �→ x1y
n′

1−1
1 .

После этой подстановки, пользуясь коммутаторными соотношениями, получим
многочлен

xpl−1
1 y

pln′
1−n′

1−pl+1+pl−1+n′
1−1

1 [x1, y1],

равный после упрощения

xpl−1
1 y

pln′
1−1

1 [x1, y1].
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Остаётся повысить степень переменной x1. Для этого к полученному многочле-
ну применим подстановку x1 �→ xn1

1 и воспользуемся коммутаторными соотно-
шениями. В результате получим

(xn1
1 )pl−1y

pln′
1−1

1 [xn1
1 , y1] = n1x

pln1−n1+n1−1
1 y

pln′
1−1

1 [x1, y1].

Правая часть равенства есть многочлен n1ca, где (n1, p) = 1. Таким образом,
ca ∈ {c1,l}T .

Теперь покажем, что при m = 2 включение (1.5) также выполнено. Для этого
опишем способ получения многочлена

ca = xpln1−1
1 y

pln′
1−1

1 [x1, y1]x
pln2−1
2 y

pln′
2−1

2 [x2, y2]

с помощью подстановок из многочлена

c2,l = xpl−1
1 ypl−1

1 [x1, y1]x
pl−1
2 ypl−1

2 [x2, y2].

Шаг 1. Повышение степеней переменных y1, y2. В многочлене c2,l осуще-

ствим подстановки x1 �→ x1y
n′

1−1
1 , x2 �→ x2y

n′
2−1

2 . После этих подстановок,
пользуясь коммутаторными соотношениями, получим многочлен

xpl−1
1 y

pln′
1−n′

1−pl+1+pl−1+n′
1−1

1 [x1, y1]x
pl−1
2 y

pln′
2−n′

2−pl+1+pl−1+n′
2−1

2 [x2, y2],

равный после упрощения

xpl−1
1 y

pln′
1−1

1 [x1, y1]x
pl−1
2 y

pln′
2−1

2 [x2, y2].

Шаг 2. Повышение степени переменной x2. Из коммутаторных соотношений
следует, что полученный многочлен равен

−xpl−1
1 xpl−1

2 [x1, x2]y
pln′

1−1
1 y

pln′
2−1

2 [y1, y2].

В этом многочлене сделаем замену x1 �→ x1x
n2−1
2 и воспользуемся коммутатор-

ными соотношениями. После всех преобразований получится многочлен

−xpl−1
1 xpln2−1

2 [x1, x2]y
pln′

1−1
1 y

pln′
2−1

2 [y1, y2].

Применим к последнему многочлену коммутаторные соотношения, в итоге по-
лучим многочлен c(pl,pln′

1)
(x1, y1)c(pln2,pln′

2)
(x2, y2) (см. обозначение (1.3)).

Шаг 3. Повышение степени переменной x1. Осуществим в многочлене
c(pl,pln′

1)
(x1, y1)c(pln2,pln′

2)
(x2, y2) ту же подстановку, которую применяли для по-

вышения степени переменной x1 в многочлене xpl−1
1 y

pln′
1−1

1 [x1, y1]. В результате
получится многочлен n1ca, где (n1, p) = 1. Отсюда следует, что ca ∈ {c2,l}T .

Пусть теперь m � 2. Докажем включение (1.5). Чтобы получить нужные
степени переменных yi, применим указанные в шаге 1 подстановки ко всем
переменным xi, i = 1,m, многочлена cm,l. Мы получим многочлен

c(pl,pln′
1)

(x1, y1)c(pl,pln′
2)

(x2, y2) · · · c(pl,pln′
m)(xm, ym).
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Чтобы у последнего многочлена повысить степени переменных xi, i = 2,m,
нужно последовательно повышать их для каждого его i-го блока c(pl,pln′

i)
(xi, yi),

i = 2,m, используя первый блок c(pl,pln′
1)

(x1, y1), как это было описано в шаге 2.
В итоге мы получим многочлен

c(pl,pln′
1)

(x1, y1)c(pln2,pln′
2)

(x2, y2) · · · c(plnm,pln′
m)(xm, ym).

К этому многочлену применим шаг 3, чтобы повысить степень переменной x1.
В результате получим многочлен n1ca, где (n1, p) = 1, значит, ca ∈ {cm,l}T .
Таким образом, включение (1.5) выполняется для любого m ∈ N. Из доказанных
включений следует равенство Ca = C

(m)

pl .

Может случиться так, что среди переменных xi, yi, i = 1,m, имеется
несколько переменных уровня l. На подстановках, указанных в шагах 1 и 2,
это никак не отражается, и утверждение остаётся справедливым.

2. Рассмотрим T -пространство CDa,b = {ha,b}T = {cadb}T . Подставляя 1
вместо всех переменных одночлена db, получим, что ca ∈ {cadb}T . Согласно
только что доказанному {cm,l}T = {ca}T , значит, {cm,l}T ⊂ {cadb}T . Обратное
включение также выполняется. В самом деле, по условию все переменные zj

имеют уровень, больший l, поэтому db = zplq1
1 · · · zplqs

s , где qj делится на p для
любого j = 1, s. Осуществим в cm,l подстановку x1 �→ x1z

q1
1 · · · zqs

s . Получим
следующий многочлен:

(x1z
q1
1 · · · zqs

s )pl−1ypl−1
1 [x1z

q1
1 · · · zqs

s , y1] · · ·xpl−1
m ypl−1

m [xm, ym].

Учитывая, что qj делится на p, применим коммутаторные соотношения к этому

многочлену. После всех преобразований придём к многочлену cm,lz
plq1
1 · · · zplqs

s ,
равному cm,ldb. Таким образом, cm,ldb ∈ {cm,l}T . Согласно доказанному утвер-
ждению 1 этой теоремы ca ∈ {cm,l}T . Тогда cadb ∈ {cm,ldb}T . Значит, cadb ∈
∈ {cm,l}T . Следовательно, {cadb}T ⊂ {cm,l}T .

Замечание 1.2.1. Если действовать по отдельности на каждый блок комму-
таторного многочлена c2,l подстановками, аналогичными приведённым выше для
доказательства включения (1.5) при m = 1, то, в частности, в многочлене c2,l

осуществляются подстановки x1 �→ xn1
1 и x2 �→ xn2

2 . Первая подстановка не пре-
вратит c2,l в 0, так как по условию x1 в многочлене ca имеет уровень l, т. е.
(n1, p) = 1. Вторая подстановка может обратить c2,l в 0, поскольку в общем
случае переменная x2 в многочлене ca может иметь уровень, больший l, т. е. n2

может делиться на p. Поэтому для m = 2 в доказательстве был предложен дру-
гой способ получения многочлена ca из c2,l с помощью некоторых подстановок,
который позволил избежать обращения многочлена c2,l в 0.

Также отметим, что в предложенном способе повышение степени перемен-
ной x1 выполняется в последнюю очередь, а шаги 1 и 2 можно выполнять
в любом порядке. Это связано с тем, что повышение степеней остальных пе-
ременных (см. шаги 1 и 2) осуществляется с помощью переменной x1. При этом
нет необходимости повышать сначала степени переменных y1 и y2, а затем пе-
ременной x2. Например, можно было бы повысить степени переменных x2 и y1,
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используя подстановки, аналогичные указанным в шаге 1, а затем повысить
степень оставшейся переменной y2, пользуясь способом, описанным в шаге 2.

Теорема 1.2.2 (вторая теорема о выравнивании). Пусть в многочлене ha,b

одна из его переменных zj , j = 1, s, имеет уровень l, а остальные переменные
имеют уровень, больший либо равный l. Тогда

CDa,b = CD
(m)

pl .

Доказательство. В силу коммутаторных соотношений все переменные zi

в многочлене ha,b абсолютно равноправны, поэтому без ограничения общности
можно считать, что переменная z1 имеет уровень l. Из условия следует, что
числа в наборах a и b можно представить в следующем виде: ai = plni, a′

i = pln′
i,

bj = plqj , ni, n
′
i, qj ∈ N, i = 1,m, j = 1, s, причём (q1, p) = 1. Применим

к многочлену cadb ∈ CDa,b подстановки zj �→ 1, j = 2, s. С помощью метода

спуска (см. доказательство леммы 1.1.5) нетрудно показать, что CD
(m)

pl ⊂ CDa,b.
Для доказательства обратного включения осуществим в gm,l подстановку

z1 �→ zq1
1 zq2

2 · · · zqs
s xn1−1

1 y
n′

1−1
1 · · ·xnm−1

m y
n′

m−1
m .

Воспользовавшись коммутаторными соотношениями и вторым из соотношений
Фробениуса, из многочлена gm,l получим многочлен

xpl−1+pln1−pl

1 y
pl−1+pln′

1−pl

1 [x1, y1] · · ·xpl−1+plnm−pl

m y
pl−1+pln′

m−pl

m [xm, ym] ×
× zplq1

1 zplq2
2 · · · zplqs

s .

Этот многочлен после упрощения станет равным cadb. Значит, выполняется
обратное включение CDa,b ⊂ CD

(m)

pl .

Замечание 1.2.2. В утверждении 2 первой теоремы о выравнивании суще-
ственно, что все переменные zj , j = 1, s, имеют уровень, больший l. Иначе из

второй теоремы о выравнивании следовало бы равенство C
(m)

pl = CD
(m)

pl , что
невозможно по утверждению 2 теоремы 1.1.1.

Рассмотрим многочлены cα, hα,β , где α = (α1, α
′
1, . . . , αm, α′

m)—набор нату-
ральных чисел, β = (β1, . . . , βs)—набор целых неотрицательных чисел. Через
λ(hα,β) обозначим наименьший уровень среди всех уровней, которые имеют пе-
ременные x и y многочлена hα,β , а через µ(hα,β)—наименьший уровень среди
всех уровней, которые имеют переменные z многочлена hα,β . Тогда µ(cα) = 0.
Следующая теорема показывает, что λ и µ являются определяющими характе-
ристиками T -пространств Cα и CDα,β , порождённых соответственно многочле-
нами cα и hα,β .

Теорема 1.2.3.

1. Если λ(cα) = λ(cγ), то {cα}T = {cγ}T . Если λ(cα) < λ(cγ), то
{cα}T ⊂

�=
{cγ}T .
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2. Предположим, что λ(hα,β) < µ(hα,β) и λ(hγ,δ) < µ(hγ,δ). Если
λ(hα,β) = λ(hγ,δ), то {hα,β}T = {hγ,δ}T . Если λ(hα,β) < λ(hγ,δ), то
{hα,β}T ⊂

�=
{hγ,δ}T .

3. Предположим, что λ(hα,β) � µ(hα,β) и λ(hγ,δ) � µ(hγ,δ). Если
µ(hα,β) = µ(hγ,δ), то {hα,β}T = {hγ,δ}T . Если µ(hα,β) < µ(hγ,δ), то
{hγ,δ}T ⊂

�=
{hα,β}T .

Доказательство. 1. По утверждению 1 первой теоремы о выравнивании име-
ем, что {cα}T =

{
Cpλ(cα)

}T
и {cγ}T =

{
Cpλ(cγ )

}T
, и равенство {cα}T = {cγ}T

очевидно. Из λ(cα) < λ(cγ) по теореме 1.1.1 следует, что {cα}T ⊂
�=
{cγ}T .

2. По утверждению 2 первой теоремы о выравнивании имеем, что {hα,β}T =
=

{
C

pλ(hα,β)

}T
и {hγ,δ}T =

{
C

pλ(hγ,δ)

}T
, и равенство {hα,β}T = {hγ,δ}T очевид-

но. Из λ(hα,β) < λ(hγ,δ) по теореме 1.1.1 следует, что {hα,β}T ⊂
�=
{hγ,δ}T .

3. По второй теореме о выравнивании имеем {hα,β}T =
{
CD

pµ(hα,β)

}T

и {hγ,δ}T =
{
CD

pµ(hγ,δ)

}T
, и равенство {hα,β}T = {hγ,δ}T очевидно. Из

µ(hα,β) < µ(hγ,δ) по теореме 1.1.1 следует, что {hγ,δ}T ⊂
�=
{hα,β}T .

Замечание 1.2.3. Функция λ задаёт отношение эквивалентности как на мно-
жестве многочленов вида cα, так и на множестве многочленов вида hα,β с усло-
вием λ(hα,β) < µ(hα,β) и разбивает их на классы эквивалентности. Эти классы
совпадают, если значения этой функции от различных многочленов равны, а
это означает, что соответствующие T -пространства совпадают. Эти классы не
пересекаются, если значения этой функции различны, а это означает, что одно
из соответствующих T -пространств строго содержится в другом. Функция µ
имеет тот же смысл, что и функция λ, но на множестве многочленов вида hα,β

с условием λ(hα,β) � µ(hα,β).

Непосредственно из теорем о выравнивании и теоремы 1.1.1 получаем след-
ствие.

Следствие 1.2.1. Если ha,b — p-многочлен кратности m ∈ N, то ha,b лежит
в CD

(m)
p .

1.3. Теорема о мономиальности

В этом разделе будет доказано, что по модулю T -пространств C
(m)

pl и C
(m)

pl−1

действие алгебры kT на gm,l и cm,l сводится к мономиальным подстановкам
в этих многочленах.

Для доказательства основного результата нам потребуется следующая лем-
ма.
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Лемма 1.3.1.

(x1 + x2)pl−1ypl−1
1 [x1 + x2, y1]zpl ≡

≡ xpl−1
1 ypl−1

1 [x1, y1]zpl

+ xpl−1
2 ypl−1

1 [x2, y1]zpl

(mod C
(1)

pl−1).

Доказательство. Согласно коммутаторным соотношениям левую часть до-
казываемого сравнения запишем следующим образом:

(x1 + x2)pl−1ypl−1
1 [x1 + x2, y1]zpl

=

=
(

xpl−1
1 +

(
pl − 1

1

)
xpl−2

1 x2 + . . . +
(

pl − 1
n − 1

)
xpl−n

1 xn−1
2 +

+
(

pl − 1
n

)
xpl−n−1

1 xn
2 + . . . +

(
pl − 1
pl − 2

)
x1x

pl−2
2 + xpl−1

2

)
×

× ([x1, y1] + [x2, y1])y
pl−1
1 zpl

.

Поэтому, как нетрудно убедиться, однородный многочлен

f = (x1 + x2)pl−1ypl−1
1 [x1 + x2, y1]zpl

представляется в виде суммы

f = xpl−1
1 ypl−1

1 [x1, y1]zpl

+
∑

n

fnzpl

+ xpl−1
2 ypl−1

1 [x2, y1]zpl

,

где

fn =
(

pl − 1
n − 1

)
xpl−n

1 xn−1
2 ypl−1

1 [x2, y1] +
(

pl − 1
n

)
xpl−n−1

1 xn
2ypl−1

1 [x1, y1] (1.6)

есть полиоднородный многочлен типа (pl −n, n, pl), n ∈ {1, . . . , pl − 1}, выделен-
ный из однородного многочлена (x1 + x2)pl−1ypl−1

1 [x1 + x2, y1]. Для доказатель-
ства леммы нужно показать, что fnzpl ∈ C

(1)

pl−1 для любого n = 1, pl − 1.
Заметим, что коэффициенты в правой части равенства (1.6) связаны соотно-

шением (
pl − 1
n − 1

)
+

(
pl − 1

n

)
=

(
pl

n

)

при n = 1, pl − 1, причём
(
pl

n

) ≡ 0 (mod p). Поэтому многочлен fn примет вид

fn =
(
pl−1

n

)
ϕn, где

ϕn = xpl−n−1
1 xn

2ypl−1
1 [x1, y1] − xpl−n

1 xn−1
2 ypl−1

1 [x2, y1].

Теперь достаточно показать, что ϕnzpl ∈ C
(1)

pl−1 для любого n = 1, pl − 1.
Рассмотрим произвольное n из множества {1, . . . , pl − 1}. Тогда n мож-

но представить в виде pl1n1, где (n1, p) = 1, причём pl1n1 < pl. Отсю-
да следует, что l1 —это некоторое число из множества {0, . . . , l − 1}. Сна-
чала покажем, что ϕn получается некоторыми подстановками из многочлена
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xpl1−1
1 ypl1−1

1 [x1, y1] ∈ C
(1)

pl1
для указанного n. Действительно, из этого многочле-

на подстановкой x1 �→ x1y
pl−l1−1
1 и применением коммутаторных соотношений

получим многочлен xpl1−1
1 ypl−1

1 [x1, y1]. Такая подстановка возможна, поскольку
l1 < l. Подставим теперь x1x2 вместо переменной x1 полученного многочлена.
Используя очевидное равенство [x1x2, y1] = x1[x2, y1] + x2[x1, y1], после такой
подстановки мы приходим к многочлену

xpl1

1 xpl1−1
2 ypl−1

1 [x2, y1] + xpl1

2 xpl1−1
1 ypl−1

1 [x1, y1].

Осуществим подстановки x1 �→ xpl−l1−n1
1 , x2 �→ xn1

2 в последний многочлен. Они
корректны, так как n1 > 0 и pl−l1 − n1 = pl/pl1 − n/pl1 = (pl − n)/pl1 > 0 по
условию n ∈ {1, . . . , pl − 1}.

В результате указанных подстановок получим, что

(xpl−l1−n1
1 )pl1 (xn1

2 )pl1−1ypl−1
1 [xn1

2 , y1] +

+ (xn1
2 )pl1 (xpl−l1−n1

1 )pl1−1ypl−1
1 [xpl−l1−n1

1 , y1].

Согласно коммутаторным соотношениям этот многочлен приводится к виду

n1x
pl−n
1 xn−n1+n1−1

2 ypl−1
1 [x2, y1] +

+ (pl−l1 − n1)xn
2xpl−n−pl−l1+n1+pl−l1−n1−1

1 ypl−1
1 [x1, y1].

Поскольку pl−l1 − n1 ≡ −n1 (mod p) при l1 < l, полученный многочлен по-
сле упрощения станет равным многочлену n1ϕn. Так как (n1, p) = 1, то ϕn ∈
∈ {cm,l1}T . Отсюда следует, что ϕnzpl ∈ {cm,l1z

pl}T . Из утверждения 2 первой
теоремы о выравнивании получаем, что cm,l1z

pl ∈ {cm,l1}T , поэтому ϕnzpl ∈
∈ {cm,l1}T = C

(1)

pl1
. Из l1 � l − 1 согласно утверждению 1 теоремы 1.1.1 следует,

что C
(1)

pl1
⊆ C

(1)

pl−1 . Значит, ϕnzpl ∈ C
(1)

pl−1 . Последнее утверждение верно для

любого n = 1, pl − 1.

Сформулируем и докажем основной результат этого раздела.

Теорема 1.3.1 (теорема о мономиальности). По модулю T -пространства
C

(m)

pl (C(m)

pl−1) для произвольного τ ∈ kT многочлен (gm,l)τ (соответственно
(cm,l)τ ) есть линейная комбинация многочленов, полученных мономиальными
подстановками из многочлена gm,l (соответственно из cm,l).

Доказательство. В силу соотношений Фробениуса действие алгебры kT на
сомножитель zpl

многочлена gm,l = cm,lz
pl

сводится к мономиальным подстанов-
кам, поэтому рассмотрим действие kT на сомножитель cm,l. Легко убедиться,
что для доказательства теоремы достаточно показать выполнение следующих
сравнений:
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gm,l(z1 + z2, y1, . . . , xm, ym, z) ≡
≡ gm,l(z1, y1, . . . , xm, ym, z) + gm,l(z2, y1, . . . , xm, ym, z) (mod C

(m)

pl ),

cm,l(z1 + z2, y1, . . . , xm, ym) ≡
≡ cm,l(z1, y1, . . . , xm, ym) + cm,l(z2, y1, . . . , xm, ym) (mod C

(m)

pl−1).

Нетрудно проверить, что многочлен

gm,l(z1 + z2, y1, . . . , xm, ym, z) =

= (z1 + z2)pl−1ypl−1
1 [z1 + z2, y1]x

pl−1
2 ypl−1

2 [x2, y2] · · ·xpl−1
m ypl−1

m [xm, ym]zpl

равен

gm,l(z1, y1, . . . , xm, ym, z) + gm,l(z2, y1, . . . , xm, ym, z) +

+
pl−1∑
n=1

fnxpl−1
2 ypl−1

2 [x2, y2] · · ·xpl−1
m ypl−1

m [xm, ym]zpl

,

где fn —полиоднородный многочлен типа (pl − n, n, pl), n ∈ {1, . . . , pl − 1}, вы-
деленный из однородного многочлена (z1 + z2)pl−1ypl−1

1 [z1 + z2, y1] (см. форму-
лу (1.6)). Остаётся лишь показать, что для любого n = 1, pl − 1 многочлен

fnxpl−1
2 ypl−1

2 [x2, y2] · · ·xpl−1
m ypl−1

m [xm, ym]zpl

принадлежит T -пространству C
(m)

pl . Действительно, fnzpl ∈ C
(1)

pl−1 по лемме 1.3.1.

В свою очередь, C
(1)

pl−1 ⊂ C
(1)

pl согласно утверждению 1 теоремы 1.1.1, значит,

fnzpl ∈ C
(1)

pl . По определению

xpl−1
2 ypl−1

2 [x2, y2] · · ·xpl−1
m ypl−1

m [xm, ym] ∈ C
(m−1)

pl .

Значит, произведение fn на предыдущий многочлен лежит в C
(m)

pl . Следователь-
но, выполняется первое из указанных выше сравнений.

Многочлен cm,l(z1 + z2, y1, . . . , xm, ym) представляется в виде суммы

cm,l(z1, y1, . . . , xm, ym) + cm,l(z2, y1, . . . , xm, ym) +

+
pl−1∑
n=1

fnxpl−1
2 ypl−1

2 [x2, y2] · · ·xpl−1
m ypl−1

m [xm, ym],

где fn —многочлен, определённый так же, как в предыдущей части доказа-
тельства. Согласно лемме 1.3.1 для любого n = 1, pl − 1 имеем fn ∈ {c1,l−1}T .
Тогда

fnxpl−1
2 ypl−1

2 [x2, y2] · · ·xpl−1
m ypl−1

m [xm, ym] ∈
∈ {c1,l−1x

pl−1
2 ypl−1

2 [x2, y2] · · ·xpl−1
m ypl−1

m [xm, ym]}T .
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Из утверждения 1 первой теоремы о выравнивании получаем, что T -простран-
ство

{c1,l−1x
pl−1
2 ypl−1

2 [x2, y2] · · ·xpl−1
m ypl−1

m [xm, ym]}T

совпадает с C
(m)

pl−1 . Следовательно,

fnxpl−1
2 ypl−1

2 [x2, y2] · · ·xpl−1
m ypl−1

m [xm, ym] ∈ C
(m)

pl−1 .

Значит, выполняется второе из указанных выше сравнений.

Напомним, что коммутаторный многочлен кратности m уровня 0 имеет вид
cm,0 = [x1, y1] · · · [xm, ym]. Из теоремы 1.3.1 вытекает следствие.

Следствие 1.3.1. Любой многочлен из T -пространства C
(m)

pl (из CD
(m)

pl ) есть
линейная комбинация многочленов, полученных мономиальными подстановками
из cm,l, . . . , cm,1, cm,0 (соответственно из gm,l, cm,l, . . . , cm,1, cm,0).

Доказательство. Рассмотрим многочлен f ∈ C
(m)

pl . По теореме 1.3.1 он
представляется в виде линейной комбинации многочленов, полученных моно-
миальными подстановками из cm,l, и некоторого многочлена f1 ∈ C

(m)

pl−1 . В свою
очередь, по этой же теореме f1 также представляется в виде линейной ком-
бинации многочленов, полученных мономиальными подстановками из cm,l−1, и

некоторого многочлена f2 ∈ C
(m)

pl−2 . Продолжая таким образом представлять на

каждом шаге получающиеся fi ∈ C
(m)

pl−i с помощью теоремы 1.3.1 в виде линей-
ной комбинации многочленов, полученных мономиальными подстановками из
cm,l−i, и некоторого многочлена fi+1 ∈ C

(m)

pl−(i+1) , i = 3, l − 1, в конце концов
многочлен f предста́вим в виде линейной комбинации многочленов, получен-
ных мономиальными подстановками из cm,l, . . . , cm,1, и некоторого многочле-

на fl, принадлежащего T -пространству C
(m)
1 = {cm,0}T . Из полилинейности

cm,0 следует, что fl есть линейная комбинация многочленов, полученных моно-
миальными подстановками из cm,0. Таким образом, f есть линейная комбинация
многочленов, полученных мономиальными подстановками из cm,l, . . . , cm,1, cm,0.

Рассмотрим теперь многочлен f ∈ CD
(m)

pl . По теореме 1.3.1 он представляется
в виде линейной комбинации многочленов, полученных мономиальными подста-
новками из gm,l, и некоторого многочлена f1 ∈ C

(m)

pl . Согласно доказанному
выше f1 есть линейная комбинация многочленов, полученных мономиальными
подстановками из cm,l, . . . , cm,1, cm,0. Значит, f представляется в виде линей-
ной комбинации многочленов, полученных мономиальными подстановками из
gm,l, cm,l . . . , cm,1, cm,0.

Докажем следующее весьма полезное и интересное утверждение.

Теорема 1.3.2. Если к p-многочлену кратности m применить мономиальную
подстановку, то получится линейная комбинация p-многочленов кратности m.
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Доказательство. Согласно определению p-многочлен кратности m можно
записать в следующем виде:

xpn1−1
1 y

pn′
1−1

1 [x1, y1] · · ·xpnm−1
m y

pn′
m−1

m [xm, ym]zpq1
1 · · · zpqs

s ,

где ni, n
′
i ∈ N, qj ∈ N ∪ {0}. Применим мономиальную подстановку к этому

многочлену. Согласно соотношениям Фробениуса мономиальная подстановка
в p-одночлен zpq1

1 · · · zpqs
s переводит его снова в некоторый p-одночлен. Поэтому

рассмотрим действие мономиальной подстановки на

xpn1−1
1 y

pn′
1−1

1 [x1, y1] · · ·xpnm−1
m y

pn′
m−1

m [xm, ym].

Достаточно понять, как мономиальная подстановка действует на один из блоков

этого многочлена, например на первый блок xpn1−1
1 y

pn′
1−1

1 [x1, y1].
Итак, рассмотрим многочлен upn1−1vpn′

1−1[u, v], где u, v —произвольные од-
ночлены из алгебры F (3). Одночлены u и v представим в виде u = x1 · · ·xr,
v = y1 · · · yn. При этом будем считать, что все переменные xα, yβ , α = 1, r,
β = 1, n, попарно различны.

Сначала покажем, что многочлен

(x1 · · ·xr)pn1−1vpn′
1−1[x1 · · ·xr, v] (1.7)

можно представить в виде

xpn1−1
1 vpn′

1−1[x1, v]xpn1
2 · · ·xpn1

r + xpn1−1
2 vpn′

1−1[x2, v]xpn1
1 xpn1

3 · · ·xpn1
r + . . . +

+ xpn1−1
r vpn′

1−1[xr, v]xpn1
1 · · ·xpn1

r−1. (1.8)

Используя коммутаторные соотношения, запишем многочлен (1.7) в виде

(x2 · · ·xr)pn1−1vpn′
1−1xpn1−1

1 [x1, v]x2 · · ·xr +

+ (x1x3 · · ·xr)pn1−1vpn′
1−1xpn1−1

2 [x2, v]x1x3 · · ·xr + . . . +

+ (x1 · · ·xr−1)pn1−1vpn′
1−1xpn1−1

r [xr, v]x1 · · ·xr−1.

С помощью коммутаторных соотношений эта сумма преобразуется к виду

xpn1−1
1 vpn′

1−1[x1, v](x2 · · ·xr)pn1 + xpn1−1
2 vpn′

1−1[x2, v](x1x3 · · ·xr)pn1 + . . . +

+ xpn1−1
r vpn′

1−1[xr, v](x1 · · ·xr−1)pn1 .

С помощью второго соотношения Фробениуса последнее выражение приводится
к требуемому виду (1.8).

В каждом из слагаемых выражения (1.8) содержится в качестве сомножителя
многочлен вида vpn′

1−1[xα, v], α = 1, r. Этот многочлен аналогично тому, как это
было проделано для многочлена (1.7), представим следующим образом:

y
pn′

1−1
1 [xα, y1]y

pn′
1

2 · · · ypn′
1

n + y
pn′

1−1
2 [xα, y2]y

pn′
1

1 y
pn′

1
3 · · · ypn′

1
n +

+ y
pn′

1−1
n [xα, yn]ypn′

1
1 · · · ypn′

1
n−1.
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Подставляя последний многочлен в соответствующее слагаемое выраже-
ния (1.8) и используя коммутаторные соотношения, мы представим многочлен
upn1−1vpn′

1−1[u, v] в виде линейной комбинации p-многочленов, причём их крат-

ность равна 1. Отсюда следует, что остальные блоки upni−1
i v

pn′
i−1

i [ui, vi] также
являются линейными комбинациями p-многочленов кратности 1, где ui, vi —
произвольные одночлены из F (3), i = 2,m, а значит, произведение всех блоков
является линейной комбинацией p-многочленов кратности m.

Для дальнейшего нам понадобится следующее важное следствие.

Следствие 1.3.2. Если к p-многочленам cm,l и gm,l применить подстановку,
для которой кратность вхождения всех переменных в результат подстановки
равна pl, то получится линейная комбинация p-многочленов кратности m.

Доказательство. Согласно следствию 1.3.1 любое действие алгебры kT на
p-многочлен cm,l переводит его в линейную комбинацию многочленов, полу-
ченных мономиальными подстановками из cm,l, . . . , cm,1, cm,0, а действие на
p-многочлен gm,l переводит его в линейную комбинацию многочленов, получен-
ных мономиальными подстановками из gm,l, cm,l, . . . , cm,1, cm,0. По теореме 1.3.2
многочлены, полученные мономиальными подстановками из gm,l, cm,l, . . . , cm,1,
являются линейными комбинациями p-многочленов кратности m, а многочле-
ны, полученные мономиальными подстановками из cm,0, по лемме 1.1.1 равны
нулю.

Исследуем линейную структуру T -пространства Wp. Для этого рассмотрим
канонический базис (1.2) алгебры F (3). Выделим в нём подсистему ∆, состоя-
щую из многочленов, у которых mi делятся на p. Эта система, очевидно, лежит
в Wp и состоит из двух непересекающихся подсистем: ∆p — p-многочлены и
∆1 — такие 1-многочлены, которые лежат в ∆. По первой теореме о выравнива-
нии ∆1 ⊂ C1.

Согласно следствию 1.3.1 и теореме 1.3.2 линейное пространство Wp можно
представить в виде суммы подпространств k∆p (линейная оболочка ∆p) и C1.

Предложение 1.3.1. Wp = k∆p ⊕ C1.

Доказательство. Покажем, что k∆p∩C1 = 0. Пусть f —некоторая нетриви-
альная линейная комбинация p-многочленов, лежащая в C1. Очевидно, можно
считать, что многочлен f полиоднороден. Рассмотрим p-многочлен h с наимень-
шим числом коммутаторов, входящий в f . Если h—одночлен (т. е. m = 0),
то, полагая все переменные равными 1, получаем 1 = 0. Если m > 0 и X —
множество переменных, входящих в коммутаторы многочлена h, то любой дру-
гой p-многочлен из разложения f имеет в своих коммутаторах хотя бы одну
переменную, не лежащую в X.

Положим все переменные, не лежащие в X, равными единице. Тогда все
слагаемые из разложения f перейдут в некоторый ненулевой p-многочлен h1,
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лежащий по предположению в C1. Но тогда для некоторых m и l по пер-
вой теореме о выравнивании C

(m)

pl ⊂ {h1}T ⊂ C1, что противоречит теореме
о независимости (см. раздел 3).

Замечание 1.3.1. Система ∆1 является только частью базиса C1. Так, на-
пример, многочлен [x1x2, x3] = x1[x2, x3] + x2[x1, x3] не может быть выражен
через ∆1. Следовательно, система ∆ не образует базис пространства Wp. По-
иск хорошего базиса T -пространства C1 —отдельная задача, которая здесь не
рассматривается.

Замечание 1.3.2. Специфика случая p = 2 заключается в том, что соотно-
шения Фробениуса выполняются только начиная со степени 4, т. е. когда p = 2,
l � 2. В случае же p = 2, l = 1 выполняются соотношения из замечания 1.1.1.
О связи между элементарными составляющими, т. е. об аналоге диаграммы 1,
в этом случае будет сказано в разделе 3. Первая теорема о выравнивании (см.
теорему 1.2.1) имеет место для C

(m)

2l при любом l. Для доказательства второй
теоремы о выравнивании (см. теорему 1.2.2) используются соотношения Фробе-
ниуса, поэтому доказательство этой теоремы дословно переносится на CD

(m)

2l

для любого l, кроме l = 1. Если бы для CD
(m)
2 была справедлива вторая теорема

о выравнивании, то из неё следовало бы, что CD2 порождается всеми CD
(m)
2 ,

но, как будет показано в разделе 2.1, это неверно. Однако имеет место аналог
следствия 1.2.1.

Предложение 1.3.2. Если ha,b — 2-многочлен из C, то ha,b лежит в CD2.

Доказательство. Так как 2-многочлен ha,b лежит в C, то его кратность
ненулевая. Пусть она равна m ∈ N. Согласно определению 2-многочлен ha,b

кратности m имеет вид

x2n1−1
1 y

2n′
1−1

1 [x1, y1] · · ·x2nm−1
m y

2n′
m−1

m [xm, ym]z2q1
1 · · · z2qs

s ,

где ni, n
′
i ∈ N, qj ∈ N ∪ {0}. Этот многочлен получается из многочлена

x1y1[x1, y1] · · ·xmym[xm, ym]z2
1 · · · z2

s ∈ CD2

подстановками

z1 �→ xn1−1
1 y

n′
1−1

1 · · ·xnm−1
m y

n′
m−1

m zq1
1 , zj �→ z

qj

j , j = 2, s,

и использованием коммутаторных соотношений. Отсюда следует утверждение
предложения.

Нетрудно проверить, что теорема о мономиальности (см. теорему 1.3.1) спра-
ведлива для элементов cm,l при любом l. Остаётся под вопросом справедливость
этой теоремы для gm,1, однако для остальных gm,l эта теорема верна.
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2. (p, n)-проблема

2.1. О неприводимости системы порождающих
T -пространств Cpl и CDpl

В этом разделе будет приведён полный ответ для (p, n)-проблемы о неприво-
димой системе порождающих для T -пространства Wn для любых пар p и n. Как
уже говорилось (см. раздел 1.1), T -пространство Wn является суммой диаго-
нальной компоненты Dn и коммутаторной компоненты CDn, содержащей чисто
коммутаторную компоненту Cn. Если (n, p) = 1, то ответ следующий: Wn =
= Dn = F (3) = {x1}T —циклический kT -модуль. Действительно, достаточно
к одночлену xn

1 применить подстановку x1 �→ x1 + 1 и выделить линейную
часть. Если же n = pln1, где (n1, p) = 1, n1, l ∈ N, то, как будет показано ниже,
Dn = Dpl , Cn = Cpl , CDn = CDpl , т. е. Wn = Wpl . Для ответа на поставлен-
ную проблему в разделе 2.1 рассматривается вопрос о неприводимой системе
порождающих T -пространств Cpl и CDpl . Для T -пространства Dpl этот вопрос
будет рассмотрен в разделе 2.3.

Нам понадобятся следующие утверждения (см. [38]).

Лемма 2.1.1. Если f1, f2, f3, f4 ∈ F (3) —произвольные многочлены, завися-
щие только от двух переменных, то

[f1, f2][f3, f4] = 0.

Лемма 2.1.2. Многочлен xps−1yps−1[x, y] не принадлежит T -пространству{
xpt−1ypt−1[x, y] | t = 1, s − 1

}T
.

Имеет место следующая теорема.

Теорема 2.1.1. Ни для какого i � 2 многочлен ci,l не лежит в T -простран-
стве {c1,l, . . . , ci−1,l}T + (xm)T∗

, где (xm)T∗
—не унитарно замкнутый T ∗-идеал

в алгебре F (3)∗ , порождённый xm, m = p, если p > 2, и m = 4, если p = 2.

Доказательство. Пусть p > 2, l ∈ N или p = 2, l > 1. Допустим, что

ci,l = (c1,l)τ1 + . . . + (ci−1,l)τi−1 + f,

где f ∈ (xm)T∗
, τs ∈ kT , s � i − 1.

Так как кратность вхождения всех переменных в левую часть равенства
для ci,l равна pl, то согласно следствию 1.3.2 многочлены (c1,l)τ1 , . . . , (ci−1,l)τi−1

являются линейными комбинациями p-многочленов с кратностями, не превосхо-
дящими i− 1, имеющих сомножитель вида xm

r (хотя бы одна буква не попадает
в коммутатор). Следовательно, ci,l ∈ (xm)T∗

в F (3), т. е. ci,l является линейной
комбинацией p-многочленов с кратностями вхождения переменных pl, у которых
хотя бы одна переменная не лежит в коммутаторе.

Применяя подстановку x �→ x + 1 к каждой из входящих в ci,l перемен-
ных и линеаризуя, получим из многочлена ci,l произведение коммутаторов
[x1, y1] · · · [xi, yi]. С другой стороны, аналогичные подстановки и линеаризации
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многочлена из (xm)T∗
дают нуль. Таким образом, [x1, y1] · · · [xi, yi] = 0 в F (3),

что противоречит лемме 1.1.2.
Рассмотрим теперь случай p = 2, l = 1. Покажем, что для любого i > 1 мно-

гочлен ci,1 нельзя получить никакими подстановками и k-линейными действия-
ми из предыдущих многочленов c1,1, . . . , ci−1,1. Допустим противное. Заметим,
что многочлен ci,1 является произведением i многочленов вида xy[x, y]:

ci,1 = x1y1[x1, y1]x2y2[x2, y2] · · ·xiyi[xi, yi].

Тогда, с одной стороны, прямые вычисления с применением равенства (см. за-
мечание 1.3.2)

xy[x, y] = (xy)2 − x2y2 (2.1)

к многочлену ci,1 показывают, что ci,1 есть линейная комбинация многочле-
нов, каждый из которых получается некоторыми подстановками из произведе-
ния меньшего, чем 2i, числа квадратов переменных, и одночлена, являющегося
произведением 2i квадратов переменных. С другой стороны, сделанное выше
предположение и применение равенства (2.1) к элементам c1,1, . . . , ci−1,1 поз-
воляет представить многочлен ci,1 в виде линейной комбинации многочленов,
каждый из которых получается некоторыми подстановками из произведения
2i− 1 и меньшего числа квадратов переменных. Отсюда получаем, что произве-
дение 2i квадратов переменных можно получить некоторыми подстановками
и k-линейными действиями из произведений меньшего, чем 2i, числа квад-
ратов переменных, что противоречит результатам работы [9]. Следовательно,
ci,1 /∈ {c1,1, . . . , ci−1,1}T . Добавление T -идеала (x4)T∗

по существу ничего не
меняет из очевидных соображений степеней.

Замечание 2.1.1. Частные случаи теоремы 2.1.1 доказаны В. В. Щиголевым
в [38,43].

Непосредственно из теоремы 2.1.1 получаем следствие.

Следствие 2.1.1. T -пространство Cpl + (xm)T∗
, где m = p, если p > 2, и

m = 4, если p = 2, является бесконечно базируемым.

Имеет место также следующее утверждение.

Следствие 2.1.2. T -пространство CDpl + (xm)T∗
, где m = p, если p > 2, и

m = 4, если p = 2, является бесконечно базируемым.

Доказательство. Сначала рассмотрим случай p > 2, l ∈ N или p = 2, l > 1.
Тогда CDpl порождается всеми многочленами

gr,l = xpl−1
1 ypl−1

1 [x1, y1] · · ·xpl−1
r ypl−1

r [xr, yr]z
pl

1 , r ∈ N.

Допустим, что для некоторого r > 1 многочлен gr,l лежит в {gi,l | i = 1, r − 1}T +
+ (xm)T∗

. Положив z1 = 1 в многочлене gr,l, получим по нашему предположе-
нию, что

cr,l = (g1,l)τ1 + . . . + (gr−1,l)τr−1 + f,
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где f ∈ (xm)T∗
, τs ∈ kT , s � r−1. Заметим, что в общем случае вместо перемен-

ной z1 каждого слагаемого gs,l подставляется многочлен вида h1+. . .+ht+α, где
h1, . . . , ht ∈ F (3) —некоторые многочлены без свободного члена, α ∈ k. Поэтому
в силу соотношений Фробениуса каждый многочлен (gs,l)τs , s � r−1, распадает-
ся на два слагаемых, одно из которых лежит в (xm)T∗

, а другое лежит в {cs,l}T .
Тогда из равенства для cr,l получаем, что cr,l ∈ {c1,l, . . . , cr−1,l}T + (xm)T∗

, что
противоречит теореме 2.1.1.

Пусть теперь p = 2, l = 1. Напомним, что CD2 = {cm(2)ds(2) | m, s ∈ N}T .
Однако, как нетрудно вывести из равенства (2.1), система порождающих для
T -пространства CD2 имеет вид

{c1,1z
2
1 , . . . , c1,1z

2
1 · · · z2

s , . . .}.
Доказательство неприводимости этой системы почти дословно повторяет рассу-
ждения, приведённые в теореме 2.1.1 в случае p = 2, l = 1. Отсюда следует
бесконечная базируемость CD2. Добавление T -идеала (x4)T∗

, как и выше, ни-
чего не меняет.

Несложно показать, что справедливо следующее утверждение.

Следствие 2.1.3. T -пространства

(Cpl + (xm)T∗
)/(xm)T∗

, (CDpl + (xm)T∗
)/(xm)T∗

,

где m = p, если p > 2, и m = 4, если p = 2, являются бесконечно базируемыми.

Из доказательства следствия 2.1.2 получаем, что CD2 раскладывается в бес-
конечную сумму своих элементарных составляющих CD

(1,s)
2 = {c1,1z

2
1 · · · z2

s}T .

Отметим связь между CD2 и T -пространствами CD
(m)
2 = {gm,1}T . С помо-

щью равенства (2.1) нетрудно показать, что через элементы c1,1z
2
1 · · · z2

s , s ∈ N,
можно выразить (с помощью некоторых подстановок и k-линейных действий)
все многочлены gm,1 = cm,1z

2
1 , т. е. {gm,1 | m ∈ N}T ⊂ CD2. Бесконечная

система многочленов {gm,1 | m ∈ N} неприводима, что вытекает из соображе-
ний, аналогичных приведённым для доказательства неприводимости системы
порождающих для C2. Но, как показывает следующее предложение, система
{gm,1 | m ∈ N} не порождает всё T -пространство CD2.

Предложение 2.1.1. {gm,1 | m ∈ N}T ⊂
�=

CD2.

Доказательство. Достаточно показать, что многочлен

c1,1z
2
1z2

2 = x1y1[x1, y1]z2
1z2

2 ∈ CD2

не лежит в T -пространстве {gm,1 | m ∈ N}T . Предположим, что это не так.
Отметим, что коммутатор [u, v] любых двух одночленов есть линейная комбина-
ция коммутаторов от переменных вида [xi, xj ], умноженных на одночлены. Тогда
многочлены линейной комбинации, дающие x1y1[x1, y1]z2

1z2
2 и получающиеся из

gm,1 некоторыми подстановками и k-линейными действиями, являются линей-
ными комбинациями произведений m коммутаторов, умноженных на одночлены.
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Так как многочлен x1y1[x1, y1]z2
1z2

2 зависит от четырёх переменных, то многочле-
ны линейной комбинации, равной x1y1[x1, y1]z2

1z2
2 , являющиеся произведениями

коммутаторов в количестве большем или равном 2, умноженных на одночле-
ны, содержат произведение вида [x, y][x, z]. Значит, все такие многочлены равны
нулю. Отсюда следует, что многочлен x1y1[x1, y1]z2

1z2
2 является линейной ком-

бинацией многочленов, полученных некоторыми подстановками и k-линейными
действиями из многочлена g1,1. Последнее утверждение противоречит неприво-
димости системы порождающих для CD2.

В дальнейшем нам потребуется следующая лемма.

Лемма 2.1.3. Многочлен xpl+1−1
1 ypl+1−1

1 [x1, y1] не принадлежит T -простран-
ству Cpl .

Доказательство. Заметим, что многочлен xpl+1−1
1 ypl+1−1

1 [x1, y1] зависит от

двух переменных. Поэтому если предположить, что xpl+1−1
1 ypl+1−1

1 [x1, y1] при-
надлежит T -пространству

Cpl = {cm,l | m ∈ N}T ,

то те слагаемые линейной комбинации, которые получаются некоторыми под-
становками из многочленов cm,l при m � 2, становятся равными нулю в силу
леммы 2.1.1. Значит,

xpl+1−1
1 ypl+1−1

1 [x1, y1] ∈ {xpl−1
1 ypl−1

1 [x1, y1]}T ,

что противоречит лемме 2.1.2.

Для T -пространств Cpl и CDpl имеет место следующее утверждение.

Предложение 2.1.2. Для любого простого числа p и любого l ∈ N выполнено

Cpl ⊂
�=

CDpl , где Cpl �= Cpl+1 .

Доказательство. Непосредственно из леммы 2.1.3 следует, что Cpl �= Cpl+1 .
Выше уже отмечалось, что Cpl ⊂ CDpl . Для доказательства строгости этого
включения достаточно указать элемент из T -пространства CDpl , не принадле-
жащий в то же время T -пространству Cpl . В качестве такого элемента рас-

смотрим многочлен xpl+1−1
1 ypl+1−1

1 [x1, y1]. Действительно, его можно получить

из многочлена xpl−1
1 ypl−1

1 [x1, y1]z
pl

1 ∈ CDpl подстановкой z1 �→ xp−1
1 yp−1

1 . Из
леммы 2.1.3 вытекает строгость включения.

2.2. Разложение T -пространства Wn

на диагональную и коммутаторную составляющие

Как уже отмечалось, Wn = F (3) при (n, p) = 1. Если n = pln1, где l ∈ N,
(n1, p) = 1, то, как будет ясно из дальнейшего, Wn = Wpl . Имеет место следу-
ющая теорема.
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Теорема 2.2.1.
1. Во всех случаях, кроме p = 2, l = 1, kT -модуль Wpl раскладывается

в прямую сумму:
Wpl = Dpl ⊕ CDpl . (2.2)

2. При p = 2, l = 1 выполняется равенство W2 = D2, причём C2 ⊂
�=

CD2 ⊂
�=

D2

и все указанные T -пространства бесконечно базируемы.

Доказательство. 1. Из равенства (1.4) следует, что Wpl = Dpl + CDpl . По-
кажем, что

Dpl ∩ CDpl = {0}.
Пусть f ∈ Dpl . Из соотношений Фробениуса и перестановочности p-й степе-

ни переменной с любым элементом алгебры F (3) следует, что

f = αxplm1
1 · · ·xplms

s ,

где α ∈ k, mi ∈ N, i = 1, s.
Если α = 0, то f = 0, и всё доказано.
Предположим, что α �= 0. Подставляя 1 вместо всех переменных, с одной

стороны, получаем f(1, . . . , 1) = α, так как f —одночлен, с другой стороны,
получаем f(1, . . . , 1) = 0, так как f ∈ CDpl . Противоречие. Следовательно,
имеет место разложение в прямую сумму (2.2).

2. Согласно предложению 2.1.2 выполнено строгое включение C2 ⊂
�=

CD2.

Применяя равенство (2.1) к сомножителю c1,1 в многочлене c1,1z
2
1 · · · z2

s , мы
получим, что любой порождающий элемент c1,1z

2
1 · · · z2

s из CD2 представляет-
ся в виде линейной комбинации многочленов, каждый из которых получается
некоторыми подстановками из произведения некоторого числа квадратов пе-
ременных, т. е. из элементов T -пространства D2. Таким образом, включение
CD2 ⊂ D2 выполнено. Строгость включения устанавливается с помощью фак-
торизации по тождеству коммутативности.

Из равенства W2 = D2 + CD2 и доказанного выше утверждения, что CD2 —
собственный подмодуль в D2, имеем W2 = D2. Таким образом, из результа-
тов [9] следует, что W2 —бесконечно базируемое T -пространство. Бесконечная
базируемость T -пространств C2 и CD2 показана в доказательстве теоремы 2.1.1
и доказательстве следствия 2.1.2 соответственно.

Отметим, что компоненты указанного в теореме 2.2.1 прямого разложе-
ния (2.2) имеют прямо противоположные свойства с точки зрения вопроса
о конечной базируемости. Это будет видно из приводимых ниже теорем 2.3.1
и 2.4.1.

2.3. Структура диагональной компоненты Dn

Отметим ещё раз, что если (n, p) = 1, то Dn = D1 = F (3). Интерес пред-
ставляет случай, когда n делится на p.
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Теорема 2.3.1. Пусть n = pln1, l ∈ N, (n1, p) = 1. Тогда
1) Dn = Dpl ;

2) Dpl = {xpl

1 }T при p > 2 или p = 2, l > 1;
3) Dpr ⊂

�=
Dpl при r > l;

4) если p = 2, l = 1, то D2 имеет бесконечную неприводимую систему поро-
ждающих

{
x2

1 · · ·x2
s | s ∈ N ∪ {0}} (см. [9]).

Доказательство. 1. При заданных условиях на n и p чтобы показать спра-
ведливость включения Dn ⊂ Dpl , т. е. включения

{xn
1 , . . . , xn

1 · · ·xn
s , . . .}T ⊂ {xpl

1 , . . . , xpl

1 · · ·xpl

s , . . .}T ,

в каждом pl-слове xpl

1 · · ·xpl

s ∈ Dpl , s ∈ N, к переменным xi, i = 1, . . . , s, доста-
точно применить подстановки xi �→ xn1

i .
Включение Dpl ⊂ Dn доказывается с применением метода спуска к поро-

ждающим T -пространства Dn аналогично тому, как это было сделано в доказа-
тельстве утверждения 2 леммы 1.1.5.

2. Из второго соотношения Фробениуса следует, что произвольный порожда-

ющий элемент xpl

1 · · ·xpl

s , s ∈ N, T -пространства Dpl получается подстановкой

одночлена x1 · · ·xs вместо переменной x1 в одночлене xpl

1 , т. е. Dpl —цикличе-
ский kT -модуль.

3. Рассмотрим сначала случай p > 2 или p = 2, l > 1. Поскольку Dpl =

= {xpl

1 }T , остаётся показать, что из xpl

1 некоторыми подстановками можно по-

лучить xpr

1 при r > l. Для этого к одночлену xpl

1 нужно применить подстановку

x1 �→ xpr−l

1 . Строгость включения вытекает из соотношений Фробениуса.
В случае p = 2, l = 1 включение также выполняется. Действительно, нужно

применить к одночленам x2
1 · · ·x2

s, s ∈ N, указанный выше способ повышения
степени. Строгость имеет место в силу бесконечной базируемости T -простран-
ства D2 (см. [9]) и доказанной конечной порождённости D2l при l > 1 (см.
пункт 2) данной теоремы).

Замечание 2.3.1. Легко убедиться, что D2 бесконечно базируемо даже по
модулю тождества x4 = 0.

Из теоремы 2.3.1 следует, что в Dp имеется следующая бесконечная строго
убывающая цепочка включений kT -подмодулей:

Dp ⊃ . . . ⊃ Dpl ⊃ . . . .

На самом деле имеет место более сильное утверждение.

Теорема 2.3.2. Любой ненулевой подмодуль Q в kT -модуле Dp, p > 2, от-
личный от k · 1, совпадает с одним из его kT -подмодулей Dpl .

Доказательство. Пусть Q—произвольный ненулевой подмодуль в Dp,
Q �= k · 1 и для некоторого l выполнено включение Q ⊂ Dpl , но Q �⊂ Dpl+1 .
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Тогда существует ненулевой полиоднородный многочлен f ∈ Q, который в си-
лу соотношений Фробениуса и коммутаторных соотношений равен одночлену

αx
plmi1
i1

· · ·xplmis
is

, где α ∈ k отлично от нуля, а среди чисел mi1 , . . . , mis
∈ N

хотя бы одно не делится на p. Для определённости положим (mi1 , p) = 1. Тогда,
подставляя 1 в одночлен f вместо всех его переменных, кроме xi1 , получа-

ем, что αx
plmi1
i1

∈ Q. Применяя метод спуска к одночлену x
plmi1
i1

аналогично
тому, как это было сделано в доказательстве утверждения 2 леммы 1.1.5, полу-

чим, что xpl

i1
∈ Q. Отсюда следует, что Dpl ⊂ Q. Следовательно, Dpl = Q для

некоторого l.

Из этой теоремы непосредственно вытекает следствие.

Следствие 2.3.1. Dp —нётеров kT -модуль и Dpl/Dpl+1 является простым
kT -модулем для любого p > 2 и l ∈ N.

Замечание 2.3.2. Из теоремы 2.3.1 следует, что D2 не является нётеровым
kT -модулем при p = 2, однако в этом случае, как несложно проверить, име-
ет место аналог следствия 2.3.1, т. е. D4 —нётеров kT -модуль и D2l/D2l+1 —
простой kT -модуль для любого l > 1.

2.4. Структура коммутаторной компоненты CDn

Мы уже отмечали, что Cn ⊂ CDn для любого n ∈ N. Возникает вопрос
о строгости этого включения. Если n = pl, p—любое простое число, l ∈ N, то,
как было показано в предложении 2.1.2, это включение строгое. Общий слу-
чай рассмотрен в следующей теореме, проясняющей также в некоторой степени
структуру коммутаторной компоненты.

Теорема 2.4.1.

1. Если (n, p) = 1, то выполнены равенства

Cn = C1 = {[x1, y1]}T , CDn = CD1 = C = ([x1, y1])T .

2. Если n = pln1, (n1, p) = 1, l ∈ N, то

Cn = Cpl , CDn = CDpl

и эти T -пространства бесконечно базируемы.
3. Если r > l, то

Cpl ⊂
�=

Cpr , CDpr ⊂
�=

CDpl .

4. Для любого p и любых натуральных чисел l и r выполнены строгие вклю-
чения

C1 ⊂ Cpl ⊂ CDpr ⊂ C.
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Доказательство. 1. Напомним, что Cn = {cm(n), m ∈ N}T , а cm,0 ∈ C1

для любого m ∈ N. Равенство Cn = C1 = {[x1, y1]}T следует из утверждения 1
первой теоремы о выравнивании (см. теорему 1.2.1, а также замечание 1.3.2,
касающееся случая p = 2).

Таким образом, в случае (n, p) = 1 справедливы равенства Dn = D1 (см. пре-
дыдущий параграф этого раздела) и Cn = C1. Отсюда, как нетрудно убедиться,
следует, что

CDn = CD1 = C = ([x1, y1])T .

2. Cn и Cpl являются бесконечными суммами циклических kT -модулей, поро-
ждённых соответственно многочленами cm(n) и cm,l, m ∈ N. Равенство Cn = Cpl

следует из утверждения 1 первой теоремы о выравнивании (см. теорему 1.2.1, а
также замечание 1.3.2, касающееся случая p = 2).

Из того что Dn = Dpl (см. утверждение 1 теоремы 2.3.1) и Cn = Cpl , как
нетрудно убедиться, следует CDn = CDpl .

Из следствий 2.1.1 и 2.1.2 вытекает, что T -пространства Cpl и CDpl беско-
нечно базируемы.

3. Если r > l, то включение Cpl ⊂ Cpr следует из утверждения 1 теоре-
мы 1.1.1. Для любого l ∈ N согласно предложению 2.1.2 выполнено включение
Cpl �= Cpl+1 , следовательно, доказываемое включение строгое.

Докажем, что CDpr ⊂
�=

CDpl при r > l. Включение следует из утверждения 1
теоремы 1.1.1.

Рассмотрим вопрос о строгости включения. Достаточно показать, что
CDpl �= CDpl+1 для любого l ∈ N. Рассмотрим многочлен

f = xpl−1
1 ypl−1

1 [x1, y1]z
pl

1 ∈ CDpl .

Предположим, что f принадлежит T -пространству

CDpl+1 =
{
gm,l+1 = cm,l+1z

pl+1

1

∣∣ m ∈ N
}T

.

Проследим за подстановками в диагональную часть zpl+1

1 многочленов gm,l+1.
Согласно соотношениям Фробениуса достаточно рассмотреть либо только мо-
номиальные подстановки, либо только подстановки элементов поля k вместо
переменной z1 многочленов gm,l+1. Если вместо переменной z1 подставить неко-
торый одночлен u ∈ F (3), то это даст не менее pl+1 вхождения каждой из
входящих в одночлен u переменных. С другой стороны, в многочлен f каждая
его переменная входит с кратностью pl. Поэтому остаются только подстановки
некоторых элементов поля k вместо переменной z1 многочленов gm,l+1. Тогда

f ∈ {cm,l+1 | m ∈ N}T = Cpl+1 .

Так как подстановкой z1 �→ xp2−1
1 yp2−1

1 из многочлена f получается многочлен
c1,l+2, то c1,l+2 ∈ Cpl+1 , что противоречит лемме 2.1.3.



44 А. В. Гришин, Л. М. Цыбуля

4. Из утверждения 3 данной теоремы и включения Cpl ⊂
�=

CDpl (см. предло-

жение 2.1.2) вытекает следующая диаграмма строгих включений:

Cp ⊂ Cp2 ⊂ . . . ⊂ Cpl ⊂ . . .

∩ ∩ . . . ∩
CDp ⊃ CDp2 ⊃ . . . ⊃ CDpl ⊃ . . . .

Из этой диаграммы следует, что для любых l и r выполнены строгие включения
Cpl ⊂ CDpr .

Из утверждения 2 теоремы 1.1.1 следует, что C1 ⊂ Cpl . Включение CDpr ⊂ C
очевидно, так как T -идеал C содержит многочлен [x, y]z. Строгость этих вклю-
чений следует из конечной порождённости T -пространств C1 и C и бесконечной
базируемости T -пространств Cpl и CDpr .

2.5. Ответ для (p, n)-проблемы. Диаграммы включений

Здесь мы дадим ответ для (p, n)-проблемы.

Замечание 2.5.1. В случае n = pln1, (n1, p) = 1, l ∈ N, было показано, что

Dn = Dpl , CDn = CDpl

(см. утверждение 1 теоремы 2.3.1 и утверждение 2 теоремы 2.4.1). Тогда из
формулы (1.4) следует равенство Wn = Wpl для любого простого числа p и
любого l ∈ N.

Таким образом, полный ответ для (p, n)-проблемы следующий.

1. Если (n, p) = 1, то Wn = F (3).
2. Если n = pln1, (n1, p) = 1, l ∈ N, то Wn = Wpl .
3. Для любых p и l, кроме p = 2, l = 1, T -пространство Wpl раскладыва-

ется в прямую сумму своих диагональной и коммутаторной компонент,
т. е. Wpl = Dpl ⊕ CDpl , и имеет бесконечную неприводимую систему
порождающих

{
xpl

1 , xpl−1
1 ypl−1

1 [x1, y1]z
pl

1 , . . . , xpl−1
1 ypl−1

1 [x1, y1] · · ·xpl−1
i ypl−1

i [xi, yi]z
pl

1 , . . .
}
.

4. Если p = 2, l = 1, то W2 = D2 = {x2
1, . . . , x

2
1 · · ·x2

s, . . .}T .

Резюмируя всё сказанное в этом разделе, можно построить следующие диа-
граммы строгих включений.

I. Пусть p—любое простое число. Если (n, p) = 1, то

Dn = F (3) ⊃ CDn = CD1 = ([x, y])T = C ⊃ Cn = C1 = {[x, y]}T .
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Для степеней p имеем

Dp ⊃ . . . ⊃ Dpl ⊃ . . . ,
⋂

Dpl = 0, C ∩ Dpl = 0 при любом l > 1;

C1 ⊂ Cp ⊂ . . . ⊂ Cpl ⊂ . . . ⊂ . . . ⊂ CDpl ⊂ . . . ⊂ CDp ⊂ C.

II. Если p > 2, то C ∩ Dpl = 0 при любом l ∈ N.
III. Если p = 2, то

C1 ⊂ C2 ⊂ . . . ⊂ C2l ⊂ . . . ⊂ . . . ⊂ CD2l ⊂ . . . ⊂ CD2 ⊂
⊂ D2 ⊃ . . . ⊃ D2l ⊃ . . . .

IV. Wp ⊃ Wp2 ⊃ . . . ⊃ Wpl ⊃ . . . .

В пунктах I и II диаграмм равенство C∩Dpl = 0 при указанных ограничениях
на p и l следует из рассуждений, приведённых в доказательстве утверждения 1
теоремы 2.2.1. Последняя строка пункта I показывает, что разница между T -про-
странством и T -идеалом, порождёнными одним и тем же элементом, весьма
велика.

Случай p = 2, l = 1 специфичен, как уже отмечалось в первом разделе (см.
замечание 1.3.2), во многом из-за того, что здесь перестают работать соотноше-
ния Фробениуса. В отличие от пунктов I и II здесь C ∩D2 отлично от нуля, так
как содержит CD2. Верно ли, что CD2 = C ∩ D2? Ответ будет дан в четвёртом
разделе.

В связи с построенными бесконечными строго возрастающими и строго убы-
вающими цепочками kT -модулей возникают вопросы о строении фактор-T -про-
странств Dpl/Dpl+1 , Cpl+1/Cpl , CDpl/CDpl+1 , Wpl/Wpl+1 и некоторых других.

Для фактор-T -пространства Dpl/Dpl+1 имеет место следствие 2.3.1 (см. так-
же замечание 2.3.2). Следующий раздел посвящён исследованию остальных
фактор-T -пространств.

3. Структурные результаты

3.1. Теорема о независимости элементарных составляющих

В разделе 2 было показано, что Wn = F (3) при (n, p) = 1, а при n = pln1,
где (n1, p) = 1, l ∈ N, Wn = Wpl . Всюду ниже в этом разделе, кроме последнего
параграфа, p > 2. В этом случае также было доказано, что Wpl распадается

в прямую сумму, Wpl = Dpl ⊕ CDpl , где Dpl = {xpl

1 }T —нётерово T -простран-
ство, а CDpl —бесконечно базируемое T -пространство, распадающееся в беско-

нечную сумму элементарных составляющих CD
(m)

pl = {gm,l}T . T -пространство
CDpl содержит собственное бесконечно базируемое T -подпространство Cpl , рас-

падающееся в бесконечную сумму элементарных составляющих C
(m)

pl = {cm,l}T

(см. обозначения раздела 1.1). Напомним, что для l = 0 приняты следующие
обозначения: C

(m)
1 = {[x1, y1] · · · [xm, ym]}T и C(m) = ([x1, y1] · · · [xm, ym])T —
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T -пространство и T -идеал в F (3) соответственно, а C
(1)
1 = C1 и C(1) = C. Про-

странства CDpl и Cpl описываются приведённой в разделе 1.1 диаграммой 1,
где, как будет следовать из теоремы 3.1.1, все включения строгие. Для удобства
напомним вид этой диаграммы.

C = C(1) ⊃ C(2) ⊃ . . . ⊃ C(m) ⊃ . . .

∪ ∪ ∪ ∪
CDp = CD

(1)
p + CD

(2)
p + . . . + CD

(m)
p + . . .

∪ ∪ ∪ ∪
· · · · · · · · · · · ·
∪ ∪ ∪ ∪

CDpl = CD
(1)

pl + CD
(2)

pl + . . . + CD
(m)

pl + . . .

∪ ∪ ∪ ∪
· · · · · · · · · · · ·
∪ ∪ ∪ ∪

Cpl = C
(1)

pl + C
(2)

pl + . . . + C
(m)

pl + . . .

∪ ∪ ∪ ∪
· · · · · · · · · · · ·
∪ ∪ ∪ ∪
Cp = C

(1)
p + C

(2)
p + . . . + C

(m)
p + . . .

∪ ∪ ∪ ∪
C1 = C

(1)
1 ⊃ C

(2)
1 ⊃ . . . ⊃ C

(m)
1 ⊃ . . .

Положим

Ω
(
CD

(m)

pl

)
= CD

(m)

pl+1 +
∑
i<m

CD(i)
p + C(m+1),

Ω
(
C

(m)

pl+1

)
= C

(m)

pl +
∑
i<m

CD(i)
p + C(m+1).

Другими словами, если M равно C
(m)

pl+1 или CD
(m)

pl , то Ω(M)— T -пространство,
порождённое всеми T -пространствами, находящимися в диаграмме 1 ниже M
(достаточно взять ближайшее снизу), а также находящимися левее M (доста-
точно взять вторые сверху) и правее M (достаточно взять ближайший справа
элемент самой верхней строки диаграммы 1).

Некоторую независимость любого элемента C
(m)

pl+1 или CD
(m)

pl из диаграм-
мы 1 от всех остальных, кроме тех, что находятся выше по столбцу, показывает
следующая теорема (см. также [20]).
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Теорема 3.1.1 (теорема о независимости элементарных составляющих).
Пусть M равно C

(m)

pl+1 или CD
(m)

pl . Тогда
(M+Ω(M)

)
/Ω(M)—ненулевое T -про-

странство.

Доказательство. Предположим, что M = C
(m)

pl+1 . Докажем, что T -простран-

ство
(M + Ω(M)

)
/Ω(M) ненулевое. Пусть cm,l+1 ∈ Ω(C(m)

pl+1), т. е. многочлен
cm,l+1 является линейной комбинацией многочленов, каждый из которых полу-
чается некоторыми подстановками из многочленов, порождающих T -простран-
ства, входящие в Ω

(
C

(m)

pl+1

)
.

В частности, среди слагаемых линейной комбинации могут иметься всевоз-
можные многочлены c(u1, . . . , ut), где c—многочлен, выделенный из многочлена
cm,l с помощью линейных подстановок так, как это было описано в разделе 1.1,
u1, . . . , ut —одночлены из алгебры F (3). В силу того что в многочлен cm,l+1 все
переменные входят с кратностью pl+1, в многочлены c(u1, . . . , ut) каждая пере-
менная входит с этой же кратностью. Отсюда по лемме 1.1.1 получаем, что все
такие многочлены c(u1, . . . , ut) равны нулю. Следовательно, элементы из C

(m)

pl

могут давать только нулевой вклад в представление cm,l+1 в виде многочленов

из Ω
(
C

(m)

pl+1

)
.

Так как кратность вхождения всех переменных в cm,l+1 равна pl+1, то со-

гласно следствию 1.3.2 многочлены из
∑

i<m

CD
(i)
p являются линейными комби-

нациями p-многочленов с кратностями, не превосходящими m − 1, имеющи-
ми сомножитель вида xpl+1

r (хотя бы одна буква не попадает в коммутатор).
Применяя подстановку x �→ x + 1 к каждой из входящих в cm,l+1 перемен-
ных и линеаризуя, получим из многочлена cm,l+1 произведение коммутаторов

[x1, y1] · · · [xm, ym]. При этом в многочленах из
∑

i<m

CD
(i)
p сомножители вида

xpl+1

r перейдут в одночлены pl+1xr, и следовательно, многочлены из
∑

i<m

CD
(i)
p

переходят в 0. Многочлены из C(m+1) также перейдут в 0 после указанных
подстановок и линеаризаций, так как хотя бы в одном из коммутаторов вместо
одной из его переменных появится 1. Таким образом,

[x1, y1] · · · [xm, ym] = 0

в F (3), что противоречит лемме 1.1.2.
Пусть теперь M=CD

(m)

pl . Докажем, что T -пространство
(M+Ω(M)

)
/Ω(M)

ненулевое. Предположим противное. Пусть gm,l = cm,lz
pl

1 является линейной
комбинацией многочленов, каждый из которых получается некоторыми подста-
новками из многочленов, порождающих T -пространства, входящие в Ω

(
CD

(m)

pl

)
.

Среди слагаемых линейной комбинации могут встретиться многочлены, по-

лучающиеся некоторыми подстановками из многочлена gm,l+1 = cm,l+1z
pl+1

1 .

Проследим за подстановками в zpl+1

1 . Согласно соотношениям Фробениуса до-
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статочно рассмотреть либо только мономиальные подстановки, либо только под-
становки элементов поля k вместо переменной z1 многочлена gm,l+1. Если вме-
сто переменной z1 подставить некоторый одночлен u ∈ F (3), то это даст не менее
pl+1 вхождений каждой из входящих в одночлен u переменных. С другой сторо-
ны, в многочлен gm,l каждая его переменная входит с кратностью pl. Поэтому
остаются только подстановки некоторых элементов поля k вместо переменной z1.
Тогда все слагаемые линейной комбинации, равной gm,l, появляющиеся в резуль-
тате некоторых подстановок в многочлен gm,l+1, на самом деле получаются из

многочлена cm,l+1, т. е. принадлежат T -пространству C
(m)

pl+1 .

Заметим, что при подстановке

z1 �→ xp2−1
1 yp2−1

1 · · ·xp2−1
m yp2−1

m

в gm,l этот многочлен перейдёт в многочлен

cm,l+2 = xpl+2−1
1 ypl+2−1

1 [x1, y1] · · ·xpl+2−1
m ypl+2−1

m [xm, ym].

Из сделанного предположения следует, что cm,l+2 ∈ Ω
(
C

(m)

pl+2

)
, а это проти-

воречит доказанному выше утверждению, согласно которому T -пространство(M + Ω(M)
)
/Ω(M) при M = C

(m)

pl+2 ненулевое. Отсюда следует, что T -про-

странство
(M + Ω(M)

)
/Ω(M) при M = CD

(m)

pl ненулевое.

Несложно показать, что имеют место следующие утверждения.

Следствие 3.1.1. T -пространства

(
C

(m)

pl+1 + C(m+1)
)
/
(
C

(m)

pl + C(m+1)
)
,

(
CD

(m)

pl + C(m+1)
)
/
(
CD

(m)

pl+1 + C(m+1)
)

ненулевые.

Следствие 3.1.2. T -пространства

C
(m)

pl+1/C
(m)

pl , CD
(m)

pl /CD
(m)

pl+1

ненулевые.

Рассмотрим теперь T -пространство Ĉ = C/C(m+1). Если M—произвольный
элемент диаграммы 1, то его образ в Ĉ обозначим через M̂. Тогда по модулю
C(m+1) диаграмма 1 примет следующий вид:
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Диаграмма 2

Ĉ = Ĉ(1) ⊃ Ĉ(2) ⊃ . . . ⊃ Ĉ(m)

∪ ∪ ∪ ∪
ĈDp = ̂

CD
(1)
p + ̂

CD
(2)
p + . . . + ̂

CD
(m)
p

∪ ∪ ∪ ∪
. . . . . . . . . . . . . . .
∪ ∪ ∪ ∪

ĈDpl = ̂
CD

(1)

pl + ̂
CD

(2)

pl + . . . + ̂
CD

(m)

pl

∪ ∪ ∪ ∪
. . . . . . . . . . . .
∪ ∪ ∪ ∪

Ĉpl = Ĉ
(1)

pl + Ĉ
(2)

pl + . . . + ̂
C

(m)

pl

∪ ∪ ∪ ∪
. . . . . . . . . . . .
∪ ∪ ∪ ∪
Ĉp = Ĉ

(1)
p + Ĉ

(2)
p + . . . + ̂

C
(m)
p

∪ ∪ ∪ ∪
Ĉ1 = Ĉ

(1)
1 ⊃ Ĉ

(2)
1 ⊃ . . . ⊃ ̂

C
(m)
1 .

Из теоремы 3.1.1 следует, что все включения строгие, кроме того, для эле-
ментов диаграммы 2 имеют место аналоги теоремы 3.1.1 и следствий 3.1.1 и 3.1.2.

Отметим, что в разделе 2 было доказано, что Dpl/Dpl+1 —простой kT -мо-
дуль. Естественным образом возникают вопросы о простоте элементарных
факторов C

(m)

pl+1/C
(m)

pl и CD
(m)

pl /CD
(m)

pl+1 и о строении фактор-T -пространств
Cpl+1/Cpl и CDpl/CDpl+1 . Для ответа, который будет дан в третьем парагра-
фе этого раздела, нам потребуются некоторые технические результаты. Они
изложены в следующем параграфе.

3.2. Технические леммы и теоремы

Лемма 3.2.1. Пусть n′
1, qi ∈ N, i = 1, r. Тогда

q1z
plq1−1
1 y

pln′
1−1

1 [z1, y1]z
plq2
2 · · · zplqr

r +

+ q2z
plq2−1
2 y

pln′
1−1

1 [z2, y1]z
plq1
1 zplq3

3 · · · zplqr
r + . . . +

+ qrz
plqr−1
r y

pln′
1−1

1 [zr, y1]z
plq1
1 · · · zplqr−1

r−1 ≡ 0 (mod C
(1)

pl ).

Доказательство. Покажем, что левая часть доказываемого сравнения по-
лучается некоторыми подстановками и k-линейными действиями из многочлена

c1,l = xpl−1
1 ypl−1

1 [x1, y1], порождающего C
(1)

pl . Из утверждения 1 первой теоремы

о выравнивании следует, что многочлен xpl−1
1 y

pln′
1−1

1 [x1, y1] лежит в C
(1)

pl .
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Покажем теперь, что, осуществляя в многочлене xpl−1
1 y

pln′
1−1

1 [x1, y1] подста-
новку x1 �→ zq1

1 · · · zqr
r , мы получим левую часть сравнения из данной леммы.

Итак, рассмотрим многочлен

(zq1
1 · · · zqr

r )pl−1y
pln′

1−1
1 [zq1

1 · · · zqr
r , y1].

Этот многочлен аналогично тому, как это было проделано для многочлена (1.7),
представим в виде

q1z
plq1−1
1 y

pln′
1−1

1 [z1, y1]z
plq2
2 · · · zplqr

r +

+ q2z
plq2−1
2 y

pln′
1−1

1 [z2, y1]z
plq1
1 zplq2

2 · · · zplqr
r + . . . +

+ qrz
plqr−1
r y

pln′
1−1

1 [zr, y1]z
plq1
1 · · · zplqr−1

r−1 .

Это и есть левая часть доказываемого сравнения.

Рассмотрим многочлены вида (см. обозначение (1.3))

c(pln2,pln′
2)

(x2, y2) · · · c(plnm,pln′
m)(xm, ym)

s∏
j=r+1

z
plqj

j ,

где ni, n
′
i ∈ N, i = 2,m, а qj делится на p для всех j = r + 1, s. Если отсут-

ствуют коммутаторы (m = 0), то получаем, что этот многочлен есть одночлен
s∏

j=r+1

z
plqj

j . Если при этом qj = 0 для любого j = 1, s, то рассматриваемый

многочлен по определению равен 1.
Следующие утверждения потребуются для доказательства простоты фак-

тор-T -пространства CD
(m)

pl /CD
(m)

pl+1 и некоторых других T -пространств.

Лемма 3.2.2. Пусть (q1, p) = 1 и qr+1, . . . , qs делятся на p. Тогда

zplq1−1
1 y

pln′
1−1

1 [z1, y1]z
plq2
2 · · · zplqr

r c(pln2,pln′
2)

(x2, y2) · · · c(plnm,pln′
m)(xm, ym) ×

×
s∏

j=r+1

z
plqj

j ≡ gzplq1
1 (mod C

(m)

pl ),

где g —линейная комбинация p-многочленов или 1-многочленов, не зависящих
от переменной z1.

Доказательство. Для доказательства леммы покажем сначала, что выпол-
няется сравнение(

q1z
plq1−1
1 y

pln′
1−1

1 [z1, y1]z
plq2
2 · · · zplqr

r +

+ q2z
plq2−1
2 y

pln′
1−1

1 [z2, y1]z
plq1
1 zplq3

3 · · · zplqr
r + . . . +

+ qrz
plqr−1
r y

pln′
1−1

1 [zr, y1]z
plq1
1 · · · zplqr−1

r−1

) ×
× c(pln2,pln′

2)
(x2, y2) · · · c(plnm,pln′

m)(xm, ym)
s∏

j=r+1

z
plqj

j ≡ 0 (mod C
(m)

pl ).
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Действительно, по лемме 3.2.1 многочлен, стоящий в скобках в левой части
этого сравнения, принадлежит T -пространству C

(1)

pl = {c1,l}T . Отметим, что

c1,l = c(a1,a′
1)

(x1, y1), где a1 = a′
1 = pl. По первой теореме о выравнивании

c1,lc(pln2,pln′
2)

(x2, y2) · · · c(plnm,pln′
m)(xm, ym)

s∏
j=r+1

z
plqj

j ∈ C
(m)

pl

(произведение
s∏

j=r+1

z
plqj

j согласно утверждению 2 этой теоремы может быть

внесено в любой из блоков коммутаторного многочлена cm,l). Так как (q1, p) = 1,
то из доказанного сравнения следует утверждение леммы.

С помощью леммы 3.2.2 покажем, что имеют место следующие две леммы.

Лемма 3.2.3. Пусть f —произвольный p-многочлен, лежащий в CD
(m)

pl . То-
гда в многочлене f существует такая переменная zi, что f представляется в виде

f ≡ gzplqi

i (mod CD
(m)

pl+1),

где (qi, p) = 1, g —линейная комбинация p-многочленов, не зависящих от пере-
менной zi.

Доказательство. Среди всех переменных p-многочлена f , имеющих наи-
меньший уровень n, выберем одну. Для определённости положим, что выбран-
ной переменной является z1. Если при этом выполняются условия первой тео-
ремы о выравнивании, то {f}T = C

(m)
pn . Тогда из утверждения 2 теоремы 1.1.1

следует, что f ≡ 0 (mod CD
(m)

pl+1).
Если же выполняются условия второй теоремы о выравнивании, то {f}T =

= CD
(m)
pn . При этом n � l, иначе, т. е. при n < l, выполняется включение

CD
(m)
pn ⊂ CD

(m)

pl , так как f ∈ CD
(m)

pl . Полученное включение противоречит
утверждению 1 теоремы 1.1.1. При n > l из теоремы 1.1.1 следует, что f ≡ 0
(mod CD

(m)

pl+1). Если теперь n = l, то (q1, p) = 1. Если z1 не входит ни в один из
коммутаторов многочлена f , то отсюда сразу следует утверждение леммы. Если
переменная z1 вошла в один из коммутаторов f , то с помощью леммы 3.2.2 полу-

чаем, что f ≡ gzplq1
1 (mod C

(m)

pl ), где g —линейная комбинация p-многочленов

(так как f — p-многочлен), не зависящих от переменной z1. В силу C
(m)

pl ⊂
⊂ CD

(m)

pl+1 получаем, что f ≡ gzplq1
1 (mod CD

(m)

pl+1).

Лемма 3.2.4. Пусть f —произвольный 1-многочлен, лежащий в C(m). Тогда
в многочлене f существует такая переменная zi уровня 0, что f представляется
в виде

f ≡ gzqi

i (mod CD(m)
p ),

где (qi, p) = 1, g —линейная комбинация многочленов, являющихся p-многочле-
нами или 1-многочленами, не зависящими от переменной zi.
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Доказательство. Пусть для удобства переменной уровня 0 в многочлене f
является z1. Если z1 не входит ни в один из коммутаторов многочлена f , то
мы сразу получаем утверждение леммы. Если переменная z1 вошла в один из
коммутаторов f , то с помощью леммы 3.2.2 многочлен f представим в виде
f ≡ gzq1

1 (mod C
(m)
1 ), где g —линейная комбинация многочленов, являющихся

p-многочленами или 1-многочленами, не зависящими от переменной z1. В силу
C

(m)
1 ⊂ CD

(m)
p получаем, что f ≡ gzq1

1 (mod CD
(m)
p ).

В разделе 1.3 было показано, что по модулю T -пространства C
(m)

pl действие
алгебры kT на gm,l сводится к мономиальным подстановкам в этом многочлене.
C помощью этого утверждения, а также с помощью теоремы 1.3.2 и леммы 3.2.3
доказывается следующая теорема.

Теорема 3.2.1. Пусть f —полиоднородный многочлен из CD
(m)

pl . Тогда
в многочлене f существует такая переменная zi, что f представляется в ви-
де

f ≡ f1z
plqi

i (mod CD
(m)

pl+1),

где (qi, p) = 1, f1 —линейная комбинация p-многочленов, не зависящих от пе-
ременной zi.

Доказательство. Так как f ∈ CD
(m)

pl , то по модулю T -пространства C
(m)

pl

и, следовательно, по модулю T -пространства CD
(m)

pl+1 многочлен f —линейная
комбинация полиоднородных многочленов одного и того же типа, получен-
ных мономиальными подстановками из gm,l. Из теоремы 1.3.2 следует, что все
многочлены линейной комбинации, дающие f , являются p-многочленами. По
лемме 3.2.3 каждый p-многочлен из линейной комбинации, равной f , есть мно-

гочлен вида gzplqi

i по модулю CD
(m)

pl+1 , где (qi, p) = 1, g —линейная комбинация
p-многочленов, не зависящих от переменной zi. Отсюда следует утверждение
теоремы.

В случае l = 0 имеет место следующая теорема.

Теорема 3.2.2. Пусть f —полиоднородный многочлен из C(m). Тогда в мно-
гочлене f существует такая переменная zi, что f представляется в виде

f ≡ f1z
qi

i (mod CD(m)
p + C(m+1)),

где (qi, p) = 1, f1 —линейная комбинация многочленов, являющихся либо p-мно-
гочленами, либо 1-многочленами, не зависящими от переменной zi.

Доказательство. Так как f ∈ C(m) —полиоднородный многочлен, то f —
линейная комбинация полиоднородных многочленов одного и того же типа,
полученных некоторыми подстановками и k-линейными действиями из cm,0z1.
В силу перестановочности всех переменных по модулю C(m+1) и полиодно-
родности многочлена f получаем, что f по модулю CD

(m)
p + C(m+1) является

линейной комбинацией 1-многочленов. В свою очередь, по лемме 3.2.4 каждый
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1-многочлен линейной комбинации, равной f , равен по модулю CD
(m)
p и, сле-

довательно, по модулю CD
(m)
p + C(m+1) многочлену вида gzqi

i , где (qi, p) = 1,
g —линейная комбинация многочленов, являющихся либо p-многочленами, либо
1-многочленами, не зависящими от переменной zi. Отсюда следует утверждение
теоремы.

3.3. Простота элементарных факторов и прямые суммы

Всюду ниже в этом параграфе мы предполагаем, что l > 0. Здесь
рассматривается вопрос о простоте элементарных факторов C

(m)

pl /C
(m)

pl−1 и

CD
(m)

pl /CD
(m)

pl+1 . Ниже будет дан положительный ответ (см. также [20]).

Введём следующие обозначения:

CDpl = CDpl/CDpl+1 , Cpl = Cpl/Cpl−1 .

Тогда

CDpl =
∞∑

m=1

CD
(m)

pl , Cpl =
∞∑

m=1

C
(m)

pl ,

где CD
(m)

pl и C
(m)

pl —образы CD
(m)

pl и C
(m)

pl в T -пространствах CDpl и Cpl со-
ответственно. Весьма важным структурным фактом является то, что указанные
суммы прямые. Мы покажем, что T -пространство Cpl (CDpl) раскладывает-

ся в прямую сумму своих простых T -подпространств C
(m)

pl (соответственно

CD
(m)

pl ).

Образ произвольного многочлена f ∈ F (3) в T -пространствах C
(m)

pl /C
(m)

pl−1

и CD
(m)

pl /CD
(m)

pl+1 будем обозначать через f̄ , а в T -пространствах CDpl , Cpl

через f̃ .

Теорема 3.3.1. T -пространство C
(m)

pl /C
(m)

pl−1 является простым kT -модулем.

Доказательство. Предположим, что существует ненулевой подмодуль
U ⊂

�=
C

(m)

pl /C
(m)

pl−1 . Тогда существует ненулевой многочлен f̄ ∈ U . Будем считать,

что f —полиоднородный многочлен фиксированного типа. Тогда по теореме 1.3.1
многочлен f по модулю C

(m)

pl−1 есть линейная комбинация полиоднородных мно-
гочленов одного и того же типа, полученных мономиальными подстановками
из многочлена cm,l. Воспользуемся тем, что коммутатор [u, v] любых двух од-
ночленов в F (3) можно расписать как линейную комбинацию коммутаторов от
переменных вида [xi, xj ], умноженных на одночлены. Тогда получаем, что много-
член f является линейной комбинацией многочленов, совпадающих с точностью
до обозначения переменных с многочленом

[x1, y1] · · · [xm, ym]w, (3.1)
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где одночлен w ∈ F (3) зависит от переменных xi, yi и, возможно, от некоторых
переменных z1, . . . , zs.

Коммутаторным типом вхождения переменных назовём набор перемен-
ных, входящих в произведение коммутаторов (3.1). По теореме 1.3.2 получаем,
что многочлен f на самом деле является линейной комбинацией p-многочленов.
Приведём подобные слагаемые, отвечающие фиксированным коммутаторным ти-
пам. Получим, что f —линейная комбинация p-многочленов, отвечающих раз-
личным коммутаторным типам вхождения переменных. Так как f̄ �= 0, то без
ограничения общности можно считать, что в разложении f существует ненуле-
вой p-многочлен, отвечающий фиксированному коммутаторному типу, вида

αxpln1−1
1 y

pln′
1−1

1 [x1, y1] · · ·xplnm−1
m y

pln′
m−1

m [xm, ym]zplq1
1 · · · zplqs

s ,

где α ∈ k отлично от нуля, ni, n
′
i ∈ N, qj ∈ N ∪ {0}. При подстановке единицы

во все переменные одночлена zplq1
1 · · · zplqs

s все, кроме выбранного, многочлены
линейной комбинации, равной f , становятся равными 0 (хотя бы в одном из
коммутаторов этих многочленов вместо переменной появится 1). Выбранный
многочлен перейдёт в многочлен

αxpln1−1
1 y

pln′
1−1

1 [x1, y1] · · ·xplnm−1
m y

pln′
m−1

m [xm, ym].

К каждой переменной этого многочлена применим метод спуска и выделим по-
лиоднородный многочлен степени pl по всем переменным (см. доказательство
утверждения 1 леммы 1.1.5). Получим многочлен βcm,l, где β ∈ k отлично
от нуля. Таким образом, cm,l ∈ {f̄}T , следовательно, выполняется равенство

U = C
(m)

pl /C
(m)

pl−1 , что противоречит включению U ⊂
�=

C
(m)

pl /C
(m)

pl−1 .

Следствие 3.3.1. T -пространства C
(m)

pl /C
(m)

pl−1 и C
(m)

pl изоморфны.

Доказательство. Построим отображение ϕ : C
(m)

pl /C
(m)

pl−1 → C
(m)

pl по фор-
муле ϕ(cm,l) = c̃m,l. Нетрудно убедиться, что отображение задано корректно
и является эпиморфизмом. Отметим, что Ker ϕ = 0. В противном случае из
теоремы 3.3.1 следует, что Ker ϕ = C

(m)

pl /C
(m)

pl−1 . Тогда Im ϕ = 0. Следователь-

но, C
(m)

pl = 0, что противоречит теореме 3.1.1. Отсюда следует, что отобра-
жение ϕ—мономорфизм. Таким образом, построенное отображение является
изоморфизмом.

Теорема 3.3.2. T -пространство Cpl раскладывается в бесконечную прямую

сумму простых T -пространств C
(m)

pl , изоморфных T -пространствам C
(m)

pl /C
(m)

pl−1 ,
т. е.

Cpl =
∞⊕

m=1

C
(m)

pl .
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Доказательство. Итак, Cpl =
∞∑

m=1
C

(m)

pl , где по следствию 3.3.1 T -простран-

ства C
(m)

pl изоморфны простым T -пространствам C
(m)

pl /C
(m)

pl−1 . Следовательно,

T -пространства C
(m)

pl являются простыми. То, что C
(m)

pl ∩ ∑
j �=m

C
(j)

pl = {0}, прямо
следует из теоремы о независимости элементарных составляющих (см. теоре-
му 3.1.1).

Очевидно, что справедливо следующее утверждение.

Следствие 3.3.2. Имеет место изоморфизм

Cpl/Cpl−1 ∼=
∞⊕

m=1

C
(m)

pl /C
(m)

pl−1 ,

где C
(m)

pl /C
(m)

pl−1 —ненулевой простой kT -модуль. Изоморфное отображение

∞⊕
m=1

C
(m)

pl /C
(m)

pl−1 → Cpl/Cpl−1

определяется соответствием
∞∑

m=1

fm �→
∞∑

m=1

f̃m.

Докажем теперь следующее утверждение, из которого будет следовать раз-
ложение CDpl в прямую сумму.

Теорема 3.3.3. T -пространство CD
(m)

pl /CD
(m)

pl+1 является простым kT -моду-
лем.

Доказательство. Предположим, что существует ненулевой подмодуль
U ⊂

�=
CD

(m)

pl /CD
(m)

pl+1 . Тогда существует ненулевой многочлен f̄ ∈ U . Будем

считать, что f —полиоднородный многочлен фиксированного типа. Тогда по
теореме 3.2.1 в многочлене f найдётся переменная, например z1, такая что

f ≡ f1z
plq1
1 (mod CD

(m)

pl+1), где (q1, p) = 1, f1 —линейная комбинация p-мно-
гочленов, не зависящих от переменной z1 и отвечающих различным коммута-
торным типам вхождения переменных. Так как f̄ �= 0, без ограничения общности
можно считать, что в разложении f имеется ненулевой p-многочлен, отвечаю-
щий фиксированному коммутаторному типу, вида

αxpln1−1
1 y

pln′
1−1

1 [x1, y1] · · ·xplnm−1
m y

pln′
m−1

m [xm, ym]zplq1
1 · · · zplqs

s ,

где α ∈ k отлично от нуля, z1 —переменная уровня l, q1, ni, n
′
i ∈ N, qj ∈ N∪{0},

j = 2, s. Осуществим подстановки zj �→ 1, j = 2, s, в многочлен f . В результате
таких подстановок все p-многочлены линейной комбинации, равной f , кроме
выбранного, становятся равными нулю (хотя бы в одном из коммутаторов этих
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многочленов вместо переменной появится 1). Выбранный многочлен перейдёт
в многочлен

αxpln1−1
1 y

pln′
1−1

1 [x1, y1] · · ·xplnm−1
m y

pln′
m−1

m [xm, ym]zplq1
1 .

Применяя метод спуска к этому многочлену и выделяя полиоднородный мно-
гочлен степени pl по всем переменным (см. лемму 1.1.5), получим много-
член gm,l, где β ∈ k отлично от нуля. Таким образом, gm,l ∈ {f̄}T , значит,

CD
(m)

pl /CD
(m)

pl+1 = U , что противоречит включению U ⊂
�=

CD
(m)

pl /CD
(m)

pl+1 .

Доказательство следующих трёх утверждений дословно повторяет доказа-

тельства аналогичных утверждений для T -пространств C
(m)

pl , C
(m)

pl /C
(m)

pl−1 и Cpl .

Следствие 3.3.3. T -пространства CD
(m)

pl /CD
(m)

pl+1 и CD
(m)

pl изоморфны.

Теорема 3.3.4. T -пространство CDpl раскладывается в бесконечную пря-

мую сумму простых T -пространств CD
(m)

pl , изоморфных T -пространствам

CD
(m)

pl /CD
(m)

pl+1 , т. е.

CDpl =
∞⊕

m=1

CD
(m)

pl .

Следствие 3.3.4. Имеет место изоморфизм

CDpl/CDpl+1 ∼=
∞⊕

m=1

CD
(m)

pl /CD
(m)

pl+1 ,

где CD
(m)

pl /CD
(m)

pl+1 —ненулевой простой kT -модуль. Изоморфное отображение
∞⊕

m=1

CD
(m)

pl /CD
(m)

pl+1 → CDpl/CDpl+1

определяется соответствием
∞∑

m=1

fm �→
∞∑

m=1

f̃m.

Приведённые теоремы ничего не говорят о T -пространствах C
(m)
1 и T -иде-

алах C(m), m ∈ N. В силу цепочек строгих включений (см. лемму 1.1.3) они,
очевидно, не просты. Связь между ними показана ниже (см. также диаграмму 1):

C(m) ⊃ C(m+1)

∪ ∪
C

(m)
1 ⊃ C

(m+1)
1 .

В разделе 3.1 была показана взаимосвязь между элементами диаграммы 2, явля-
ющимися образами соответствующих им элементов диаграммы 1 в T -простран-
стве Ĉ = C/C(m+1). Образ произвольного многочлена f ∈ F (3) в T -простран-
стве Ĉ будем обозначать через f̂ .
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Если вопрос о простоте фактор-T -пространства C
(m)
1 /C

(m+1)
1 пока открыт,

то для
̂
C

(m)
1 он решается положительно, а для Ĉ(m) отрицательно.

Из диаграммы 2 следует, что kT -модуль Ĉ(m) не является простым.

Теорема 3.3.5.
̂
C

(m)
1 — единственный минимальный подмодуль в Ĉ(m).

Доказательство. Для доказательства теоремы нужно показать, что любой

ненулевой подмодуль в Ĉ(m) содержит
̂
C

(m)
1 . Пусть U —ненулевой подмодуль

в Ĉ(m). Тогда существует ненулевой многочлен f̂ ∈ U . Будем считать, что f —
полиоднородный многочлен фиксированного типа. Тогда f —линейная комбина-
ция полиоднородных многочленов одного и того же типа, полученных некоторы-
ми подстановками и k-линейными действиями из многочлена cm,0z1. Воспользу-
емся тем, что коммутатор [u, v] любых двух одночленов в F (3) можно расписать
как линейную комбинацию коммутаторов от переменных [xi, xj ], умноженных
на одночлены. Тогда получаем, что многочлен f является линейной комбинаци-
ей многочленов, каждый из которых является произведением m коммутаторов
от переменных вида [xi, xj ] и некоторого одночлена. В силу того что все пе-
ременные, стоящие вне произведения коммутаторов, перестановочны по моду-
лю C(m+1), можно привести подобные слагаемые, отвечающие фиксированным
коммутаторным типам. Таким образом, многочлен f является линейной комби-
нацией многочленов, отвечающих различным коммутаторным типам вхождения
переменных.

Так как f̂ �= 0, то без ограничения общности можно считать, что в разложе-
нии f имеется ненулевой многочлен, отвечающий фиксированному коммутатор-
ному типу, вида

αxn1−1
1 y

n′
1−1

1 · · ·xnm−1
m y

n′
m−1

m [x1, y1] · · · [xm, ym]zq1
1 · · · zqs

s ,

где α ∈ k отлично от нуля, ni, n
′
i ∈ N, qj ∈ N ∪ {0}. Подставляя 1 вместо всех

переменных zj , получим, что все многочлены линейной комбинации, равной f ,
кроме выбранного, обращаются в 0. Выбранный многочлен перейдёт в многочлен

αxn1−1
1 y

n′
1−1

1 · · ·xnm−1
m y

n′
m−1

m [x1, y1] · · · [xm, ym].

Применим к каждой переменной полученного многочлена метод спуска и вы-
делим из него полилинейный многочлен (см. лемму 1.1.5). Очевидно, он равен

αcm,0. Поэтому
̂
C

(m)
1 ⊂ U .

Из теоремы 3.3.5 непосредственно вытекает следующее утверждение.

Следствие 3.3.5.
̂
C

(m)
1 —простой kT -модуль.

Рассмотрим строение T -пространств
̂
C

(m)

pl /
̂
C

(m)

pl−1 и
̂

CD
(m)

pl /
̂

CD
(m)

pl+1 , а также

Ĉpl/Ĉpl−1 и ĈDpl/ĈDpl+1 , где
̂
C

(m)

pl ,
̂

CD
(m)

pl , Ĉpl , ĈDpl —образы C
(m)

pl , CD
(m)

pl ,

Cpl , CDpl в Ĉ соответственно.
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Из предыдущих результатов этого параграфа получается следующее утвер-
ждение.

Следствие 3.3.6.

1. Имеет место изоморфизм

Ĉpl/Ĉpl−1 ∼=
m⊕

i=1

Ĉ
(i)

pl /
̂
C

(i)

pl−1 ,

где C
(i)

pl /C
(i)

pl−1
∼= Ĉ

(i)

pl /
̂
C

(i)

pl−1 —ненулевой простой kT -модуль.

2. Имеет место изоморфизм

ĈDpl/ĈDpl+1 ∼=
m⊕

i=1

̂
CD

(i)

pl /
̂

CD
(i)

pl+1 ,

где CD
(i)

pl /CD
(i)

pl+1
∼= ̂

CD
(i)

pl /
̂

CD
(i)

pl+1 —ненулевой простой kT -модуль.

Для l = 0 имеет место следующая теорема.

Теорема 3.3.6. T -пространство Ĉ(m)/
̂

CD
(m)
p является простым kT -модулем.

Доказательство. Пусть U ⊂
�=

Ĉ(m)/
̂

CD
(m)
p —ненулевой подмодуль. Значит,

существует ненулевой многочлен f̂ ∈ U . Будем считать, что f —полиоднород-
ный многочлен фиксированного типа. По теореме 3.2.2 в многочлене f найдёт-
ся переменная, например z1, такая что f ≡ zq1

1 f1 (mod CD
(m)
p + C(m+1)), где

(q1, p) = 1, f1 —линейная комбинация либо 1-многочленов, либо p-многочле-
нов, не зависящих от переменной z1 и отвечающих различным коммутаторным
типам. Так как f̂ �= 0, то без ограничения общности можно считать, что в раз-
ложении f существует ненулевой 1-многочлен, отвечающий фиксированному
коммутаторному типу, вида

αxn1−1
1 y

n′
1−1

1 [x1, y1] · · ·xnm−1
m y

n′
m−1

m [xm, ym]zq1
1 · · · zqs

s ,

где α ∈ k отлично от нуля, ni, n
′
i, q1 ∈ N, qj ∈ N ∪ {0}, j = 2, s. Осуществим

подстановки zj �→ 1, j = 2, s в многочлене f . Такие подстановки обращают
в нуль все многочлены линейной комбинации (хотя бы в одном из коммутаторов
этих многочленов вместо переменной появится 1), дающие f , кроме выбранного.
Выбранный многочлен перейдёт в многочлен

αxn1−1
1 y

n′
1−1

1 [x1, y1] · · ·xnm−1
m y

n′
m−1

m [xm, ym]zq1
1 .

Применяя метод спуска к этому многочлену и выделяя полилинейный многочлен
(см. лемму 1.1.5), получим многочлен αq1cm,0z1, где αq1 ∈ k отлично от нуля.

Значит, Ĉ(m)/
̂

CD
(m)
p = U , что противоречит включению U ⊂

�=
Ĉ(m)/

̂
CD

(m)
p .
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Замечание 3.3.1. Из теоремы 2.3.2 следует, что Dpl+1 — единственный мак-
симальный подмодуль в Dpl . Естественно возникает вопрос об аналоге этого
утверждения для всех рассмотренных выше в диаграммах 1 и 2 вертикальных
бесконечных убывающих и возрастающих цепочек включений T -пространств.

3.4. Случай характеристики 2

Итак, соотношения Фробениуса выполняются только начиная со степени 4.
Поэтому почти все результаты, полученные в предыдущих параграфах этого
раздела, без труда переносятся на элементарные составляющие C

(m)

2l и CD
(m)

2l

для всех m ∈ N, l � 2 и на связанные с ними теоретико-модульные конструкции.
Рассмотрим T -пространства C2 и CD2.

Как известно, T -пространство C2 —бесконечная сумма элементарных состав-
ляющих C

(m)
2 = {cm,1}T , а T -пространство CD2 —бесконечная сумма элемен-

тарных составляющих CD
(1,s)
2 = {c1,1z

2
1 · · · z2

s}T (см. обозначения раздела 1).

Вопрос о связи CD
(1,s)
2 с элементарными составляющими T -пространств C2l ,

l � 0, CD2l , l � 2, C, а также с T -пространствами CD
(m)
2 в этой работе не ис-

следуется. Тем не менее можно рассмотреть взаимосвязь T -пространств CD
(m)
2

с элементарными составляющими T -пространств C2l , l � 0, CD2l , l � 2, и C.
Она выражается диаграммой, аналогичной диаграмме 1 из раздела 1.1 без само-
го левого столбца. Естественно возникает вопрос о независимости элементар-
ных составляющих и T -пространств CD

(m)
2 . Заметим, что доказательство теоре-

мы 3.1.1 опирается на соотношения Фробениуса, поэтому вопрос о справедливо-
сти этой теоремы для p = 2 пока открыт. Однако вместо Ω

(
C

(m)

2l+1

)
и Ω

(
CD

(m)

2l

)
можно рассмотреть T -пространства Λ

(
C

(m)

2l+1

)
= C

(m)

2l +
∑

i<m

CD
(i)
4 + C(m+1) и

Λ
(
CD

(m)

2l

)
= CD

(m)

2l+1 +
∑

i<m

CD
(i)
4 + C(m+1) соответственно. Имеет место следу-

ющий аналог теоремы 3.1.1 о независимости для случая p = 2.

Теорема 3.4.1. Пусть M есть C
(m)

2l+1 или CD
(m)

2l . Тогда
(M+Λ(M)

)
/Λ(M)—

ненулевое T -пространство.

Доказательство. Доказательство этой теоремы почти дословно повторяет
доказательство теоремы 3.1.1, за исключением случая M = C(m). Покажем, что
теорема верна и для M = C(m). Предположим противное: пусть gm,0 = cm,0z1

является линейной комбинацией многочленов, каждый из которых получает-
ся некоторыми подстановками из многочленов, порождающих T -пространства,
входящие в Λ

(
C(m)

)
.

Среди слагаемых линейной комбинации могут встретиться многочлены, по-
лучающиеся некоторыми подстановками из многочлена gm,1 = cm,1z

2
1 . Про-

следим за подстановками в z2
1 . С помощью соотношений из замечания 1.1.1

нетрудно проверить, что любое действие алгебры kT на z2
1 переводит gm,1

по модулю C(m+1) в cm,1h, где h—линейная комбинация одночленов вида
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z2n1
1 · · · z2ns

s , ni ∈ N ∪ {0}. Поэтому достаточно рассмотреть либо только мо-
номиальные подстановки, в результате которых по модулю C(m+1) получаются
произведения вида cm,1z

2n1
1 · · · z2ns

1 , либо только подстановки элементов поля k
вместо переменной z1. Так как в многочлен gm,0 каждая его переменная входит
с кратностью 1, то, очевидно, вместо переменной z1 могут подставляться толь-
ко элементы поля k. Тогда все слагаемые линейной комбинации, дающие gm,0 и
появляющиеся в результате некоторых подстановок в многочлене gm,1, на самом

деле получаются из многочлена cm,1, т. е. принадлежат T -пространству C
(m)
2 .

Заметим, что при подстановке z1 �→ x3
1y

3
1 · · ·x3

my3
m в gm,0 этот многочлен

перейдёт в многочлен cm,2 = x3
1y

3
1 [x1, y1] · · ·x3

my3
m[xm, ym]. Из сделанного пред-

положения следует, что cm,2 ∈ Λ
(
C

(m)
4

)
. Это противоречит утверждению, от-

меченному в начале доказательства, из которого следует, что T -пространство(M + Λ(M)
)
/Λ(M) при M = C

(m)
4 ненулевое.

Нетрудно показать, что имеют место также аналоги следствий 3.1.1
и 3.1.2. Таким образом, возникают вопросы о строении фактор-T -пространств
C

(m)
2 /C

(m)
1 , CD

(m)
2 /CD

(m)
4 , C(m)/CD

(m)
2 и связанных с ними конструкций. Учи-

тывая замечание 1.3.2, отметим, что доказательство простоты элементарных
факторов (см. теоремы 3.3.1 и 3.3.3) существенно опирается на теорему 1.3.2.
В свою очередь, эта теорема доказывается с использованием соотношений Фро-
бениуса. Поэтому вопрос о простоте C

(m)
2 /C

(m)
1 , CD

(m)
2 /CD

(m)
4 и T -простран-

ства C(m)/CD
(m)
2 пока открыт. Однако можно рассмотреть T -подпространства

̂
C

(m)

2l ,
̂

CD
(m)

2l в Ĉ = C/C(m+1). Взаимосвязь между T -пространствами
̂
C

(m)

2l ,
̂

CD
(m)

2l выражается диаграммой, аналогичной диаграмме 2 в разделе 3.1 без са-
мого левого столбца. Также для этих T -пространств остаётся справедливым

аналог теоремы 3.4.1. Для T -пространства
̂
C

(m)
1 имеют место утверждения

теоремы 3.3.5 и следствия 3.3.5 из неё. Поэтому интерес вызывают вопросы

о строении фактор-T -пространств
̂
C

(m)

2l /
̂
C

(m)

2l−1 ,
̂

CD
(m)

2l /
̂

CD
(m)

2l+1 и Ĉ(m)/
̂

CD
(m)
2 .

Очевидно, для l � 2 имеет место следствие 3.3.6. С учётом перестановоч-

ности переменных по модулю C(m+1) в любых элементах из
̂
C

(m)
2 ,

̂
CD

(m)
2

и Ĉ(m) несложно показать, что T -пространства
̂
C

(m)
2 /

̂
C

(m)
1 ,

̂
CD

(m)
2 /

̂
CD

(m)
4 и

Ĉ(m)/
̂

CD
(m)
2 простые.

4. Мультипликативная структура

4.1. Теорема о строении T -алгебры Wpl

В этом параграфе мы рассмотрим мультипликативную структуру T -про-
странства Wn. Мы покажем, что Wn замкнуто относительно умножения в ал-
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гебре F (3). Рассмотрим произвольные n-слова u, v. Если u и v зависят от непе-
ресекающихся множеств переменных, то, очевидно, uv ∈ Wn. Если множества
переменных u и v пересекаются по некоторому множеству переменных, то од-
ночлен uv также будет принадлежать Wn. Действительно, можно заменить v
на n-слово v′, которое получается из v подстановкой вместо переменных, сов-
падающих с переменными одночлена u, других переменных, не совпадающих
с переменными u. Тогда uv′ ∈ Wn. Отсюда, так как Wn — T -пространство, под-
ходящей подстановкой в v′ получаем, что uv ∈ Wn. Таким образом, можно
говорить о T -подалгебре Wn, порождённой всеми n-словами.

Интересен вопрос о структуре T -пространства n-слов как T -подалгебры
в F (3), а также о строении алгебры F (3) как Wn-модуля (оно будет рассмотрено
в следующем параграфе). Нам понадобятся многочлены (1.2) из канонического
базиса алгебры F (3), т. е. многочлены вида

x
nj1−1
j1

x
nj2−1
j2

· · ·xnj2t−1−1

j2t−1
x

nj2t
−1

j2t
[xj1 , xj2 ] · · · [xj2t−1 , xj2t

]xmi1
i1

· · ·xmis
is

,

где j1 < . . . < j2t, i1 < . . . < is, njβ
, miα

—натуральные числа и {jβ}∩{iα} = ∅.

Мы уже отмечали, что многие структурные вопросы алгебры F (3) сводятся
именно к Wpl , поэтому изучим строение T -алгебры Wpl . Как нетрудно про-
верить, пользуясь коммутаторными соотношениями, T -пространство Wp лежит
в центре ZF (3) алгебры F (3) для любого p. Более того, как показано в [13, 14],
ZF (3) = Wp. С помощью этого факта удаётся дать положительный ответ на
вопрос, поставленный во втором разделе, о равенстве CD2 = D2 ∩ C в случае
p = 2.

Теорема 4.1.1. Если p = 2, то CD2 = D2 ∩ C.

Доказательство. Включение CD2 ⊂ D2 ∩ C следует из утверждения 2 те-
оремы 2.2.1 и утверждения 4 теоремы 2.4.1. Покажем, что обратное включение
также выполняется. Пусть f ∈ D2∩C —произвольный многочлен. Тогда из ком-
мутаторных соотношений следует, что f — элемент центра. Кроме того, в силу
бесконечности поля k можно считать, что f —полиоднородный многочлен. Раз-
ложим его по базису (1.2) алгебры F (3). Отметим, что в силу f ∈ D2 ∩ C все
многочлены этого базиса из разложения f содержат коммутаторы. Если f —
сумма коммутаторов, то f лежит в CD2 в силу утверждения 4 теоремы 2.4.1.
Если все переменные, входящие в f , имеют кратность, делящуюся на 2, то
f ∈ CD2, что вытекает из предложения 1.3.2. Если нет, то пусть y —перемен-
ная с наибольшим номером, входящая в f с кратностью q, не делящейся на 2 (эта
переменная обозначена для удобства другой буквой). Тогда любой элемент (1.2),
участвующий в разложении многочлена f , как следует из коммутаторных соот-
ношений, имеет вид gyq или [yq, xi]g, где многочлен g не содержит y. Отсюда
следует, что f = f1 + f2y

q, где f1 — сумма коммутаторов, а f2 не содержит
переменную y. В самом деле, согласно коммутаторным соотношениям

[yq, xi]g = [yqg, xi] − [g, xi]yq. (4.1)
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Суммируя элементы (4.1), входящие в запись элементов (1.2) из разложения
многочлена f , получаем требуемое представление f . Так как f —элемент из
центра, то f2 = 0. Иначе если z —переменная с номером, бо́льшим всех номеров
переменных, входящих в f , то

[f, z] = [f2y
q, z] = [f2, z]yq + f2[yq, z] �= 0,

так как в силу независимости системы (1.2) второе слагаемое не равно нулю
и не зависит от первого. Это противоречит центральности f . Следовательно,
f = f1, значит, f ∈ CD2.

Структуру Wpl как алгебры проясняет следующая теорема.

Теорема 4.1.2. Алгебра Wpl коммутативна. Для всех p и l, кроме p = 2,
l = 1, Wpl распадается в прямую сумму T -пространств: Wpl = CDpl ⊕ Dpl ,
где CDpl —радикал алгебры Wpl , являющийся ненильпотентной ниль-алге-
брой индекса p, причём Wpl/CDpl

∼= Dpl —алгебра коммутативных много-

членов k[1, xpl

1 , . . . , xpl

i , . . .]. Если p = 2, l = 1, то W2 = D2 и D2 распада-
ется в прямую сумму k-алгебр D2 = k[1, x2

1, . . . , x
2
i , . . .] ⊕ CD2, где CD2 —

радикал алгебры D2, являющийся ненильпотентной ниль-алгеброй индекса 2,
и D2/CD2

∼= k[1, x2
1, . . . , x

2
i , . . .]—алгебра коммутативных многочленов.

Доказательство. Из коммутаторных соотношений следует, что алгебра Wpl

коммутативна для любых p и l. Пусть p > 2, l ∈ N или p = 2, l > 1.
Ясно, что CDpl , Dpl — T -подалгебры Wpl . Согласно утверждению 1 те-

оремы 2.2.1 T -пространство Wpl раскладывается в прямую сумму T -подпро-
странств: Wpl = Dpl ⊕ CDpl .

Рассмотрим T -алгебру CDpl , которая, как нетрудно убедиться, является так-
же T -идеалом в алгебре Wpl . Из коммутаторных соотношений следует, что(
cr,lds(pl)

)2 = 0 при r ∈ N, s ∈ N ∪ {0}. Следовательно, если f1, f2, . . . , fm —
многочлены, получающиеся из системы

{cr,lds(pl) | r ∈ N, s ∈ N ∪ {0}}
с помощью подстановок и k-линейных действий, то в силу соотношений Фробе-
ниуса для любых λ1, λ2, . . . , λm ∈ k имеют место равенства

(λ1f1 + λ2f2 + . . . + λmfm)p = λp
1f

p
1 + λp

2f
p
2 + . . . + λp

mfp
m = 0,

т. е. T -алгебра CDpl является ниль-алгеброй индекса p.
Так как [x1, x2] · · · [xi−1, xi] �= 0 в алгебре F (3) по лемме 1.1.2 и все коммута-

торы [xj−1, xj ] (в силу включения C1 ⊂ CDn для любого n ∈ N) лежат в CDpl ,
то ниль-алгебра CDpl не нильпотентна.

Нетрудно убедиться, что коммутативная ниль-алгебра CDpl есть ниль-иде-
ал алгебры Wpl , причём фактор-алгебра Wpl/CDpl совпадает с точностью
до изоморфизма с коммутативной T -алгеброй Dpl . Эта алгебра совпада-

ет с T -подалгеброй k[1, xpl

1 , . . . , xpl

i , . . .] алгебры коммутативных многочленов
k[1, x1, . . . , xi, . . .]. Таким образом, Dpl не содержит делителей нуля и, значит,
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в ней нет нильпотентных элементов. Отсюда получаем, что CDpl —максималь-
ный ниль-идеал алгебры Wpl , и следовательно, CDpl —радикал этой алгебры.

Пусть p = 2, l = 1, тогда из утверждения 2 теоремы 2.2.1 следует, что
W2 = D2. Несложно проверить, что D2 распадается в прямую сумму k-ал-
гебр: D2 = k[1, x2

1, . . . , x
2
i , . . .] ⊕ CD2. Применяя те же рассуждения, которые

были приведены для случая p > 2, l ∈ N или p = 2, l > 1, получим, что
CD2 —ненильпотентная ниль-алгебра индекса 2. Нетрудно видеть, что она яв-
ляется ниль-идеалом в алгебре D2. Докажем, что этот ниль-идеал максимален.
Для этого рассмотрим фактор-алгебру D2/CD2. Учитывая теорему 4.1.1, получа-
ем, что эта фактор-алгебра изоморфна подалгебре k[1, x2

1, . . . , x
2
i , . . .] в алгебре

коммутативных многочленов k[1, x1, . . . , xi, . . .], где нет делителей нуля. Сле-
довательно, в рассматриваемой фактор-алгебре нет нильпотентных элементов.
Отсюда получаем, что ниль-идеал максимален. Значит, CD2 является радикалом
алгебры D2.

4.2. Описание F (3) и некоторых T -пространств
как Wp- и Dp-модулей

Нетрудно убедиться, что T -пространство CDp замкнуто относительно умно-
жения на элементы из Wp, т. е. обладает структурой Wp-модуля. Строение
Wp-модулей F (3) и CDp в некоторой степени проясняет следующая теорема.

Теорема 4.2.1.

1. Пусть u(ri1 , . . . , ril
) = x

ri1
i1

· · ·xril
il
, где i1 < . . . < il, 1 � riα

� p − 1, S —
множество, состоящее из 1 и всех одночленов u(ri1 , . . . , ril

). Тогда

F (3) = Wp · S = Wp · 1 +
∑

(ri1 ,...,ril
)

Wpu(ri1 , . . . , ril
),

причём S —бесконечная неприводимая система порождающих Wp-моду-
ля F (3).

2. Пусть L—множество многочленов, получающихся из многочлена c1,1 с по-
мощью линейных подстановок, k-линейных действий и подстановок вместо
переменных элементов из системы S. Тогда CDp = Wp · L—бесконечно
порождённый Wp-модуль.

Доказательство. 1. Рассмотрим многочлен из канонического базиса (1.2).
Поделим miα

на p с остатком: miα
= pqiα

+ riα
, где qiα

∈ N, 0 � riα
� p − 1,

α = 1, s. Если riα
= 0 для любого α = 1, s, то многочлен из канонического базиса

лежит в ∆ (см. обозначения в конце раздела 1.3) и, следовательно, принадле-
жит Wp. Если это не так, то среди miα

найдутся такие (возможно, все), которые
не делятся на p, т. е. 1 � riα

� p−1 для некоторых α ∈ {1, . . . , s}. Без ограниче-
ния общности можно считать, что α = 1, l, l � s. Одночлен x

mi1
i1

· · ·xmis
is

с помо-
щью коммутаторных соотношений представим в виде x

pqi1
i1

· · ·xpqis
is

· xri1
i1

· · ·xril
il
,
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где i1 < . . . < il, 1 � riα
� p−1. Положим u(ri1 , . . . , ril

) = x
ri1
i1

· · ·xril
il
. Таким об-

разом, многочлен из канонического базиса записывается в виде f ·u(ri1 , . . . , ril
),

где f ∈ Wp. Из сказанного выше получаем, что любой многочлен алгебры F (3)

лежит в Wp · S = Wp · 1 +
∑

(ri1 ,...,ril
)

Wpu(ri1 , . . . , ril
).

Покажем, что S —неприводимая система порождающих для Wp-модуля F (3).
Предположим, что это не так, т. е. некоторый одночлен u ∈ S есть линейная
комбинация над Wp одночленов ui ∈ S:

u = f1u1 + . . . + frur,

где fi ∈ Wp, i = 1, r. Поскольку fi ∈ Wp, то по предложению 1.3.1 для любо-
го i = 1, r выполняется равенство fi = hi + gi, где hi —линейная комбинация

p-многочленов над k, gi —некоторый многочлен из C1. Тогда u =
r∑

i=1

(hiui+giui).

Но каждое слагаемое hiui обладает набором переменных, кратности вхождения
которых в hiui не сравнимы по модулю p с кратностями вхождения этих пе-
ременных в одночлен u. Поэтому в представлении u в виде линейной комби-

нации одночленов ui над Wp выражение
r∑

i=1

hiui равно 0. Отсюда следует, что

u =
r∑

i=1

giui. Подставляя 1 во все переменные одночлена u, получим 1 = 0, что

невозможно. Таким образом, S —бесконечная неприводимая система порожда-
ющих Wp-модуля F (3).

2. Покажем, что L— система порождающих для Wp-модуля CDp. Пусть
σ ∈ T . Тогда

(gm,1)σ = (c1,1)σ(xp−1
2 yp−1

2 [x2, y2] · · ·xp−1
m yp−1

m [xm, ym]zp
1)σ,

где (xp−1
2 yp−1

2 [x2, y2] · · ·xp−1
m yp−1

m [xm, ym]zp
1)σ ∈ Wp, (c1,1)σ = c1,1(h1, h2),

h1, h2 ∈ F (3) —произвольные многочлены. Согласно доказанному выше утвер-
ждению 1 получаем, что

hi = f
(0)
i +

ri∑
j=1

f
(j)
i u

(j)
i ,

где f
(0)
i , f

(j)
i ∈ Wp, u

(j)
i ∈ S, j = 1, ri, ri ∈ N, i = 1, 2. Поскольку Wp лежит

в центре алгебры F (3), то все f
(0)
i , f

(j)
i коммутируют с любыми элементами из

алгебры F (3). Отсюда следует, что c1,1(h1, h2)—линейная комбинация над Wp

всевозможных многочленов c(u1, . . . , ut), t ∈ N, где c(x1, . . . , xt)—полиоднород-
ный многочлен, выделенный из c1,1 с помощью линейных подстановок и k-ли-
нейных действий (см. обозначения, приведённые в разделе 1.1), а u1, . . . , ut —
одночлены из множества

{
u

(1)
1 , . . . , u

(r1)
1 , u

(1)
2 , . . . , u

(r2)
2

}
. Таким образом, полу-

чаем, что L— система порождающих CDp как Wp-модуля, т. е. CDp = Wp · L.
Докажем, что CDp —бесконечно порождённый Wp-модуль. Допустим, что

в L существует конечная подсистема L1, через которую выражаются все много-
члены системы L. Ясно, что никакой элемент системы L1 не содержит свобод-
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ного члена и, кроме того, множество всех переменных, от которых зависят все
элементы системы L1, конечно. Обозначим это множество через X.

Для любого i ∈ N через c
(i)
1,1 обозначим многочлен xp−1

i yp−1
i [xi, yi]. Рассмот-

рим следующую бесконечную подсистему в L многочленов от непересекающихся
наборов переменных:

L0 =
{
c
(1)
1,1, c

(2)
1,1, . . . , c

(i)
1,1, . . .

}
.

Выберем среди элементов системы L0 многочлен, который не зависит от пере-
менных из множества X. Пусть это будет многочлен c

(i)
1,1. Так как L0 —подсисте-

ма в L, то c
(i)
1,1 выражается через элементы системы L1. Положив все переменные

из X равными нулю, мы получим противоречие c
(i)
1,1 = 0.

Замечание 4.2.1. F (3) не является свободным Wp-модулем. Например, рас-
смотрим x1x3 ∈ S. Очевидно, многочлен x1x3 · [x1, x2][x3, x4] лежит в Wp. Та-
ким образом, для любого u ∈ S можно подобрать такой многочлен f ∈ Wp, что
uf ∈ Wp, т. е. uf = 1 · g, где g ∈ Wp.

Однако если рассматривать F (3) как Dp-модуль, то, как будет показано в сле-
дующей теореме, этот модуль является свободным. Напомним, что любой эле-
мент T -пространства Dp есть линейная комбинация над полем k одночленов
вида

x
pqs1
s1 · · ·xpqsl

sl , (4.2)

где qsj
∈ N, sj ∈ N, j = 1, l, l ∈ N ∪ {0}.

Пусть G—множество всех таких многочленов канонического базиса, что
1 � njβ

� p − 1, 1 � miα
� p − 1. Отметим, что множество G содержит 1.

Докажем следующее утверждение.

Теорема 4.2.2. F (3) — свободный Dp-модуль бесконечного ранга.

Доказательство. Ясно, что G порождает F (3) как Dp-модуль. Покажем, что
G—множество свободных порождающих. Допустим, что для некоторого набора
попарно различных g1, . . . , gr из G и некоторого ненулевого набора элементов
h1, . . . , hr из Dp имеет место равенство

h1g1 + h2g2 + . . . + hrgr = 0. (4.3)

Легко убедиться, что hi можно считать одночленами вида (4.2), причём поли-
однородные многочлены higi имеют один и тот же тип вхождения переменных.
При этом каждая переменная входит во все gi с одной и той же по модулю p
кратностью.

В выражении (4.3) выберем слагаемое, содержащее наименьшее число ком-
мутаторов (выбор, вообще говоря, неоднозначен, кроме случая, когда наимень-
шее число коммутаторов равно нулю, т. е. соответствующее слагаемое— одно-
член). Пусть это слагаемое будет h1g1 и X —множество переменных (может
быть, пустое), входящих в коммутаторы многочлена g1. В силу сравнимости
кратностей переменных из gi по модулю p каждый из остальных многочленов gi
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содержит в своих коммутаторах хотя бы одну переменную, не входящую в X.
Положим все переменные, кроме тех, что входят в X, равными 1. Тогда все сла-
гаемые выражения (4.3), кроме h1g1, перейдут в нуль. Полученное противоречие
и доказывает теорему.

Очевидно, каждое из прямых слагаемых выражения Wp = Dp ⊕ CDp явля-
ется Dp-модулем. Таким образом, Wp как прямая сумма Dp-модулей является
Dp-модулем, содержащим свободный Dp-подмодуль Dp ранга 1. Поэтому во-
прос о строении Dp-модуля Wp сводится к изучению строения Dp-подмодуля
CDp. По предложению 1.3.1 любой элемент из CDp есть линейная комбинация
некоторого многочлена из T -пространства C1 и p-многочленов из ∆p, причём
с ненулевой кратностью, т. е. многочленов

x
pnj1−1
j1

x
pnj2−1
j2

· · ·xpnj2m−1−1

j2m−1
x

pnj2m
−1

j2m
[xj1 , xj2 ] · · · [xj2m−1 , xj2m

]xpqi1
i1

· · ·xpqis
is

.

Каждый сомножитель x
pnjβ

−1

jβ
в этих многочленах можно записать в виде

xp−1
jβ

x
pnjβ

−p

jβ
. Используя коммутаторные соотношения, получим

xp−1
j1

xp−1
j2

· · ·xp−1
j2m−1

xp−1
j2m

×
× [xj1 , xj2 ] · · · [xj2m−1 , xj2m

]xpnj1−p
j1

· · ·xpnj2m
−p

j2m
x

pqi1
i1

· · ·xpqis
is

.

Из коммутаторных соотношений следует, что C1 замкнуто относительно умно-
жения на элементы из Dp, поэтому C1 —Dp-подмодуль в CDp.

Таким образом, любой элемент из CDp является линейной комбинацией
над Dp многочленов вида

xp−1
j1

xp−1
j2

· · ·xp−1
j2m−1

xp−1
j2m

[xj1 , xj2 ] . . . [xj2m−1 , xj2m
], (4.4)

m ∈ N, и некоторого многочлена из Dp-подмодуля C1.
Пусть M —Dp-подмодуль в CDp, порождённый системой многочленов (4.4).

Из независимости системы G над Dp, показанной в доказательстве теоре-
мы 4.2.2, и из того что система (4.4) — подсистема в G, следует, что система
многочленов (4.4) также независима над Dp. Значит, Dp-модуль M свободен.

Имеет место следующая теорема.

Теорема 4.2.3. CDp = M ⊕ C1.

Доказательство. Из сказанного выше следует, что CDp = M + C1. Оста-
ётся доказать, что M ∩ C1 = {0}. Допустим, что h—некоторая ненулевая ли-
нейная комбинация над Dp многочленов (4.4), которая принадлежит C1. Можно
считать, что h—полиоднородный многочлен фиксированного типа. Отсюда сле-
дует, что h представляется в виде линейной комбинации p-многочленов над Dp

из системы (4.4), отвечающих различным коммутаторным типам вхождения пе-
ременных. Очевидно, произведение любого элемента из Dp на p-многочлен из
системы (4.4) является p-многочленом. Значит, h представляется в виде линей-
ной комбинации p-многочленов над k с различными коммутаторными типами
вхождения переменных.
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Так как h �= 0, то без ограничения общности можно считать, что в разложе-
нии h имеется ненулевой p-многочлен, отвечающий фиксированному коммута-
торному типу, вида

αxpn1−1
1 y

pn′
1−1

1 [x1, y1] · · ·xpnm−1
m y

pn′
m−1

m [xm, ym]zpq1
1 · · · zpqs

s ,

где α ∈ k отлично от нуля, ni, n
′
i ∈ N, qj ∈ N ∪ {0}. Осуществим подстанов-

ки zj �→ 1 во все переменные zj многочлена h. После таких подстановок все
p-многочлены линейной комбинации, равной h, кроме выбранного, обратятся
в нуль (хотя бы в одном из коммутаторов этих многочленов вместо переменной
появится 1). Выбранный многочлен перейдёт в многочлен

αxpn1−1
1 y

pn′
1−1

1 [x1, y1] · · ·xpnm−1
m y

pn′
m−1

m [xm, ym].

Применяя метод спуска к этому многочлену и выделяя полиоднородный много-
член степени p по всем переменным, получим многочлен βcm,1, где β ∈ k отлич-

но от нуля. Значит, cm,1 лежит в C1, т. е. C
(m)
p ⊂ C1. Последнее утверждение

противоречит теореме 3.1.1 о независимости элементарных составляющих.

Следствие 4.2.1. Wp = Dp ⊕ M ⊕ C1.

Исследование мультипликативной структуры Wp приводит нас к изучению
идеалов этой алгебры, являющихся одновременно T -пространствами. Такие иде-
алы в Wp согласно общему определению (см. [19]) мы называем T -идеалами.
Через (S) обозначается T -идеал в Wp, порождённый подмножеством S в Wp.
Отметим, что все рассматриваемые идеалы являются двусторонними, так как
Wp —центр алгебры F (3) (см. [13,14]). Рассмотрим элементарные составляющие

C
(m)

pl и CD
(m)

pl для любого l > 0 из диаграммы 1, приведённой в разделе 3.1.
Естественным образом возникает вопрос об идеалах, порождённых элементами
диаграммы 1. Имеет место следующая лемма.

Лемма 4.2.1. T -идеал, порождённый любым из элементарных составляющих
C

(m)

pl , CD
(m)

pl , m, l ∈ N, совпадает с T -идеалом(
CD(m)

p

)
= CD(m)

p + CD(m+1)
p + . . . .

Кроме того,
(
C

(m)
1

)
= C

(m)
1 и выполняется строгое включение C

(m)
1 ⊂ (

CD
(m)
p

)
.

Доказательство. Совпадение T -идеала, порождённого любым из элементар-
ных составляющих C

(m)

pl , CD
(m)

pl , m, l ∈ N, с T -идеалом
(
CD

(m)
p

)
очевидно.

Любой элемент f из Wp есть сумма f = f1 + f2, где f1 ∈ Dp, f2 ∈ CDp. Для
удобства положим, что gm,1 и f2 зависят от непересекающихся наборов перемен-
ных. Рассмотрим произведение gm,1f . Получим gm,1f = gm,1f1 + gm,1f2. Ясно,

что gm,1f1 ∈ CD
(m)
p , а многочлен gm,1f2 лежит в T -пространстве CD

(m+1)
p +

+ CD
(m+2)
p + . . . . Отсюда следует, что

(
CD

(m)
p

)
= CD

(m)
p + CD

(m+1)
p + . . . .

Равенство
(
C

(m)
1

)
= C

(m)
1 следует из того, что произведение cm,0 и произволь-

ного элемента из Wp согласно первой теореме о выравнивании лежит в C
(m)
1 .
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Применяя метод спуска к gm,1 ∈ (
CD

(m)
p

)
и выделяя полилинейный многочлен

(см. лемму 1.1.5), получим многочлен cm,0, порождающий T -идеал C
(m)
1 . Отсю-

да следует, что C
(m)
1 ⊂ (

CD
(m)
p

)
. Из теоремы 3.1.1 следует, что это включение

строгое.

Из этой леммы непосредственно следует строгое включение C1 ⊂ (CDp), где
C1 = C

(1)
1 , (CDp) =

(
CD

(1)
p

)
.

Лемма 4.2.1 ничего не говорит об элементарном составляющем C(m) самой
верхней строки диаграммы 1, который, напомним, является T -идеалом в F (3),
порождённым произведением m коммутаторов. Тем не менее он также является
Wp-модулем, и естественно поставить вопрос о строении этого Wp-модуля. Оче-

видно, что выполнены включения C
(m)
1 ⊂ (

CD
(m)
p

) ⊂ C(m), причём, как следует
из теоремы 3.1.1, все включения строгие.

Резюмируя сказанное, можно построить следующую диаграмму строгих
включений Wp-модулей.

Диаграмма 3

C = C(1) ⊃ C(2) ⊃ . . . ⊃ C(m) ⊃ . . .
∪ ∪ ∪ ∪

(CDp) =
(
CD

(1)
p

) ⊃ (
CD

(2)
p

) ⊃ . . . ⊃ (
CD

(m)
p

) ⊃ . . .
∪ ∪ ∪ ∪
C1 = C

(1)
1 ⊃ C

(2)
1 ⊃ . . . ⊃ C

(m)
1 ⊃ . . .

Рассмотрим Wp-модуль C(m)/C(m+1) = C(m). Через V̄ и h̄ будем обозначать
соответственно образы подмножества V и элемента h из C(m) в C(m). Оче-
видно, C(m) аннулируется CDp, поэтому имеет смысл рассматривать C(m) как
Dp-модуль.

Ясно, что F (3)/C —Dp-модуль со свободными порождающими, являющимися
образами одночленов x

ri1
i1

· · ·xris
is

, где 1 � riα
� p − 1, в F (3)/C.

Любой элемент из C(m) при фиксированном m ∈ N является линейной ком-
бинацией произведений m коммутаторов, умноженных на одночлены. Несложно
проверяется, что Dp-модуль C(m) порождается множеством многочленов вида

[xj1 , xj2 ] · · · [xj2m−1 , xj2m
]xri1

i1
· · ·xris

is
, (4.5)

где 0 � riα
� p − 1, α = 1, s. Отметим, что среди переменных xiα

могут встре-
титься некоторые из переменных xjβ

, β = 1, 2m.

Легко убедиться, что C(m) является прямой суммой Dp-модулей

[xj1 , xj2 ] · · · [xj2m−1 , xj2m
]F (3).

Имеет место следующая теорема.

Теорема 4.2.4. [xj1 , xj2 ] · · · [xj2m−1 , xj2m
]F (3) — свободный Dp-модуль.
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Доказательство. Нужно показать, что система попарно различных много-
членов gi вида (4.5) с фиксированным коммутаторным типом независима над Dp,
i = 1, r. Пусть hi ∈ Dp —одночлены вида (4.2). Так как gi �= gj при i �= j, то
среди переменных в gi найдутся переменные, кратности вхождения которых бу-
дут несравнимы по модулю p с кратностями вхождения этих же переменных
в gj . Заметим, что кратности вхождения переменных в higi и hjgj сравнимы
по модулю p с кратностями вхождения этих же переменных в gi и gj соот-
ветственно. Отсюда следует, что любая нетривиальная линейная комбинация
h1g1 + h2g2 + . . . + hrgr над Dp не может быть равна нулю.

Следствие 4.2.2. C(m) =
⊕

(xj1 ,...,xj2m
)

[xj1 , xj2 ] · · · [xj2m−1 , xj2m
]F (3) — свобод-

ный Dp-модуль бесконечного ранга.

Рассмотрим T -идеалы C
(m)
1 ,

(
CD

(m)
p

)
в C(m). Ясно, что C

(m)
1 ,

(
CD

(m)
p

)
—

Dp-подмодули в C(m), причём имеют место включения

C
(m)
1 ⊂ (

CD
(m)
p

) ⊂ C(m)

и, как следует из теоремы 3.1.1, все они строгие.
По теореме 4.2.3 Dp-модуль CDp раскладывается в прямую сумму Dp-под-

модулей M и C1, порождённых множеством многочленов вида (4.4) и много-
членом c1,0 соответственно. Аналог теоремы 4.2.3 имеет место и для Dp-модуля(
CD

(m)
p

)
. Нетрудно проверить, что

(
CD

(m)
p

)
= (M1)+C

(m)
1 , где (M1)—Dp-под-

модуль, порождённый множеством многочленов M1 вида

xp−1
j1

xp−1
j2

· · ·xp−1
j2m−1

xp−1
j2m

[xj1 , xj2 ] · · · [xj2m−1 , xj2m
], (4.6)

а C
(m)
1 —Dp-подмодуль, порождённый многочленом cm,0. Как вытекает из след-

ствия 4.2.2, система многочленов (4.5) независима над Dp. Система много-
членов M1 является подсистемой системы (4.5). Отсюда следует, что (M1)—
свободный Dp-модуль.

Строение Dp-модуля
(
CD

(m)
p

)
описывает следующая теорема.

Теорема 4.2.5.
(
CD

(m)
p

)
= (M1) ⊕ C

(m)
1 .

Доказательство. Из сказанного следует, что
(
CD

(m)
p

)
= (M1) + C

(m)
1 .

Остаётся показать, что (M1)∩C
(m)
1 = {0}. Допустим, что h̄—некоторая ненуле-

вая линейная комбинация над Dp многочленов (4.6), лежащая в C
(m)
1 . Можно

считать, что h—полиоднородный многочлен фиксированного типа. Отсюда сле-
дует, что h представляется в виде линейной комбинации p-многочленов над Dp

из множества многочленов (4.6), отвечающих различным коммутаторным ти-
пам вхождения переменных. Очевидно, произведение любого элемента из Dp на
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p-многочлен является p-многочленом. Значит, h представляется в виде линей-
ной комбинации p-многочленов над k с различными коммутаторными типами
вхождения переменных.

Так как h̄ �= 0, то без ограничения общности можно считать, что в раз-
ложении h существует ненулевой p-многочлен, отвечающий фиксированному
коммутаторному типу, вида

αxpn1−1
1 y

pn′
1−1

1 [x1, y1] · · ·xpnm−1
m y

pn′
m−1

m [xm, ym]zpq1
1 · · · zpqs

s ,

где α ∈ k отлично от нуля, ni, n
′
i ∈ N, qj ∈ N ∪ {0}. Осуществим подстановки

zj �→ 1 во все переменные zj многочлена h. После таких подстановок все p-мно-
гочлены линейной комбинации, дающие h, кроме выбранного, равны нулю (хотя
бы в одном из коммутаторов этих многочленов вместо переменной появится 1).
Выбранный многочлен перейдёт в многочлен

αxpn1−1
1 y

pn′
1−1

1 [x1, y1] · · ·xpnm−1
m y

pn′
m−1

m [xm, ym].

Применяя метод спуска к этому многочлену и выделяя полиоднородный мно-
гочлен степени p по всем переменным, получим многочлен βcm,1, где β ∈ k

отлично от нуля. Значит, cm,1 лежит в C
(m)
1 , т. е.

(
C

(m)
p

) ⊂ C
(m)
1 . Из лем-

мы 4.2.1 следует, что
(
C

(m)
p

)
=

(
CD

(m)
p

)
, значит,

(
CD

(m)
p

) ⊂ C
(m)
1 . Последнее

утверждение противоречит теореме 3.1.1 о независимости элементарных состав-
ляющих.

Замечание 4.2.2. Открытыми пока остаются вопросы о строении Dp-модуля

C
(m)
1 и фактор-T -идеалов C

(m)
1 /C

(m+1)
1 и

(
CD

(m)
p

)
/C

(m)
1 .

4.3. Случай характеристики 2

Мы рассмотрели T -пространственное строение алгебры F (3) при p = 2. Оно
заметно отличается от строения в случае p > 2. Однако мультипликативное
строение алгебры F (3) для любого p почти одинаково. Также как и в случае
p > 2, алгебра Wn при чётных n совпадает с центром алгебры F (3). Кроме
того, коммутативная алгебра W2l —прямая сумма алгебры коммутативных мно-
гочленов D2l и радикала CD2l , являющегося ненильпотентной ниль-алгеброй
индекса 2, для любого l > 1 (см. [19]). Но при l = 1 коммутативная алге-
бра W2l совпадает с D2. В теореме 4.1.2 было доказано, что CD2 —радикал
алгебры D2, являющийся ненильпотентной ниль-алгеброй индекса 2, причём
D2/CD2

∼= k[1, x2
1, . . . , x

2
i , . . .]—алгебра коммутативных многочленов. Можно

показать, что F (3) как D2-модуль порождается 1 и всеми одночленами, в кото-
рых кратности вхождения всех их переменных равны 1, т. е. системой S (см.
утверждение 1 теоремы 4.2.1), кроме того, эта система неприводима, что лег-
ко следует из очевидных соображений степени. Аналогично замечанию 4.2.1
получаем, что для любого u ∈ S можно подобрать такой многочлен f ∈ D2,
что uf ∈ D2, т. е. uf = 1 · g, где g ∈ D2. Таким образом, D2-модуль F (3)
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не является свободным, в отличие от Dp-модуля F (3) при p > 2. Однако F (3)

как k[1, x2
1, . . . , x

2
i , . . .]-модуль является свободным модулем бесконечного ранга.

Для того чтобы изучить мультипликативное строение CD2 аналогично тому,
как это было сделано для CDp при p > 2, нужно исследовать структуру его

элементарных составляющих CD
(1,s)
2 , s ∈ N, и связанных с ними конструкций.

Мультипликативное строение F (3) и CD2l как W2l-модулей при l > 1 опи-
сывается аналогично тому, как это было сделано для Wp-модулей F (3) и CDp

при p > 2 (см. теорему 4.2.1).

Приложение

П.1. Строение W ∗
n над полем характеристики p, делящей n

В этом разделе рассматривается неунитарная относительно свободная алге-
бра Грассмана F (3)∗ = k〈x1, . . . , xi, . . .〉/T (3) над полем характеристики p или 0.
В последнем параграфе приложения формулируется ряд открытых вопросов.

В этом параграфе мы полагаем, что поле имеет характеристику p. Во вве-
дении отмечалось, что при построении контрпримеров в характеристике p чрез-
вычайно важную роль играет T -пространство Wn, порождённое в F (3) все-
возможными n-словами, n ∈ N. Такую же роль играет T ∗-пространство W ∗

n

в алгебре F (3)∗ .
Напомним (см. раздел 1.1), что любой элемент из W ∗

n с помощью коммута-
торных соотношений можно представить в виде суммы f + g + h, где f ∈ D∗

n,
g ∈ C∗

n, h ∈ CD∗
n, т. е.

W ∗
n = D∗

n + C∗
n + CD∗

n. (П.1)

Здесь

D∗
n = {ds(n) = xn

1 · · ·xn
s | s ∈ N}T∗

—диагональная компонента W ∗
n ;

C∗
n = {cm(n) = xn−1

1 yn−1
1 [x1, y1] · · ·xn−1

m yn−1
m [xm, ym] | m ∈ N}T∗

—чисто
коммутаторная компонента W ∗

n ;
CD∗

n = {cm(n)ds(n) | m, s ∈ N}T∗
—коммутаторная компонента W ∗

n .

Напомним, что C∗
1 = {[x1, y1]}T∗

и C∗ = ([x1, y1])T∗
при n = 1 и C∗

1 ⊂
�=

C∗.

Интересно изучить строение пространства W ∗
n и его компонент D∗

n, CD∗
n и

C∗
n как T ∗-пространств и как подалгебр в F (3)∗ . Следующая теорема говорит

о строении основных T ∗-подпространств в W ∗
n и о связи межу ними.

Теорема П.1.1. Пусть n = pln1, (n1, p) = 1, l ∈ N. Тогда

1) если n1 > 1, то выполняются строгие включения D∗
n ⊂ D∗

pl , C∗
n ⊂ C∗

pl ,
CD∗

n ⊂ CD∗
pl , W ∗

n ⊂ W ∗
pl ;

2) для любых p и l, кроме p = 2, l = 1, T ∗-пространство D∗
n порождается

одночленом xn
1 . Если p = 2, l = 1, то xn

1xn
2 · · ·xn

i /∈ {xn
1xn

2 · · ·xn
j | j < i}T∗

,
и следовательно, D∗

n —бесконечно базируемое T ∗-пространство;
3) W ∗

n = D∗
n ⊕ (C∗

n + CD∗
n) для любых p и l, кроме p = 2, l = 1;
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4) для любых p и l, кроме p = 2, l = 1, T ∗-пространства C∗
n и CD∗

n

порождены бесконечными системами многочленов {cm(n) | m ∈ N} и
{cm(n)zn

1 | m ∈ N} соответственно. Эти T ∗-пространства не связаны ника-
кими включениями, и их пересечение ненулевое;

5) для любых p и l, кроме p = 2, l = 1, T ∗-пространство W ∗
n порождается

бесконечной неприводимой системой многочленов

{xn
1 , c1(n), c2(n), . . . , cm(n), . . . , c1(n)zn

1 , c2(n)zn
1 , . . . , cm(n)zn

1 , . . .}. (П.2)

Следовательно, указанные выше бесконечные системы порождающих для
T ∗-пространств C∗

n и CD∗
n также неприводимы;

6) если p = 2, l = 1, то W ∗
n = D∗

n, причём выполнено строгое включение
C∗

n + CD∗
n ⊂ D∗

n. T ∗-пространства C∗
n и CD∗

n порождены бесконечными
системами многочленов {cm(n) | m ∈ N} и {c1(n)ds(n) | s ∈ N} соответ-
ственно. Эти T ∗-пространства не связаны никакими включениями и их
пересечение ненулевое;

7) если p = 2, l = 1, то T ∗-пространство C∗
n +CD∗

n порождается бесконечной
неприводимой системой многочленов

{c1(n), c1(n)zn
1 , c1(n)zn

1 zn
2 , . . . , c1(n)zn

1 zn
2 · · · zn

s , . . .}. (П.3)

Следовательно, указанные выше системы порождающих для T ∗-про-
странств C∗

n и CD∗
n неприводимы;

8) если r делится на pl и r > n, то в случае p > 2 или p = 2, l > 1
выполняются строгие включения D∗

r ⊂ D∗
n, CD∗

r ⊂ CD∗
n. Если при этом

r = qn и (q, p) = 1, то C∗
r ⊂ C∗

n и W ∗
r ⊂ W ∗

n . В случае p = 2, l = 1
выполняются строгие включения W ∗

r ⊂ W ∗
n , CD∗

r ⊂ CD∗
n. Если при этом

r = qn и (q, p) = 1, то C∗
r ⊂ C∗

n.

Доказательство. 1. Включения D∗
n ⊂ D∗

pl , C∗
n ⊂ C∗

pl , CD∗
n ⊂ CD∗

pl следуют
из того, что порождающие T ∗-пространств D∗

n, C∗
n, CD∗

n получаются подста-
новками вида x �→ xn1 в соответствующие порождающие T ∗-пространств D∗

pl ,
C∗

pl , CD∗
pl и применением коммутаторных соотношений. Из равенства (П.1) и

включений D∗
n ⊂ D∗

pl , C∗
n ⊂ C∗

pl , CD∗
n ⊂ CD∗

pl непосредственно вытекает, что
W ∗

n ⊂ W ∗
pl .

Так как любой элемент из D∗
n имеет степень, большую либо равную n, где

n > pl, то одночлен xpl

1 не лежит в D∗
n, т. е. включение D∗

n ⊂ D∗
pl строгое.

Многочлен c1,l имеет степень 2pl, а любой многочлен из C∗
n имеет степень,

большую либо равную 2n, где n > pl, значит, включение C∗
n ⊂ C∗

pl строгое.
Из аналогичных соображений следует строгость включений CD∗

n ⊂ CD∗
pl и

W ∗
n ⊂ W ∗

pl .
2. Покажем, что для любых p и l, кроме p = 2, l = 1, T ∗-пространство D∗

n

порождается одночленом xn
1 . Достаточно показать справедливость утверждения

для n-слова от двух переменных. Рассмотрим формулу (1.1) (см. раздел 1.1).
В характеристике p из этой формулы следует, что xn

1xn
2 = (x1x2)n.



О структуре относительно свободной алгебры Грассмана 73

Если p = 2, l = 1, то T ∗-пространство D∗
n бесконечно базируемо. Дей-

ствительно, предположив противное, получим согласно утверждению 1) тео-
ремы 2.3.1, что T -пространство D2 в алгебре F (3) конечно порождённое, что
противоречит результатам [9].

3. Учитывая равенство (П.1), для доказательства равенства W ∗
n =

= D∗
n ⊕ (C∗

n + CD∗
n) достаточно показать, что D∗

n ∩ (C∗
n + CD∗

n) = {0}. Это
пересечение ненулевое, так как в алгебре F (3) выполняется равенство Wpl =
= Dpl ⊕ CDpl для любых p и l, кроме p = 2, l = 1, и имеют место включения
D∗

n ⊂ D∗
pl ⊂ Dpl , (C∗

n + CD∗
n) ⊂ (C∗

pl + CD∗
pl) ⊂ CDpl .

4. В силу равенства D∗
n = {xn

1}T∗
система порождающих для CD∗

n имеет
вид {cm(n)zn

1 | m ∈ N}.
Допустим, что CD∗

n ⊂ C∗
n. Тогда в алгебре F (3) согласно утверждению 2

теоремы 2.4.1 имеют место равенства CDn = CDpl и Cn = Cpl . Отсюда следует,
что T -пространство CDpl лежит в Cpl , что противоречит предложению 2.1.2 (см.
также [19]). Таким образом, включение CD∗

n ⊂ C∗
n не выполняется. Рассмотрим

теперь многочлен c1(n). Этот многочлен имеет степень 2n, а любой элемент
из CD∗

n имеет степень не ниже 3n. Значит, c1(n) не лежит в T ∗-пространстве
CD∗

n, следовательно, включение C∗
n ⊂ CD∗

n не выполняется.
Покажем теперь, что CD∗

n ∩ C∗
n �= {0}. Действительно, подставляя

в xn−1
1 yn−1

1 [x1, y1] ∈ C∗
n вместо x1 одночлен x1z1, получим в силу коммута-

торных соотношений многочлен zn−1
1 yn−1

1 [z1, y1]xn
1 + xn−1yn−1

1 [x1, y1]zn
1 . Этот

многочлен, очевидно, лежит в CD∗
n.

5. Отметим, что одночлен xn
1 нельзя получить путём kT ∗-действий из осталь-

ных многочленов системы (П.2), лежащих в прямом слагаемом C∗
n + CD∗

n (см.
утверждение 3) этой теоремы), так как xn

1 принадлежит другому прямому сла-
гаемому D∗

n. Предположим, что система (П.2) является приводимой. Тогда су-
ществует такое m ∈ N, что

cm(n) ∈ {cj(n), ci(n)zn
1 | j �= m, i ∈ N}T∗

или
cm(n)zn

1 ∈ {ci(n), cj(n)zn
1 | j �= m, i ∈ N}T∗

.

Из очевидных соображений степени линейная комбинация многочленов, полу-
ченных путём kT ∗-действий из cm(n)zn

1 , есть нуль в линейной комбинации мно-
гочленов, равной cm(n). Отсюда согласно теоремам о выравнивании (см. теоре-
мы 1.2.1 и 1.2.2) получаем, что cm,l ∈ { cj,l, gj,l | j �= m}T или gm,l ∈ {ci,l, gj,l |
j �= m, i ∈ N}T в алгебре F (3), а это противоречит теореме 3.1.1 о независимости
элементарных составляющих (см. также теорему 3.4.1 для случая p = 2, l > 1).
Таким образом, система (П.2) неприводима, и следовательно, неприводимыми
являются системы порождающих для T ∗-пространств C∗

n и CD∗
n.

6. Докажем, что выполняется равенство W ∗
n = D∗

n. Для этого достаточно
показать, что c1(n) ∈ D∗

n. Рассмотрим многочлен x2n1
1 y2n1

1 − (x1y1)2n1 ∈ D2n1 .
Преобразуем его, используя равенство (x1y1)2 = x2

1y
2
1 − x1y1[x1, y1] и коммута-

торные соотношения
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x2n1
1 y2n1

1 − (x1y1)2n1 = x2n1
1 y2n1

1 − (
(x1y1)2

)n1 =

= x2n1
1 y2n1

1 − (x2
1y

2
1 − x1y1[x1, y1])n1 =

= x2n1
1 y2n1

1 − (
x2n1

1 y2n1
1 − n1x

2(n1−1)
1 y

2(n1−1)
1 x1y1[x1, y1]

)
=

= n1x
2n1−1
1 y2n1−1

1 [x1, y1] = n1c1(n).

В силу соотношения (n1, 2) = 1 получаем, что c1(n) ∈ D∗
n. Отсюда следует

включение C∗
n +CD∗

n ⊂ D∗
n. Так как любой элемент из C∗

n +CD∗
n имеет степень,

большую либо равную 2n, то одночлен xn
1 ∈ D∗

n, очевидно, не лежит в C∗
n+CD∗

n.
Значит, включение C∗

n + CD∗
n ⊂ D∗

n строгое.
В силу c1(n) ∈ D∗

n, система порождающих для CD∗
n имеет вид {c1(n)ds(n) |

s ∈ N}. Тот факт, что Cn и CDn не связаны никакими включениями и их пере-
сечение ненулевое, доказывается рассуждениями, аналогичными приведённым
в доказательстве утверждения 3) этой теоремы.

7. Из доказательства пункта 6) этой теоремы следует, что

c1(n) =
1
n1

(xn
1yn

1 − (x1y1)n),

где (n1, 2) = 1. Учитывая это равенство, нетрудно убедиться, что каждый много-
член ci(n), i ∈ N, из системы порождающих T ∗-пространства C∗

n, рассмотренной
в предыдущем утверждении теоремы, лежит в T ∗-пространстве, порождённом
системой (П.3). Следовательно, система (П.3) является системой порождающих
для T ∗-пространства C∗

n + CD∗
n. Допустим, что она приводима. Тогда найдётся

такое i ∈ N, что

c1(n)zn
1 · · · zn

i ∈ {c1(n), c1(n)zn
1 · · · zn

j | j < i}T∗
.

Согласно равенству для c1(n) имеем

xn
1yn

1 zn
1 · · · zn

i ∈ {(x1y1)nzn
1 · · · zn

i , c1(n)zn
1 · · · zn

j | j < i}T∗
.

Отсюда согласно тому же равенству получаем, что произведение xn
1yn

1 zn
1 · · · zn

i

является линейной комбинацией многочленов, полученных путём kT ∗-действий
из произведений меньшего, чем i + 2, числа n-х степеней переменных, что про-
тиворечит утверждению 2) этой теоремы. Таким образом, система (П.3) непри-
водима, и следовательно, неприводимыми являются системы порождающих для
T ∗-пространств C∗

n и CD∗
n.

8. Пусть r = plr1. Тогда r > n означает, что r1 > n1. Рассмотрим снача-
ла случай p > 2 или p = 2, l > 1. Осуществим в одночлен xn

1 подстановку
x1 �→ x1 + x2. Так как n = pln1, то, используя соотношения Фробениуса, полу-

чим многочлен (xpl

1 + xpl

2 )n1 . Выделим из него полиоднородный многочлен типа

(pl(n1 − 1), pl). В силу коммутаторных соотношений он равен n1(x
pl

1 )n1−1xpl

2 .

Применим к нему подстановку x2 �→ xr1−n1+1
1 , получим n1x

plr1
1 . Из (n1, p) = 1

следует, что xr
1 ∈ D∗

n, т. е. D∗
r ⊂ D∗

n.
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Осуществим в многочлен cm(n)zn
1 ∈ CD∗

n подстановку z1 �→ z1 + z2.
Так как n = pln1, то, используя соотношения Фробениуса, получим много-

член cm(n)(zpl

1 + zpl

2 )n1 . Выделим из него полиоднородную компоненту типа
(pl(n1 − 1), pl) по переменным z1 и z2. В силу коммутаторных соотношений эта

компонента равна многочлену n1cm(n)(zpl

1 )n1−1zpl

2 . Применим к нему подста-
новку

z2 �→ zr1−n1+1
1 xr1−n1

1 yr1−n1
1 · · ·xr1−n1

m yr1−n1
m .

Используя коммутаторные соотношения, получим n1cm(plr1)z
plr1
1 . Так как

(n1, p) = 1, имеем, что cm(r)zr
1 ∈ CD∗

n, т. е. CD∗
r ⊂ CD∗

n.
Пусть теперь r = qn и (q, p) = 1. Включение C∗

r ⊂ C∗
n следует из того, что

cm(r) для любого m ∈ N получается c помощью ряда подстановок xi �→ xq
i ,

yi �→ yq
i , i = 1,m, в многочлен cm(n) и применением коммутаторных соот-

ношений. Из доказанных включений и из равенства (П.1) следует включение
W ∗

r ⊂ W ∗
n . Строгость всех включений следует из очевидных соображений сте-

пени.
Рассмотрим случай p = 2, l = 1. Согласно утверждениям 2) и 6) этой

теоремы D∗
n порождается всеми одночленами xn

1 · · ·xn
s , s ∈ N, и W ∗

n = D∗
n.

Осуществим в xn
1 подстановку x1 �→ x1 + x2. Так как n = 2n1, получим мно-

гочлен (x2
1 + x2

2 + [x1, x2])n1 . Выделим из него полиоднородный многочлен ти-
па (2(n1 − 1), 2). В силу коммутаторных соотношений он равен n1(x2

1)
n1−1x2

2.
Применим к нему подстановку x2 �→ xr1−n1+1

1 , получим n1x
2r1
1 , т. е. n1x

r
1. Из

(n1, p) = 1 следует, что xr
1 ∈ D∗

n. Остаётся применить эти рассуждения ко
всем xn

i в одночлене xn
1 · · ·xn

s . Таким образом, D∗
r ⊂ D∗

n.
Согласно утверждению 6) этой теоремы CD∗

n порождается всеми много-
членами c1(n)zn

1 · · · zn
s , s ∈ N. Осуществим в многочлен c1(n)zn

1 · · · zn
s ∈ CD∗

n

подстановку z1 �→ z1 + x2. Так как n = 2n1, получим многочлен

c1(n)(z2
1 + x2

2 + [z1, x2])n1zn
2 · · · zn

s .

Выделим из него полиоднородную компоненту типа (2(n1−1), 2) по переменным
z1 и x2. В силу коммутаторных соотношений эта компонента равна многочлену
n1c1(n)(z2

1)n1−1x2
2z

n
2 · · · zn

s . Применим к нему подстановку

x2 �→ zr1−n1+1
1 xr1−n1

1 yr1−n1
1 .

Используя коммутаторные соотношения, получим n1c1(2r1)z2r1
1 zn

2 · · · zn
s , т. е.

n1c1(r)zr
1zn

2 · · · zn
s . Так как (n1, p) = 1, имеем, что c1(r)zr

1zn
2 · · · zn

s ∈ CD∗
n. Из

доказанного выше в этом пункте следует, что zr
2 · · · zr

s ∈ D∗
n. Таким образом,

CD∗
r ⊂ CD∗

n.
Доказательство включения C∗

r ⊂ C∗
n дословно повторяет приведённое выше

доказательство для случая, когда p > 2 или p = 2, l > 1. Снова все вклю-
чения строгие, что следует из соображений степени. Отметим также, что все
подстановки корректны в силу r1 > n1.

Замечание П.1.1. В утверждении 8) теоремы П.1.1 мы установили, что вклю-
чения D∗

r ⊂ D∗
n, CD∗

r ⊂ CD∗
n выполнены для r и n, делящихся на pl, и при
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условии r > n, а включение C∗
r ⊂ C∗

n выполнено при этом, если только r = nq
и (q, p) = 1. Если при r > n числа r и n не связаны отношением делимости,
то несложно показать, что включение C∗

n ⊂ C∗
r не выполняется и пересечение

C∗
n ∩ C∗

r ненулевое. Открытым в этом случае остаётся вопрос о справедливости
обратного включения C∗

r ⊂ C∗
n, если r и n делятся одновременно на pl, но не

делятся на pl+1. Однако если r делится на ps, где s > l, и r и s по-прежнему не
связаны отношением делимости, то несложно показать, что это включение не
выполняется.

Также заметим, что при r = nq условие (q, p) = 1 существенно для дока-
зательства включения C∗

r ⊂ C∗
n. Если (q, p) �= 1, то включение C∗

r ⊂ C∗
n не

выполняется. Предположим, что это не так. Тогда r можно представить в виде
r = psq1, где (q1, p) = 1 и s > l. В этом случае Cr = Cps и Cn = Cpl в ал-
гебре F (3) согласно утверждению 2 теоремы 2.4.1. Следовательно, выполняется
включение Cps ⊂ Cpl , что противоречит утверждению 3 теоремы 2.4.1. Обратное
включение C∗

n ⊂ C∗
r также не выполняется, это следует из очевидных соображе-

ний степени. Отсюда получаем, что C∗
r и C∗

n не связаны никакими включениями
при условии (q, p) �= 1, но легко убедиться, что их пересечение ненулевое.

Как следует из утверждений 6) и 8) теоремы П.1.1, T ∗-пространство W ∗
n

содержит D∗
r для любых r и n, значит, пересечение W ∗

r ∩W ∗
n ненулевое. Можно

показать, что при r = nq, (q, p) �= 1 в случае p > 2 или p = 2, l > 1 c1(n) /∈ W ∗
r ,

т. е. включение W ∗
n ⊂ W ∗

r не выполняется. Вопрос о справедливости обратного
включения W ∗

r ⊂ W ∗
n в этом случае пока открыт.

Резюмируя теорему П.1.1 и замечание П.1.1, можно построить следующие
диаграммы, выражающие связи между W ∗

n и W ∗
r и их подпространствами при

r = nq. Заметим, что все включения строгие.
1. (q, p) = 1

Диаграмма 4

при p > 2, l ∈ N или p = 2, l > 1

W ∗
n = D∗

n ⊕ CD∗
n + C∗

n

∪ ∪ ∪ ∪
W ∗

r = D∗
r ⊕ CD∗

r + C∗
r ,

при p = 2, l = 1

W ∗
n = D∗

n ⊃ CD∗
n + C∗

n

∪ ∪ ∪ ∪
W ∗

r = D∗
r ⊃ CD∗

r + C∗
r .

2. (q, p) �= 1

Диаграмма 5

при p > 2, l ∈ N или p = 2, l > 1

W ∗
n = D∗

n ⊕ CD∗
n + C∗

n

/∩ ∪ ∪ /∩ /∪
W ∗

r = D∗
r ⊕ CD∗

r + C∗
r ,

при p = 2, l = 1

W ∗
n = D∗

n ⊃ CD∗
n + C∗

n

∪ ∪ /∩ /∪
W ∗

r = D∗
r ⊃ CD∗

r + C∗
r .
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Пусть r и n не связаны отношением делимости и n делится на pl, а r делится
на ps. Тогда если s = l, то эта связь отображается диаграммой, аналогичной
диаграмме 4, за исключением последних столбцов, где не ясно, выполнены ли
указанные в диаграмме 4 включения, хотя известно, что обратные к ним не
выполняются и пересечения ненулевые. Если s > l, то о последних столбцах
известно, что никакие включения не выполняются и пересечения ненулевые.

Как было показано в разделе 2.3, Dpl —нётеров kT -модуль в алгебре F (3)

для любых p и l, кроме p = 2, l = 1. Аналогичный факт имеет место и для
T ∗-пространства D∗

n в F (3)∗ . Рассмотрим алгебру коммутативных многочленов
F (3)∗/C∗. Если V —подмножество в F (3)∗ и f ∈ F (3)∗ —произвольный эле-
мент, то их образы в F (3)∗/C∗ будем обозначать через V̄ и f̄ . В частности,
xi —образы переменных xi в этой фактор-алгебре. Таким образом, F (3)∗/C∗ =
= k[x1, . . . , xi, . . .].

Справедливо следующее утверждение.

Предложение П.1.1. Пусть n = pln1, (n1, p) = 1, l ∈ N. Тогда для любых p
и l, кроме p = 2, l = 1, T ∗-пространство D∗

n является нётеровым kT ∗-модулем.

Доказательство. В силу утверждения 1) теоремы П.1.1 выполнено вклю-
чение D∗

n ⊂ D∗
pl . В [19] было показано, что T ∗-пространство D∗

pl изоморфно

T ∗-пространству k[x1
pl

, . . . , xi
pl

, . . .], значит, D∗
pl изоморфно вкладывается в ал-

гебру коммутативных многочленов k[x1, . . . , xi, . . .], которая, в свою очередь,
является нётеровым kT ∗-модулем (см. [40]). Следовательно, D∗

n является нёте-
ровым kT ∗-модулем.

Рассмотрим теперь мультипликативное строение T ∗-пространства W ∗
n ,

n = pln1, (n1, p) = 1, l ∈ N. Пусть p = 2, l = 1, т. е. n = 2n1 (случай
p > 2 или p = 2, l > 1 рассмотрен в теореме П.1.2). Как показано в утвер-
ждении 6) теоремы П.1.1, W ∗

n = D∗
n.

Для описания мультипликативного строения D∗
n нам потребуются некото-

рые вспомогательные обозначения и утверждения. Очевидно, выполнено стро-
гое включение k[x1

n, . . . , xi
n, . . .] ⊂ k[x1, . . . , xi, . . .]. Рассмотрим также по-

далгебру D∗
n в алгебре k[x1, . . . , xi, . . .]. Отметим, что для n1 = 1 алгебры

k[x1
2, . . . , xi

2, . . .] и D∗
2 , как нетрудно убедиться, совпадают, причём выполне-

но строгое включение D∗
2 ⊂ k[x1, . . . , xi, . . .]. При n1 > 1 рассмотренные выше

алгебры связаны следующими строгими включениями:

Диаграмма 6

k[x1
n, . . . , xi

n, . . .] ⊂ D∗
n ⊂ k[x1, . . . , xi, . . .].

В самом деле, строгость второго включения очевидна, а для доказательства
строгости первого включения рассмотрим многочлен (x1 +x2)n из D∗

n. Выделим
из этого многочлена полиоднородную компоненту типа (n − 2, 2). Несложно
проверить, что эта компонента равна n1(2n1 − 1)x1

n−2x2
2. Так как (n1, 2) = 1,

то x1
n−2x2

2 ∈ D∗
n. Очевидно, этот одночлен не лежит в k[x1

n, . . . , xi
n, . . .].
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Обозначим через k[xn
1 , . . . , xn

i , . . .] алгебру, порождённую n-ми степенями пе-
ременных. Следующая диаграмма показывает взаимосвязи k[xn

1 , . . . , xn
i , . . .] и

основных подпространств в F (3)∗ .

Диаграмма 7

C∗
n + CD∗

n + k[xn
1 , . . . , xn

i , . . .] ⊂ D∗
n = W ∗

n ⊂ F (3)∗

∪ ∪ ∪
C∗

n + CD∗
n ⊂ D∗

n ∩ C∗ ⊂ C∗

Все включения непосредственно следуют из полученных выше результатов.
Рассмотрим образы элементов верхней строки диаграммы 7 в алгебре F (3)∗/C∗.
Ясно, что они совпадают с соответствующими элементами из диаграммы 6. Вы-
ше отмечалось, что k[x1

2, . . . , xi
2, . . .] = D∗

2 при n1 = 1. Тем не менее включение
C∗

2 +CD∗
2 +k[x2

1, . . . , x
2
i , . . .] ⊂ D∗

2 строгое. Действительно, [x1, x2] ∈ D∗
2 , так как

(x1+x2)2−x2
1−x2

2 = [x1, x2], но, очевидно, [x1, x2] /∈ C∗
2 +CD∗

2 +k[x2
1, . . . , x

2
i , . . .].

Отсюда и из строгости включений диаграммы 6 получаем, что все включения
между элементами верхней строки диаграммы 7 строгие для всех n = 2n1,
(n1, 2) = 1. Строгость остальных включений этой диаграммы, кроме C∗

n+CD∗
n ⊂

⊂ D∗
n ∩ C∗, достаточно очевидна.

Предложение П.1.2. Включение C∗
n + CD∗

n ⊂ D∗
n ∩ C∗ строгое.

Доказательство. Осуществим в одночлене xn
1 подстановку x1 �→ x1 + x2,

получим многочлен (x2
1 + x2

2 + [x1, x2])n1 , который с помощью коммутатор-
ных соотношений представляется в виде (x2

1 + x2
2)

n1 + n1(x2
1 + x2

1)
n1−1[x1, x2].

Выделим из этого многочлена полиоднородную компоненту типа (2n1 − 1, 1).
Несложно проверяется, что эта компонента равна многочлену n1x

2n1−2
1 [x1, x2],

который можно представить, используя коммутаторные соотношения, в виде
n1[x1, x2x

2n1−2
1 ]. Так как (n1, 2) = 1, многочлен [x1, x2x

2n1−2
1 ] лежит в D∗

n. Ясно,
что [x1, x2x

2n1−2
1 ] также лежит в T ∗-идеале C∗. Таким образом, [x1, x2x

2n1−2
1 ] ∈

∈ D∗
n∩C∗. Остаётся показать, что [x1, x2x

2n1−2
1 ] /∈ C∗

n+CD∗
n. Это действительно

так, поскольку [x1, x2x
2n1−2
1 ] имеет степень n, а любой элемент из C∗

n + CD∗
n

имеет степень, большую либо равную 2n.

Для доказательства того, что C∗
n + CD∗

n есть радикал алгебры

C∗
n + CD∗

n + k[xn
1 , . . . , xn

i , . . .],

важным является следующее утверждение.

Предложение П.1.3. k[xn
1 , . . . , xn

i , . . .]∩C∗ = k[xn
1 , . . . , xn

i , . . .]∩ (C∗
n +CD∗

n).

Доказательство. Включение

k[xn
1 , . . . , xn

i , . . .] ∩ (C∗
n + CD∗

n) ⊂ k[xn
1 , . . . , xn

i , . . .] ∩ C∗

очевидно. Остаётся показать, что выполнено обратное включение

k[xn
1 , . . . , xn

i , . . .] ∩ C∗ ⊂ k[xn
1 , . . . , xn

i , . . .] ∩ (C∗
n + CD∗

n).
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Пусть f —произвольный многочлен, лежащий в k[xn
1 , . . . xn

i , . . .] ∩ C∗. С одной
стороны, f ∈ k[xn

1 , . . . , xn
i , . . .], тогда по модулю C∗

n + CD∗
n многочлен f можно

представить как сумму одночленов вида αxm1n
1 · · ·xmsn

s , α ∈ k, m1, . . . , ms ∈ N.
Рассмотрим произвольную полиоднородную компоненту фиксированного ти-
па многочлена f , например αxm1n

1 · · ·xmsn
s + g(x1, . . . , xs), где g(x1, . . . , xs) ∈

∈ C∗
n + CD∗

n —полиоднородный многочлен типа (m1n, . . . , msn). Выбранную
компоненту для удобства обозначим через f1. С другой стороны, f ∈ C∗, значит,
f1 ∈ C∗. Но любой многочлен из C∗, следовательно и многочлен f1, является
линейной комбинацией произведений коммутаторов, умноженных на одночле-
ны. Подставляя 1 вместо всех переменных многочлена f1, мы получим, что
α = 0. Таким образом, любая полиоднородная компонента многочлена f лежит
в C∗

n +CD∗
n, значит, f ∈ C∗

n +CD∗
n. Отсюда следует выполнение включения.

Учитывая утверждение 1) теоремы П.1.1, нетрудно убедиться, что T ∗-про-
странство W ∗

n и его компоненты являются коммутативными T ∗-подалгебрами
в F (3)∗ (см. также [19]). Следующее утверждение описывает их мультиплика-
тивное строение.

Теорема П.1.2. Пусть n = pln1, (n1, p) = 1, l ∈ N. Тогда для любых p и l ал-
гебра W ∗

n коммутативна. Если p > 2 или p = 2, l > 1, то W ∗
n = D∗

n⊕(C∗
n +CD∗

n),
где C∗

n +CD∗
n —радикал алгебры W ∗

n , являющийся ненильпотентной ниль-алге-
брой индекса p, причём W ∗

n/(C∗
n + CD∗

n) ∼= D∗
n, а D∗

n изоморфно вкладывается
в алгебру коммутативных многочленов k[x1, . . . , xi, . . .]. Если p = 2, l = 1, то
D∗

n = W ∗
n и C∗

n+CD∗
n, D∗

n∩C∗ —радикалы алгебр C∗
n+CD∗

n+k[xn
1 , . . . , xn

i , . . . , ],
D∗

n, являющиеся ненильпотентными ниль-алгебрами индекса p, а фактор-алге-
бры (C∗

n + CD∗
n + k[xn

1 , . . . , xn
i , . . . , ])/(C∗

n + CD∗
n) и D∗

n/D∗
n ∩ C∗ изоморфны

k[x1
n, . . . , xi

n, . . .] и D∗
n соответственно.

Доказательство. Уже отмечалось, что алгебра W ∗
n коммутативна для любых

p и l. Пусть p > 2 или p = 2, l > 1.
Ясно, что C∗

n + CD∗
n, D∗

n — T ∗-подалгебры W ∗
n . Согласно утверждению 3)

теоремы П.1.1 алгебра W ∗
n раскладывается в прямую сумму T ∗-подпространств:

W ∗
n = D∗

n ⊕ (C∗
n + CD∗

n).
Рассмотрим T ∗-алгебру C∗

n+CD∗
n, которая, как нетрудно убедиться, является

также T ∗-идеалом в алгебре W ∗
n . Применяя рассуждения, аналогичные приве-

дённым в доказательстве теоремы 4.1.2, получим, что T ∗-алгебра C∗
n + CD∗

n

является ниль-алгеброй индекса p.
Рассмотрим многочлены c1(n)(xi, yi) = xn−1

i yn−1
i [xi, yi], i = 1,m, m ∈ N.

Их произведение c1(n)(x1, y1) · · · c1(n)(xm, ym), очевидно, лежит в C∗
n + CD∗

n.
Предположим, что c1(n)(x1, y1) · · · c1(n)(xm, ym) = 0. Тогда в алгебре F (3) так-
же справедливо c1(n)(x1, y1) · · · c1(n)(xm, ym) = 0. Осуществляя подстановку
вида x �→ x + 1 во все переменные многочлена c1(n)(x1, y1) · · · c1(n)(xm, ym)
и выделяя полилинейный многочлен, в результате получим [x1, y1] · · · [xm, ym].
Значит, [x1, y1] · · · [xm, ym] = 0, что противоречит лемме 1.1.2. Таким образом,
ниль-алгебра C∗

n + CD∗
n не является нильпотентной.
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Нетрудно убедиться, что коммутативная ниль-алгебра C∗
n + CD∗

n есть
ниль-идеал алгебры W ∗

n , причём фактор-алгебра W ∗
n/(C∗

n + CD∗
n) совпадает

с точностью до изоморфизма с коммутативной алгеброй D∗
n, которая, согласно

рассуждениям из доказательства предложения П.1.1, изоморфно вкладывается
в алгебру коммутативных многочленов k[x1, . . . , xi, . . .]. Значит, D∗

n не содержит
делителей нуля и, следовательно, в ней нет нильпотентных элементов. Отсю-
да получаем, что C∗

n + CD∗
n —максимальный ниль-идеал алгебры W ∗

n . Тогда
C∗

n + CD∗
n —радикал этой алгебры.

Пусть p = 2, l = 1, тогда из утверждения 6) теоремы П.1.1 следует, что
W ∗

n = D∗
n. Применяя те же рассуждения, которые были приведены для случая

p > 2 или p = 2, l > 1, получим, что C∗
n + CD∗

n, D∗
n ∩ C∗ —ненильпотентные

ниль-алгебры индекса 2. Нетрудно убедиться, что они являются ниль-идеалами
в соответствующих алгебрах. Докажем, что эти ниль-идеалы максимальны. Для
этого рассмотрим фактор-алгебры (C∗

n + CD∗
n + k[xn

1 , . . . , xn
i , . . .])/(C∗

n + CD∗
n)

и D∗
n/D∗

n ∩ C∗. Согласно предложению П.1.3 эти фактор-алгебры, очевидно,
изоморфны соответствующим подалгебрам в алгебре k[x1, . . . , xi, . . .] (см. диа-
грамму 6), где нет делителей нуля. Следовательно, в рассматриваемых фак-
тор-алгебрах нет нильпотентных элементов. Отсюда получаем, что ниль-идеалы
максимальны. Значит, C∗

n + CD∗
n и D∗

n ∩C∗ являются радикалами соответству-
ющих алгебр.

П.2. Случай взаимно простых n и p. Характеристика нуль

Строение W ∗
n как T ∗-пространства в случае поля характеристики p и взаим-

но простых n и p, а также в случае поля характеристики 0, как будет видно из
дальнейшего изложения, совпадает, а как алгебры несколько отличается.

Следующая теорема говорит о строении основных T ∗-подпространств в W ∗
n

и о связи между ними.

Теорема П.2.1. Пусть характеристика поля равна p и (n, p) = 1. Тогда

1) выполняется строгое включение C∗
n + CD∗

n ⊂ D∗
n, T ∗-пространство W ∗

n

совпадает с T ∗-пространством D∗
n и порождается одночленом xn

1 ;
2) C∗

n = {c1(n)}T∗
и CD∗

n = {c1(n)d1(n)}T∗
. Эти T ∗-пространства не связаны

никакими включениями при n > 1, и их пересечение ненулевое;
3) если r > n, то выполняются строгие включения D∗

r ⊂ D∗
n, CD∗

r ⊂ CD∗
n;

4) если r > n и (r, p) = 1, то выполняется строгое включение C∗
r ⊂ C∗

n.

Доказательство. 1. Рассмотрим очевидное равенство [xn
1 , yn

1 ] = n2c1(n). Так
как (n, p) = 1, то c1(n) ∈ D∗

n. Нетрудно убедиться, что cm(n) и cm(n)ds(n) для
любых m, s ∈ N есть линейные комбинации произведений n-х степеней пере-
менных. Таким образом, получаем, что C∗

n + CD∗
n лежит в D∗

n. Так как любой
элемент из C∗

n + CD∗
n имеет степень, большую либо равную 2n, то одночлен

xn
1 ∈ D∗

n, очевидно, не лежит в C∗
n + CD∗

n. Значит, включение C∗
n + CD∗

n ⊂ D∗
n

строгое. Из этого включения и из равенства (П.1) следует, что W ∗
n = D∗

n.
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Покажем, что D∗
n = {xn

1}T∗
. Для этого достаточно доказать, что из xn

1 неко-
торыми подстановками и k-линейными действиями можно получить одночлен
xn

1xn
2 . Сначала покажем, что если (n, p) = 1, то многочлен xn−1

1 xn−1
2 [x1, x2]

можно получить из xn
1 некоторыми подстановками и k-линейными действия-

ми. Действительно, используя формулу бинома Ньютона, раскроем выражение
(x1x2 + [x1, x2])n:

(x1x2 + [x1, x2])n = (x1x2)n +
n!

1!(n − 1)!
(x1x2)n−1[x1, x2] +

+
n!

2!(n − 2)!
(x1x2)n−2[x1, x2]2 + . . . +

n!
(n − 1)!1!

x1x2[x1, x2]n−1 + [x1, x2]n.

Применяя коммутаторные соотношения к правой части выражения, получим

(x1x2 + [x1, x2])n = (x1x2)n + n(x1x2)n−1[x1, x2].

Из коммутаторных соотношений следует, что

(x1x2)n−1[x1, x2] = xn−1
1 xn−1

2 [x1, x2].

Значит,

xn−1
1 xn−1

2 [x1, x2] =
(x1x2 + [x1, x2])n

n
− (x1x2)n

n
.

Остаётся подставить правую часть последнего равенства в формулу (1.1).
2. Так как xn

1 [xn
2 , yn

2 ] · · · [xn
m, yn

m] ∈ D∗
n и D∗

n = {xn
1}T∗

, то из [xn
1 , yn

1 ] с помо-
щью некоторых подстановок и k-линейных действий можно получить многочлен
[xn

1 [xn
2 , yn

2 ] · · · [xn
m, yn

m], yn
1 ], который равен [xn

1 , yn
1 ] · · · [xn

m, yn
m]. Это произведение

равно nmcm(n). Отсюда в силу (n, p) = 1 получаем, что cm(n) ∈ {c1(n)}T∗
для

любого m ∈ N, значит, C∗
n = {c1(n)}T∗

. Учитывая, что D∗
n = {xn

1}T∗
, получаем,

что CD∗
n = {c1(n)d1(n)}T∗

.
Рассмотрим теперь многочлен c1(n). Он имеет степень 2n, тогда как любой

элемент из CD∗
n при n > 1 имеет степень, большую либо равную 3n. Таким об-

разом, c1(n) не лежит в T ∗-пространстве CD∗
n, значит, включение C∗

n ⊂ CD∗
n не

выполняется. Обратное включение также не выполняется. В противном случае
согласно утверждению 1 теоремы 2.4.1 (см. также [20]) Cn = C1 и CDn = C
в F (3). Следовательно, T -идеал C лежит в T -пространстве C1, что противоречит
утверждению 4 теоремы 2.4.1.

Покажем теперь, что CD∗
n ∩ C∗

n �= {0}. Действительно, подставляя
в xn−1

1 yn−1
1 [x1, y1] ∈ C∗

n вместо x1 одночлен x1z1, получим в силу коммута-
торных соотношений многочлен zn−1

1 yn−1
1 [z1, y1]xn

1 + xn−1yn−1
1 [x1, y1]zn

1 . Этот
многочлен, очевидно, также лежит в CD∗

n.
3. Напомним, что только в случае p = 2 и r = 2r1, где (r1, 2) = 1, D∗

r =
= {xr

1 . . . xr
s | s ∈ N}T∗

, а в остальных случаях D∗
r = {xr

1}T∗
. Поэтому для

доказательства включения D∗
r ⊂ D∗

n в первом случае нужно показать, что
xr

1 · · ·xr
s ∈ {xn

1}T∗
для любого s ∈ N, а в остальных случаях достаточно пока-

зать, что xr
1 ∈ {xn

1}T∗
. Для этого осуществим в одночлен xn

1 ∈ D∗
n подстановку
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x1 �→ x1 + x2 и выделим полиоднородную компоненту типа (n − 1, 1). Она рав-
на многочлену xn−1

1 x2 + xn−2
1 x2x1 + . . . + x2x

n−1
1 . Подставим в этот многочлен

вместо x2 одночлен xr−n+1
1 xr

2 · · ·xr
s в первом случае, а в остальных случаях—

одночлен xr−n+1
1 . В результате в первом случае согласно коммутаторным соот-

ношениям получим одночлен nxr
1 · · ·xr

s, а в остальных случаях— одночлен nxr
1.

Так как (n, p) = 1, получаем, что D∗
r ⊂ D∗

n.
Для доказательства включения CD∗

r ⊂ CD∗
n нужно рассмотреть следующие

три случая. Первый случай: (r, p) = 1. Тогда

CD∗
r = {c1(r)zr

1 = xr−1
1 yr−1

1 [x1, y1]zr
1}T∗

.

Второй случай: p > 2 и r делится на p. Тогда

CD∗
r = {cm(r)zr

1 = xr−1
1 yr−1

1 [x1, y1] · · ·xr−1
m yr−1

m [xm, ym]zr
1 | m ∈ N}T∗

.

Третий случай: p = 2 и r делится на 2. Тогда CD∗
r = {c1(r)zr

1 · · · zr
s | s ∈ N}T∗

.
Применим подстановку z1 �→ z1 + z2 к многочлену xn−1

1 yn−1
1 [x1, y1]zn

1 ∈ CD∗
n и

выделим полиоднородный многочлен типа (n, n, n − 1, 1), получим многочлен

xn−1
1 yn−1

1 [x1, y1]zn−1
1 z2 + xn−1

1 yn−1
1 [x1, y1]zn−2

1 z2z1 + . . . +

+ xn−1
1 yn−1

1 [x1, y1]z2z
n−1
1 .

В этот многочлен вместо z2 в первом случае подставим одночлен

zr−n+1
1 xr−n

1 yr−n
1 ,

во втором случае— многочлен

zr−n+1
1 xr−n

1 yr−n
1 xr−1

2 yr−1
2 [x2, y2] · · ·xr−1

m yr−1
m [xm, ym],

а в третьем случае— одночлен

zr−n+1
1 zr

2 · · · zr
sxr−n

1 yr−n
1

(подстановки корректны, так как r > n). Используя коммутаторные соотно-
шения, в результате в первом случае получим многочлен nc1(r)zr

1 , во втором
случае— многочлен ncm(r)zr

1 и в третьем случае— многочлен nc1(r)zr
1 · · · zr

s .
Так как (n, p) = 1, получаем, что CD∗

r ⊂ CD∗
n. Все включения строгие, что

следует из очевидных соображений степени.
4. Покажем, что из [xn

1 , yn
1 ] ∈ C∗

n некоторыми подстановками и k-линейны-
ми действиями можно получить многочлен c1(r) = xr−1

1 yr−1
1 [x1, y1], порожда-

ющий C∗
r . Осуществим в [xn

1 , yn
1 ] подстановки x1 �→ x1 + x2, y1 �→ y1 + y2 и

выделим полиоднородную компоненту типа (n−1, 1, n−1, 1) по переменным x1,
x2, y1, y2. Она равна многочлену

1
n2

[xn−1
1 x2 + xn−2

1 x2x1 + . . . + x2x
n−1
1 , yn−1

1 y2 + yn−2
1 y2y1 + . . . + y2y

n−1
1 ].

Подставим в этот многочлен вместо x2 и y2 одночлены xr−n+1
1 и yr−n+1

1 со-
ответственно (подстановки возможны, так как r > n). В результате получим
многочлен [nxr

1, nyr
1], который равен n2r2c1(r). Так как (n, p) = 1 и (r, p) = 1,
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отсюда следует, что C∗
r ⊂ C∗

n. Из очевидных соображений степени получаем,
что это включение строгое.

Замечание П.2.1. Условие (r, p) = 1 в утверждении 4) теоремы П.2.1 су-
щественно. В противном случае r можно представить в виде r = plq1, где
(q1, p) = 1, l ∈ N. Тогда T -пространство в алгебре F (3), порождённое мно-
гочленом c1(r), совпадает с T -пространством C

(1)

pl , а Cn, порождённое c1(n),

совпадает с C
(1)
1 (см. утверждение 1 первой теоремы о выравнивании) и, следо-

вательно, выполняется включение C
(1)

pl ⊂ C
(1)
1 , что противоречит утверждению 2

теоремы 1.1.1.

Учитывая теорему П.2.1 и замечание П.2.1, можно построить следующие
диаграммы, выражающие связи между W ∗

n и W ∗
r и их подпространствами при

r > n, где (n, p) = 1 и (r, p) = 1. Заметим, что все включения строгие.

Диаграмма 8

W ∗
n = D∗

n ⊃ CD∗
n + C∗

n

∪ ∪ ∪
W ∗

r = D∗
r ⊃ CD∗

r + C∗
r

Замечание П.2.2. В случае поля характеристики 0, как нетрудно проверить,
имеют место аналоги теоремы П.2.1 и замечания П.2.1. Следовательно, связь
между W ∗

n и W ∗
r и их компонентами также выражается диаграммой 8. Таким

образом, ответ на вопрос о системе порождающих для T ∗-пространства W ∗
n

в F (3)∗ как в случае поля характеристики p и (n, p) = 1, так и в случае поля
характеристики 0 совпадает: W ∗

n = D∗
n = {xn

1}T∗
, причём

C∗
n + CD∗

n = {xn−1
1 yn−1

1 [x1, y1], xn−1
1 yn−1

1 [x1, y1]zn
1 }T∗

.

Рассмотрим теперь мультипликативное строение T ∗-пространства W ∗
n над

полем характеристики 0 или характеристики p, где (n, p) = 1. Отметим, что
оно отличается от мультипликативного строения W ∗

n , когда характеристика по-
ля p делит n. Так, в первом случае W ∗

n не является коммутативной алгеброй.
В самом деле, допустим, что [xn

1 , xn
2 ] = 0. Ясно, что это равенство выполнено

и в алгебре F (3), содержащей алгебру F (3)∗ . После подстановок x1 �→ x1 + 1,
x2 �→ x2 + 1 и линеаризации получим, что [x1, x2] = 0. Последнее равенство
противоречит некоммутативности алгебры F (3). Из аналогичных соображений
следует, что CD∗

n не является коммутативной алгеброй, однако алгебра C∗
n в си-

лу коммутаторных соотношений является коммутативной.
Пусть для определённости поле имеет характеристику p, причём (n, p) = 1,

n > 1. Случай поля характеристики 0 будет рассмотрен позже. Как и в предыду-
щем параграфе, нас интересуют следующие алгебры: F (3)∗/C∗ = k[x1, . . . , xi, . . .]
(алгебра коммутативных многочленов), k[x1

n, . . . , xi
n, . . .] и D∗

n. Они, очевидно,
связаны следующими включениями:
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Диаграмма 9

k[x1
n, . . . , xi

n, . . .] ⊂ D∗
n ⊂ k[x1, . . . , xi, . . .].

Второе включение, очевидно, строгое. Рассмотрим теперь многочлен (x1 + x2)n

из D∗
n. Выделим полиоднородную компоненту типа (n − 1, 1) этого многочлена,

она равна nx1
n−1x2. Так как (n, p) = 1, одночлен x1

n−1x2 принадлежит D∗
n и

ясно, что он не лежит в k[x1
n, . . . , xi

n, . . .]. Отсюда следует строгость первого
включения диаграммы 9.

Пусть k〈xn
1 , . . . , xn

i , . . .〉—алгебра, порождённая n-ми степенями перемен-
ных. Рассмотрим сумму C∗

n + CD∗
n + k〈xn

1 , . . . , xn
i , . . .〉. Заметим, что c1(n) ∈

∈ k〈xn
1 , . . . , xn

i , . . .〉 ∩ (C∗
n + CD∗

n), т. е. это пересечение ненулевое. Следующая
диаграмма показывает взаимосвязи C∗

n + CD∗
n + k〈xn

1 , . . . , xn
i , . . .〉 и основных

подпространств в F (3)∗ :

Диаграмма 10

C∗
n + CD∗

n + k〈xn
1 , . . . , xn

i , . . .〉 ⊂ W ∗
n = D∗

n ⊂ F (3)∗

∪ ∪ ∪
C∗

n + CD∗
n ⊂ W ∗

n ∩ C∗ ⊂ C∗.

Все включения непосредственно следуют из полученных выше результатов.
Строгость включений в столбцах и в нижней строке диаграммы 10, за исключе-
нием включения C∗

n+CD∗
n ⊂ W ∗

n ∩C∗, достаточно очевидна. Рассмотрим образы
элементов верхней строки диаграммы 10 в алгебре F (3)∗/C∗. Ясно, что они сов-
падают с соответствующими элементами из диаграммы 9, следовательно, все
включения в верхней строке диаграммы 10 строгие.

Предложение П.2.1. Включение C∗
n + CD∗

n ⊂ W ∗
n ∩ C∗ строгое.

Доказательство. Осуществим в одночлене xn
1 подстановку x1 �→ z1+[x1, y1],

получим многочлен zn
1 +nzn−1

1 [x1, y1]. Так как (n, p) = 1, многочлен zn−1
1 [x1, y1]

лежит в W ∗
n . Ясно, что zn−1

1 [x1, y1] также лежит в T ∗-идеале C∗. Таким образом,
zn−1
1 [x1, y1] ∈ W ∗

n ∩ C∗. Остаётся показать, что zn−1
1 [x1, y1] /∈ C∗

n + CD∗
n. Это

действительно так, потому что zn−1
1 [x1, y1] имеет степень n+1, а любой элемент

из C∗
n + CD∗

n имеет степень, большую либо равную 2n.

Важным для доказательства того, что C∗
n + CD∗

n есть радикал алгебры
C∗

n + CD∗
n + k〈xn

1 , . . . , xn
2 , . . .〉, является следующее утверждение.

Предложение П.2.2. k〈xn
1 , . . . , xn

i , . . .〉∩C∗ = k〈xn
1 , . . . , xn

i , . . .〉∩(C∗
n+CD∗

n).

Доказательство. Включение

k〈xn
1 , . . . , xn

i , . . .〉 ∩ (C∗
n + CD∗

n) ⊂ k〈xn
1 , . . . , xn

i , . . .〉 ∩ C∗

очевидно. Остаётся показать, что верно и обратное включение. Пусть f —про-
извольный многочлен, лежащий в k〈xn

1 , . . . , xn
i , . . .〉 ∩ C∗. С одной стороны,
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f ∈ k〈xn
1 , . . . , xn

i , . . .〉. Тогда по модулю C∗
n + CD∗

n многочлен f можно предста-
вить как сумму одночленов вида αxm1n

1 · · ·xmsn
s , α ∈ k, m1, . . . , ms ∈ N. Рассмот-

рим произвольную полиоднородную компоненту фиксированного типа многочле-
на f , например αxm1n

1 · · ·xmsn
s + g(x1, . . . , xs), где g(x1, . . . , xs) ∈ C∗

n + CD∗
n —

полиоднородный многочлен типа (m1n, . . . , msn). Выбранную компоненту для
удобства обозначим через f1. С другой стороны, f ∈ C∗, значит, f1 ∈ C∗. Но
любой многочлен из C∗, следовательно и многочлен f1, является линейной ком-
бинацией произведений коммутаторов, умноженных на одночлены. Подставляя 1
вместо всех переменных многочлена f1, мы получим, что α = 0. Таким образом,
любая полиоднородная компонента многочлена f лежит в C∗

n + CD∗
n, значит,

f ∈ C∗
n + CD∗

n. Отсюда следует выполнение включения

k〈xn
1 , . . . , xn

i , . . .〉 ∩ C∗ ⊂ k〈xn
1 , . . . , xn

i , . . .〉 ∩ (C∗
n + CD∗

n).

Очевидно, все элементы приведённой выше диаграммы 10 являются подалге-
брами в F (3)∗ . Следующее утверждение описывает их мультипликативное стро-
ение.

Предложение П.2.3. C∗
n+CD∗

n, D∗
n∩C∗, C∗ —радикалы алгебр C∗

n+CD∗
n+

+ k〈xn
1 , . . . , xn

i , . . .〉, D∗
n, F (3)∗ соответственно, являющиеся ненильпотентными

ниль-алгебрами индекса p при p > 2 или индекса 4 при p = 2, причём фактор-ал-
гебры (C∗

n + CD∗
n + k〈xn

1 , . . . , xn
i , . . .〉)/(C∗

n + CD∗
n) и D∗

n/D∗
n ∩ C∗ изоморфны

k[x1
n, . . . , xi

n, . . .] и D∗
n соответственно.

Доказательство. Очевидно, что C∗
n + CD∗

n, D∗
n ∩ C∗ — T ∗-идеалы в C∗

n +
+CD∗

n +k〈xn
1 , . . . , xn

i , . . .〉, D∗
n соответственно, а C∗ — T ∗-идеал в F (3)∗ по опре-

делению.
Применяя рассуждения, аналогичные приведённым в доказательстве тео-

рем 4.1.2 и П.1.2 для случая p > 2, l ∈ N или p = 2, l > 1, получим, что
C∗

n + CD∗
n, D∗

n ∩ C∗, C∗ —ненильпотентные ниль-алгебры индекса p при p > 2
или индекса 4 при p = 2.

Нетрудно убедиться, что C∗
n + CD∗

n, D∗
n ∩ C∗, C∗ —ниль-идеалы в со-

ответствующих алгебрах. Докажем, что эти ниль-идеалы максимальны. Для
этого рассмотрим фактор-алгебры соответствующих алгебр по этим идеалам.
Учитывая предложение П.2.2, можно заметить, что алгебры (C∗

n + CD∗
n +

+ k〈xn
1 , . . . , xn

i , . . .〉)/(C∗
n + CD∗

n), D∗
n/D∗

n ∩ C∗ изоморфны соответствующим
подалгебрам в алгебре коммутативных многочленов k[x1, . . . , xi, . . .] (см. диа-
грамму 9), где нет делителей нуля. Следовательно, в рассматриваемых фак-
тор-алгебрах нет нильпотентных элементов. Отсюда получаем, что ниль-идеалы
максимальны. Значит, C∗

n + CD∗
n, W ∗

n ∩ C∗, C∗ являются радикалами соответ-
ствующих алгебр.

Замечание П.2.3. Можно показать, что каждый ниль-радикал соответству-
ющей алгебры, указанный как в теореме П.1.2, так и в предложении П.2.3,
совпадает с радикалом Джекобсона.

Рассмотрим теперь мультипликативное строение T ∗-пространства W ∗
n в слу-

чае, когда поле имеет характеристику 0. Во многом оно остаётся аналогичным
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случаю, когда поле имеет характеристику p и (n, p) = 1. Выше было отмечено,
что в обоих случаях W ∗

n и CD∗
n не являются коммутативными алгебрами, одна-

ко алгебра C∗
n коммутативна. Более того имеют место аналоги диаграмм 9 и 10,

а также предложений П.2.1, П.2.2 и П.2.3.
Однако есть и особенности, например, радикалы C∗

n+CD∗
n, D∗

n∩C∗, C∗ соот-
ветствующих алгебр являются ниль-алгебрами неограниченного индекса. Кроме
того, в отличие от случая, когда поле имеет характеристику p и (n, p) = 1,
имеется более подробное описание фактор-алгебры D∗

n/D∗
n ∩C∗. Для описания

нам потребуется рассмотреть подалгебру D∗
n в алгебре k[x1, . . . , xi, . . .]. Связь

D∗
n, D∗

n ∩C∗, D∗
n с упомянутыми выше T ∗-пространствами отражена в диаграм-

мах 9 и 10. Через U будем обозначать множество одночленов от xi, полная
степень которых больше или равна n. В силу того что поле имеет характери-
стику 0, любая полиоднородная компонента многочлена fn из D∗

n лежит в D∗
n.

Тогда D∗
n в алгебре k[x1, . . . , xi, . . .], очевидно, совпадает с коммутативной алге-

брой k[U ]. Учитывая диаграммы 9 и 10, нетрудно убедиться, что фактор-алгебра
D∗

n/D∗
n ∩ C∗ изоморфна D∗

n = k[U ].
Замечание П.2.4. В случае поля нулевой характеристики или поля харак-

теристики p, где (n, p) = 1, отображение

ϕn : F (3)∗ → k〈xn
1 , . . . , xn

i , . . .〉, xi �→ xn
i ,

является изоморфизмом k-алгебр. Сюръективность очевидна, инъективность
доказывается с помощью некоторых алгебро-геометрических соображений
(см. [11]). Если n делится на p, то отображение ϕn не является изоморфиз-
мом хотя бы потому, что алгебра k〈xn

1 , . . . , xn
i , . . .〉 в этом случае коммутативна.

П.3. Список открытых вопросов

Для F (3) в случае p > 2.

1. Из теоремы 2.3.2 следует, что Dpl+1 — единственный максимальный
подмодуль в Dpl . Естественно возникает вопрос об аналоге это-
го утверждения для всех рассмотренных выше в диаграммах 1, 2
и 3 вертикальных бесконечных убывающих и возрастающих цепочек
включений T -пространств.

2. Вопросы о простоте.

1) Являются ли фактор-пространства, ассоциированные с убыва-
ющими цепочками включений T -пространств в самых нижних
строках диаграмм 1, 2 и 3, простыми?

2) T -пространство Ĉ(m)/
̂

CD
(m)
p по теореме 3.3.6 является простым

kT -модулем, но для C(m)/CD
(m)
p ответ не известен.
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3. В разделе 3.3 была приведена диаграмма

C(m) ⊃ C(m+1)

∪ ∪
C

(m)
1 ⊃ C

(m+1)
1 .

Ясно, что
C

(m+1)
1 ⊂ C(m+1) ∩ C

(m)
1 .

Верно ли равенство

C
(m+1)
1 = C(m+1) ∩ C

(m)
1 ?

4. Представляется интересным нахождение базиса T -пространства C1

как линейного пространства над полем k. От ответа на этот вопрос
напрямую зависит решение следующего вопроса. Какова система по-

рождающих для Dp-модуля C1, а также Dp-модуля C
(m)
1 (образ C

(m)
1

в C(m) = C(m)/C(m+1))?

Случай p = 2.

5. В работе не исследована взаимосвязь между элементарными состав-
ляющими CD

(1,s)
2 из T -пространства CD2 c CD

(m)
2 и другими эле-

ментарными составляющими C
(m)

2l и CD
(m)

2l .

6. Теорема о мономиальности (см. теорему 1.3.1) доказывается с исполь-
зованием соотношений Фробениуса. Поэтому вопрос о справедливо-
сти этой теоремы для CD

(m)
2 открыт, хотя для C

(m)
2 она имеет место.

7. Теорема о независимости элементарных составляющих (см. теоре-
му 3.1.1) доказана для

Λ
(
C

(m)

2l+1

)
= C

(m)

2l +
∑
i<m

CD
(i)
4 + C(m+1)

и
Λ

(
CD

(m)

2l

)
= CD

(m)

2l+1 +
∑
i<m

CD
(i)
4 + C(m+1),

но для
Ω

(
C

(m)

2l+1

)
= C

(m)

2l +
∑
i<m

CD
(i)
2 + C(m+1)

и
Ω

(
CD

(m)

2l

)
= CD

(m)

2l+1 +
∑
i<m

CD
(i)
2 + C(m+1)

вопрос об аналоге этой теоремы остаётся открытым.

8. Какова линейная структура T -пространства W2 (для сравнения см.
предложение 1.3.1, где описана линейная структура Wp при p > 2)?
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Для F (3)∗
.

9. Вопросы о взаимосвязи между W ∗
n и W ∗

r и их компонентами, сфор-
мулированные в замечании П.1.1 и перед диаграммой 4.

Общие вопросы и замечания.

10. Можно заметить, что для доказательства утверждений используют-
ся подстановки определённого вида: например, линейные, мономиаль-
ные, переобозначение переменных на конечном числе мест и т. д.
Хотелось бы выделить все используемые подстановки. Если они об-
разуют подполугруппу T 0 в полугруппе T , то представляется весьма
интересным вопрос об изучении различных классических (проектив-
ных, инъективных, свободных и т. д.) модулей над полугрупповой
алгеброй kT 0.

11. Во введении отмечалось, что методы и результаты представленной
работы могут быть использованы для дальнейшего построения струк-
турной теории T -пространств не только в относительно свободной
алгебре Грассмана, но и в других относительно свободных алге-
брах, в частности соответствующих тождеству коммутатора длины n,
n > 3.

12. По аналогии с разделом 4.2 можно продолжить изучение F (3)∗ и его
основных подпространств как модулей над W ∗

n , D∗
n и т. д.

Список обозначений

N множество натуральных чисел

Z множество целых чисел

k бесконечное поле

p характеристика поля k

[x1, x2] коммутатор x1x2 − x2x1(
n
m

)
число сочетаний из n элементов по m

Ker ϕ, Im ϕ ядро, образ гомоморфизма ϕ

k[1, xpl

1 , . . . , xpl

i , . . .] алгебра коммутативных многочленов (с единицей), 11

k[x1, . . . , xi, . . .] алгебра коммутативных многочленов (без единицы), 12

k〈1, x1, . . . , xi, . . .〉 свободная ассоциативная алгебра с единицей, 13

k〈x1, . . . , xi, . . .〉 свободная ассоциативная алгебра без единицы, 15

T полугруппа эндоморфизмов (подстановок) алгебры
k〈1, x1, . . . , xi, . . .〉, 13

T ∗ полугруппа эндоморфизмов (подстановок) алгебры
k〈x1, . . . , xi, . . .〉, 15
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kT полугрупповая k-алгебра полугруппы T , 14

kT ∗ полугрупповая k-алгебра полугруппы T ∗, 15
τ элемент kT или kT ∗

fτ образ многочлена f относительно действия элемента τ

ST T -пространство, порождённое подмножеством S
в некотором T -пространстве, 14, 14

F (3) (F (3)∗) унитарная (неунитарная) относительно свободная ал-
гебра Грассмана, 14[

[x1, x2], x3

]
= 0 тождество коммутатора длины 3 (тройного коммутато-

ра), тождество Грассмана, 14

T (3) T -идеал, порождённый тождеством Грассмана, 14

Φ2 аналог алгебры Грассмана, 15

ha,b, ca, db многочлены, 17

c(ai,a′
i)

(xi, yi) i-й блок многочлена ca, 17

Db, Ca, CDa,b T -подпространства в алгебре F (3), 18

Wn T -пространство, порождённое в F (3) всевозможными
n-словами, 7, 18

W ∗
n T ∗-пространство, порождённое в F (3)∗ всевозможными

n-словами, 7, 18

ds(n) чисто степенной (диагональный) одночлен, 18

cm(n) чисто коммутаторный многочлен, 18

cm(n)ds(n) коммутаторный многочлен, 18

Dn, Cn, CDn T -подпространства в Wn, 19

D∗
n, C∗

n, CD∗
n T ∗-подпространства в W ∗

n , 19, 71

C∗
1 , C∗ T ∗-пространство, T ∗-идеал, порождённые коммутато-

ром, 71

cm,l коммутаторный многочлен кратности m уровня l, 19

gm,l многочлен cm,lz
pl

1 , 19

Dpl , Cpl , CDpl T -подпространства в Wpl , 20

C
(m)

pl , CD
(m)

pl элементарные составляющие T -пространств Cpl , CDpl

для любых p и l, кроме p = 2, l = 1, 20
CD

(1,s)
2 элементарные составляющие T -пространства CD2 для

p = 2, l = 1, 20
cm,0 коммутаторный многочлен кратности m уровня 0, 20
C

(m)
1 , C(m) T -пространство, T -идеал, порождённые многочленом

cm,0, 20

C1, C T -пространство, T -идеал, порождённые коммутато-
ром, 20
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c(x1, . . . , xt) многочлен, 20

λ(hα,β), µ(hα,β) функции от многочлена hα,β , 27

∆ подсистема канонического базиса алгебры F (3), 34

∆p множество всех p-многочленов, 34

∆1 множество 1-многочленов, лежащих в ∆, 34

k∆p линейная оболочка ∆p, 34

(xm)T∗
не унитарно замкнутый T ∗-идеал в F (3)∗ , 34

M произвольный элемент диаграммы 1, 46

Ω(M) T -пространство, 46

Ĉ фактор-T -пространство C/C(m+1), 48

M̂ образ M в Ĉ, 48

C
(m)

pl+1/C
(m)

pl элементарный фактор, 49

CD
(m)

pl /CD
(m)

pl+1 элементарный фактор, 49

Cpl , CDpl фактор-T -пространства, 53

C
(m)

pl , CD
(m)

pl образы C
(m)

pl , CD
(m)

pl в Cpl , CDpl , 53

Λ
(
C

(m)

2l+1

)
, Λ

(
CD

(m)

2l

)
T -пространства, 59

ZF (3) центр алгебры F (3), 61

u(ri1 , . . . , ril
) одночлен, 63

(S) T -идеал в Wp, порождённый подмножеством S в Wp,
67

C(m) Dp-модуль C(m)/C(m+1), 68

F (3)∗/C∗ алгебра коммутативных многочленов (без единицы), 77

k[xn
1 , . . . , xn

i , . . .] подалгебра коммутативных многочленов в F (3)∗ , 78

k〈xn
1 , . . . , xn

i , . . .〉 подалгебра в F (3)∗ , 84

k[U ] коммутативная подалгебра в F (3)∗/C∗, совпадающая
с D∗

n, 86
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