
О геометрии слабо косимплектических
многообразий

В. Ф. КИРИЧЕНКО
Московский педагогический

государственный университет
e-mail: highgeom@yandex.ru

Е. В. КУСОВА
Московский педагогический

государственный университет
e-mail: sofuslee@mail.ru

УДК 514.76

Ключевые слова: геометрия, многообразие, тензор, слабо косимплектическая
структура.

Аннотация

В статье рассмотрены классы слабо косимплектических многообразий, тензор
Римана—Кристоффеля которых удовлетворяет контактным аналогам тождеств Ри-
мана—Кристоффеля. Также найдены дополнительные свойства симметрии тензора
Римана—Кристоффеля, на основе которых введена классификация слабо косимплек-
тических многообразий.

Abstract

V. F. Kirichenko, E. V. Kusova, On geometry of weakly cosymplectic manifolds,
Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 16 (2010), no. 2, pp. 33—42.

We consider classes of weakly cosymplectic manifolds whose Riemannian curvature
tensors satisfy contact analogs of the Riemannian–Christoffel identities. Additional prop-
erties of the Riemannian curvature tensor symmetry are found and a classification of
weakly cosymplectic manifolds is obtained.

Слабо косимплектические структуры впервые, по-видимому, были рассмотре-
ны Х. Проппе [16], а затем систематически изучались сначала Д. Блэром [10], а
затем Д. Блэром и Д. Шоуэрсом [11], которые впервые ввели понятие точнейше
косимплектической структуры. Также эти структуры изучались В. Ф. Киричен-
ко [3, 14]. Слабо косимплектические структуры— одно из наиболее интересных
обобщений косимплектических структур. Они являются контактными аналога-
ми приближённо кэлеровых структур в эрмитовой геометрии.

Пусть M — гладкое многообразие размерности 2n + 1 выше трёх, C∞(M)—
алгебра гладких функций на M , X(M)—модуль гладких векторных полей на M ,
d—оператор внешнего дифференцирования алгебры Грассмана Λ(M) гладкого

Фундаментальная и прикладная математика, 2010, том 16, № 2, с. 33—42.
c© 2010 Центр новых информационных технологий МГУ,

Издательский дом «Открытые системы»



34 В. Ф. Кириченко, Е. В. Кусова

многообразия M , ∇—риманова связность. Все многообразия, тензорные поля и
подобные объекты предполагаются гладкими класса C∞. Тензорные поля на M
будем называть просто тензорами.

Определение 1. Контактной структурой на многообразии M называется
такая дифференциальная 1-форма η на M , что в каждой точке многообразия

η ∧ dη ∧ . . . ∧ dη︸ ︷︷ ︸
n

�= 0.

Многообразие с фиксированной на нём контактной структурой называется кон-
тактным многообразием [3]. Если на многообразии определена тройка (η, ξ,Φ)
тензорных полей, где η—дифференциальная 1-форма из Λ(M), называемая кон-
тактной формой структуры, ξ —векторное поле, называемое характеристи-
ческим, а Φ—эндоморфизм модуля гладких векторных полей X(M), называе-
мый структурным эндоморфизмом, и при этом выполняются условия

Φ(ξ) = 0, η ◦ Φ = 0, η(ξ) = 1, Φ2 = −id + ξ ⊗ η,

где id— тождественное преобразование, то такую тройку называют почти кон-
тактной структурой. Если на M дополнительно фиксирована риманова струк-
тура g = 〈·, ·〉 и выполняется условие

〈ΦX,ΦY 〉 = 〈X,Y 〉 − η(X)η(Y ), X, Y ∈ M,

то четвёрка (η, ξ,Φ, g) называется почти контактной метрической струк-
турой, а многообразие, на котором фиксирована такая структура, называется
почти контактным метрическим многообразием.

Определение 2. Слабо косимплектической структурой называется почти
контактная метрическая структура S = (η, ξ,Φ, g), для которой верно равенство

∇X(Φ)Y + ∇Y (Φ)X = 0, X, Y ∈ X(M).

Многообразие, на котором фиксирована слабо косимплектическая структура,
называется слабо косимплектическим многообразием.

Определение 3. Слабо косимплектическая структура называется косим-
плектической, если ∇X(Φ)Y = 0.

Определение 4. Слабо косимплектическая структура называется точнейше
косимплектической, если dη = 0.

Пусть M — слабо косимплектическое многообразие. Модуль X(M) распада-
ется в прямую сумму распределений M = Im m = Ker Φ и L = Im Φ = Ker η:

X(M) = M ⊕ L;

L называется первым, а M—вторым фундаментальным распределением. Рас-
пределения L и M инвариантны относительно эндоморфизма Φ и взаимно орто-
гональны. При этом

Φ̌2 = −id, 〈Φ̌X, Φ̌Y 〉 = 〈X,Y 〉, X, Y ∈ L,
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где Φ̌ = Φ|L. Это означает, что на распределении L пара {Φ̌, ǧ}, где ǧ = g|L,
определяет эрмитову структуру с метрикой

h(X,Y ) = 〈X,Y 〉 +
√−1〈X, ΦY 〉.

Рассмотрим модуль LC , являющийся комплексификацией контактного рас-
пределения. Тогда любой элемент LC можно записать следующим образом:

N∑
k=1

zkXk = {z1X1, . . . , z1XN},

где zk ∈ C, Xk ∈ L и N ∈ N. В распределении L естественным образом опреде-
лён оператор комплексного сопряжения по формуле

τ(X) = τ

( n∑
k=1

zkXk

)
=

n∑
k=1

z̄kXk.

Пусть ΦC —комплексификация эндоморфизма Φ, т. е. ΦC = idC ⊗ Φ. По-
мимо оператора τ , в модуле LC естественным образом определяются ещё два
взаимно-дополнительных проектора

σ =
1
2
(
id −√−1ΦC

)
, σ̄ =

1
2
(
id +

√−1ΦC
)
,

причём, очевидно, σ̄ = τ ◦ σ. Более того, сам модуль распадается в прямую
сумму подмодулей D

√−1
Φ и D−√−1

Φ —образов проекторов σ и σ̄ соответственно:

LC = D
√−1
Φ ⊕ D−√−1

Φ .

Тогда комплексификация модуля гладких векторных полей XC(M) распадается
в прямую сумму трёх подмодулей:

XC(M) = D
√−1
Φ ⊕ D−√−1

Φ ⊕ D0
Φ.

Пусть ω—форма смещения, ϕ—форма римановой связности ∇ на простран-
стве G-структуры.

Имеют место структурные уравнения Картана (или первая группа структур-
ных уравнений связности ∇) [3, с. 209]:

dωi = ωi
j ∧ ωj .

Задание почти контактной метрической структуры равносильно заданию
G-структуры со структурной группой. Элементами этой G-структуры являют-
ся так называемые A-реперы, однозначно характеризуемые тем, что матрицы
оператора Φ и метрического тензора в таком репере имеют вид соответственно

(Φi
j) =


0 0 0

0
√−1In 0

0 0 −√−1In


 , (gij) =


1 0 0

0 0 In

0 In 0


 .
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Условимся считать, что индексы i, j, k, . . . пробегают значения от 0 до 2n.
Остальные индексы, т. е. a, b, c, . . . , пробегают значения от 1 до n. Альтернацию
будем обозначать [a, b], а симметризацию (a, b). Введём обозначения â = a + n.
Если почти контактная метрическая структура является слабо косимплектиче-
ской, то на пространстве присоединённой G-структуры имеют место структур-
ные уравнения

dωa = ωa
b ∧ ωb + Babcωb ∧ ωc +

3
2
Cabωb ∧ ω,

dωa = −ωb
a ∧ ωb + Babcω

b ∧ ωc +
3
2
Cabω

b ∧ ω,

dω = Cbcωb ∧ ωc + Cbcω
b ∧ ωc,

dωa
b = ωa

c ∧ ωc
b +

[
Aad

bc − 2BadhBhbc +
3
2
CadCbc

]
ωc ∧ ωd,

(1)

где {Babc}, {Babc}, {Cab}, {Cab}— системы функций, заданные на пространстве
присоединённой G-структуры следующим образом:

Babc =
√−1

2
Φa

b̂,ĉ
, Cab =

√−1Φa
0,b̂

, Babc = −
√−1

2
Φâ

b,c, Cab = −√−1Φâ
b,0.

Эти системы функций определяют тензоры B и C, называемые первым и вто-
рым структурным тензором. Из определения слабо косимплектических струк-
тур следует, что {Babc}, {Babc}, {Cab}, {Cab} кососимметричны. A = {Aad

bc }—
тензор, называемый структурным тензором третьего рода или тензором го-
ломорфной секционной кривизны. Отметим, что на пространстве расслоения
реперов имеют место структурные уравнения связности

dωi
j = ωi

k ∧ ωk
j +

1
2
Ri

jklω
k ∧ ωl,

где Ri
jkl —компоненты тензора кривизны римановой связности, называемого

тензором Римана—Кристоффеля.
Для слабо косимплектических структур компоненты этого тензора имеют

вид
Râbcd = 0,

Rabcd = −2Bab[cd],

Râb̂cd = −2BabhBhcd,

Râb̂ĉd̂ = −2Bab[cd],

Râ0b0 = CacCbc,

Râbcd̂ = Aad
bc − BadhBhbc − 5

3
CadCbc.

(2)

Замечание. Остальные компоненты тензора Римана—Кристоффеля получа-
ются с учётом стандартных свойств симметрии и вещественности этого тензора
или равны нулю.
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Если риманову структуру многообразия достроить до почти контактной мет-
рической, то возникают дополнительные свойства симметрии этого тензора, ко-
торые нередко играют важную роль в геометрии таких структур:

CR1 : 〈R(ΦX,ΦY )ΦZ,ΦW 〉 = 〈R(Φ2X,Φ2Y )ΦZ,ΦW 〉,
CR2 : 〈R(ΦX,ΦY )ΦZ,ΦW 〉 = 〈R(Φ2X,Φ2Y )ΦZ,ΦW 〉 +

+ 〈R(Φ2X, ΦY )Φ2Z,ΦW 〉 + 〈R(Φ2X, ΦY )ΦZ,Φ2W 〉,
CR3 : 〈R(ΦX,ΦY )ΦZ,ΦW 〉 = 〈R(Φ2X,Φ2Y )Φ2Z,Φ2W 〉.

Тождества CR1—CR3 имеют большое значение в изучении строения почти кон-
тактных структур. Назовём их классическими.

На пространстве присоединённой G-структуры тождества CR1—CR3 экви-
валентны следующим соотношениям [3]:

CR1 ⇐⇒ Râbcd = Rabcd = Râb̂cd = 0,

CR2 ⇐⇒ Râbcd = Rabcd = 0,

CR3 ⇐⇒ Râbcd = 0.

(3)

Слабо косимплектические структуры, тензор Римана—Кристоффеля которых
удовлетворяет тождеству CRi, называются структурами класса CRi. Если
Υ—какой-либо подкласс слабо косимплектических структур, то обозначим
Υi = Υ ∩ CRi, i = 1, 2, 3. С учётом формул (3) очевидно включение

CR1 ⊂ CR2 ⊂ CR3.

Теорема 1. Всякое слабо косимплектическое многообразие является много-
образием класса CR3.

Доказательство. Пусть S = (η, ξ,Φ, g)— слабо косимплектическая структу-
ра. Согласно тождествам (2) для неё верно тождество Râbcd = 0. Это означает,
что S — структура класса CR3.

Теорема 2. Пусть S = (η, ξ,Φ, g)— слабо косимплектическая структура. То-
гда следующие утверждения эквивалентны:

1) S — структура класса CR2;
2) на пространстве присоединённой G-структуры справедливы тождества

Rabcd = 0;
3) первый структурный тензор параллелен в первой канонической связности.

Доказательство. Согласно формулам (3) слабо косимплектическая струк-
тура S — структура класса CR2 тогда и только тогда, когда на пространстве
присоединённой G-структуры компоненты тензора Римана—Кристоффеля вида
Rabcd равны нулю. Из формул (2) следует, что Rabcd = 0 в том и только том
случае, когда Babcd = 0. Продифференцируем внешним образом первую группу
структурных уравнений (1):

dBabc + Bdcbω
d
a + Babdω

d
c + Badcω

d
b = Babcdω

d.
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Пусть ∇̃—первая каноническая связность [16, с. 368]. Тогда ∇̃Babc = Babcdω
d.

Таким образом, Babcd = 0 тогда и только тогда, когда ∇̃Babc = 0. Согласно
[8, с. 122] тензор параллелен в соответствующей связности тогда и только тогда,
когда его ковариантная производная равна нулю.

Рассмотрим условия, при которых компоненты тензора Римана—Кристоффе-
ля вида Râb̂cd равны нулю. С учётом равенств (2) получаем, что это имеет место
в том и только том случае, когда

BabhBhcd = 0.

Свернём это тождество по парам индексов a и c, b и d. Получим

BabcB
abc = 0.

Так как Babh и Bhcd кососимметричны, то с учётом операции поднятия и опус-
кания индексов получим, что ∑

a,b,c

|Babc|2 = 0.

Отсюда следует, что Babc = 0. Таким образом доказана следующая теорема.

Теорема 3. Слабо косимплектическое многообразие M является многообра-
зием класса CR1 тогда и только тогда, когда его первый структурный тензор
тождественно равен нулю.

Учитывая результаты [14], получаем следующее утверждение.

Теорема 4. Слабо косимплектическое многообразие M является многооб-
разием класса CR1 тогда и только тогда, когда оно локально эквивалентно
произведению келерова многообразия на пятимерную сферу, снабжённую ка-
нонической слабо косимплектической структурой, или прямому произведению
келерова многообразия на вещественную прямую.

На пространстве присоединённой G-структуры согласно (2) выполнено

R0
b̂cd

= 0.

Проведя процедуру восстановления тождества [7], получим

η ◦ R(Φ2X,Φ2Y )(Φ2Z) = η ◦ R(ΦX,ΦY )(Φ2Z) +

+ η ◦ R(Φ2X,ΦY )(ΦZ) + η ◦ R(ΦX,Φ2Y )(ΦZ),

где X,Y ∈ X(M). Назовём это тождество первым специальным свойством
симметрии тензора Римана—Кристоффеля. Таким образом, доказана следующая
теорема.

Теорема 5. Тензор Римана—Кристоффеля слабо косимплектического много-
образия обладает первым специальным свойством:
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η ◦ R(Φ2X,Φ2Y )(Φ2Z) =

= η ◦ R(ΦX,ΦY )(Φ2Z) + η ◦ R(Φ2X, ΦY )(ΦZ) + η ◦ R(ΦX,Φ2Y )(ΦZ), (4)

где X,Y ∈ X(M).

Аналогично проведём процедуру восстановления тождества для соотношения
Râ0b0 = 0 и получим

η ◦ R(Φ2X, ξ)Φ2Y + η ◦ R(ΦX, ξ)ΦY = 0,

где X,Y ∈ X(M). Назовём это тождество вторым специальным свойством
симметрии тензора Римана—Кристоффеля.

Для слабо косимплектических структур введём следующую классификацию:

Y1 : η ◦ R(Φ2X, ξ)Φ2Y + η ◦ R(ΦX,Φξ)Y = 0,

Y2 : 〈R(ΦX,ΦY )ΦZ,ΦW 〉 = 〈R(Φ2X,Φ2Y )ΦZ,ΦW 〉,
Y3 : η ◦ R(Φ2X,Φ2Y )(Φ2Z) =

= η ◦ R(ΦX, ΦY )(Φ2Z) + η ◦ R(Φ2X,ΦY )(ΦZ) + η ◦ R(ΦX, Φ2Y )(ΦZ),

(5)

где X,Y ∈ X(M).

Теорема 6. Всякая слабо косимплектическая структура является структурой
класса Y3.

Доказательство. Пусть S — слабо косимплектическая структура. Тогда на
пространстве присоединённой G-структуры в силу формул (2)

R0
b̂cd

= 0,

или верно тождество (4). Таким образом, S — слабо косимплектическая струк-
тура класса Y3.

Обратно, если S — слабо косимплектическая структура класса Y3, то по фор-
мулам (5) тензор Римана-Кристоффеля обладает первым специальным тожде-
ством. Значит, на пространстве присоединённой G-структуры верно соотноше-
ние R0

b̂cd
= 0. Согласно формулам (2) это верно для любой слабо косимплекти-

ческой структуры.

Теорема 7. S — структура класса Y2 тогда и только тогда, когда многооб-
разие M локально эквивалентно произведению келерова многообразия на пяти-
мерную сферу, снабжённую канонической слабо косимплектической структурой.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 3.

Теорема 8. S — структура класса Y1 тогда и только тогда, когда многообра-
зие M локально эквивалентно произведению приближённо келерова многообра-
зия на вещественную прямую.

Доказательство. Согласно формулам (2) Râ0b0 = 0 тогда и только тогда,
когда CacCbc = 0. Свернём это тождество по парам индексов a и b. Получим

CacCac = 0.
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Так как Cac и Cbc кососимметричны, то с учётом операции поднятия и опускания
индексов получаем ∑

a,c

|Cac|2 = 0.

Отсюда следует, что Cac = 0. Пусть π— естественная проекция пространства
расслоения на его базу [8]. Тогда

π∗dη = dω0 = dω = 0.

Значит, dη = 0. По определению M точнейше косимплектическое. С учётом [6]
получаем, что M локально эквивалентно прямому произведению приближённо
келерова многообразия на вещественную прямую.

Обратно, если M локально эквивалентно прямому произведению приближён-
но келерова многообразия на вещественную прямую, то M является точнейше
косимплектическим. Тогда dη = 0. Следовательно, dω = 0. Согласно (1) Cac = 0.
С учётом формул (2) и (5) получаем, что слабо косимплектическая структура
принадлежит классу Y1.

Теорема 9. S — структура класса Y1 ∩ Y2 тогда и только тогда, когда мно-
гообразие M локально эквивалентно произведению келерова многообразия на
вещественную прямую.

Доказательство. Если M ∈ CR1, то первый структурный тензор равен ну-
лю. Если тензор Римана—Кристоффеля удовлетворяет первому дополнитель-
ному свойству симметрии, тогда второй структурный тензор тождественно ра-
вен нулю. Значит, на пространстве присоединённой G-структуры Φi

j,k = 0, или
∇X(Φ)Y = 0 (X,Y ∈ X(M)), т. е. M —косимплектическое многообразие.

Теорема 10. Пусть S = (η, ξ,Φ, g)— слабо косимплектическая структура на
многообразии M . Тогда верны следующие утверждения:
1) всякая слабо косимплектическая структура является структурой класса

CR3 и CR2;
2) S — структура класса CR1 тогда и только тогда, когда многообразие M ло-

кально эквивалентно либо произведению келерова многообразия на пяти-
мерную сферу, снабжённую канонической слабо косимплектической струк-
турой, либо прямому произведению приближённо келерова многообразия
на вещественную прямую.

Доказательство. То, что всякая слабо косимплектическая структура явля-
ется структурой класса CR3, следует из теоремы 1. Докажем, что всякая слабо
косимплектическая структура является структурой класса CR2. В силу теоре-
мы 2 слабо косимплектическая структура S принадлежит классу CR2 тогда
и только тогда, когда Babcd = 0. Действительно, Babcd симметрична по двум
последним аргументам и кососимметрична по трём первым [15]:

Babcd = Babdc = −Badbc = −Badcb = Bacdb = Bacbd = −Babcd.

Следовательно, Babcd = 0.
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Основная теорема. Пусть S = (η, ξ,Φ, g)— слабо косимплектическая струк-
тура на многообразии M . Тогда эквивалентны следующие утверждения:

1) слабо косимплектическая структура S является структурой класса Y1∪Y2;
2) слабо косимплектическая структура S является структурой класса CR1;
3) многообразие M локально эквивалентно либо произведению келерова мно-

гообразия на пятимерную сферу, снабжённую канонической слабо косим-
плектической структурой, либо прямому произведению келерова многооб-
разия на вещественную прямую.

Доказательство. Пусть S — слабо косимплектическая структура класса
Y1 ∪ Y2. Тогда по теоремам 7, 8 многообразие M , на котором определена та-
кая структура, локально эквивалентно произведению келерова многообразия на
пятимерную сферу, снабжённую канонической слабо косимплектической струк-
турой, либо прямому произведению келерова многообразия на вещественную
прямую. Тогда по теореме 4 S ∈ CR1.
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