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Аннотация

В многомерном проективном пространстве рассмотрено распределение плоскостей.
Построены кривизны 1-го и 2-го типов групповых связностей, индуцированных компо-
зиционным оснащением распределения плоскостей. Найдены условия совпадения этих
кривизн. Произведено внутреннее композиционное оснащение распределения плоско-
стей. Доказано, что это оснащение индуцирует в главном расслоении внутренние
кривизны 1-го и 2-го типов.

Abstract

O. M. Omelyan, On conditions of the coincidence of curvatures of the first and
second types on distribution of planes, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika,
vol. 16 (2010), no. 2, pp. 61—66.

We consider distributions of planes in a multidimensional projective space and con-
struct the curvatures of the first and second types of group connections induced by
composite equipments of the distributions. Conditions of the coincidence of these curva-
tures are found. An internal composite equipment of a distribution of planes is performed.
We prove that this equipment induces the internal curvatures of the first and second types
in the principal fiber bundle.

В работе индексы принимают следующие значения: I, . . . = 1, n, i, . . . = 1,m,
a, . . . = m + 1, n.

1. В n-мерном проективном пространстве Pn будем рассматривать распреде-
ление NSn [1,2] m-мерных центрированных плоскостей P ∗

m, которое определяет-
ся структурными уравнениями ωa

i = Λa
iJωJ , причём компоненты фундаменталь-

ного объекта 1-го порядка распределения удовлетворяют дифференциальным
уравнениям

∆Λa
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ijKωK , ∆Λa
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ijω
j
b − δa

b ωi = Λa
ibKωK ,
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ijω
a
b .

Фундаментальная и прикладная математика, 2010, том 16, № 2, с. 61—66.
c© 2010 Центр новых информационных технологий МГУ,

Издательский дом «Открытые системы»



62 О. М. Омельян

С распределением NSn ассоциируется главное расслоение [2] G(Un), ба-
зой которого является область Un проективного пространства Pn, описанная
центром плоскости P ∗

m. В этом расслоении способом Г. Ф. Лаптева (точнее,
приёмом Ю. Г. Лумисте) [4] задана групповая связность с помощью формы
ω̃ = ω − ΓKωK , причём

ω̃ = {ω̃i
j , ω̃i, ω̃

a
b , ω̃i

a, ω̃a}.
Компоненты объекта связности

Γ = {Γi
jk,Γi

ja,Γij ,Γia,Γa
bi,Γ

a
bc,Γ

i
aj ,Γ

i
ab,Γai,Γab}

удовлетворяют дифференциальным уравнениям [2], в частности,

∆Γi
jk + ωi

jk = Γi
jkIω

I , ∆Γi
ja − Γi

jkωk
a + ωi

ja = Γi
jaIω

I ,

∆Γij + Γk
ijωk + ωij = ΓijJωJ , ∆Γia + Γijω

j
a + Γj

iaωj + ωia = ΓiaJωJ ,

∆Γa
bi + ωa

bi = Γa
biJωJ , ∆Γa

bc − Γa
biω

i
c − ωa

bc = Γa
bcIω

I , . . . .

(1)

Объект групповой связности Γ содержит ряд подобъектов [2]. Определён
объект кривизны R = {Ri

jkl, R
i
jka, Ri

jab, . . .} групповой связности Γ, компоненты
которого выражаются [2] через компоненты объекта Γ и их пфаффовы произ-
водные: например,

Ri
jkl = Γi

j[kl] − Γi
jaΛa

[kl] − Γs
j[kΓi

sl], Ri
jab = Γi

j[ab] − Γk
j[aΓi

kb],

Ri
jka =

1
2
(Γi

jka − Γi
jak − Γi

jbΛ
b
ka) − Γl

j[kΓi
la],

(2)

причём альтернирование производится по крайним индексам в квадратных скоб-
ках, поэтому Ri

j(kl) = 0, Ri
j(ab) = 0. Объект кривизны R связности Γ является

тензором и содержит ряд подтензоров, соответствующих подобъектам объекта
связности Γ.

2. Ранее [3, 4] было произведено композиционное оснащение распределения
NSn, состоящее в задании на нём аналогов плоскостей Картана и нормалей 2-го
рода Нордена, а именно

Cn−m−1 : P ∗
m ⊕ Cn−m−1 = Pn, Nm−1 : A ⊕ Nm−1 = P ∗

m,

причём оснащающие плоскости определены совокупностями точек

Ba = Aa + λi
aAi + λaA, Bi = Ai + λiA.

Объект λ = {λi
a, λa, λi} является оснащающим квазитензором, содержащим

три подквазитензора λi
a, {λi

a, λa} и λi. Выражения для дифференциалов точек
Ba и Bi имеют вид

dBa = (. . .)b
aBb + tiaJωJBi + (taI − λit

i
aI)ω

IA,

dBi = (. . .)j
iBj + (. . .)a

iIω
IBa + tiJωJA,

где компоненты тензора t = {tiaJ , taI , tiJ} неспециальных смещений [3] явля-
ются функциями от фундаментального объекта 1-го порядка Λ1 распределения
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NSn, оснащающего квазитензора λ и совокупности его пфаффовых производных
λ′ = {λi

aJ , λaI , λiJ}, а именно

tiaj = λi
aj − Λb

kjλ
i
bλ

k
a + δi

jλa,

tij = λij + Λa
ij(λ

k
aλk − λa) − λiλj ,

tai = λai − Λb
jiλ

j
aλb, . . . .

(3)

Тензор t содержит ряд простейших, простых и составных подтензоров, при-
чём равенство нулю тензора t геометрически означает неподвижность пары
плоскостей (Cn−m−1, Pn−1), где Pn−1 представляет собой гиперплоскость Бор-
толотти, натянутую на плоскость Картана Cn−m−1 и нормаль 2-го рода Нордена
Nm−1, а именно Pn−1 = [Ba, Bi].

3. В [3] было доказано, что распределение NSn и его композиционное осна-
щение индуцируют в расслоении G(Un) групповые связности 1-го и 2-го типов
01

Γ и
02

Γ , с компонентами, определяемыми, в частности, по формулам

0

Γi
jk = Λa

jkλi
a − δi

jλk − δi
kλj ,

01

Γ ij = Λa
ijλa − λiλj ,

02

Γ ij= λij + Λa
ijλ

k
aλk − 2λiλj , . . . .

(4)

Построим кривизны 1-го типа и 2-го типов, порождённые групповыми связ-
ностями 1-го и 2-го типов. Для этого сначала найдём охваты пфаффовых произ-
водных объекта Γ. Используя дифференциальные уравнения (1) для компонент
объекта связности и выражения охватов (4) для 1-го и 2-го типов связностей,
получим, что пфаффовы производные объекта Γ охватываются следующим об-
разом:

01

Γ ijk = (Λa
jkl + Λa

jbΛ
b
kl)λ

i
a + Λa

jkλi
al − δi

jλkl − δi
kλjl,

02

Γ ijk = (Λa
ijk + Λa

ibΛ
b
jk)λl

aλl + λijk + Λa
ij(λ

l
akλl + λl

aλlk) − 2λikλj − 2λiλjk, . . . .
(5)

Возвращаясь к формулам (2), определяющим тензор кривизны R, видим, что
для получения выражений охватов компонент тензора R необходимо

1) найти альтернации соответствующих пфаффовых производных (5) объ-
екта Γ, учитывая симметрию компонент фундаментального объекта 2-го
порядка распределения и симметрию пфаффовых производных 2-го по-
рядка {λiJK , λi

aJK , λaIJ} оснащающего квазитензора по двум последним
индексам;

2) вычислить свёртки соответствующих компонент объекта Γ и фундамен-
тального объекта, а также найти альтернированные свёртки соответству-
ющих компонент объекта связности.

Таким образом, выражения охватов для тензоров кривизны 1-го и 2-го типов
имеют следующий вид [5,6]:
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01

Ri
jkl = Λa

j[ktial] − δi
jt[kl] − δi

[ktjl],
01

Rijk = Λa
i[jtak] − ti[kλj] − λit[jk],

02

Rijk =
0

R
l
ijkλl − Λa

[jk]λia,
02

Ri
ajk =

0

R
b
ajkλi

b−
0

R
i
ljkλl

a − Λb
[jk]λ

i
ab, . . . .

(6)

Выражения охватов для остальных компонент тензоров кривизны определяются
по формулам, аналогичным (6), но имеют более громоздкий вид.

Замечание. Охваты компонент тензора кривизны 1-го типа представляют
собой функции компонент тензора неспециальных смещений t, оснащающего
квазитензора λ и фундаментального объекта 1-го порядка Λ1 распределения.

Теорема 1. Неподвижность плоскости Картана и гиперплоскости Бортолотти
(t = 0) влечёт обращение в нуль тензора кривизны 1-го типа.

Теорема 2. В случае голономного распределения неподвижность плоскости
Картана и гиперплоскости Бортолотти (t = 0) влечёт обращение в нуль тензора
кривизны 2-го типа.

В [3] найдены аналитические и геометрические условия совпадения связно-
стей 1-го и 2-го типа:

01

Γ =
02

Γ ⇐⇒ tiJ = 0, tiaJ = 0, taI = 0,

01

Γ =
02

Γ ⇐⇒ Cn−m−1 = const, Nm−1 + dNm−1 ⊂ Pn−1.

Теорема 3. Совпадение групповых связностей 1-го и 2-го типов эквивалент-
но неподвижности плоскости Картана и подчинённости нормализации 2-го рода
оснащению Бортолотти, т. е. неподвижности пары плоскостей, а именно плос-
кости Картана и гиперплоскости Бортолотти.

Аналогично найдены аналитические и геометрические условия совпадения
кривизн 1-го и 2-го типов этих связностей:

01

R =
02

R ⇐⇒ Λa
[ij] = 0, taI − tiaIλi = 0,

01

R =
02

R ⇐⇒ Sn, Cn−m−1 + dCn−m−1 ⊂ Pn−1.

Теорема 4. Совпадение кривизн 1-го и 2-го типов равносильно голономности
распределения и подчинённости оснащения Картана оснащению Бортолотти.

Из теорем 3 и 4 вытекает следующая теорема [5].

Теорема 5. В случае голономного распределения совпадение связностей 1-го
и 2-го типов влечёт совпадение кривизн этих связностей, но не наоборот.

4. Будем предполагать, что существует нетривиальный относительный инва-
риант I, построенный из компонент фундаментального подобъекта 1-го порядка
{Λa

ij}, т. е. I = I(Λa
ij), дифференциальные уравнения которого имеют вид [6]

d ln I = 2(n − m)ωi
i − mωa

a + IKωK .
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К распределению плоскостей присоединим подобъект 1-го порядка {V ij
a }, ком-

поненты которого являются частными производными логарифма инварианта по
компонентам фундаментального подобъекта Λa

ij :

V ij
a =

∂ ln I

∂Λa
ij

.

Этот объект является тензором [6], и мы будем называть его обращённым тен-
зором 1-го порядка распределения NSn.

Целью этого пункта является построение внутренних кривизн 1-го и 2-го
типов, порождённых только фундаментальным объектом и обращённым тензо-
ром 1-го порядка распределения. Для решения этой задачи нам необходимо
охватить оснащающий квазитензор λ, т. е. представить его в виде функции
λ = λ(Λ, V ). В [6] были найдены охваты компонент квазитензора λ и его пфаф-
фовых производных λ′ с помощью фундаментального объекта и его обращённого
подобъекта:

λi =
1

n − m − 1

(
1

n − m
Λa

ijΛ
b
kaV kj

b − Λa
ia

)
,

λi
a =

1
n − m

[
1

n − m − 1
V ji

a

(
Λb

jb −
1

n − m
Λb

jkΛc
lbV

lk
c

)
− Λb

jaV ji
b

]
,

λa =
1
m

(Λb
kiλ

k
aλi

b − λi
ai),

λiJ = − 1
n − m − 1

(
Λa

iaJ − 1
n − m

Λa
ijV

kj
b Λb

kaJ

)
,

λi
aJ = − 1

n − m
(V ji

b Λb
jaJ + V ji

a λjJ).

(7)

Подставляя выражения охватов (7) в формулы охватов (6) и им аналогичные
для кривизн 1-го и 2-го типов, получаем выражения охватов для внутренних
кривизн 1-го и 2-го типов распределения плоскостей, которые имеют достаточно
громоздкий вид.

Теорема 6. Распределение NSn и его внутреннее композиционное оснаще-
ние индуцируют в ассоциированном расслоении G(Un) внутренние кривизны
1-го и 2-го типов.
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