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Аннотация

В работе изучается геометрия системы двух дифференциальных уравнений с част-
ными производными первого и второго порядков при двух функциях от двух неза-
висимых переменных; при этом используется метод инвариантных форм Э. Картана,
а также теоретико-групповой метод «продолжений и охватов» Г. Ф. Лаптева (для
конечных групп) и А. М. Васильева (для бесконечных групп). В статье приведе-
на классификация систем квазилинейных уравнений первого и второго порядков при
двух функциях u и v от двух независимых переменных x и y.

Abstract

L. N. Orlova, The geometry of a quasilinear system of two partial differential equa-
tions containing the first and second partial derivatives of two functions in two in-
dependent variables, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 16 (2010), no. 2,
pp. 67—84.

The geometry of a system of two partial differential equations containing the first
and second partial derivatives of two functions in two independent variables is studied by
using the Cartan method of invariant forms and the group-theoretic method of extensions
and enclosings due to G. F. Laptev (for finite groups) and A. M. Vasil’ev (for infinite
groups). Systems of quasilinear equations with the first and second partial derivatives of
two functions u and v in two independent variables x and y are classified.

Условие задачи

Пусть дана система двух дифференциальных уравнений с частными произ-
водными при двух функциях (u, v) от двух независимых переменных (x, y).
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Пусть одно уравнение первого, другое — второго порядка. Уравнения заданы
в общем виде{

F (x, y, u, v, ux, uy, vx, vy) = 0,
Φ(x, y, u, v, ux, uy, vx, vy, uxx, uxy, uyy, vxx, vxy, vyy) = 0.

(1)

(см. [12]). Изучается геометрия этой системы дифференциальных уравнений,
т. е. согласно общей схеме Клейна свойства совокупности интегральных
многообразий этой системы, инвариантные относительно преобразований
бесконечной группы точечных преобразований



x′ = f1(x, y, u, v),
y′ = f2(x, y, u, v),
u′ = f3(x, y, u, v),
v′ = f4(x, y, u, v),

(2)

и проводится классификация этих систем.
Изучение ведётся при помощи метода внешних форм Картана [6, 7, 14] и

теории погружённых многообразий Г. Ф. Лаптева [8] для конечных групп и
А. М. Васильева [4,5] для бесконечных.

Для изучения геометрии данных дифференциальных уравнений нам необ-
ходимо найти представление соответствующей бесконечной группы, которое
показывает, как эта группа преобразует все входящие в уравнения перемен-
ные. А именно, группа (2) преобразует переменные, входящие в уравнения (1),
по формулам (2), дополненным уравнениями



u′
x =

(
∂f3
∂x + ∂f3

∂u ux + ∂f3
∂v vx

)(
∂f2
∂y + ∂f2

∂u uy + ∂f2
∂v vy

)
A

−

−
(

∂f3
∂y + ∂f3

∂u uy + ∂f3
∂v vy

)(
∂f2
∂x + ∂f2

∂u ux + ∂f2
∂v vx

)
A

,

u′
y =

(
∂f1
∂x + ∂f1

∂u ux + ∂f1
∂v vx

)(
∂f3
∂y + ∂f3

∂u uy + ∂f3
∂v vy

)
A

−

−
(

∂f1
∂y + ∂f1

∂u uy + ∂f1
∂v vy

)(
∂f3
∂x + ∂f3

∂u ux + ∂f3
∂v vx

)
A

,

A =
(

∂f1

∂x
+

∂f1

∂u
ux +

∂f1

∂v
vx

) (
∂f2

∂y
+

∂f2

∂u
uy +

∂f2

∂v
vy

)
−

−
(

∂f1

∂y
+

∂f1

∂u
uy +

∂f1

∂v
vy

)(
∂f2

∂x
+

∂f2

∂u
ux +

∂f2

∂v
vx

)
.

(3)

Аналогичные формулы получаются для v′
x′ и v′

y′ . Можно также подсчитать, как
выражаются

u′
x′x′ , u′

x′y′ , u′
y′y′ , v′

x′x′ , v′
x′y′ , v′

y′y′

через переменные

x, y, u, v, ux, uy, vx, vy, uxx, uxy, uyy, vxx, vxy, vyy.



Геометрия квазилинейной системы двух дифференциальных уравнений 69

Будем считать производные

ux, uy, vx, vy, uxx, uxy, uyy, vxx, vxy, vyy

новыми переменными, преобразующимися по формулам (3). Тогда уравнения
задачи будут содержать 14 переменных:

u1 = x, u2 = y, u3 = u, u4 = v,

p1 = ux, p2 = uy, p3 = vx, p4 = vy,

q1 = uxx, q2 = uxy, q3 = uyy, q4 = vxx, q5 = vxy, q6 = vyy.

Задание этой системы уравнений сводится к заданию подмногообразия в этом
пространстве представления. Если рассматривать только переменные

u1, u2, u3, u4, p1, p2, p3, p4,

входящие в первое уравнение, то одно первое уравнение определит семимерную
поверхность M (7) в этом восьмимерном пространстве M (8).

Два уравнения задачи на 14 переменных налагают два условия. Остаётся
12 свободных переменных. Получим многообразие M (12) в M (14). Будем счи-
тать его достаточно гладким. Для того чтобы воспользоваться методом внешних
форм, нужно это многообразие задать уравнениями Пфаффа относительно неза-
висимых инвариантных линейных форм соответствующей бесконечной группы.
От переменных u1, u2, . . . , q6 перейдём к их дифференциалам du1, du2, . . . , dq6, а
затем, сделав замену базиса, введём новые линейно независимые формы в том
же количестве. Вместо дифференциалов du1, du2, du3, du4 введём формы ω1,
ω2, ω3, ω4; вместо дифференциалов dp1, dp2, dp3, dp4 —базисные формы ω3

1 ,
ω3

2 , ω4
1 , ω4

2 ; вместо дифференциалов dq1, dq2, dq3, dq4, dq5, dq6 —формы ω3
11,

ω3
12, ω3

22, ω4
11, ω4

12, ω4
22. Эти новые инвариантные формы группы удовлетворя-

ют некоторым соотношениям: уравнениям структуры Ли—Картана на внешние
дифференциалы этих форм



Dωi = [ωi
kωk],

Dωi
k = [ωi

lω
l
k] + [ωi

klω
l],

[ωi
klω

kωl] = 0,

Dωi
kl = [ωi

plω
p
k] + [ωi

kpω
p
l ] − [ωp

klω
i
p] + [ωi

klpω
p],

[ωi
klpω

kωlωp] = 0 (i, k, l, p = 1, 2, 3, 4).

(4)

Запишем дифференциалы наших основных уравнений задачи:{
dF (u1, u2, u3, u4, p1, p2, p3, p4) = 0,
dΦ(u1, u2, u3, u4, p1, p2, p3, p4, q1, q2, q3, q4, q5, q6) = 0,

или
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


∂F

∂u1
du1 +

∂F

∂u2
du2 +

∂F

∂u3
du3 +

∂F

∂u4
du4 +

+
∂F

∂p1
dp1 +

∂F

∂p2
dp2 +

∂F

∂p3
dp3 +

∂F

∂p4
dp4 = 0,

∂Φ
∂u1

du1 + . . . +
∂Φ
∂p1

dp1 + . . . +
∂Φ
∂q1

dq1 + . . . +
∂Φ
∂q6

dq6 = 0.

(5)

Перейдём от дифференциалов

dp1, dp2, dp3, dp4, dq1, dq2, dq3, dq4, dq5, dq6

к независимым линейным инвариантным формам нашей группы:{
Ãω3

1 + B̃ω3
2 + C̃ω4

1 + D̃ω4
2 + K̃iω

i = 0,

Āω3
11 + B̄ω3

22 + C̄ω4
11 + D̄ω4

22 + αω3
1 + βω3

2 + γω4
2 + eiω

i = 0 (i = 1, 2, 3, 4).
(6)

Всякий так называемый геометрический объект, инвариантно связанный
с уравнением, является точкой пространства представления данной груп-
пы преобразований. Общая теория утверждает, что все они получаются внеш-
ним дифференцированием, продолжением и канонизацией этих уравнений. Если
C̃ �= 0, то первое из уравнений (6) можно разрешить относительно ω4

1 :

ω4
1 = Aω3

1 + Bω3
2 + Cω4

2 + aiω
i (i = 1, 2, 3, 4). (7)

Канонизируя, получаем, что ω4
1 = ω3

2 (если B �= 0). Будем рассматривать общий
случай B �= 0.

Лемма Картана [14]. Если для 2r линейных форм fi, ϕi из n-мерного коль-
ца �[u] имеет место тождество

[f1ϕ1] + [f2ϕ2] + . . . + [frϕr] = 0

и система форм fi имеет ранг r, то формы ϕk линейно выражаются через фор-
мы fi с симметричной матрицей коэффициентов.

После дифференцирования внешним образом уравнения (7) и применения
леммы Картана получим



− ω4
3 = ω1

2 + a11ω
3
1 + a12ω

3
2 + a13ω

4
2 + a1,i+3ω

i,

− ω4
4 = −ω1

1 + ω2
2 − ω3

3 + a12ω
3
1 + a22ω

3
2 + a23ω

4
2 + a2,i+3ω

i,

ω3
4 = −ω2

1 + a13ω
3
1 + a23ω

3
2 + a33ω

4
2 + a3,i+3ω

i,

ω3
12 = ω4

11 + . . . ,

ω3
23 = ω4

13 + . . . ,

ω3
24 = ω4

14 + . . . (i = 1, 2, 3, 4).

(8)

Матрица коэффициентов симметричная. После канонизации некоторые из
этих aij можно привести к нулю. Остальные будут образовывать геометриче-
ский объект: это будут коэффициенты a11, a12, a22, a23 и a33. Для изучения
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геометрического смысла тех геометрических объектов, которые будут полу-
чены далее, важно рассмотреть другую интерпретацию этого восьмимерного
пространства M (8). Рассмотрим четырёхмерное пространство M (4). С каждой
его точкой (u1, u2, u3, u4) свяжем два вектора:

�e1 = M̄u1 + M̄u3 · p1 + M̄u4 · p3,

�e2 = M̄u2 + M̄u3 · p2 + M̄u4 · p4.

Эти два вектора определяют плоскость. Каждой точке (u1, . . . , u4, p1, . . . , p4)
восьмимерного пространства M (8) поставим в соответствие точку
M(u1, u2, u3, u4) и двумерную плоскость. Легко убедиться, что для инте-
грального многообразия первого исходного уравнения

u = u(x, y), v = v(x, y), p1 =
∂u

∂x
, p2 =

∂u

∂y
, p3 =

∂v

∂x
, p4 =

∂v

∂y
.

эта двумерная плоскость будет касательным элементом.
Первое уравнение

ω4
1 = ω3

2

выделит подмногообразие этих двумерных элементов. Зафиксируем в этом че-
тырёхмерном пространстве точку, т. е. положим

ωi = 0 (i = 1, 2, 3, 4).

Назовём эту точку нулевой точкой пространства. Преобразования нашей груп-
пы, которые сохраняют точку, образуют центро-аффинную группу. Рассмотрим
структурные уравнения (4) для инвариантных форм нашей задачи. Если ωi = 0,
то эти уравнения будут следующими:

Dωi
k = [ωi

lω
l
k] (i = 1, 2, 3, 4). (9)

Остальных уравнений не будет. Уравнения (9) являются структурными урав-
нениями центро-аффинной группы. С каждой фиксированной точкой ωi = 0
будет связано четырёхмерное многообразие двумерных плоскостей. Рассмот-
рим проективную интерпретацию этого образа. В пересечении с трёхмерной
несобственной гиперплоскостью, не проходящей через нулевую точку простран-
ства, это центро-аффинное пространство образует проективное пространство со
структурными уравнениями (9) и подвижным репером— тетраэдром A1A2A3A4,
инфинитезимальные преобразования которого имеют вид

dAi = ωk
i Ak (i, k = 1, 2, 3, 4). (10)

Трёхмерное многообразие двумерных плоскостей в центро-аффинном про-
странстве, выделяемое уравнением (7), в пересечении с трёхмерной несобствен-
ной гиперплоскостью, не проходящей через нулевую точку пространства, даст
комплекс прямых. Каждой прямой комплекса поставим в соответствие тетраэдр
A1A2A3A4, ребро которого совпадает с этой прямой. Проводимая канонизация
уравнения (A = 0, C = 0, B = 1) получает геометрический смысл выбора
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тетраэдра A1A2A3A4, наиболее удобным образом присоединённого к прямой
комплекса. А именно, обращение в нуль коэффициента A означает, что в ка-
честве плоскости A2A1A3 нашего тетраэдра выбрана плоскость, касательная
к конусу лучей комплекса, имеющему вершину в точке A2; обращение в нуль
коэффициента C достигается таким выбором положения координатного тетраэд-
ра, при котором плоскость A1A2A4 будет касательной к конусу лучей комплекса,
имеющему вершину в точке A1. Коэффициент B приводится к 1 нормированием
координат вершины A4 тетраэдра. Объект (a11, a12, a22, a23, a33) характеризует
этот комплекс.

Тем самым классификация в точке уравнения первого порядка нашей задачи
сводится к классификации комплексов. Эта классификация известна, а следова-
тельно, известен и геометрический смысл первого уравнения. Например, если

a11 = a12 = a22 = a23 = a33 = 0,

то соответствующий комплекс линейный. Для этого случая рассмотрим систему
уравнений{

ω4
1 = ω3

2 ,

Āω3
11 + B̄ω3

22 + C̄ω4
11 + D̄ω4

22 + αω3
1 + βω3

2 + γω4
2 + eiω

i = 0 (i = 1, 2, 3, 4).
(11)

Второе уравнение этой системы можно разрешать относительно той или другой
трёхиндексной формы (в общем случае), а затем по-разному канонизировать
полученное при этом уравнение. Геометрический смысл такой канонизации вы-
ясняется при рассмотрении новой интерпретации пространства представления
группы, относительно преобразований которой изучаются уравнения задачи.
При этой новой интерпретации образующим элементом является точка, плос-
кий элемент и проходящий через него элемент второго порядка. С каждой
точкой в пространстве и плоским элементом связано трёхмерное многообра-
зие элементов второго порядка. Действительно, на шесть производных второго
порядка имеем три уравнения: два от продолжения первого уравнения и второе
данное уравнение.

Введём понятие характеристики. Характеристика— это такой линейный
элемент, через который проходит большее число двумерных интегральных эле-
ментов, чем через соседние элементы. Вдоль характеристических направлений
нельзя задавать начальные условия для системы.

Если считать, что C̄ �= 0, и разрешить второе уравнение системы (11) отно-
сительно ω4

11, то будет выделен некоторый специальный случай данной в самом
начале системы дифференциальных уравнений. Действительно, дальнейшая ка-
нонизация приведёт лишь к таким возможным случаям:

1) ω4
11 = ω3

22 — три различные действительные характеристики;
2) ω4

11 = 0—две совпавшие характеристики и ещё одна.
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Если считать, что B̄ �= 0, и разрешить второе уравнение относительно ω3
22,

то мы также получим некоторый специальный случай, так как в результате
канонизации возникнет такое новое уравнение:

1) ω3
22 = 0—две совпавшие характеристики и ещё одна.

Если Ā �= 0, то можно разрешить второе уравнение системы (11) относитель-
но ω3

11. Канонизация в этом случае показывает, что мы имеем систему общего
типа:

1) ω3
11 = ω3

22 — три различные действительные характеристики;
2) ω3

11 = ω4
11 —две совпавшие характеристики и ещё одна;

3) ω3
11 = 0— три совпавшие характеристики.

Такой же общий тип системы будет, если D̄ �= 0 и второе уравнение системы (11)
разрешено относительно ω4

22. Будем дальше рассматривать именно этот случай.
После канонизации такой системы второе уравнение может быть приведено

к следующим уравнениям:

1) ω4
22 = ω4

11 — три различные действительные характеристики;
2) ω4

22 = ω3
11 — три различные характеристики (из них две комплексно-сопря-

жённые);
3) ω4

22 = ω3
22 —две совпавшие характеристики и одна;

4) ω4
22 = 0— три совпавшие характеристики.

Тем самым получается первоначальная классификация этой системы.
Рассмотрим первую систему (самого общего вида, с тремя действительными

характеристиками, не совпадающими друг с другом):{
ω4

1 = ω3
2 ,

ω4
22 = ω4

11.
(12)

Дальнейшее продолжение и возможная канонизация приводит к следующим
уравнениям при условии линейного комплекса (a11 = a12 = a22 = a23 = a33 = 0):


ω1

2 = b11ω
3
11 + b12ω

4
11 + b13ω

3
22 + aω3

1 + bω3
2 + eω4

2 + b1,i+6ω
i,

ω2
1 = b12ω

3
11 + b22ω

4
11 + b23ω

3
22 − eω3

1 + gω3
2 + fω4

2 + b2,i+6ω
i,

ω1
1 − ω2

2 = b13ω
3
11 + b23ω

4
11 + b33ω

3
22 − bω3

1 + cω3
2 + gω4

2 + b3,i+6ω
i,

(13)




− 2ω4
13 = . . . ,

2ω4
23 − ω1

22 − 2ω4
14 + ω1

11 = . . . ,

2ω4
24 − ω2

22 + ω2
11 = . . . ,

(14)

{
ω4

22i − ω4
11i = 0. (15)

Коэффициенты при трёхиндексных формах образуют геометрический объект, а
коэффициенты при двухиндексных формах являются относительными инвари-
антами нашей группы (при условии фиксации точки ωi = 0 (i = 1, 2, 3, 4). Эти
объекты позволяют классифицировать эту систему более подробно. А именно,
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если зафиксировать точку, плоский элемент и двумерный элемент, то три харак-
теристики в пересечении с прямой комплекса определят тройку точек. Всегда
можно считать, что это точки A1, A2, A1 + A2. Если фиксировать только ис-
ходную точку и плоский элемент, то таких троек будет трёхпараметрическое
семейство. Таким образом, свойства системы в точке сводятся к свойствам сле-
дующей геометрической конфигурации: комплекс прямых и на каждой прямой
трёхпараметрическое многообразие троек точек. Если

a11 = a12 = a22 = a23 = a33 = 0, bij = 0 (i = 1, 2, 3, 4)

и
a = b = c = e = f = g = 0

(объект равен нулю) и все относительные инварианты равны нулю, то на каждом
луче эти тройки неподвижны и в трёхмерной несобственной гиперплоскости
существует неподвижная прямая, через которую проходят три фиксированные
плоскости, высекающие на каждой прямой комплекса эту тройку точек. Значит,
можно, во-первых, производить классификацию по уменьшению произвола этих
троек на каждом луче комплекса, т. е. по снижению ранга матрицы

 a b e
−e g f
−b c g


 , (16)

а также, во-вторых, по существованию на прямой A1A2 в комплексе таких точек
A1 + A2, которые описывали бы при движении прямой не всё пространство, а
двумерную поверхность. Задача приводит к уравнению четвёртого порядка

ah4 − 2bh3 + (2eA1 + A2c)h2 + 2gh − f = 0, (17)

и значит, вообще говоря, возможна следующая классификация:

1) на прямой вообще нет таких точек,
2) четыре различные точки,
3) различные случаи совпадения таких точек,
4) случай тождественного выполнения такого уравнения.

Поскольку нами рассматривается система дифференциальных уравнений,
для которой все три характеристики действительные и различные, то для урав-
нения (17) остаются лишь следующие возможности:

1) нет ни одного корня (т. е. ни одна из точек прямой A1A2 комплекса не
описывает поверхность при движении луча);

2) существуют четыре различных корня, т. е. четыре точки A1, A2, A1 + A2

и A, описывающие поверхности (все различные);
3) существует один двойной корень и два различных.

В «двойной» точке может быть только совпадение точки A с какой-либо из
точек A1, A2 или A1 + A2 (точки A1, A2, A1 + A2 по предположению не могут
совпадать между собой). Других случаев не будет. Условия, при которых точки
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A1 (h1 = 0), A2 (h2 = ∞), A1 + A2 (h3 = 1) описывают поверхности при
движении прямой комплекса, соответственно таковы:

f = 0, a = 0, a − 2b + 2e + c + 2g − f = 0. (18)

Если эти условия выполняются одновременно, то координаты четвёртой точки A,
описывающей поверхность, определяются по формуле

h4 =
−g

b
= −λ,

g

b
= λ = const.

Дифференциальные уравнения нашей системы в точке, т. е. при ωi = 0,
i = 1, 2, 3, 4, при этом станут такими уравнениями Пфаффа:{

ω4
1 = ω3

2 ,

ω1
4 = ω2

3 ,
(19)




ω1
2 = bω3

2 + eω4
2 ,

ω2
1 = −eω3

1 + λbω3
2 ,

ω1
1 − ω2

2 = −bω3
1 + 2

(
e + (λ − 1)

)
bω3

2 + λbω4
2 ,

(20)

{
ω4

3 = −ω1
2 , ω3

4 = −ω2
1 ,

ω4
4 − ω3

3 = ω1
1 − ω2

2 .
(21)

Классификация этой системы может быть более детально произведена по
снижению ранга матрицы коэффициентов, стоящих в правых частях уравне-
ний (13):

D = det


 0 b e
−e b 0
−b 2(e + (−1)b) b


 . (22)

Этот определитель матрицы в общем случае не равен нулю тождественно, зна-
чит, ранг этой матрицы равен 3. Произвол троек точек на лучах комплекса не
снизится, если на каждом луче комплекса найдутся четыре точки, описывающие
поверхности при смещении этого луча. Ранг этой матрицы уменьшится до двух,
если либо e = 0, либо b = −e, либо λb + e = 0. Таким образом, при выполнении
одного из условий (18) точки A1, A2, A1 +A2, A прямой комплекса будут описы-
вать поверхности, и произвол троек точек пересечения характеристик с прямой
комплекса уменьшится до двух.

В [9] рассматривался случай с тремя различными характеристиками на каж-
дом интегральном многообразии. В проективном пространстве, ассоциированном
с касательным пространством к M (4) в произвольной точке, такая система за-
даёт комплекс прямых. На каждой прямой комплекса имеется семейство троек
точек, зависящее, вообще говоря, от трёх параметров, а в частных случаях—
от меньшего числа параметров. Была проведена классификация таких геомет-
рических образов. В частности, выяснилось, что самым простым будет случай,
когда комплекс линейный и на каждой его прямой три характеристические точ-
ки определяются единственным образом как пересечение этой прямой с тремя
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постоянными плоскостями, проходящими через одну прямую, принадлежащую
комплексу. В этом случае вектор реперов, присоединённых к системе в точке,
удовлетворяет дифференциальным уравнениям



dA1 = ω̃A1 + ω̃3
1A3 + Ω̃A4,

dA3 = Θ̃A3,

dA2 = ω̃A2 + Ω̃A3 + ω̃4
2A4,

dA4 = Θ̃A4

(23)

(векторы A1, A2 принадлежат площадке; её характеристические направления
определяются векторами A1, A2, A1 − A2; прямая пересечения трёх плоскостей
определяется векторами A3, A4). При этом будут выполняться дифференциаль-
ные уравнения 



dω1 = [ωω1] + . . . ,

dω2 = [ωω2] + . . . ,

dω3 = [ω3
1ω1] + [Ωω2] + [Θω3] + . . . ,

dω4 = [Ωω1] + [ω4
2ω2] + [Θω4] + . . . ,

(24)

где формы, входящие в (23), получаются из соответствующих форм без значков
в (24) при фиксации точки в M (4). Невыписанные члены являются линейными
комбинациями форм ωi. В данном случае изучение системы совпадает с изуче-
нием g-структуры в M (4). Группа g оставляет инвариантным в несобственном
проективном пространстве линейный комплекс и три указанные выше плоско-
сти, а семейство реперов определяется уравнениями (23).

Мы рассмотрим ещё более специальный случай, когда невыписанные члены
в (24) приводятся к нулю, т. е. первая структурная функция данной g-структуры
равна нулю: 



dω1 = [ωω1],

dω2 = [ωω2],

dω3 = [ω3
1ω1] + [Ωω2] + [Θω3],

dω4 = [Ωω1] + [ω4
2ω2] + [Θω4].

(25)

Сравнение (25) с (4) даёт

ω̃ = ω̃1
1 = ω̃2

2 , Ω̃ = ω̃3
3 = ω̃4

4 , (26)

остальные формы ω̃k
i равны нулю. Дифференцируя уравнение (25), получим



[∆ω3
1ω1] + [∆Ωω2] + [dΘω3] = 0,

[∆Ωω1] + [∆ω4
2ω2] + [dΘω4] = 0,

[dωω1] = 0,

[dωω2] = 0,

(27)
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где 


∆ = dω3
1 − [ω3

1ω] − [Θω3
1 ],

∆Ω = dΩ − [Ωω] − [ΘΩ],

ω4
2 = dω4

2 − [ω4
2ω] − [Θω4

2 ].

(28)

После применения к уравнениям (27) обобщённой, а затем простой леммы
Картана, учитывая, что уравнения системы накладывают на формы три условия,
а характеристические направления определяются уравнениями

ω1 = 0, ω2 = 0, ω1 + ω2 = 0,

вводя обозначения

ω3
12 = ω4

11 = ω3
22 = ω4

12 = Ω0,

получим 


∆ω3
1 = [ω3

11ω
1] + [Ω0ω

2] + A3
1,ik[ωiωk],

∆ω4
2 = [Ω0ω

1] + [ω4
22ω

2] + A4
2,ik[ωiωk],

∆Ω = [Ω0(ω1 + ω2)] + Bik[ωiωk],

∆Θ = Aik[ωiωk].

(29)

Вводя преобразования форм

ω3
11 → ω3

11 + u3
i ω

k, ω4
22 → ω4

22 + u4
i ω

k, Ω0 → Ω0 + viωi,

не меняющие уравнений (29), можно преобразовать их к виду


∆ω3
1 = [ω3

11ω
1] + [Ω0ω

2] − A12[ω2ω3] + B14[ω2ω4] + A14[ω3ω4],

∆ω4
2 = [Ω0ω

1] + [ω4
22ω

2] + B23[ω1ω3] + A12[ω1ω4] − A23[ω3ω4],

∆Ω = [Ω0(ω1 + ω2)] + B23[ω2ω3] + B14[ω1ω4] + A[ω3ω4],

dΘ = A12[ω1ω2] + A[ω1ω3] + A14[ω1ω4] + A23[ω2ω3] + A[ω2ω4] + A34[ω3ω4],

dω = K[ω1ω2].

(30)

Заметим, что изучаемая нами система эквивалентна системе внешних диф-
ференциальных уравнений{

ω3 = 0, ω4 = 0, [(ω3
1 − Ω)ω1] = 0,

[(ω4
2 − Ω)ω2] = 0, [Ω(ω1 + ω2)] = 0

(31)

на многообразии M (7). Дифференцируя уравнения (30) внешним образом и при-
водя подобные члены, получим
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


[∆ω3
11ω

1] + [∆Ω0ω
2] − [∆A12ω

2ω3] + [∆B14ω
2ω4] + [∆A14ω

3ω4] = 0,

[∆Ω0ω
1] + [∆ω4

22ω
2] + [∆B23ω

1ω3] + [∆A12ω
1ω4] − [∆A23ω

3ω4] = 0,

[∆Ω0(ω1 + ω2)] + [∆B23ω
2ω3] + [∆B14ω

1ω4] + [∆Aω3ω4] = 0,

[∆A12ω
1ω2] + [∆A(ω2ω4 − ω1ω3)] + [∆A14ω

1ω4] +

+ [∆A23ω
2ω3] + [∆A34ω

3ω4] = 0,

[∆Kω1ω2] = 0,

(32)

где


∆K = dK + 2Kω,

∆A34 = dA34 + 2A34Θ,

∆A = dA + Aω + AΘ + A34Ω,

∆A14 = dA14 + A14ω + A14Θ + A34ω
3
1 ,

∆A23 = dA23 + A23ω + A23Θ − A34ω
4
2 ,

∆A12 = dA12 + 2A12ω + A14ω
4
2 − A23ω

3
1 ,

∆B14 = dB14 + 2B14ω + Aω3
1 + A14Ω − 2AΩ,

∆B23 = dB23 + 2B23ω − Aω4
2 + A23Ω + 2AΩ,

∆Ω0 = dΩ0 − 2[Ω0ω] + [Ω0Θ] − 1
2
K[Ω(ω1 − ω2)] +

1
2
A12[Ω(ω1 − ω2)] −

− 1
2
B23[ω3

1(ω1 − ω2)] +
1
2
B14[ω4

2(ω1 − ω2)] − 2A[Ωω4] + 2A[Ωω3],

∆ω3
11 = dω3

11 − 2[ω3
11ω] + [ω3

11Θ] + K[ω3
1ω2] −

− 1
2
K[Ωω2] − 2A12[ω3

1ω2] +
1
2
A12[Ωω2] + B14[Ωω2] +

+
1
2
B14[ω4

2ω2] − 1
2
B23[ω3

1ω2] − 2A14[ω3
1ω4] + A14[Ωω3] + A[ω3

1ω3],

∆ω4
22 = dω4

22 − 2[ω4
22ω] + [ω4

22Θ] − K[ω4
2ω1] +

+
1
2
K[Ωω1] + 2A12[ω4

2ω1] − 1
2
A12[Ωω1] + B23[Ωω1] −

− 1
2
B14[ω4

2ω1] +
1
2
B23[ω3

1ω1] − 2A23[ω4
2ω3] + A23[Ωω4] − A[ω4

2ω4].

(33)

Из этих уравнений видно, что K и A34 являются относительными инвариантами,
а ряд других коэффициентов образуют линейные геометрические объекты:

(A34, λA + µA14 + νA23), λ = const, µ = const, ν = const,
(A34, A14, A,B14), (A34, A,A23, B23), (A34, A14, A23, A12)

и другие. Все коэффициенты вместе также образуют линейный геометрический
объект (структурную функцию второго порядка g-структуры).



Геометрия квазилинейной системы двух дифференциальных уравнений 79

Выясним геометрический смысл обращения в нуль этих объектов. Вполне
интегрируемая система ω1 = 0, ω2 = 0 определяет расслоение многообра-
зия M (4) с базисным многообразием M (2), которое мы будем называть про-
странством независимых переменных.

Каждое из уравнений ω1 = 0, ω2 = 0, ω1 + ω2 = 0 вполне интегрируемо.
Они определяют на M (2) три семейства кривых. K является кривизной этой
три-ткани в смысле Бляшке [3]. Аналогично на каждом слое расслоения M (4),
т. е. на интегральном многообразии системы ω1 = 0, ω2 = 0 уравнения ω3 = 0,
ω4 = 0, определяют три-ткань, кривизна которой равна A34.

Обращение в нуль объекта

(A34, λA + µA14 + νA23)

необходимо и достаточно для полной интегрируемости системы Пфаффа

ω1 = 0, ω2 = 0, λΩ + µω3
1 + νω4

2 = 0

в многообразии M (7). Аналогично обращение в нуль объекта

(A34, A,A14, A23, B23 + A12)

необходимо и достаточно для полной интегрируемости системы

ω1 = 0, Ω − ω3
1 = 0.

В этом случае уравнение
[(ω3

1 − Ω)ω1] = 0

является самостоятельным дифференциальным уравнением в системе (31). Под-
ставляя его решения в остальные уравнения системы, приходим к более простой
системе дифференциальных уравнений, т. е. система допускает промежуточный
интеграл. Аналогичную роль для уравнений

[(ω4
2 − Ω)ω2] = 0

играет обращение в нуль объекта

(A34, A,A14, A23, B23, B14 − A12),

а для уравнения
[Ω(ω1 + ω2)] = 0—

объекта
(A34, A,A14, A23, B23, B14).

В частности, получаем следующий результат.

Теорема. Если у системы изучаемого вида две из систем Пфаффа{
ω3

1 − Ω = 0,

ω1 = 0,

{
ω4

2 − Ω = 0,

ω2 = 0,

{
Ω = 0,

ω1 + ω2 = 0

вполне интегрируемы, то это верно и для третьей системы.
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Такие уравнения возникают при решении различных прикладных задач гид-
родинамики, физики атмосферы, физики плазмы. Здесь следует сослаться на
системы уравнений С. Л. Соболева, а также его учеников. Системы уравнений
указанного типа применяются и для описания реальных физико-химических
процессов. Эти результаты изложены в [1]. Очень интересные примеры таких
систем удалось найти в [15].

Законы сохранения

В работе получены законы сохранения данной системы дифференциальных
уравнений для случая системы, имеющей три различные действительные ха-
рактеристики. Речь идёт о математических законах сохранения: получены за-
мкнутые кососимметричные дифференциальные формы. В [13, гл. 4, с. 65—70]
рассмотрена связь внешних форм с законами сохранения. Роль замкнутых внеш-
них дифференциальных форм в теориях поля связана с тем, что они отражают
свойства законов сохранения для физических полей.

Первые формулировки законов сохранения энергии и количества движения
относятся к XVII веку. Неявно законы сохранения использовались Галилеем
и голландским учёным Х. Гюйгенсом. Для немеханических систем законы со-
хранения были получены в XIX веке. Немецким физиком Майером, английским
физиком Джоулем и немецким учёным Гельмгольцем было сформулировано пер-
вое начало термодинамики, которое связывали с законом сохранения энергии.
Второе начало термодинамики, которое тоже связывают с законами сохранения,
было сформулировано немецким физиком Клаузиусом в 1850 году. В дальней-
шем были открыты законы сохранения, выражающие сохраняемость некоторых
физических величин или объектов. Такие законы сохранения можно назвать
точными. Примером формулировки таких законов сохранения являются тео-
ремы Нётер, которые при некоторых условиях могут быть записаны в виде
dω = 0. Кроме того, имеются ещё другие законы сохранения: законы сохра-
нения энергии, количества движения, момента количества движения и массы,
которые устанавливают баланс между изменением физических величин и со-
ответствующими внешними воздействиями. Такие законы сохранения можно
назвать балансными законами сохранения. Эти законы сохранения описывают-
ся дифференциальными уравнениями.

Математический аппарат кососимметричных дифференциальных форм
(внешних и эволюционных) позволяет ответить на вопрос, существует ли связь
между точными и балансными законами сохранения. Балансные законы сохра-
нения— это законы сохранения для материальных сред. Точные законы сохране-
ния— это законы сохранения для физических полей (они соответствуют физиче-
ским структурам, формирующим физические поля). Точные законы сохранения
получаются из балансных законов сохранения в результате взаимодействия ба-
лансных законов сохранения между собой.
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Связь теорий поля
с теорией замкнутых внешних форм

Связь теорий поля с теорией замкнутых внешних форм объясняется прежде
всего тем, что замкнутые внешние формы соответствуют законам сохранения,
которым подчиняются физические поля.

Невырожденные преобразования теорий поля являются преобразованиями
замкнутых внешних форм. Калибровочные преобразования для спинорных, ска-
лярных, векторных и тензорных полей— это преобразования замкнутых 0-форм,
1-форм, 2-форм и 3-форм соответственно. Можно убедиться, что все существу-
ющие теории поля строились на постулатах инвариантности или ковариантно-
сти, которые являются условиями замкнутости внешней или дуальной формы.
Гамильтоновый формализм основывается на свойствах замкнутых внешних и
дуальных форм первой степени. Замкнутая внешняя форма

ds = −Hdt + pjdqj

(инвариант Пуанкаре) соответствует уравнению поля, связанному с гамильто-
новой системой. Уравнение Шрёдингера в квантовой механике, которое есть
аналог уравнения поля, где сопряжённые координаты заменены операторами,
основывается на свойствах замкнутой внешней формы нулевой степени (а урав-
нение Гейзенберга — соответствующей дуальной формы). Свойства замкнутых
внешних и дуальных форм второй степени лежат в основе уравнений электро-
магнитного поля. Уравнения Максвелла записываются в виде

dθ2 = 0, d∗θ2 = 0,

где

θ2 =
1
2
Fµυdxµdxν

(здесь Fµυ — тензор напряжённости). В уравнении гравитационного поля зало-
жены условия замкнутости внешних и дуальных форм третьей степени.

Приведённая выше связь уравнений поля с замкнутыми внешними форма-
ми показывает, что возможно классифицировать физические поля по степеням
замкнутых внешних форм. (Если обозначить через k степень соответствующих
замкнутых внешних форм, то k = 0 соответствует сильному взаимодействию,
k = 1— слабому, k = 2—электромагнитному и k = 3— гравитационному.) Это
показывает, что существует внутренняя связь между теориями поля, описываю-
щими физические поля разного типа. Параметром, объединяющим теории поля
в единую теорию поля, является степень замкнутых внешних форм [13, гл. 5,
с. 73—79].
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Балансные законы сохранения

Балансные законы сохранения— это законы сохранения, которые устанавли-
вают баланс между изменением физических величин и внешними воздействия-
ми. Эти законы сохранения для материальных систем (для материальных сред).
Материальная система— это (бесконечная) совокупность элементов, имеющих
внутреннее строение и взаимодействующих между собой. Примерами элементов
материальных систем являются электроны, протоны, нейтроны, атомы, частицы
жидкости и т. д. Физический вакуум по своим свойствам может быть аналогом
такой материальной системы.

Балансными законами сохранения являются законы сохранения энергии, ко-
личества движения, момента количества движения и массы. В интегральном ви-
де балансные законы сохранения выражают следующее: изменение физической
величины в некотором элементарном объёме за интервал времени уравновеши-
вается потоком некоторой величины через границу и действием источников.
При переходе к дифференциальному виду потоки заменяются дивергенция-
ми. Уравнения балансных законов сохранения— это дифференциальные (или
интегральные) уравнения, описывающие изменение функций, соответствующих
физическим величинам.

Понятие закона сохранения
в дифференциальной геометрии

Согласно [4], интегралом или законом сохранения системы дифферен-
циальных уравнений называется внешняя форма Θ степени p в многообразии
зависимых и независимых переменных, интеграл от которой равен нулю для
всякого p-мерного цикла, лежащего на интегральном многообразии системы и
гомологичного на нём нулю. В силу теоремы Стокса Θ будет интегралом тогда
и только тогда, когда её внешний дифференциал dΘ обращается в нуль вслед-
ствие уравнений системы. Если известен нетривиальный интеграл системы (т. е.
внешний дифференциал которого не тождественный нуль), то условия, выража-
ющие, что dΘ = 0 на интегральном многообразии, составляют часть уравне-
ний системы. Если у системы имеется достаточно много интегралов, всем её
уравнениям можно приписать аналогичный смысл. В этом случае говорят, что
система «представима в дивергентной форме». К системам, представимым в ди-
вергентной форме, относятся все системы, для которых можно ввести понятие
обобщённого решения. Именно, обобщённым решением называется подмного-
образие, на котором все интегралы системы, взятые по циклам, гомологичным
нулю, обращаются в нуль. Известно, что для изучения системы полезно знать
хотя бы один закон сохранения, допускаемый системой.
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Вычисление законов сохранения

Изучаемая система эквивалентна системе внешних дифференциальных урав-
нений (31): {

ω3 = 0, ω4 = 0, [(ω3
1 − Ω)ω1] = 0,

[(ω4
2 − Ω)ω2] = 0, [Ω(ω1 + ω2)] = 0.

(34)

В пространстве зависимых и независимых переменных мы ищем дифферен-
циальные формы π степени p+1, замкнутые (dπ = 0) и обращающиеся в нуль на
интегральном многообразии. Каждая 2-мерная форма π, удовлетворяющая усло-
вию dπ = 0, и в пространстве зависимых и независимых переменных определя-
ется дифференциальными формами κ, замкнутыми (dκ = π) и обращающимися
в нуль на интегральном многообразии:

π = A[(
3
1 − Ω)
1] + B[(
4

2 − Ω)
2] + C[Ω(
1 + 
2)] + D[(
3
1 − Ω)
3] +

+ E[(
3
1 − Ω)
4] + F [(
4

2 − Ω)
3] + G[(
4
2 − Ω)
4] + H[Ω
3] + S[Ω
4] +

+ J [(
1 + 
2)(ω3 + ω4)].

В этой формуле буквы A,B,C,D,E, F, . . . обозначают неизвестные функции.
Каждая 3-мерная форма µ, удовлетворяющая условию dµ = 0, и в простран-
стве зависимых и независимых переменных определяется дифференциальными
формами τ , замкнутыми (dτ = µ) и обращающимися в нуль на интегральном
многообразии:

µ = L[(
3
1 − Ω)
1
3] + P [(
3

1 − Ω)
1
4] + Q[(
4
2 − Ω)
2
3] +

+ R[(
4
2 − Ω)
2
4] + T [Ω(
1 + 
2)
3] + W [Ω(
1 + 
2)
4].

В этой формуле буквы L,P,Q,R, . . . обозначают неизвестные функции. По те-
ореме Стокса форма µ является интегралом, если и только если её внешний
дифференциал dµ обращается в нуль вследствие уравнений системы. Задача со-
стоит в отыскании форм dµ указанного выше типа. Приравнивая нулю внешний
дифференциал этой формы, полученный с помощью уравнений (25) и (29), мы
получаем условие dµ = 0.
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