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Аннотация

В проективном пространстве рассмотрено распределение плоскостей. Предложен
способ задания плоскостной аффинной связности Столярова, ассоциированной с рас-
пределением. Связность задаётся полем объекта связности, состоящего из квазитен-
зора связности и объекта линейной связности. Объект этой обобщённой аффинной
связности определяет объекты кручения и кривизны. Показано, что эти объекты яв-
ляются тензорами. Описаны условия, когда аффинная связность Столярова не имеет
кручения или кривизны. Доказано, что обобщённая аффинная связность, у которой
квазитензор связности является обобщённым символом Кронекера, вырождается в ли-
нейную связность.

Abstract

Yu. I. Shevchenko, Degeneration of plane affine Stolyarov connections, Fundamen-
talnaya i prikladnaya matematika, vol. 16 (2010), no. 2, pp. 155—161.

In a projective space the plane distribution is considered. The way of the giving of
plane affine Stolyarov’s connection, associated with distribution, is offered. It is set by field
of connection object consisting of connection quasitensor and linear connection object.
The object of this generalized affine connection defines torsion and curvature objects.
It is showed that these objects are tensors. Conditions when plane affine Stolyarov’s
connection is torsion free or curvature free are described. It is proved that the generalized
affine connection with the connection quasitensor is the generalized Kroneker’s symbol
degenerates into linear connection.

Свяжем n-мерное проективное пространство Pn с подвижным репером
{A,AI} (I, . . . = 1, n), деривационные формулы вершин которого имеют вид

dA = ϑA + ωIAI , (1)

dAI = ϑAI + ωJ
I AJ + ωIA, (2)
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где ϑ—форма, играющая роль множителя пропорциональности, а структурные
формы ωI , ωI

J , ωI проективной группы GP(n), эффективно действующей в про-
странстве Pn, удовлетворяют уравнениям Картана

DωI = ωJ ∧ ωI
J , (3)

DωI
J = ωK

J ∧ ωI
K + δI

JωK ∧ ωK + ωJ ∧ ωI , (4)

DωI = ωJ
I ∧ ωJ (5)

(см., например, [3, с. 173]).
В проективном пространстве Pn рассмотрим общее (иначе говоря, неголоном-

ное) распределение m-мерных плоскостей (см., например, [5]), которое предста-
вим как n-параметрическое семейство Sn центрированных m-плоскостей P 0

m

(0 < m < n).
Замечание 1. Распределение Sn и m-поверхность, представляемая как се-

мейство касательных плоскостей (см., например, [7]), являются наиболее иссле-
дованными подмногообразиями многообразия Беловой [1].

Произведём разбиение значений индексов:

I = {i, α} : i, . . . = 1,m, α, . . . = m + 1, n.

Специализируем подвижной репер {A,Ai, Aα}, помещая вершины A, Ai на плос-
кость P 0

m, причём A—в её центр. Из деривационных формул (2) имеем

dAi = ϑAi + ωj
i Aj + ωα

i Aα + ωiA. (6)

Формулы (1), (6) дают уравнения стационарности центрированной плоско-
сти P 0

m: ωI = 0, ωα
i = 0. Выбирая n форм ωI в качестве базисных, запишем

уравнения распределения Sn в виде

ωα
i = Λα

iJωJ . (7)

Продолжая уравнения (7) (см. [4]), получим

∆Λα
iJ − δα

J ωi = Λα
iJKωK , (8)

∆Λα
iJ = dΛα

iJ + Λβ
iJωα

β − Λα
jJωj

i − Λα
iKωK

J , (9)

Λα
i[JK] = 0. (10)

Часть структурных уравнений (3) для форм ωi представим в следующем
виде:

Dωi = ωj ∧ ωi
j + ωJ ∧ θi

J , (11)

θi
J = δα

J ωi
α. (12)

Соответствующие двухиндексные формы ωi
j удовлетворяют структурным урав-

нениям

Dωi
j = ωk

j ∧ ωi
k + ωK ∧ ωi

jK , (13)

ωi
jK = Λα

jKωi
α − δi

jωK − δi
Kωj . (14)
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Определение. Гладкое многообразие со структурными уравнениями (3), (11),
(13) назовём обобщённым расслоением [9] плоскостных аффинных реперов и
обозначим Am2+[m](Pn).
Замечание 2. В обозначении Am2+[m](Pn) буква m заключена в квадратные

скобки, так как m форм ωi, которые могли бы превратиться в часть структурных
форм аффинной группы Am2+m = GA(m), входят в состав базисных форм ωI .
Будем называть формы ωi базисно-слоевыми.

Замечание 3. Обобщённое расслоение Am2+[m](Pn) имеет фактор-расслое-
ние [6] плоскостных линейных реперов Lm2(Pn) со структурными уравнениями
(3), (13), базой которого является пространство Pn (точнее, его область), а ти-
повым слоем— линейная группа Lm2 = GL(m), действующая в связке прямых
с центром A, принадлежащих плоскости P 0

m.

Для задания аффинной связности Столярова (см., например, [8]) в обоб-
щённом расслоении Am2+[m](Pn) распространим на него приём Лумисте [10]
задания групповых связностей в главных расслоениях. Преобразуем базис-
но-слоевые формы ωi и слоевые формы ωi

j с помощью линейных комбинаций
базисных форм ωI :

ω̃i = ωi − Ci
JωJ , ω̃i

j = ωi
j − Γi

jKωK . (15)

Возьмём внешние дифференциалы этих форм с помощью структурных уравне-
ний (3), (11), (13):

Dω̃i = ωj ∧ ωi
j + ωJ ∧ (dCi

J − Ci
KωK

J + θi
J),

Dω̃i
j = ωk

j ∧ ωi
k + ωK ∧ (dΓi

jK − Γi
jLωL

K + ωi
jK). (16)

Внесём преобразованные формы (15) в первые слагаемые структурных уравне-
ний (16):

ωj ∧ ωi
j = ω̃j ∧ ω̃i

j + Cj
JωJ ∧ ω̃i

j + ω̃j ∧ Γi
jKωK + Cj

JωJ ∧ Γi
jKωK ,

ωk
j ∧ ωi

k = ω̃k
j ∧ ω̃i

k + Γk
jKωK ∧ ω̃i

k + ω̃k
j ∧ Γi

kLωL + Γk
jKωK ∧ Γi

kLωL.

Во вторых и третьих слагаемых вернёмся к исходным формам и подставим ре-
зультат в уравнения (16):

Dω̃i = ω̃j ∧ ω̃i
j + ωJ ∧ (∆Ci

J + θi
J) + (δj

J − Cj
J)ωJ ∧ Γi

jKωK ,

Dω̃i
j = ω̃k

j ∧ ω̃i
k + ωK ∧ (∆Γi

jK + ωi
jK) − Γk

jKωK ∧ Γi
kLωL. (17)

Исходя из этих уравнений, применим теорему Картана—Лаптева [2, с. 82, 83]
в более общем случае, а именно зададим поле объекта C = {Ci

J ,Γi
jK}:

∆Ci
J + θi

J = Ci
JKωK , (18)

∆Γi
jK + ωi

jK = Γi
jKLωL. (19)

Аналогичным образом поступили Г. Ф. Лаптев и Н. М. Остиану в [5].
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Подставим дифференциальные уравнения (18), (19) в структурные уравне-
ния (17):

Dω̃i = ω̃j ∧ ω̃i
j + Qi

JKωJ ∧ ωK , (20)

Dω̃i
j = ω̃k

j ∧ ω̃i
k + Ri

jKLωK ∧ ωL, (21)

компоненты объектов кручения Qi
JK и кривизны Ri

jKL обобщённой аффинной
связности выражаются по формулам

Qi
JK = Ci

[JK] + (δj
[J − Cj

[J)Γi
jK], (22)

Ri
jKL = Γi

j[KL] − Γk
j[KΓi

kL]. (23)

Теорема 1 (см. [11]). В обобщённом расслоении плоскостных аффинных
реперов Am2+[m](Pn) аффинная связность Столярова задаётся полем объекта
C = {Ci

J ,Γi
jK}, компоненты которого удовлетворяют дифференциальным урав-

нениям (18), (19), причём формы связности (15) подчиняются структурным урав-
нениям (20), (21), в которые входят объекты кручения Qi

JK и кривизны Ri
jKL,

имеющие выражения (22), (23).

Итак, пространство плоскостной обобщённой аффинной связности определя-
ется структурными уравнениями (3), (20), (21). Дифференциальные уравнения
(18), (19) с учётом обозначений (12), (14) и формул (22), (23) дают очевидные
свойства характеризующих его объектов:

а) объект связности C состоит из двух подобъектов: квазитензора связно-
сти Ci

J , задающего преобразование базисно-слоевых форм ωi, и объекта
плоскостной линейной связности Γi

jK [6], образующего геометрический
объект лишь вместе с фундаментальным квазитензором Λα

iJ и определяю-
щего связность в расслоении плоскостных линейных реперов Lm2(Pn);

б) объект кручения Qi
JK строится с помощью поля квазитензора связно-

сти Ci
J и объекта линейной связности Γi

jK ;

в) объект кривизны Ri
jKL аффинной связности Столярова есть объект кри-

визны плоскостной линейной связности, который определяется объектом
линейной связности Γi

jK и его пфаффовыми производными.

Компоненты обычного символа Кронекера δI
J удовлетворяют дифференциаль-

ным уравнениям
∆δI

J = 0, (24)

что проверяется непосредственно:

∆δI
J = dδI

J + δK
J ωI

K − δI
KωK

J = 0 + ωI
J − ωI

J = 0.

Из уравнений (24) получаем дифференциальные уравнения для обобщённых
символов Кронекера δi

J , δα
J :

∆δi
J + δα

J ωi
α = 0, (25)

∆δα
J + δi

Jωα
i = 0. (26)
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Подставим уравнения (7) распределения Sn в уравнения (26):

∆δα
J = −δi

JΛα
iKωK . (27)

Используя обозначения (12), (14), структурные уравнения (3)—(5), (13) и диф-
ференциальные уравнения (8), (25), (27), продолжим дифференциальные урав-
нения (18), (19):

∆Ci
JK + Cj

Jωi
jK + Ci

L(δL
J ωK + δL

KωJ) − δj
JΛα

jKωi
α − δα

J δi
Kωα ≡ 0, (28)

∆Γi
jKL + Γk

jKωi
kL − Γi

kKωk
jL + Γi

jJ(δJ
KωL + δJ

LωK) +

+ Λα
jKLωi

α − (Λα
jKδi

L + δi
KΛα

jL)ωα ≡ 0, (29)

символ ≡ означает сравнение по модулю базисных форм ωI . Проальтерниру-
ем эти сравнения по нижним индексам с учётом симметрий (10) пфаффовых
производных Λα

jKL:

∆Ci
[JK] + Cj

[Jωi
jK] − δj

[JΛα
jK]ω

i
α − δα

[Jδi
K]ωα ≡ 0,

∆Γi
j[KL] + Γk

j[Kωi
kL] − Γi

k[Kωk
jL] ≡ 0.

(30)

Используя (18), (19), (25), получим дифференциальные сравнения входящих
в формулы (22), (23) агрегатов:

∆(δj
[J − Cj

[J)Γi
jK] + (δj

[J − Cj
[J)ωi

jK] ≡ 0, ∆Γk
j[KΓi

kL] + ωk
j[KΓi

kL] + Γk
j[Kωi

kL] ≡ 0.

Складывая их алгебраически со сравнениями (30) согласно формулам (22), (23)
и используя в первой сумме выражения (14) трёхиндексных форм, получим

∆Qi
JK ≡ 0, ∆Ri

jKL ≡ 0.

Теорема 2 [13]. Объекты кручения Qi
JK и кривизны Ri

jKL плоскостной
обобщённой аффинной связности являются тензорами.

Если тензоры кручения Qi
JK и кривизны Ri

jKL обращаются в нуль, то фор-
мулы (22), (23) дают

Ci
[JK] = (Cj

[J − δj
[J)Γi

jK], (31)

Γi
j[KL] = Γk

j[KΓi
kL]. (32)

Теорема 3. Ассоциированная с распределением Sn плоскостная аффинная
связность Столярова без кручения характеризуется тем, что альтернированные
пфаффовы производные компонент квазитензора связности являются альтерни-
рованными свёртками произведений компонент объекта плоскостной линейной
связности и разностей между квазитензором связности и соответствующим
обобщённым символом Кронекера.

Теорема 4. Кривизна плоскостной обобщённой аффинной связности, совпа-
дающая с кривизной соответствующей линейной связности, равна нулю лишь
тогда, когда альтернированные пффафовы производные компонент объекта плос-
костной линейной связности являются альтернированными свёртками произве-
дений компонент этого объекта.
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Рассмотрим особый случай плоскостной аффинной связности Столярова, ко-
гда квазитензор связности Ci

J вырождается в обобщённый символ Кронеке-
ра δi

J . Сопоставляя дифференциальные уравнения (25) и (18) с учётом обо-
значений (12), положим

Ci
J = δi

J , Ci
JK = 0. (33)

Подставляя эти значения в формулу (22), получим Qi
JK = 0. К этому же

приводят и структурные уравнения (20), в которых ω̃i = ωi − δi
JωJ = 0. Следо-

вательно, уравнения (20) исчезают.

Теорема 5 (см. [12]). Плоскостная обобщённая аффинная связность с объ-
ектом C = {δi

J ,Γi
jK} вырождается в соответствующую линейную связность.

Замечание 4. Подставляя условия (33) в дифференциальные сравнения (28)
и учитывая обозначения (14), получаем нули в их левых частях, а подстав-
ляя (33) в равенства (31), обращаем их в тождества.
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