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Аннотация

Понятие джета Ли Lθλ поля геометрических объектов λ на гладком многообра-
зии M по отношению к полю θ A-скоростей Вейля является обобщением понятия
производной Ли Lvλ поля λ по отношению к векторному полю v. В работе джеты
Ли Lθλ применяются к изучению A-гладких диффеоморфизмов на расслоении Вейля
TAM , являющихся симметриями продолжений геометрических объектов с многообра-
зия M на расслоение TAM . Показано, что обращение в нуль джета Ли Lθλ является
необходимым и достаточным условием для того, чтобы продолжение λA поля геомет-
рических объектов λ было инвариантным относительно преобразования расслоения
Вейля, индуцируемого полем θ. Детально рассматриваются симметрии продолжений
полей геометрических объектов на касательное расслоение второго порядка T 2M .

Abstract

V. V. Shurygin, Lie jets and symmetries of prolongations of geometric objects, Fun-
damentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 16 (2010), no. 2, pp. 163—181.

The Lie jet Lθλ of a field of geometric objects λ on a smooth manifold M with respect
to a field θ of Weil A-velocities is a generalization of the Lie derivative Lvλ of a field λ
with respect to a vector field v. In this paper, Lie jets Lθλ are applied to the study of
A-smooth diffeomorphisms on a Weil bundle TAM of a smooth manifold M , which are
symmetries of prolongations of geometric objects from M to TAM . It is shown that
vanishing of a Lie jet Lθλ is a necessary and sufficient condition for the prolongation
λA of a field of geometric objects λ to be invariant with respect to the transformation of
the Weil bundle TAM induced by the field θ. The case of symmetries of prolongations
of fields of geometric objects to the second-order tangent bundle T 2M are considered in
more detail.

1. Введение

Полный лифт тензорного поля tij(xk) с гладкого многообразия M на каса-
тельное расслоение TM представляет собой тензорное поле на TM , имеющее
в матричных обозначениях следующий вид:(

ẋk∂ktij tij
tij 0

)
,
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где {ẋi}, i = 1, . . . , n, — локальные координаты наM , {xi, ẋi}—индуцированные
координаты на TM . Касательное расслоение TM несёт на себе естественную
структуру гладкого многообразия MD над алгеброй D = R(ε2) дуальных чисел
a + bε, ε2 = 0. Произвольное D-гладкое тензорное поле типа (0, 2) на TM
эквивалентно вещественному тензорному полю вида(

ẋk∂ktij(xk) + aij(xk) tij(xk)
tij(xk) 0

)
, (1)

где tij(xk) и aij(xk)—некоторые тензорные поля на M . А. П. Широковым было
доказано (см. [7]), что тензорное поле (1) D-гладким преобразованием рассло-
ения TM , индуцирующим тождественное преобразование на M , может быть
переведено в полный лифт тензорного поля tij тогда и только тогда, когда тен-
зорное поле aij является производной Ли aij = Lvtij тензорного поля tij по
отношению к некоторому векторному полю v на M .

Аналогичный результат имеет место (см. [10]) и в случае полей произволь-
ных геометрических объектов на расслоениях Вейля TAM , определяемых ал-
гебрами Вейля [12]. Расслоение Вейля TAM несёт на себе структуру гладкого
многообразия над алгеброй A [9, 10], и A-гладкое поле геометрических объек-
тов Λ на TAM может быть переведено A-гладким преобразованием расслоения
TAM , индуцирующим тождественное преобразование на M , в A-продолжение
некоторого поля геометрических объектов λ (такого же типа), заданного на M ,
тогда и только тогда, когда ограничение поля Λ на M ⊂ TAM представля-
ет собой джет Ли Lθλ поля λ по отношению к некоторому полю A-скоростей
на M (в [10] использовался термин производная Ли по отношению к полю
A-скоростей).

В настоящей работе изучаются A-гладкие диффеоморфизмы на расслоении
Вейля TAM , являющиеся симметриями продолжений на TAM полей геометри-
ческих объектов, заданных на многообразииM . Показано, что обращение в нуль
джета Ли Lθλ является необходимым и достаточным условием для того, чтобы
продолжение λA поля геометрических объектов λ было инвариантным относи-
тельно преобразования расслоения Вейля, индуцируемого полем θ. Детально
рассматриваются симметрии продолжений полей геометрических объектов на
касательное расслоение второго порядка T 2M . Доказано, что в этом случае
обращение в нуль джета Ли Lθλ по отношению к полю 2-скоростей θ экви-
валентно обращению в нуль производных Ли поля λ по отношению к двум
векторным полям на M , ассоциированным с полем 2-скоростей θ.

2. Джеты Ли полей геометрических объектов

Главное расслоение P rM реперов порядка r (r-реперов) на гладком n-мерном
многообразии M образовано r-джетами jr

xψ ростков диффеоморфизмов

ψ : (Rn, 0) → (M,x), x ∈M.
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Пусть
π : P rM � X = jr

xψ �→ x ∈M —

естественная проекция расслоения P rM на многообразиеM . Структурной груп-
пой расслоения P rM является дифференциальная группа Ли Gr

n, образованная
r-джетами jrϕ ростков диффеоморфизмов

ϕ : (Rn, 0) → (Rn, 0).

Группа Gr
n действует на расслоении P

rM справа по правилу композиции дже-
тов: если g = jrϕ, то Rg(jrψ) = jr(ψ ◦ ϕ).

Пусть F —некоторое гладкое многообразие и

ρ : Gr
n × F → F — (2)

гладкое правое действие группы Ли Gr
n на F . Действие (2) определяет локально

тривиальное расслоение E(M) = E(M,F, ρ) над M со стандартным слоем F ,
ассоциированное с главным расслоением P rM . Элементами расслоения E(M)
являются орбиты правого действия группы Gr

n на произведении P
rM ×F . Есте-

ственная проекция p : E(M) →M расслоения E(M) на многообразие M ставит
в соответствие орбите пары (X, y) ∈ P rM × F элемент x = π(X) ∈M .

ПустьM иM ′—два гладких n-мерных многообразия, f : M →M ′—локаль-
ный диффеоморфизм (иммерсия), E(M) = E(M,F, ρ) и E(M ′) = E(M ′, F, ρ)—
локально тривиальные расслоения, ассоциированные с расслоениями реперов
P rM и P rM ′ соответственно. Локальный диффеоморфизм f : M →M ′ индуци-
рует локальный диффеоморфизм

fr : P rM → P rM ′, fr(jrψx) = jr(f ◦ ψ),

и локальный диффеоморфизм E(f) : E(M) → E(M ′), отображающий орбиту па-
ры (X, y) ∈ P rM×F в орбиту пары (fr(X), y) ∈ P rM ′×F . При этом диаграмма

E(M) E(M ′)

M M ′

�E(f)

�

p

�

p′

�f

(3)

коммутативна и E(f) является морфизмом локально тривиальных расслоений.
Соответствие E : Mfn → FM, связывающее с n-мерным многообразием M
локально тривиальное расслоение E(M) = E(M,F, ρ), а с локальным диффео-
морфизмом f : M → M ′ морфизм расслоений E(f) : E(M) → E(M ′), является
функтором из категории Mfn n-мерных многообразий и локальных диффео-
морфизмов в категорию FM локально тривиальных расслоений, называемым
функтором естественного расслоения [12].

Векторное поле v : M → TM на многообразии M (сечение касательного
расслоения TM) порождает однопараметрическую группу ϕt преобразований
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многообразия M (поток векторного поля v). Применение функтора E к пре-
образованиям ϕt даёт однопараметрическую группу преобразований E(ϕt) рас-
слоения E(M). Векторное поле vE на E(M), порождаемое однопараметрической
группой преобразований E(ϕt), называется полным лифтом векторного поля v.
Расслоение реперов P rM представляет собой частный случай естественного
расслоения. Полный лифт векторного поля v на расслоение P rM является огра-
ничением на P rM R(n, r)-продолжения vR(n,r) векторного поля v на расслоение
R(n, r)-скоростей TR(n,r)M , определяемое алгеброй Вейля R(n, r) срезанных
многочленов степени, меньшей или равной r, от n переменных [11]. Однопа-
раметрическую группу преобразований расслоения P rM , порождаемую этим
векторным полем, обозначим через ϕr

t .
Сечение σ : M → E(M) называется полем геометрических объектов на

многообразии M (типа E) [3]. Каждому X ∈ P rM соответствует единственный
элемент y ∈ F , такой что орбита пары (X, y) ∈ P rM × F совпадает с σ

(
π(X)

)
.

Обозначая этот элемент через λσ(X), получим эквивариантное относительно
группы Gr

n отображение

λ = λσ : BrMn → F, (4)

однозначно определяющее сечение σ : M → E(M). Отображение (4) будем так-
же называть полем геометрических объектов на многообразии M .

Пусть v—векторное поле на многообразии Mn, ϕt —поток векторного по-
ля v, E(ϕt)—поток, индуцированный функтором E на расслоении E(M). При-
менение отображений ϕt к фиксированной точке x ∈ M даёт кривую ϕt(x)
на многообразии M . Сечение σ : M → E(M) вдоль кривой ϕt(x) определя-
ет кривую σ

(
ϕt(x)

)
на E(M). Применяя к σ

(
ϕt(x)

)
отображение E(ϕt)−1,

получим кривую E(ϕt)−1
(
σ
(
ϕt(x)

))
в слое Ex = p−1(x) расслоения E(M),

проходящую через точку σ(x) при t = 0. Касательный вектор (Lvσ)x этой кри-
вой в точке σ(x) называется производной Ли поля геометрических объектов σ
в точке x по отношению к векторному полю v [3]. Вектор (Lvσ)x является
элементом вертикального касательного расслоения V TE(M), представляющего
собой объединение

⋃
z∈E(M)

TzEp(z) касательных пространств к слоям Ex расслое-

ния E(M). Применение касательного функтора к действию (2) даёт отображение
Tρ : TGr

n × TF → TF , ограничение которого на Gr
n × TF ⊂ TGr

n × TF пред-
ставляет собой действие

ρT : Gr
n × TF → TF (5)

дифференциальной группы Gr
n на касательном расслоении TF . Функтор есте-

ственного расслоения на категории Mfn n-мерных многообразий, соответству-
ющий действию (5), ставит в соответствие многообразию M вертикальное каса-
тельное расслоение V TE(M) → M (с точностью до естественной эквивалент-
ности). Соответствие

Lvσ : M � x �→ (Lvσ)x ∈ V TE(M) (6)
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представляет собой поле геометрических объектов на многообразии M , называ-
емое производной Ли поля геометрических объектов σ по отношению к вектор-
ному полю v [3].

Производная Ли (6) может быть следующим образом описана в терминах
отображения (4), ассоциированного с сечением σ (ср. [5, с. 261—263]). Ка-

сательный вектор к кривой E(ϕt)−1
(
σ
(
ϕt(x)

))
в точке σ(x) равен разности

касательных векторов к кривым

γ1(t) = σ
(
ϕt(x)

)
, γ2(t) = E(ϕt)

(
σ(x)

)
.

На произведении P rM ×F кривым γ1(t) и γ2(t), проходящим через точку σ(x),
соответствуют кривые

γ′1(t) =
(
ϕr

t (X), λ
(
ϕr

t (X)
))
, γ′2(t) =

(
ϕr

t (X), λ(X)
)
,

проходящие через X ∈ π−1(x) (т. е. элементы γ1(t) ∈ E(M) и γ2(t) ∈ E(M) яв-
ляются орбитами элементов γ′1(t) ∈ P rM×F и γ′2(t) ∈ P rM×F соответственно).
Разность касательных векторов к кривым γ′1(t) и γ

′
2(t) в точке

(
X,λ(X)

)
имеет

вид

dγ′1
dt

(0) − dγ′2
dt

(0) =

=
(
vR(n,r)(X), Tλ(vR(n,r)(X)

)
− (vR(n,r)(X), 0) =

(
0, Tλ

(
vR(n,r)(X)

))
. (7)

Таким образом, производной Ли (6) соответствует отображение

Lvλ : P rM � X �→ (Tλ ◦ vR(n,r))(X) ∈ TF. (8)

Отображение Tλ ◦ vR(n,r), определяемое соотношением (8), будем также назы-
вать производной Ли поля геометрических объектов λ по отношению к век-
торному полю v.

Джеты Ли поля геометрических объектов (4) по отношению к полям скоро-
стей высших порядков на многообразии M представляют собой непосредствен-
ные обобщения производной Ли (8).

Пусть TAM —расслоение Вейля A-скоростей на многообразии M [10, 12],
определяемое алгеброй Вейля A. Поле A-скоростей на M представляет собой
гладкое сечение θ : M → TAM . R(n, r)-продолжение

θR(n,r) : TR(n,r)M → TR(n,r)TAM

отображения θ определяется следующим образом. Пусть f : (Rn, 0) → (M,x)—
росток, определяющий R(n, r)-скорость ((n, r)-скорость Эресмана) jr

0f . Тогда

θR(n,r)(jr
0f) = jr

0(θ ◦ f). (9)

Из (9) следует, что R(n, r)-продолжение θR(n,r) инвариантно относительно пра-
вого действия дифференциальной группы Gq

n на расслоении T
R(n,r)M по прави-

лу композиции джетов: если g = jrϕ ∈ Gr
n, ψ : (Rn, 0) → (M,x), то Rg(jrψ) =

= jr(ψ ◦ ϕ). Естественная эквивалентность функторов

TA ◦ TR(n,r) ∼= TA⊗R(n,r) ∼= TR(n,r) ◦ TA (10)
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позволяет интерпретировать R(n, r)-продолжение θR(n,r) поля A-скоростей θ
как отображение

θR(n,r) : TR(n,r)M → TATR(n,r)M. (11)

Ограничение отображения (11) на расслоение r-реперов P rM ⊂ TR(n,r)M опре-
деляет R(n, r)-лифт (полный лифт)

θR(n,r) : P rM → TAP rM ⊂ TATR(n,r)M (12)

поля A-скоростей θ на расслоение P rM . R(n, r)-лифт (12) также инвариантен
относительно действия группы Gr

n. Отсюда следует [10], что отображение

Lθλ = TAλ ◦ θR(n,r) : BrM → TAF (13)

определяет поле геометрических объектов типа V TAE на M , где

V TAE : Mfn → FM—

функтор, ставящий в соответствие n-мерному многообразию M вертикальное
расслоение Вейля V TAE(M) расслоения E(M). Функтор естественного рас-
слоения V TAE соответствует действию

ρTA : Gr
n × TAF → TAF (14)

группы Ли Gr
n на расслоении Вейля T

AF , представляющему собой ограничение
отображения

TAρ : TAGr
n × TAF → TAF. (15)

Определение. Поле геометрических объектов на многообразии M , опреде-
ляемое отображением (13), называется джетом Ли поля λ по отношению к полю
A-скоростей θ.

Отметим, что в [10] поле геометрических объектов (13) называлось произ-
водной Ли поля λ по отношению к полю A-скоростей θ.

3. Симметрии продолжений полей
геометрических объектов

Расслоение Вейля TAM несёт на себе структуру n-мерного гладкого мно-
гообразия над алгеброй A (A-гладкого многообразия), моделируемого A-мо-
дулем An [10]. Локальная система координат {xi}, i = 1, . . . , n, на области
U ⊂M индуцирует систему A-значных координат {Xi = xi + X̊i}, i = 1, . . . , n,
на области

π−1(U) ∼= TAU ⊂ TAM,

где π : TAM → M —проекция расслоения Вейля на базовое многообразие M ,
а X̊i —компоненты координат Xi, принадлежащие максимальному идеалу Å
алгебры A. Произвольное A-гладкое отображение

Φ: TAM → TAM ′
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в индуцированных координатах {Xi} на π−1(U) ⊂ TAM и {Xi′}, i′ = 1′, . . . ,m′,
на π−1(U ′) ⊂ TAM ′ имеет вид

Xi′ = ϕi′(xi) +
q∑

|p|=1

1
p!
Dpϕi′

Dxp
X̊p, (16)

где ϕi′(xi)—A-значные функции вещественных координат xi. Если

ϕ : M →M ′—

гладкое отображение, имеющее в локальных координатах вид xi′ = ϕi′(xi), то
уравнениями (16) задаётся морфизм

TAϕ : TAM → TAM ′.

Имеется естественное вложение i0 : M → TAM , ставящее в соответствие
точке x ∈ M A-скорость jAx̃ ростка постоянного отображения x̃ : (R�, 0) �→ x.
Это вложение i0 называется нулевым сечением расслоения Вейля. Образ
i0(M) ⊂ TAM отождествляется с многообразием M . Из уравнений (16) сле-
дует, что всякое A-гладкое отображение

Φ: TAM → TAM ′

однозначно определяется своим ограничением на нулевое сечение

ϕ = Φ ◦ i0 : M → TAM ′,

которое задаётся уравнениями Xi′ = ϕi′(xi). Отображение Φ называется про-
должением отображения ϕ. Будем обозначать продолжение отображения ϕ че-
рез ϕA. Кроме того, A-гладкое отображение

Φ: TAM → TAM ′

определяет отображение

ϕ′ = π ◦ Φ ◦ i0 : M →M ′.

Указанные отображения образуют коммутативную диаграмму

TAM TAM ′

M M ′

�Φ=ϕA

�

π

�

π

�ϕ′�
�

�
���

ϕ
. (17)

Для гладкого отображения ψ : M → M ′ продолжение (i0 ◦ ψ)A отображе-
ния i0 ◦ ψ : M → TAM ′ совпадает с отображением TAψ, а всякое сечение
θ : M → TAM продолжается до A-диффеоморфизма θA : TAM → TAM .
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Продолжение ϕA отображения ϕ : M → TAM ′ может быть описано без ис-
пользования координат следующим образом [6]. Операция умножения в алге-
бре A индуцирует эпиморфизм алгебр

m : A ⊗ A → A, X ⊗ Y �→ XY.

Эпиморфизм m определяет естественное преобразование (функторный морфизм)

m : TA⊗A → TA,

и имеет место следующая коммутативная диаграмма:

TAM TA⊗AM ′

TAM ′

�TAϕ

�
�

�
���ϕA

�
mM′ .

Применение функтора Вейля к расслоению r-реперов π : P rM → M при-
водит к главному расслоению πA : TAP rM → TAM со структурной группой
Ли TAGr

n, которые изоморфны соответственно расслоению r-джетов обрати-
мых A-гладких ростков (An, 0) → (TAM,X) и группе Ли r-джетов обратимых
A-гладких ростков (An, 0) → (An, 0). A-гладкое действие (15) группы Ли TAGr

n

на расслоении Вейля TAF определяет функтор естественного расслоения

EA : MfA
n → FMA

на категории A-гладких многообразий, моделируемых A-модулем An, и ло-
кальных A-диффеоморфизмов. Функтор EA ставит в соответствие n-мерному
A-гладкому многообразию MA локально тривиальное расслоение

EA(MA) = E(MA, TAF, TAρ),

а локальному A-диффеоморфизму

F : MA →M ′A

соответствующий морфизм расслоений

EA(F ) : EA(MA) → EA(M ′A).

На подкатегории T AMfn категории MfA
n , объектами которой являются

расслоения Вейля n-мерных многообразий, функтор EA естественно эквивален-
тен функтору, ставящему в соответствие расслоению Вейля TAM естественное
расслоение TAE(M)(TAM).

A-гладкое сечение
Σ: MA → EA(MA)

называется A-гладким полем геометрических объектов на MA (типа EA).
Применение функтора Вейля TA к полю σ : M → E(M) геометрических

объектов типа E на многообразии M приводит к A-гладкому полю

TAσ : TAM → EA(TAM)

геометрических объектов типа EA на расслоении Вейля TAM .
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Определение. Симметрией поля TAσ геометрических объектов типа EA на
расслоении Вейля TAM будем называть такой A-диффеоморфизм

Φ: TAM → TAM,

что следующая диаграмма является коммутативной:

EA(TAM) EA(TAM)

TAM TAM

�EA(Φ)

�Φ

�
TAσ

�
TAσ . (18)

Предположим, что Φ: TAM → TAM — симметрия поля геометрических объ-
ектов TAσ. Подставляя каждое из A-гладких отображений диаграммы (18)
в верхнюю строку диаграммы (17), получим соответствующее отображение
в нижней строке диаграммы (17). Эти отображения образуют следующую ком-
мутативную диаграмму:

E(M) E(M)

M M

�E(ϕ′)

�ϕ′

�
σ

�
σ . (19)

Применяя к диаграмме (19) функтор Вейля TA, получим коммутативную диа-
грамму

EA(TAM) EA(TAM)

TAM TAM

�TA(E(ϕ′)

�TAϕ′

�
TAσ

�
TAσ . (20)

Диаграмма (19) означает, что отображение ϕ′ является симметрией поля гео-
метрических объектов σ, а диаграмма (20) означает, что отображение TAϕ′

является симметрией поля геометрических объектов TAσ. Но тогда отображе-
ние Φ ◦ TA(ϕ′−1) также является симметрией поля TAσ.

Это позволяет сформулировать следующее предложение.

Предложение 1. Всякую симметрию Φ поля геометрических объектов TAσ
на расслоении Вейля TAM можно представить в виде композиции Φ = Θ◦TAψ
продолжения TAψ некоторой симметрии ψ поля геометрических объектов σ на
многообразии M и симметрии Θ, сохраняющей слои расслоения TAM , т. е.
проектирующейся в тождественный диффеоморфизм многообразия M .
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В соответствии с (17) A-диффеоморфизм Θ, сохраняющий слои расслоения
TAM , является продолжением θA некоторого сечения θ : M → TAM .

A-гладкое поле
Σ: TAM → EA(TAM)

геометрических объектов типа EA на TAM может быть задано также A-глад-
ким эквивариантным по отношению к действиям группы Ли TAGr

n отображе-
нием

Λ = ΛΣ : TABrM → TAF.

Полю геометрических объектов TAσ на расслоении Вейля TAM при этом со-
ответствует продолжение TAλ отображения λ = λσ, соответствующего полю
геометрических объектов σ (см. (4)).

A-диффеоморфизм
Θ: TAM → TAM,

проектирующийся в тождественное преобразование многообразия M , переводит
поле геометрических объектов TAλ в поле геометрических объектов такого же
типа

Λ = TAλ ◦ ΘR(n,r), (21)

где
ΘR(n,r) : TABrM → TABrM —

продолжение отображения Θ на расслоение реперов TABrM , получаемое при-
менением функтора Вейля TR(n,r) к отображению Θ и использованием есте-
ственной эквивалентности функторов (10). Ограничение ΘR(n,r) ◦ i0 (здесь i0 —
нулевое сечение расслоения π : TABrM → BrM) отображения ΘR(n,r) на BrM
совпадает с отображением (12), поэтому ограничение Λ ◦ i0 отображения (21) на
BrM совпадает с джетом Ли (13). Отсюда вытекает следующее предложение.

Предложение 2. A-диффеоморфизм

Θ: TAM → TAM,

порождаемый сечением θ : M → TAM , является симметрией поля геометриче-
ских объектов TAλ тогда и только тогда, когда

Lθλ = λ. (22)

В терминах сечений Σ = ΣΛ и σ = σλ, соответствующих полям геометриче-
ских объектов Λ и λ, соотношение (21) принимает вид следующей коммутатив-
ной диаграммы:

TAE(M) TAE(M)

TAM TAM

�EA(θA)

�
Σ

�θA

�
TAσ . (23)
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Предложение 3. Сечение

Lθσλ : M → V TAE(M),

задающее джет Ли Lθλ, имеет вид

Lθσ =
(
EA(θA)

)−1 ◦ TAσ ◦ θ. (24)

Доказательство. В соответствии с (21) и (23) джет Ли Lθσ поля геометри-
ческих объектов σ задаётся композицией Σ ◦ i0, где i0 : M → TAM —нулевое
сечение. При этом Σ ◦ i0 оказывается сечением расслоения V TAE(M) → M .
Поскольку θA ◦ i0 = θ, то формула (24) следует из коммутативной диаграм-
мы (23).

Джет Ли (24) и, в частности, производная Ли (6), включают в себя поле
геометрических объектов σ, поскольку σ = π ◦Lθσ, где π : TAE(M) → E(M)—
проекция расслоения Вейля на базу. Можно представить джет Ли как отдельное
поле геометрических объектов. Для этого рассмотрим диаграмму

σ−1
(
V TAE(M)

)
V TAE(M)

M E(M)

�i

�
π

�������	
Lθσ

�σ

�
Lθσ , (25)

в которой π : V TAE(M) → E(M)—проекция вертикального расслоения Вейля
на базу, σ−1

(
V TAE(M)

)
→ M —обратный образ расслоения π, i—вложение

обратного образа σ−1
(
V TAE(M)

)
в расслоение V TAE(M), Lθσ—отображе-

ние, однозначно определённое соотношением i ◦ Lθσ = Lθσ. Отображение Lθσ,
определяемое диаграммой (25), можно также называть джетом Ли поля геомет-
рических объектов σ по отношению к полю A-скоростей θ.

Использование отображения Lθσ позволяет записать условие (22) инвари-
антности поля геометрических объектов TAσ относительно A-диффеоморфизма
Θ: TAM → TAM из предложения 2 в виде

Lθσ = 0.

Расслоение σ−1
(
V TAE(M)

)
→ M зависит от рассматриваемого поля гео-

метрических объектов σ, но не зависит от поля A-скоростей θ. В случае когда
действие (14) группы Ли Gr

n на T
AF задаёт естественную тривиализацию рас-

слоения π : TAF → F , расслоение σ−1
(
V TAE(M)

)
→ M не будет зависеть

от σ. Это имеет место, например, для тензорных полей и для полей объектов
линейной связности на M . При этом для векторных полей θ отображения Lθσ
задают производные Ли тензорных полей и полей объектов линейной связности
в обычном смысле [4].
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4. Симметрии полей геометрических объектов
на касательном расслоении второго порядка

Касательное расслоение второго порядка T 2M (2-касательное расслоение)
гладкого многообразия M представляет собой расслоение Вейля TD2

M , соот-
ветствующее алгебре триальных чисел D2 = R(ε2). Это коммутативная ассо-
циативная алгебра размерности три, элементы которой имеют вид a + bε + cε2,
a, b, c ∈ R, а умножение определяется условием ε3 = 0. Алгебра D2 может так-
же рассматриваться как алгебра срезанных многочленов степени, меньшей или
равной 2, от одной переменной, т. е. как фактор-алгебра алгебры многочленов
R[t] по главному идеалу t3R[t] многочленов, кратных третьей степени t3 пере-
менной t. Элементами расслоения T 2M являются 2-скорости на M , т. е. классы
эквивалентности [γ]2 гладких кривых

γ : (a, b) � t �→ γ(t) ∈M, 0 ∈ (a, b) ⊂ R,

относительно отношения эквивалентности

γ1 ∼ γ2 ⇐⇒ γ1(0) = γ2(0),

d(hi ◦ γ1)
dt

∣∣∣∣
0

=
d(hi ◦ γ2)

dt

∣∣∣∣
0

,
d2(hi ◦ γ1)

dt2

∣∣∣∣
0

=
d2(hi ◦ γ2)

dt2

∣∣∣∣
0

,

где
h : U � x �→ {xi = hi(x)} ∈ U∗ ⊂ Rn, U � γ1(0), —

некоторая карта из атласа на M . 2-скорость [γ]2 называется также 2-джетом
ростка γ : (R, 0) → (M,x) и обозначается j2xγ. Карта (U, h) индуцирует карту

h2 : (π2
0)−1(U) � X = j2xγ �→ {xi, ẋi, ẍi} ∈ U∗ × R2n

на T 2M , где
π2

0 : T 2M � X = j2xγ �→ x ∈M —

каноническая проекция,

ẋi =
d(hi ◦ γ)

dt

∣∣∣∣
0

, ẍi =
1
2
d2(hi ◦ γ)

dt2

∣∣∣∣
0

.

В [1] расслоение T 2M называется соприкасающимся расслоением и обозначает-
ся OscM .

Преобразованиям координат h′ ◦ h−1 на пересечении областей определения
U ∩U ′ карт (U, h) и (U ′, h′) на M , имеющим вид xi′ = f i′(xi), на T 2M соответ-
ствуют преобразования координат (h′)2 ◦ (h2)−1, имеющие вид

xi′ = f i′(xi), ẋi′ = (∂jf
i′)ẋj , ẍi′ = (∂jf

i′)ẍj +
1
2
(∂2

jkf
i′)ẋj ẋk, (26)

где использованы обозначения

∂jf
i′ =

∂f i′

∂xj
, ∂2

jkf
i′ =

∂2f i′

∂xj ∂xk
. (27)
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Обозначения для частных производных вида (27) в дальнейшем используют-
ся без специальных оговорок.

Если в определении отношения эквивалентности на множестве кривых

γ : (a, b) →M, 0 ∈ (a, b) ⊂ R,

требовать только совпадения значений кривых в нуле, γ1(0) = γ2(0), и совпа-
дения значений в нуле первых производных, d(hi ◦ γ1)/dt|0 = d(hi ◦ γ2)/dt|0, то
соответствующее множество классов эквивалентности [γ]1 = j1xγ образует ка-
сательное расслоение (первого порядка) TM . Карта (U, h) на многообразии M
индуцирует карту

h1 : (π1
0)−1(U) � X = j1xγ �→ {xi, ẋi} ∈ U∗ × Rn

на TM . Каноническую проекцию расслоения TM на многообразие M ,

j1xγ �→ x,

будем обозначать
π1

0 : TM →M.

Имеется также каноническая проекция

π2
1 : T 2M → TM, j2xγ �→ j1xγ.

Из уравнений (26) следует, что проекция π2
1 определяет локально триви-

альное расслоение T 2M над TM со стандартным слоем Rn. Расслоение
π2

1 : T 2M → TM является аффинным расслоением, т. е. π2
1 : T 2M → TM —

расслоение, структурной группой которого является группа аффинных преобра-
зований пространства Rn. На каждом слое этого расслоения имеется естествен-
ная структура аффинного пространства.

Расслоение T 2M несёт на себе структуру D2-гладкого многообразия [8] (см.
также [2]). Всякое D2-гладкое отображение

F : T 2M → T 2M ′

полностью определяется отображением

f = F ◦ i0 : M → T 2M ′,

где i0 : M → T 2M —нулевое сечение. При этом отображение F называется
D2-продолжением отображения f и обозначается fD2

. Если f задаётся в ло-
кальных координатах

Y α = fα(xi) + εgα(xi) + ε2hα(xi), (28)

то fD2
имеет уравнения

Y α = fα(xi) + ε
(
ẋj∂jf

α + gα(xi)
)

+

+ ε2
(
ẍj∂jf

α +
1
2
ẋj ẋk∂2

jkf
α + ẋj∂jg

α + hα(xi)
)
. (29)
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Сечение
θ : M → T 2M

определяет D2-диффеоморфизм

θD
2
: T 2M → T 2M.

Если θ имеет уравнения

yi + εẏi + ε2ÿi = xi + εgi(xk) + ε2hi(xk), (30)

то θD
2
имеет уравнения

yi + εẏi + ε2ÿi = xi + ε
(
ẋi + gi(xk)

)
+ ε2

(
ẍi + ẋj∂jg

i + hi(xk)
)
. (31)

В уравнениях (30) и (31) функции gi являются координатами некоторого
векторного поля g на многообразии M — сечения π2

1 ◦θ : M → TM касательного
расслоения многообразия M .

Как было отмечено выше, проекция π2
1 : T 2M → TM определяет аффинное

расслоение. Функции склейки этого аффинного расслоения задаются уравнени-
ями (26)

ẍi′ = (∂jf
i′)ẍj +

1
2
(∂2

ikf
i′)ẋj ẋk.

Функции склейки ассоциированного векторного расслоения имеют вид zi′ =
= (∂jf

i′)zj , откуда следует, что векторное расслоение, ассоциированное с аф-
финным расслоением π2

1 : T 2M → TM , изоморфно расслоению

pr1 : TM ⊕ TM → TM,

где TM ⊕ TM — сумма Уитни двух касательных расслоений многообразия M ,
а pr1 —проекция на первое слагаемое. Отсюда следует, что два элемента X(2),
Y (2), принадлежащие одному слою (π2

1)−1
(
X(1)

)
расслоения π2

1 : T 2M → TM ,
определяют элемент Z(1) из слоя pr−1

1

(
X(1)

)
—вектор, соединяющий точки X(2)

и Y (2) аффинного пространства (π2
1)−1

(
X(1)

)
. Если X(2) и Y (2) имеют соответ-

ственно координаты {xi, ẋi, ẍi} и {xi, ẋi, ÿi}, то элемент Z(1) имеет координаты
{xi, ẋi, zi = ÿi − ẍi}. Этот элемент Z представляет собой пару векторов из каса-
тельного пространства TxM , x = π1

0

(
X(1)

)
, с координатами {ẋi} и {zi = ÿi−ẍi}.

Пусть
β : T 2M ×TM T 2M → TM ⊕ TM —

отображение, относящее паре элементов X(2) и Y (2) элемент Z. Сечение каса-
тельного расслоения ν : M → TM , заданное в локальных координатах уравне-
ниями ẋi = νi(xk) продолжается до сечения ν(2) : M → T 2M , представляющего
собой поле 2-скоростей потока ϕ(x, t) = ϕt(x) векторного поля ν. В локальных
координатах это поле 2-скоростей имеет уравнения

ẋi = νi(xk) =
dϕi(xk)
dt

∣∣∣∣
t=0

, ẍi =
1
2
d2ϕi(xk)
dt2

∣∣∣∣
t=0

=
1
2
νk∂kν

i. (32)
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Отсюда следует, что поле 2-скоростей (сечение расслоения π2
1 : T 2M → M)

θ : M → T 2M определяет (взаимно-однозначно) пару векторных полей на M :

θ1 = π2
1 ◦ θ, η = pr2 ◦β ◦

(
θ, (θ1)(2)

)
.

Эти векторные поля будем называть ассоциированными с полем 2-скоростей θ.
Если в локальных координатах θ имеет уравнения

ẋi = θ̇i(xk), ẍi = θ̈i(xk),

то векторные поля θ1 и η определяются уравнениями

ẋi = θ̇i, ẋi = θ̈i − 1
2
θ̇k∂kθ̇

i

соответственно.
Отметим, что соответствие, связывающее с многообразием M отображение

π2
1 : T 2M → TM , является естественным преобразованием из функтора T 2 =

= TD2
в функтор T = TD. Это преобразование индуцируется [10] эпиморфиз-

мом алгебр D2 → D2/ε2D2 ∼= D, где D = R(ε)—алгебра дуальных чисел
(чисел вида a+ bε, a, b, c ∈ R, с операцией умножения, определённой соотноше-
нием ε2 = 0).

Предложение 4. Пусть σ : M → E(M)—поле геометрических объектов ти-
па E на многообразии M , θ : M → T 2M —поле 2-скоростей на M , а θ1 и η—
векторные поля наM , ассоциированные с полем 2-скоростей θ. Условие Lθσ = σ
эквивалентно одновременному выполнению условий Lθ1σ = σ и Lησ = σ.

Доказательство. Имеет место следующая коммутативная диаграмма:

T 2E(M) TE(M)

M T 2M TM

�π2
1

�θ �π2
1

�
T 2σ

�
Tσ . (33)

Применение естественного преобразования π2
1 к композиции (θD

2
)−1 ◦T 2σ даёт

(θD)−1 ◦Tσ, поэтому π2
1 ◦Lθσ = Lθ1σ. Следовательно, Lθσ = σ влечёт Lθ1σ = σ.

Предположим, что имеет место соотношение Lνσ = σ для некоторого век-
торного поля ν. Тогда для поля 2-скоростей ν(2) потока векторного поля ν,
определяемого уравнениями (32), также Lν(2)σ = σ. Для доказательства этого
факта рассмотрим отображение λ = λσ : P rM → F , соответствующее сече-
нию σ : M → E(M). Поток ϕ(x, t) = ϕt(x) векторного поля ν на многооб-
разии M продолжается до потока Φ(X, t) = Φt(X) на расслоении r-реперов
P rM . При отображении λ кривая Φt(X) на P rM , представляющая собой траек-
торию фиксированной точки X, переходит в кривую λ(Φt(X)) на F . Условие
Lνλ = λ означает, что λ

(
Φt(X)

)
—это постоянный элемент из F . Поэтому

2-джет (а также и джет любого порядка) j20
(
λ
(
Φt(X)

))
= 0. Следовательно,
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Lν(2)λ =
(
T 2λνR(n,r)

)
(X)—нулевая 2-скорость в точке λ(X) и Lν(2)λ = λ.

Таким образом, Lθ1σ = σ влечёт L(θ1)(2)σ = σ.
По предложению 2 условия Lθσ = σ и L(θ1)(2)σ = σ эквивалентны тому, что

D2-диффеоморфизмы (31), порождаемые полями 2-скоростей θ и (θ1)(2), явля-
ются симметриями поля геометрических объектов TD2

σ, откуда следует, что

композиция D2-диффеоморфизмов θD
2
и

((
(θ1)(2)

)D2)−1

является симметрией

поля геометрических объектов TD2
σ. Прямые вычисления показывают, что для

поля 2-скоростей θ, заданного в локальных координатах уравнениями

ẋi = θ̇i(xk), ẍi = θ̈i(xk),

композиция

θD
2 ◦

((
(θ1)(2)

)D2)−1

имеет вид

yi + εẏi + ε2ÿi = xi + εẋi + ε2
(
ẍi + θ̈i − 1

2
θ̇j∂j θ̇

i

)
. (34)

D2-диффеоморфизм (34) расслоения T 2M порождается полем 2-скоростей η′,
имеющим следующие уравнения в локальных координатах:

ẋi = 0, ẍi = θ̈i − 1
2
θ̇j∂j θ̇

i.

Результатом предыдущих рассуждений является следующее утверждение:
соотношение Lθσ = σ выполняется тогда и только тогда, когда одновременно
Lθ1σ = σ и Lη′σ = σ. Остаётся показать, что условие Lη′σ = σ эквивалентно
условию Lησ = σ.

Имеется вложение i алгебры дуальных чисел D = R(ε) в алгебру триальных
чисел D2 = R(ε2):

i : a+ bε �→ a+ bε2.

Это вложение индуцирует [10] естественное преобразование из функтора
T = TD в функтор T 2 = TD2

, которое тоже будем обозначать i : T → T 2.
Отображение iM : TM → T 2M ставит в соответствие элементу касательного
расслоения TM с координатами {xi, ẋi} элемент расслоения T 2M с координа-
тами {xi, 0, ẋi}. Вложение

I = i⊗ id : D ⊗ R(n, r) → D2 ⊗ R(n, r)

аналогичным образом индуцирует естественное преобразование (для его обо-
значения используем тот же символ I)

I : TD⊗R(n,r) → TD2⊗R(n,r).

Ограничение отображения IM на TP rM ⊂ TD⊗R(n,r) является вложением
IM : TP rM → T 2P rM . В локальных координатах {Xi, Ẋi}, Xi, Ẋi ∈ R(n, r),
i = 1, . . . , n, на TP rM и {Xi, Ẋi, Ẍi}, Xi, Ẋi, Ẍi ∈ R(n, r), i = 1, . . . , n, на
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T 2P rM вложение IM ставит в соответствие элементу из TP rM с координата-
ми Xi, Ẋi элемент из T 2P rM с координатами Xi, 0, Ẋi. При этом

(η′)R(n,r) = IM ◦ ηR(n,r)

и

Lη′λ = T 2λ ◦ (η′)R(n,r) = T 2λ ◦ IM ◦ ηR(n,r) = iF ◦ Tλ ◦ ηR(n,r) = iF ◦ Lηλ.

Поскольку отображение iF : TF → T 2F инъективно и является линейным на
слоях расслоения TF , то Lη′λ принимает значения в образе нулевого сечения
расслоения TF тогда и только тогда, когда Lηλ принимает значения в образе
нулевого сечения расслоения T 2F .

В качестве примера приведём вычисление джета Ли векторного поля по
отношению к полю 2-скоростей по формуле (24).

Предложение 5. Пусть на многообразии M заданы векторное поле

σ : M → TM

и поле 2-скоростей
θ : M → T 2M

с уравнениями
ẋi = σi(xk)

и
ẋi = θ̇i(xk), ẍi = θ̈i(xk)

соответственно. Тогда джет Ли

Lθσ : M → V TD2
(TM)

задаётся следующими уравнениями:

(Lθσ)i = σi(xk) + ε(θ̇m∂mσ
i − σm∂mθ̇

i) +

+ ε2
(
θ̈m∂mσ

i +
1
2
θ̇mθ̇k∂2

mkσ
i − (θ̇m∂mσ

k − σm∂mθ̇
k)∂kθ̇

i − σm∂mθ̈
i

)
. (35)

Доказательство. Поле 2-скоростей θ на многообразии M индуцирует
D2-диффеоморфизм

θD
2
: TD2

M → TD2
M,

который в локальных координатах имеет следующий вид:

yi = xi, ẏi = ẋi + θ̇i, ÿi = ẍi + ẋk∂kθ̇
i + θ̈i ⇐⇒

⇐⇒ Y i = Xi + εθ̇i + ε2(ẋk∂kθ̇
i + θ̈i). (36)
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Продолжение ED2
(θD

2
) D2-диффеоморфизма (36) в данном случае (E = TM)

является касательным отображением TθD
2
, которое имеет следующий вид в ло-

кальных координатах {Xi, V i} на TTD2
M ({Xi, V i} �→ {Y i,W i}):

Y i = Xi + εθ̇i + ε2(ẋk∂kθ̇
i + θ̈i),

W i =
∂Y i

∂Xj
V j =

∂Y i

∂xj
V j =

(
δi
j + ε∂j θ̇

i + ε2(ẋk∂2
kj θ̇

i + ∂j θ̈
i)

)
V j =

= V i + ε(∂j θ̇
i)vj + ε2

(
(∂j θ̇

i)v̇j + ẋk(∂2
kj θ̇

i)vj + (∂j θ̈
i)vj

)
⇐⇒

⇐⇒ yi = xi, ẏi = ẋi + θ̇i, ÿi = ẍi + ẋk∂kθ̇
i + θ̈i,

wi = vi, ẇi = v̇i + (∂kθ̇
i)vk, ẅi = v̈i + (∂j θ̇

i)v̇j + ẋk∂2
kj θ̇

ivj + ∂j θ̈
ivj .

Обратное отображение (TθD
2
)−1 имеет вид

xi = yi, ẋi = ẏi − θ̇i(yk), ẍi = ÿi − (ẏk − θ̇k)∂kθ̇
i − θ̈i(yk),

V i = W i − ε(∂kθ̇
i)wk −

− ε2
(
(∂j θ̇

i)(ẇj − (∂kθ̇
j)wk) + (ẏk − θ̇k)(∂2

kj θ̇
i)wj + (∂j θ̈

i)wj
)
. (37)

D2-лифт векторного поля σ, векторное поле Σ = TD2
σ, имеет вид

Σi(Y k) = σi(yk) + εẏm∂mσ
i + ε2

(
ÿm∂mσ

i +
1
2
ẏmẏk∂mkσ

i

)
. (38)

Подставляя в (38) ẏi = θ̇i(xk), ÿi = θ̈i(xk), а затем подставляя получен-
ный результат в (37) (Λi на место W i), получим выражение (35) для Lθσ =
= (TθD

2
)−1 ◦ TD2

σ ◦ θ.
Из выражения (35) для джета Ли Lθσ векторного поля σ по отношению

к полю 2-скоростей θ следует, что Lθσ = σ тогда и только тогда, когда

θ̇m∂mσ
i − σm∂mθ̇

i = 0, (39)

θ̈m∂mσ
i +

1
2
θ̇mθ̇k∂2

mkσ
i − (θ̇m∂mσ

k − σm∂mθ̇
k)∂kθ̇

i − σm∂mθ̈
i = 0. (40)

Условие (39) — это обращение в нуль производной Ли Lθ1σ. Если записать урав-
нения (40) для поля 2-скоростей (θ1)(2), т. е. подставить в (40) 1

2 θ̇
k∂kθ̇

i вместо
θ̈i, легко получить эквивалентность условий, представленных уравнениями (39)
и (40), обращению в нуль производных Ли Lθ1σ и Lησ, где η—векторное поле,
имеющее в локальных координатах уравнения

ηi = θ̈i − 1
2
θ̇k∂kθ̇

i,

что представляет собой частный случай предложения 4.
Отметим, что в [2] исследовались преобразования продолжений тензорных

полей и линейных связностей с многообразия M на расслоение T 2M при пре-
образованиях расслоения T 2M , порождаемых полями 2-скоростей на M . Из по-
лученных в [2] результатов, в частности, следует утверждение предложения 4
для указанных полей геометрических объектов.
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