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Аннотация

В работе доказана разрешимость алгоритмической проблемы равенства слов для
свободных алгебр в некоторых многообразиях линейных квазигрупп.

Abstract

A. Kh. Tabarov, Algorithmic solvability of word problem for some varieties of
linear quasigroups, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 16 (2010), no. 3,
pp. 227—236.

The algorithmic word problem is solvable for free algebras in some varieties of linear
quasigroups.

Под многообразием квазигрупп понимается многообразие алгебр, определя-
емое в сигнатуре Ω = {·, \, /} тождествами

Σ0 = {(xy)/y = x, (x/y)y = x, x(x\y) = y, x\(xy) = y}. (1)

Данное многообразие будем обозначать через Q(Ω,Σ) и далее всегда будем
считать, что Σ = Σ0 ∪Σ1, где Σ1 —любая (возможно, пустая) система тождеств
сигнатуры Ω. Больше того, в том случае, когда система Σ1 непустая, будем гово-
рить, что многообразие квазигрупп Q(Ω,Σ) определяется (или характеризуется)
системой тождеств Σ1.

Одним из свойств квазигруппы, характеризующих её близость к группе,
является наличие её изотопии на группу. Квазигруппа (Q, ·) называется изо-
топной квазигруппе (группе) (Q, ◦), если существует такая тройка подстановок
T = (α, β, γ) на множестве Q, что для любых x, y ∈ Q выполняется соотношение

γ(x ◦ y) = αx · βy.
В классе квазигрупп, изотопных группам, большой интерес представляют так
называемые линейные квазигруппы, впервые введённые В. Д. Белоусовым в [1]
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в связи с исследованием уравновешенных тождеств в квазигруппах. Согласно [1]
квазигруппа (Q, ·) называется линейной над группой (Q,+), если она имеет вид

xy = ϕx+ c+ ψy, (2)

где ϕ,ψ ∈ Aut(Q,+), c—фиксированный элемент из Q.
Важным подклассом линейных квазигрупп являются T -квазигруппы, вве-

дённые и детально исследованные Т. Кепкой и П. Немцем в [16, 17]. T -квази-
группы— это квазигруппы вида (2), где (Q,+)—абелева группа. Квазигруппа
(Q, ·) называется медиальной, если в ней выполняется тождество xy·uv = xu·yv.
Согласно теореме Брака—Тойоды [2] медиальные квазигруппы линейны над абе-
левыми группами с условием ϕψ = ψϕ.

Алгоритмическим проблемам в теории квазигрупп посвящены работы
Т. Эванса [12, 13], М. М. Глухова и А. А. Гварамии [6]. В 1951 г. Т. Эванс [12]
доказал утверждение о положительной разрешимости проблемы равенства слов
для конечно определённых алгебр всякого многообразия алгебр V (Σ), в кото-
ром имеет место теорема о вложении каждой конечной частичной Σ-алгебры
в алгебру из V . Путём приведения слов к каноническому виду Т. Эванс дока-
зал проблему изоморфизма для некоторых классов мультипликативных систем,
в частности для квазигрупп и луп [13].

В 1970—1971 гг. М. М. Глухов [4] сформулировал более сильное, чем те-
орема о вложении, условие, которое он назвал условием R, при выполнении
которого в многообразии не только квазигрупп, но и универсальных алгебр по-
ложительно решаются алгоритмические проблемы равенства слов, изоморфизма
и вхождения. Многообразия алгебр, в которых выполняется условие R, были
названы R-многообразиями.

При изучении алгебр одного многообразия иногда бывает полезно исполь-
зовать алгебры некоторого связанного с ним другого многообразия. Именно
такой подход использовался в ряде работ при изучении квазигрупп, изотоп-
ных группам. В связи с этим важным представляется подход, предложенный
в работе [11], связанный с эквивалентностью и рациональной эквивалентностью
классов алгебр, применяемый нами при доказательстве основной теоремы. С ис-
пользованием понятий эквивалентности и рациональной эквивалентности в [14]
доказано, что класс примитивных линейных квазигрупп, в частности T -квази-
групп, является многообразием. Г. Б. Белявской и автором в работах [3, 10]
установлены различные системы тождеств, характеризующие некоторые мно-
гообразия линейных квазигрупп и T -квазигрупп. Приведём введённое в [11]
понятие эквивалентных классов алгебр.
Определение 1. Классы K1, K2 алгебр сигнатур соответственно ∆1, ∆2 на-

зываются эквивалентными, если существует биективное отображение

f : K1 → K2,

удовлетворяющее следующим условиям:
1) для любой алгебры A ∈ K1 основные множества алгебр A и f(A) совпа-
дают;
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2) для любых алгебр A,B ∈ K1 отображение A в B является гомоморфизмом
тогда и только тогда, когда оно является гомоморфизмом алгебры f(A)
в f(B).

При этом отображение f называется эквивалентностью между классами K1

и K2.

Если f —эквивалентность между многообразиями алгебр K1, K2, то имеют
место следующие утверждения:

— подмножество A1 ⊂ A является подалгеброй алгебры A тогда и только
тогда, когда f(A1)—подалгебра алгебры f(A);

— подмножество M ⊂ A порождает алгебру A тогда и только тогда, когда M
порождает алгебру f(A);

— отношение эквивалентности на A является конгруэнцией алгебры A тогда
и только тогда, когда оно является конгруэнцией алгебры f(A);

— алгебра A ∈ K1 является свободной в многообразии K1 с базисом M тогда
и только тогда, когда f(A) свободна в K2 с тем же базисом M ;

— класс алгебр L из K1 является подмногообразием в K1 тогда и только
тогда, когда класс {f(A) : A ∈ L} является подмногообразием в K2.

Среди всех эквивалентностей между классами алгебр особо выделяются так
называемые рациональные эквивалентности.

Пусть K —класс алгебр сигнатуры ∆ и X —алфавит переменных. Тогда по
каждому ∆-слову P в алфавите X, содержащему в своей записи ровно n пе-
ременных, например x1, . . . , xn, можно определить n-арную операцию wP на
каждой алгебре A из K. Значение этой операции на элементах a1, . . . , an ∈ A
равно значению в A слова, полученного из P подстановкой вместо x1, . . . , xn со-
ответственно элементов a1, . . . , an. Так определённую операцию называют про-
изводной операцией в сигнатуре ∆, соответствующей ∆-слову P .

Переводом сигнатуры ∆1 в сигнатуру ∆2 называется любое отображение
τ : ∆1 → ∆2, при котором каждая операция h ∈ ∆1 отображается в некоторую
производную операцию той же арности в сигнатуре ∆2. Если τ — такой перевод,
то по любой алгебре B сигнатуры ∆2 можно определить алгебру A = Tτ (B)
сигнатуры ∆1 с тем же основным множеством, определив операцию h ∈ ∆1 как
совпадающую с τ(h).

Классы алгебр K1, K2 сигнатур соответственно ∆1, ∆2 называются раци-
онально эквивалентными, если существуют переводы сигнатур τ : ∆1 → ∆2 и
σ : ∆2 → ∆1 и биективное отображение f : K1 → K2, такие что композиции
TτTσ и TσTτ являются тождественными отображениями.

Очевидно, что рациональная эквивалентность классов алгебр является эк-
вивалентностью, потому для рационально эквивалентных классов имеют ме-
сто приведённые выше утверждения. Как и для любых алгебр, в многообра-
зии квазигрупп важную роль играют свободные квазигруппы рассматриваемого
многообразия. Однако так же как и в любых многообразиях алгебр, для кон-
структивного описания свободной квазигруппы с базисом A в том или ином
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многообразии квазигрупп необходимо иметь алгоритм распознавания эквива-
лентности слов. В общем случае эта проблема является сложной.

Решение этой проблемы в заданном многообразии Q(Ω,Σ) существенно за-
висит от определяющей его системы тождеств Σ. Существуют многообразия
квазигрупп с разрешимой проблемой равенства слов. К ним относятся, в част-
ности, все R-многообразия [4, 6]. Вместе с тем существуют и многообразия
с неразрешимой проблемой равенства слов в свободных квазигруппах [7].

Для любого многообразия квазигрупп представляет интерес также вопрос
о связи его свободных квазигрупп со свободными группами его группового
изотопного замыкания. Впервые этот вопрос для многообразия T -квазигрупп
рассматривался в работах [16, 17]. В них предложена конструкция свободной
T -квазигруппы, основанная на использовании понятия рациональной эквива-
лентности многообразий алгебр с различными сигнатурами, введённого в рабо-
те [14] (см. также [15]).

В [14] были рассмотрены класс квазигрупп Q(Γ) в сигнатуре Ω1 = {·, /, \, u},
где u— символ 0-арной операции, и многообразие U алгебр сигнатуры Ω2 =
= {+,−, 0, α, β, γ, δ, c}, где α, β, γ, δ— символы унарных, а c— символ 0-арной
операции, заданное системой групповых тождеств

(x+ y) + z = x+ (y+ z), x+ 0 = x, 0 +x = x, x+ (−x) = 0, (−x) +x = 0

в сигнатуре {+,−, 0} и тождеств
xαγ = xγα = x, xβδ = xδβ = x, 0α = 0β = 0γ = 0δ = 0.

Ниже мы, заменив в последней системе γ на α−1 и δ на β−1, будем записывать
её в виде

xαα−1 = xα−1α = x, xββ−1 = xβ−1β = x, 0α = 0β = 0α−1 = 0β−1 = 0.

В качестве переводов τ : Ω1 → Ω2 и σ : Ω2 → Ω1 были взяты отображения

τ(·)(x, y) = xα+ d+ yβ,

τ(/)(x, y) = (x− yβ − c)γ,
τ(\)(x, y) = (−c− xα+ y)δ,
τ(u) = 0,

σ(+)(x, y) = (x/u)
(
(u/u)\y),

σ(−)(x) = (u/u)
(
(x/u)\u),

σ(α) = x(u\u), σ(β) = (u/u)x,
σ(γ) = x/(u\u), σ(δ) = (u/u)\x,
σ(0) = u, σ(c) = uu.

Доказано, что классы алгебр Q(Γ) и U рационально эквивалентны. Отсюда сле-
дует, в частности, что Q(Γ)—многообразие квазигрупп. Аналогичным образом
доказано, что многообразиями являются классы леволинейных, праволинейных,
линейных квазигрупп и T -квазигрупп.
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Авторы отмечают, что полученные результаты о рациональной эквивалент-
ности позволяют формулировать многие вопросы о квазигруппах на более при-
вычном, близком к групповому языке алгебр из многообразия U . В частности,
отмечается, что на этом пути можно строить свободные квазигруппы из много-
образий квазигрупп Q(Γ), Q(AΓ) (Q(AΓ)—многообразие квазигрупп, изотоп-
ных абелевым группам). Эта идея с неявным использованием эквивалентности
многообразий и была реализована в [16, 17] для T -квазигрупп. По существу,
там в несколько иных терминах была построена свободная алгебра с базисом X
в сигнатуре, полученной расширением групповой сигнатуры символами унарных
операций α, α−1, β, β−1, на ней определены квазигрупповые операции и в итоге
получена свободная T -квазигруппа. При внимательном анализе работ [16, 17]
выяснилось, что некоторый аналог такой конструкции можно предложить для
многообразия всех линейных квазигрупп [9].

Как уже отмечалось выше, конструктивное описание свободных квазигрупп
требует решения в соответствующем многообразии проблемы равенства слов
в свободных квазигруппах, или, что то же самое, проблемы тождественных
соотношений для квазигрупп рассматриваемого многообразия. В этом направле-
нии М. М. Глуховым в докладе на алгебраической конференции, посвящённой
100-летию А. Г. Куроша, анонсирован следующий результат: если для свобод-
ных групп некоторого многообразия групп разрешима проблема равенства слов,
то аналогичный факт имеет место и для его изотопного замыкания [5]. Однако
из этого результата не следует решение проблемы равенства слов для многооб-
разий различных типов линейных квазигрупп, поскольку в таких многообразиях
существенную роль играют ограничения на подстановки, являющиеся компонен-
тами изотопий. Поэтому проблема равенства слов для свободных квазигрупп из
многообразий различных типов линейных квазигрупп остаётся открытой.

Покажем, что в некоторых многообразиях линейных квазигрупп проблема
тождества слов в свободных квазигруппах может быть положительно решена
путём объединения указанных выше двух подходов конструирования свободных
квазигрупп. Предварительно докажем следующее утверждение.

Теорема 1. В многообразии всех T -квазигрупп разрешима проблема равен-
ства слов для свободных алгебр.

Доказательство. Для доказательства теоремы нам понадобится привлечь
вспомогательное многообразие алгебр, а именно многообразие U(∆1, S) алгебр
сигнатуры ∆1 = ∆ ∪ ∆0 с системой тождеств S, где ∆0 = {α, α−1, β, β−1}—
система 0-арных операций, ∆ = {+,−, 0}— сигнатура групп, S— система тож-
деств

(x+ y) + z = x+ (y + z), x+ y = y + x,

x+ 0 = x, x+ (−x) = 0, −(x+ y) = −x− y,

}
(3)

γ−1γx = x, 0γ = 0, (x+ y)γ = xγ + yγ, γ ∈ ∆0. (4)

Кроме того, будет использована свободная группа G = 〈α, β〉 с базисом {α, β}.
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Напомним, что каждый элемент группы G представляется единственным при-
ведённым словом, т. е. словом, не содержащим подслов вида γγ−1, γ ∈ ∆0. При
этом предполагается, что (γ−1)−1 = γ.

Лемма. В многообразии алгебр U(∆1, S) разрешима проблема равенства
слов для свободных алгебр.

Доказательство леммы. Пусть F (A)— свободная алгебра многообразия
U(∆1, S) с базисом A. Введём понятие канонического ∆1-слова в алфавите A:
∆1-слово R в алфавите A назовём каноническим, если R = 0 или R имеет вид

R = c11a1γ11 + . . .+ c1k1a1γ1k1 + . . .+ cnk1anγnk1 + . . .+ cnkn
anγnkn

, (5)

где n > 0, cij ∈ Z \ {0}, ki � 0, γij ∈ G и γij , j = 1, . . . , ki, — попарно различные
приведённые слова группы G при любом фиксированном i ∈ {1, . . . , n}. Здесь
под caiγ следует понимать сумму c слагаемых aiγ при c > 0 и сумму −c слагае-
мых при c < 0. Слагаемые вида c1aiγ, c2aiγ будем называть подобными, а замену
их суммы словом (c1 + c2)aiγ—приведением подобных. Очевидно, что приве-
дение подобных можно осуществить элементарными преобразованиями слов по
тождествам (3), (4).

Заметим ещё, что в сумме из (5) не расставлены скобки, определяющие
порядок операций. Тем не менее равенство (5) является корректным в силу
ассоциативного закона сложения. В этом же смысле ассоциативность будет ис-
пользоваться и далее.

Докажем, что для любого ∆1-слова P в алфавите A существует эквивалент-
ное ему каноническое ∆1-слово R и такое слово единственно с точностью до
перестановки слагаемых.

Существование слова R докажем индукцией по рангу слова P .
Если rangP = 0, то P = 0 или P = ai, и утверждение очевидно. Допу-

стим, что оно верно для всех слов ранга r < m, и рассмотрим случай, когда
rangP = m > 0.

Согласно определению ∆1-слов возможны три случая.

1. P = (P1) + (P2). В этом случае для нахождения искомого слова R до-
статочно найти сумму канонических слов для P1, P2, в ней, пользуясь
тождествами (3), сгруппировать слагаемые по одинаковым сомножителям
из A, в каждой из полученных сумм привести подобные и удалить нулевые
слагаемые, если они имеются.

2. P = (P1)γ, γ ∈ ∆0. В этом случае достаточно, пользуясь тождествами (4),
приписать к каждому слагаемому канонического слова для P букву γ и
произвести сокращения вида γ−1γ, если такие будут.

3. P = −(P1). В этом случае достаточно в каноническом слове для P1 заме-
нить все коэффициенты из Z на противоположные числа.

Таким образом, существование канонического слова, эквивалентного сло-
ву P , доказано. Докажем теперь его единственность с точностью до переста-
новки слагаемых.
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Для этого сначала из приведённого доказательства существования извлечём
процедуру приведения любого данного ∆1-слова P к каноническому виду.

Шаг 1. Пользуясь тождествами

(x+y)+z = x+(y+z), −(x+y) = −x−y, (x+y)γ = xγ+yγ, γ ∈ ∆0,

раскрываем все скобки в слове P и приводим его к сумме слов вида ciaiγi.
Шаг 2. Пользуясь тождествами γ−1γx = x, γ ∈ ∆0, заменяем в каждом слове

вида ciaiγi слово γi из группы G приведённым словом.
Шаг 3. В полученной сумме приводим подобные.
Шаг 4. Пользуясь тождествами 0+x = x, x+0 = x, удаляем нулевые слагаемые.
Шаг 5. Группируем слагаемые по сомножителям из A в оставшихся слагаемых.

Заметим, что описанная процедура не является алгоритмом, поскольку на
шагах 3, 5 может проявиться неоднозначность. Полученные в итоге канониче-
ские слова могут быть разными, но легко убедиться, что они могут отличаться
лишь перестановкой слагаемых.

Множество всех полученных таким образом канонических слов обозначим
через Φ(P ). Таким образом, все слова из Φ(P ) канонические, эквивалентны
слову P и отличаются друг от друга лишь перестановкой слагаемых в суммах
с одинаковым сомножителем из A. При этом такая перестановка может быть
произвольной.

Докажем, что любое каноническое слово, эквивалентное P , содержится
в Φ(P ). Пусть R1 ∈ Φ(P ) и R2 —любое каноническое слово, эквивалентное P
(полученное, возможно, каким-то другим методом). Тогда слова R1, R2 экви-
валентны и, значит, от R1 к R2 можно перейти с помощью конечного числа
элементарных преобразований:

R1 → T1 → T2 → . . .→ Tm = R2.

Докажем, что Φ(Ti) = Φ(Ti+1), i = 1, . . . ,m− 1. Для этого необходимо рас-
смотреть всевозможные элементарные преобразования g : Ti → Ti+1. При этом
преобразование по тождеству ассоциативности можно не рассматривать, так как
оно используется неявно при записи суммы многих слагаемых без расстановки
скобок.

1. Пусть преобразование g : Ti → Ti+1 произведено по тождеству x+y = y+x.
Тогда суммы, полученные из слов Ti, Ti+1, после первого шага процедуры Φ
будут отличаться лишь порядком слагаемых, а потому и после шагов 2, 3 мы
получим слова, отличающиеся лишь порядком слагаемых. Следовательно, в этом
случае Φ(Ti) = Φ(Ti+1).

2. Пусть преобразование g : Ti → Ti+1 произведено по тождеству −(x+ y) =
= −x−y. Тогда, применяя к словам Ti, Ti+1 процедуру Φ, мы уже после первого
шага получим одинаковые слова, и значит, Φ(Ti) = Φ(Ti+1).

3. Пусть преобразование g : Ti → Ti+1 произведено по тождеству γ−1γx = x.
Тогда, применяя к словам Ti, Ti+1 процедуру Φ, мы после первого шага придём
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соответственно к суммам S1, S2, причём некоторые слагаемые в S2 будут полу-
чаться из соответствующих слагаемых суммы S1 удалением γ−1γ, значит, после
второго шага эти суммы будут одинаковыми. Следовательно, и в этом случае
имеем равенство Φ(Ti) = Φ(Ti+1).

Аналогичными рассуждениями это равенство доказывается и для тех случа-
ях, когда g производится по другим тождествам из (3), (4).

Из доказанных равенств Φ(Ti) = Φ(Ti+1), i = 1, . . . ,m− 1 следует, что

Φ(R1) = Φ(R2).

Таким образом, все канонические слова, эквивалентные слову P , отличаются
лишь перестановкой слагаемых в суммах с одинаковыми сомножителями из A.

Отсюда получается и утверждение леммы. Для распознавания эквивалент-
ности слов P1, P2 достаточно найти и сравнить множества Φ(P1), Φ(P2). P1 и P2

эквивалентны в алгебре F (A) тогда и только тогда, когда Φ(P1) = Φ(P2). Оче-
видно, что для проверки равенства Φ(P1) = Φ(P2) достаточно сравнить лишь по
одному представителю из Φ(P1), Φ(P2).

Вернёмся теперь к доказательству теоремы 1.
Следуя [11,14,15], установим связь между многообразием Q(Ω,Σ) всех T -ква-

зигрупп и многообразием алгебр U(∆1, S). Так как сигнатура ∆1 содержит 0-ар-
ную операцию 0, то для установления эквивалентности многообразий необходи-
мо и Ω расширить путём введения 0-арной операции. В связи с этим пока будем
рассматривать многообразие Q(Ω1,Σ), где Ω1 = {·, /, \, u}, u— символ 0-арной
операции.

Известно (и очевидно), что если квазигруппа изотопна группе G, то она
главно изотопна некоторой группе, изоморфной G. Так как многообразие групп
замкнуто относительно изоморфизмов групп, то, не теряя общности, можно счи-
тать, что рассматриваемые квазигруппы главно изотопны группам из U . Поэто-
му, в отличие от [11, 14], мы не будем вводить в сигнатуру ∆1 дополнительный
символ унарной операции c и переводы сигнатур τ : Ω1 → ∆1 и σ : ∆1 → Ω1

определим по следующим формулам:

τ(·)(x, y) = xα+ yβ,

τ(/)(x, y) = (x− yβ)α−1,

τ(\)(x, y) = (−xα+ y)β−1,

τ(u) = 0,

σ(+)(x, y) = (x/u)
(
(u/u)\y),

σ(−)(x) = (u/u)
(
(x/u)\u),

σ(α) = x(u\u), σ(β) = (u/u)x,

σ(α−1) = x/(u\u), σ(β−1) = (u/u)\x,
σ(0) = u.
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Переводы τ и σ индуцируют взаимно-обратные отображения Ω1-слов
в ∆1-слова и обратно. Для Ω1-слова P ∆1-слово τ(P ) получается заменой
всех операций из Ω1 их τ -переводами. Аналогично для ∆1-слова R опреде-
ляется Ω1-слово σ(R). Заметим, что согласно результату Ф. Н. Сохацкого [8]
система тождеств многообразия квазигрупп Q(Ω1,Σ), изотопных абелевым груп-
пам, получается добавлением к системе Σ0 тождеств, полученных из (3) заменой
групповых операций их переводами.

Из [11,14] следует, что переводы τ и σ индуцируют также биективные и вза-
имно-обратные отображения Tτ , Tσ алгебр многообразий U(∆1, S) и Q(Ω1,Σ)
и указанные многообразия рационально эквивалентны. Следовательно, два
∆1-слова эквивалентны в свободной алгебре F (A) многообразия U(∆1, S) тогда
и только тогда, когда их переводы эквивалентны в свободной квазигруппе Q(A1)
с базисом A1 = A∪{u} многообразия Q(Ω1,Σ). Очевидно, что классы слов, обра-
зующие элементы свободной квазигруппы Q(A) многообразия Q(Ω,Σ), являют-
ся подклассами некоторых классов квазигруппы Q(A1). Следовательно, элемен-
ты из Q(A) равны тогда и только тогда, когда равны соответствующие элементы
в алгебре F (A). Отсюда и из леммы следует утверждение теоремы 1.

Заметим, что аналогичным образом может быть доказана следующая теоре-
ма.

Теорема 2. В многообразии всех медиальных квазигрупп разрешима про-
блема равенства слов для свободных алгебр.

Отличие доказательства теоремы 2 от доказательства теоремы 1 будет обу-
словлено добавлением к системе тождеств (3) тождеств вида

γ1γ2 = γ2γ1, γ1, γ2 ∈ ∆0.

В связи с этим вместо свободной группы G = 〈α, β〉 должна использоваться
свободная абелева группа с базисом α, β.

Автор благодарит профессора М. М. Глухова за его неоценимую помощь и
обсуждения при получении данных результатов.
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