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Аннотация

В работе излагаются результаты, относящиеся к теории геометрических инвари-
антов вполне интегрируемых гамильтоновых систем, а также к классификации инте-
грируемых случаев из динамики маломерного и многомерного твёрдого тела, находя-
щегося в неконсервативном поле сил. Последние задачи описываются динамическими
системами с переменной диссипацией. Первая часть работы представляет собой осно-
ву докторской диссертации В. В. Трофимова (1953—2003), которая по частям ранее
уже была опубликована. Тем не менее в нынешнем цельном виде она не выходила
в свет, этот пробел мы решили восполнить. Вторая же часть является уже развитием
результатов, изложенных в докторской диссертации М. В. Шамолина и также в на-
стоящем варианте не появлялась. Эти две части достаточно хорошо дополняют друг
друга, что и инициировало данную работу (её наброски возникли ещё в 1997 году).

Abstract

V. V. Trofimov, M. V. Shamolin, Geometric and dynamical invariants of inte-
grable Hamiltonian and dissipative systems, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika,
vol. 16 (2010), no. 4, pp. 3—229.

This paper presents results referred to geometric invariant theory of completely inte-
grable Hamiltonian systems and also to the classification of integrable cases of low-di-
mensional and high-dimensional rigid body dynamics in a nonconservative force field. The
latter problems are described by dynamical systems with variable dissipation. The first
part of the work is the base the doctorial dissertation of V. V. Trofimov (1953—2003),
which was in parts already published. However, in the present entire form, it was not
appeared, and we decided to fill in this gap. The second part is a development of the
results presented in the doctorial dissertation of M. V. Shamolin, and it was not appeared
in the present variant. These two parts well complement one another, which initiated this
work (its sketches already appeared in 1997).
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Светлой памяти профессора
Валерия Владимировича Трофимова

Ничего нельзя узнать, ничему нельзя на-
учиться, ни в чём нельзя удостовериться:
чувства ограниченны, разум слаб, жизнь ко-
ротка.

Анаксагор

Введение

Первая часть работы представляет собой основу докторской диссертации
В. В. Трофимова (1953—2003), которая по частям ранее уже была опубли-
кована. В нынешнем цельном виде она не выходила в свет, этот пробел его
соавтор и решил восполнить.

Построение и классификация вполне интегрируемых гамильтоновых систем
на симплектических многообразиях— одна из центральных проблем симплекти-
ческой геометрии. Бурное развитие этого раздела пришлось на восьмидесятые
годы XX века. Были найдены новые эффективные методы построения вполне
интегрируемых гамильтоновых систем. Достаточно упомянуть школы С. П. Но-
викова [72, 110], А. Т. Фоменко [159, 160], В. П. Маслова [100,101], Л. Д. Фад-
деева [128], В. И. Арнольда [19, 20], Марсдена [213], Вейнстейна [242]. По-
лучены глубокие классификационные теоремы для вполне интегрируемых си-
стем с двумя степенями свободы— теория А. Т. Фоменко [159, 160]. Новые
дифференциально геометрические идеи развивались М. Громовым [206]. Ис-
пользуя геометрические свойства почти комплексных структур, согласованных
с симплектической структурой, он построил новые инварианты симплектических
многообразий.

Задача построения вполне интегрируемых гамильтоновых систем на орбитах
коприсоединённого представления групп Ли является одной из важнейших в со-
временной симплектической геометрии. Многие проблемы прикладного и теоре-
тического характера естественно приводят к этим задачам; отметим, к примеру,
важную задачу интегрирования геодезических потоков. Основными методами
построения таких систем служат сдвиги инвариантов коприсоединённого пред-
ставления группы Ли, цепочки подалгебр, сдвиги базисных функций конечно-
мерных представлений в функциональных пространствах, согласованные скобки
Пуассона, R-матрицы. Полный обзор этих методов можно найти в [154—157].

Для классификации интегрируемых гамильтоновых систем в настоящее
время используются инварианты различной природы (см., например, работы
А. Т. Фоменко, А. В. Болсинова, А. А. Ошемкова). В. П. Масловым [100, 101]
было открыто, что для построения глобальных асимптотических решений диф-
ференциальных уравнений вида

m∑
|α|=0

aα(x)(λ−1Dx)αf(x) = 0
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имеется фундаментальное препятствие— известные классы Маслова. Это же
препятствие возникает в задаче построения трансверсальных лагранжевых под-
расслоений в симплектических расслоениях. Классы Маслова изучались с раз-
личных точек зрения и были обобщены на высшие размерности в работах
В. И. Арнольда, А. Б. Гивенталя, М. В. Карасёва, Д. Б. Фукса, Ж. Ли-
она, М. Вернь, П. Дазора, М. де Госсона, Дж. Морвана (см., например,
[17, 20, 76, 95, 162, 200, 205, 211, 215]). Первое такое обобщение было сделано
В. И. Арнольдом и изучено Д. Б. Фуксом [17, 162]. В связи с конструк-
циями обобщённых классов Маслова естественным образом возникают сим-
плектические связности. Этот объект изучался в работах В. С. Буслаева,
Е. А. Налимовой, М. Б. Верникова, Ю. И. Леви, В. Г. Леймлейна, Х. Гес-
се, А. Лихнеровича, Р. Мирона, В. Опроя, Ф. Тондёра, Дж. Вея (см., напри-
мер, [41,45,88,90,91, 103,209,212,214,234,240].

В современной математической физике большую роль играют алгебры Ли
малых размерностей (см. [73,216]). В [216] были вычислены инварианты копри-
соединённого представления групп Ли малых размерностей. Мы будем исполь-
зовать результаты и обозначения этой работы.

Данная работа состоит из шести глав. В первой главе развивается метод
построения вполне интегрируемых гамильтоновых систем на орбитах коприсо-
единённого представления групп Ли. Построена новая теория вполне интегри-
руемых гамильтоновых систем на тензорных расширениях алгебр Ли. В каче-
стве приложения этой методики найдены новые примеры вполне интегрируемых
гамильтоновых систем. Оказалось, что таким способом можно доказать пол-
ную интегрируемость ранее известных уравнений, обобщающих на многомерный
случай конечномерные аналоги уравнений магнитной гидродинамики. Главными
результатами этой главы являются новый метод построения вполне интегриру-
емых гамильтоновых систем и теорема о полной интегрируемости уравнений
Эйлера на тензорных расширениях полупростых алгебр Ли и, в частности, ана-
логи уравнений магнитной гидродинамики, что составляет основное содержание
работ [136—142, 144—150,236].

Вторая глава посвящена геометрическим конструкциям, необходимым для
классификации гамильтоновых систем с большим запасом первых интегралов.
Разработан новый метод построения геометрических инвариантов, основанный
на предложенном авторами обобщении классов Маслова. Во второй главе изуче-
ны свойства обобщённых классов Маслова различных геометрических структур,
это составляет основное её содержание. Основные результаты этой главы опуб-
ликованы в [139—142, 144—151,236—239].

В третьей главе исследованы вполне интегрируемые системы с нетривиаль-
ными обобщёнными классами Маслова на орбитах коприсоединённого пред-
ставления групп Ли малых размерностей. Приведены обширные технические
вычисления. Построение вполне интегрируемых гамильтоновых систем на тен-
зорных расширениях алгебр Ли малых размерностей описано в [135].
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В качестве примера укажем только одно важное следствие предъявленных
новых методик исследования вполне интегрируемых гамильтоновых систем на
однородных симплектических многообразиях.

Следствие. Пусть G—неразложимая вещественная алгебра Ли, dimG =
= 3, 4, 5, G �= so(3), или G—неразложимая вещественная нильпотентная ал-
гебра Ли, dimG = 6. Тогда на всех орбитах Os, s = 1, 2, . . . , общего положения
коприсоединённого представления группы Ли gs, отвечающей алгебре Ли

Gs =
(
. . .
(
G⊗ R[x1]/(x2

1)
)
⊗ . . .

)
⊗ R[xs]/(x2

s),

определены нетривиальные классы Маслова, где dimOs = 2s+1, если dimG = 3;
dimOs = 2s+2, если dimG = 4 и indG = 0; dimOs = 2s+1, если dimG = 4
и indG = 2; dimOs = 2s+2, если dimG = 5 и indG = 1; dimOs = 2s+1,
если dimG = 5 и indG = 3; dimOs = 2s+1, если dimG = 6 и indG = 4;
dimOs = 2s+2, если dimG = 6 и indG = 2.

На всех этих орбитах построены в явном виде вполне интегрируемые гамиль-
тоновы системы, на торах Лиувилля которых индексы Маслова нетривиальны.

Опишем теперь первые три главы подробнее, а затем перейдём к рассмотре-
нию содержания последних глав.

Первая глава посвящена изложению нового метода построения вполне инте-
грируемых гамильтоновых систем. Оказывается, что по каждой алгебре Ли G,
для которой на пространстве G∗ имеется полный инволютивный набор функций,
можно построить бесконечную серию алгебр Ли

G⊗ R[x1, . . . , xn]/(xm1+1
1 , . . . , xmn+1

n ),

обладающих этим же свойством.

В разделе 1.1 излагается основной алгоритм, связанный с тензорными рас-
ширениями алгебр Ли. Пусть a1, . . . , aq ∈ R[x1, . . . , xn]—многочлены. Рас-
смотрим фактор-кольцо R[x1, . . . , xn]/(a1, . . . , aq) = K, где (a1, . . . , aq)—идеал
в R[x1, . . . , xn], порождённый a1, . . . , aq, π : R[x1, . . . , xn] → K— естественная
проекция, εi = π(xi).

Расширим кольцо скаляров алгебры Ли G до кольца K, т. е. рассмотрим
алгебру Ли G⊗K = GK с естественной скобкой Ли. Поле R лежит в K, поэтому
G⊗K = GK можно рассматривать как алгебру Ли над R. Полученную алгебру
Ли обозначим через Ωa(G), где a = (a1, . . . , aq). Вообще говоря, не существует
методики продолжения функций с пространства G∗ на G∗

K для произвольного
набора a = (a1, . . . , aq). Основные результаты работы относятся к случаю, когда
a = (xm1+1

1 , . . . , xmn+1
n ).

Пусть e1, . . . , er —базис алгебры Ли G. Тогда векторы εα1
1 . . . εαn

n ej , 1 � j �
� r = dimG, 0 � αi � mi, i = 1, . . . , n, образуют базис алгебры Ли Ωa(G).
Координаты в G∗ в базисе, дуальном к ei, обозначим через xi, а координаты
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в Ωa(G)∗ в базисе, дуальном к εα1
1 . . . εαn

n ej , обозначим через x(α1, . . . , αn)j .
Введём в Ωa(G)∗ переменные

zi =
∑

αj+βj=mj

εα1
1 . . . εαn

n x(β1, . . . , βn)i.

Пусть F (x1, . . . , xr)—аналитическая функция на G∗ (или на некотором от-
крытом подмножестве U ⊂ G∗). Раскладывая F (z1, . . . , zr) в ряд Тейлора и
подставляя zi, мы получим конечную сумму, так как достаточно высокие степе-
ни элементов εi равны нулю. Поэтому F (z1, . . . , zr) можно представить в виде

F (z1, . . . , zr) =
∑

0�αj�mj , j=1,...,n

εα1
1 . . . εαn

n Fα1...αn
(x(β1, . . . , βn)i).

Обозначим набор функций {Fα1...αn
} через A(F ).

Основное свойство алгоритма (A) содержится в следующей теореме.
Теорема. Пусть аналитические функции F1(x), . . . , FN (x), определённые на

пространстве G∗, находятся в инволюции относительно канонической симплек-
тической структуры на всех орбитах коприсоединённого представления груп-
пы Ли, ассоциированной с алгеброй Ли G. Тогда все функции из семейства
A(F1)∪. . .∪A(FN ) находятся в инволюции относительно канонической симплек-
тической структуры на всех орбитах коприсоединённого представления группы
Ли Ωa(g), ассоциированной с алгеброй Ли Ωa(G). Если {Fi} функционально
независимы на G∗, то все функции из семейства A(F1) ∪ . . . ∪A(FN ) функцио-
нально независимы на пространстве Ωa(G)∗. Если G—алгебраическая алгебра
Ли, то из того, что F1, . . . , FN —полный инволютивный набор функций на G∗,
вытекает, что A(F1) ∪ . . . ∪ A(FN )—полный инволютивный набор функций на
Ωa(G)∗.

В разделе 1.2 изучаются уравнения Эйлера на пространствах Ωa(G)∗. Ока-
зывается, что методика, изложенная в разделе 1.1, позволяет доказать гамиль-
тоновость известных уравнений, связанных с магнитной гидродинамикой. Урав-
нения магнитной гидродинамики несжимаемой невязкой идеально проводящей
жидкости имеют в качестве конечномерного аналога следующую систему диф-
ференциальных уравнений, найденную в [46]:

Ṁ = [Ω,M ] − [H,J ], Ḣ = [Ω,H].

Здесь M,H ∈ so(n) и Ω = (R−1
g )∗, ġ—правый сдвиг на единицу группы SO(n)

вектора скорости ġ ∈ TgSO(n), J = Adg h, h—напряжённость магнитного поля
в теле, M —кинетический момент в пространстве.

Теорема. Уравнения Ṁ = [Ω,M ] − [H,J ], Ḣ = [Ω,H] являются гамильтоно-
выми на всех орбитах коприсоединённого представления группы Ли, ассоции-
рованной с алгеброй Ли Ω

(
so(n)

)
= so(n) ⊗

(
R[x]/(x2)

)
.



10 В. В. Трофимов, М. В. Шамолин

В разделе 1.3 строятся операторы C : Ω(G)∗ → Ω(G), для которых уравнения
Эйлера из раздела 1.2 будут обладать свойством полной интегрируемости по
Лиувиллю. Построенные операторы имеют следующий вид:

C = C(a, b,D) =
(

Φ−1
a ad∗

b 0
0 D

)
, C : Ω(G)∗ → Ω(G),

где Φ−1
a (x) = ad∗

x a, x ∈ Ω(G), a ∈ Ω(G)∗, a = (0, a1) ∈ Ω(G)∗—элемент обще-
го положения в Ω(G)∗, b ∈ ker Φa — элемент общего положения в алгебре Ли
Ω(G), D : ker ad∗

b → ker Φa —произвольный самосопряжённый линейный опера-
тор, Ω(G) = G⊗

(
R[x]/(x2)

)
.

Это построение выполнено для комплексных полупростых алгебр Ли, ком-
пактных вещественных форм в полупростых комплексных алгебрах Ли, нор-
мальных компактных подалгебр в комплексных полупростых алгебрах Ли.

В разделе 1.4 доказывается теорема о полной интегрируемости уравнений
Эйлера с построенными в разделе 1.3 операторами инерции.

Теорема. Пусть G—комплексная полупростая алгебра Ли, или её ком-
пактная вещественная форма, или нормальная компактная подалгебра, ẋ =
= ad∗

C(x)(x)—уравнения Эйлера на пространстве Ω(G)∗ с описанными выше
операторами инерции C. Тогда эта система уравнений Эйлера вполне инте-
грируема по Лиувиллю на всех орбитах общего положения коприсоединённо-
го представления группы Ли, ассоциированной с алгеброй Ли Ω(G). Соответ-
ствующий коммутативный набор первых интегралов строится с использованием
алгоритма (A), описанного в разделе 1.1.

В разделе 1.5 излагается общая конструкция линейных операторов, для ко-
торых уравнения Эйлера ẋ = ad∗

C(x)(x) обладают большим запасом первых ин-
тегралов, коммутирующих между собой.

В разделе 1.6 показано, как, используя алгоритм (A), можно канонические
координаты на орбитах коприсоединённого представления группы Ли g, ассоци-
ированной с алгеброй Ли G, продолжить до канонических координат на орбитах
коприсоединённого представления группы Ли Ω(g), асоциированной с алгеброй
Ли Ω(G) = G⊗

(
R[x]/(x2)

)
.

Во второй главе строятся инварианты, необходимые для классификации
гамильтоновых систем с большим запасом первых интегралов. Более точно,
излагается конструкция обобщённых классов Маслова—Арнольда для случая
произвольных многообразий с аффинной связностью.

В разделе 2.1 показано, что естественное обобщение классов Маслова—Ар-
нольда приводит к построению некоторых классов когомологий пространства
путей. Напомним сначала классическую конструкцию классов Маслова—Ар-
нольда. Если Nn —лагранжево подмногообразие стандартного симплектическо-
го пространства R

2n, то связывание с точкой x ∈ Nn перенесённого в начало
0 ∈ R

2n касательного пространства TxN
n определяет отображение

f : Nn → Λ(n) ∼= U(n)/O(n).
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Отображение f индуцирует отображение f∗ в когомологиях

f∗ : H∗(Λ(n)
)
→ H∗(Nn),

позволяющее определить характеристические классы лагранжева подмногообра-
зия Nn: если a ∈ H∗(Λ(n)

)
, то определён класс когомологий f∗(a) ∈ H∗(Nn).

Всё это можно переписать для многообразий с аффинной связностью. Пусть
Xn — гладкое многообразие, на котором задана аффинная связность Γi

jk, L
m —

произвольное подмногообразие в Xn. В этой ситуации определены обобщённые
классы Маслова подмногообразия Lm. Выберем и зафиксируем точку x0 ∈ Xn.
Введём обозначение

[Xn, Lm] = {α : [0, 1] → Xn},

α— такое кусочно-гладкое отображение отрезка [0, 1] в многообразие Xn, что
α(0) = x0 и α(1) ∈ Lm.

Определим отображение f : [Xn, Lm] → Gm(Tx0X
n) пространства [Xn, Lm]

в грассманиан Gm(Tx0X
n), порождённый касательным пространством Tx0X

n,
m = dimLm. Если α ∈ [Xn, Lm], то касательное пространство Tα(1)L

m пе-
реносится параллельно относительно связности Γi

jk в точку x0 = α(0) вдоль
пути α. Образ пространства Tα(1)L

m при этом паралельном переносе обо-
значим через f(α). Подпространство f(α) является по определению обра-
зом пути α при отображении f , которое назовём касательным представ-
лением многообразия Lm. Оно индуцирует отображение f∗ в когомологиях
f∗ : H∗(Gm(Tx0X

n)
)
→ H∗([Xn, Lm]).

Пусть a ∈ H∗(Gm(Tx0X
n)
)
—произвольный класс когомологий грассманиа-

на Gm(Tx0X
n). Тогда классы когомологий вида f∗(a) ∈ H∗([Xn, Lm]) назовём

обобщёнными классами Маслова подмногообразия Lm ⊂ Xn.
Основные свойства этих классов собраны в следующей теореме.

Теорема.

1. Обобщённые классы Маслова не зависят от выбора связности Γi
jk на мно-

гообразии Lm ⊂ Xn.
2. Если Lm ⊂ R

2n —лагранжево подмногообразие в стандартном симплекти-
ческом пространстве(

R
2n(p1, . . . , pn, q1, . . . , qn), ω =

n∑
i=1

dpi ∧ dqi
)
,

то обобщённые классы Маслова, определённые относительно симплекти-
ческой связности на R

2n, совпадают с классическими классами Масло-
ва—Арнольда (после естественных отождествлений пространств когомо-
логий).

3. Классы Маслова—Арнольда лагранжева подмногообразия Ln ⊂ R
2n не

зависят от выбора плоской симплектической связности в пространстве R
2n.
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В разделе 2.2 показано, что в некоторых случаях характеристические клас-
сы, определённые на пространстве путей [Xn, Lm], где Xn —многообразие с аф-
финной связностью Γi

jk, можно спроектировать в некоторые классы когомологий
подмногообразия Lm. Однако результат проекции уже зависит от выбора связ-
ности.

Итак, пусть Mm —многообразие с аффинной связностью Γi
jk. Параллель-

ный перенос вдоль кривой γ(t), 0 � t � 1, из фиксированной точки x0 = γ(0)
в точку x = γ(1) обозначим через τ−1

γ . Если V —произвольное подпространство
касательного пространства Tx0M

m, то τ−1
γ V —корректно определённое подпро-

странство в TxM
m.

Предположим, что x = x0 = γ(0) = γ(1). Тогда предыдущее замечание по-
казывает, что группа голономии H = Hx0(M

m) с базисной точкой x0 действует
на грассмановом многообразии Gk(Tx0M

m), k = dimV .
Введём в рассмотрение приведённое пространство Грассмана (приведённый

грассманиан)
HGk(Tx0M

m) = Gk(Tx0M
m)/Hx0(M

m).

Предположим, что Nn ⊂ Mm —произвольное подмногообразие, а x0 ∈ Mm —
фиксированная точка. Для произвольной точки x ∈ Nn рассмотрим произволь-
ную кривую γ(t), такую что γ(0) = x0, γ(1) = x, и параллельный перенос τ−1

γ

из точки x0 в точку x вдоль γ. Тогда можно было бы определить отображе-
ние f : Nn → Gn(Tx0M

m) по правилу f(x) = τγ(TxN
n) ⊂ Tx0M

m, но это
определение некорректно. Если имеется ещё одна кривая β(t), 0 � t � 1,
такая что β(0) = x0, β(1) = x, то определено подпространство τβ(TxN

n) ⊂
⊂ Tx0M

m. Имеется линейное преобразование A ∈ H = H∗(Mm) из группы
голономии H = H∗(Mm), такое что A

(
τβ(TxN

n)
)

= τγ(TxN
n). Поэтому мы

имеем корректно определённое отображение f : Nm → HGn(Tx0M
m) подмного-

образия Nn в приведённый грассманиан HGn(Tx0M
m).

Отображение f индуцирует отображение f∗ в когомологиях

f∗ : H∗(HGn(Tx0M
m)
)
→ H∗(Nn).

Тогда определены естественные характеристические классы

a(Nn) = f∗(a) ∈ H∗(Nn),

a ∈ H∗(HGn(Tx0M
m)
)
—произвольный класс когомологий приведённого грас-

сманиана. Эти классы назовём относительными характеристическими клас-
сами пары (Mm, Nn).

Показано, что эти классы обращаются в нуль для вполне геодезических
подмногообразий.

В разделе 2.3 вводится понятие индекса подмногообразия, которое необ-
ходимо для того, чтобы сравнивать относительные характеристические клас-
сы разных подмногообразий в данном многообразии с аффинной связностью.
Интегрирование соответствующих классов когомологий по рассматриваемому
подмногообразию даёт индекс a[Nn] подмногообразия Mm ⊂ Nn.



Геометрические и динамические инварианты интегрируемых систем 13

Динамические системы можно классифицировать с разных точек зрения.
А. Т. Фоменко поставил задачу классификации гамильтоновых вполне инте-
грируемых систем с точностью до бордантности. Это понятие находит своё
отражение в рамках общей теории классов Маслова в аффинной геометрии.
Два замкнутых ориентированных многообразия Nn

1 и Nn
2 называются vf-ко-

бордантными (кобордизм с векторными полями), если существуют компактное
ориентированное многообразие Wn+1, такое что ∂Wn+1 = Nn

1 ∪Nn
2 , и невыро-

жденное касательное векторное поле v на Wn+1, которое определяется внутрен-
ними нормалями в точках Nn

1 и внешними нормалями в точках Nn
2 . Имеется

полное описание таких кобордизмов (см. [220]).

Теорема. Пусть подмногообразие Nn в многообразии Mm с аффинной связ-
ностью vf-кобордантно нулю. Тогда все индексы подмногообразия Nn равны
нулю.

В разделе 2.4 вводятся обобщённые классы Маслова и соответствующие ин-
дексы для лагранжевых подмногообразий в симплектических многообразиях.
Для их построения мы должны рассмотреть специальный класс связностей на
симплектических многообразиях— симплектические связности. Такие связности
характеризуются равенством ∇kωij = 0, где ωij — симплектическая структура на
многообразии M2n. В этой ситуации группа голономии действует на лагранже-
вом грассманиане Λ(Tx0M

2n), и мы можем определить приведённый лагранжев
грассманиан HΛ(Tx0M

2n) и отображение f : Nn → HΛ(Tx0M
2n) лагранже-

ва подмногообразия Nn в приведённый лагранжев грассманиан HΛ(Tx0M
2n).

В этой ситуации имеются обобщённые классы Маслова f∗(a) для лагранжева
подмногообразия Nn, где f∗ : H∗(HΛ(Tx0M

2n)
)
→ H∗(Nn).

Указано соответствующее отношение кобордантности лагранжевых подмно-
гообразий и доказана теорема инвариантности обобщённых индексов Маслова
относительно этого отношения эквивалентности.

В разделе 2.5 рассмотрен случай вполне интегрируемых гамильтоновых
систем ẋ = sgradH на симплектическом многообразии (M2n, ω). Пусть
F1, . . . , Fn —полный инволютивный набор первых интегралов. Тогда совмест-
ная компактная связная поверхность уровня

{x ∈M2n : F1(x) = c1, . . . , Fn(x) = cn}

является лагранжевым тором, и для него определены обобщённые классы Ма-
слова.

В разделе 2.6 строится плоская симплектическая связность, ассоциированная
с вполне интегрируемой гамильтоновой системой, которая позволяет построить
нетривиальные классы и индексы Маслова на торах Лиувилля вполне интегри-
руемой гамильтоновой системы. Здесь же предложен алгоритм для продолжения
плоских метрик с многообразия M на касательное расслоение TM , что позво-
ляет строить богатые серии примеров плоских симплектических связностей.

В разделе 2.7 конструкции раздела 2.1 распространяются на более общие
связности, чем связности в касательном расслоении к многообразию. Построе-
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ны обобщённые классы Маслова для подрасслоений в векторных расслоениях,
а также для лагранжевых подрасслоений в симплектических векторных рас-
слоениях. Определено соответствующее понятие кобордантности и доказаны
теоремы инвариантности обобщённых индексов относительно этого отношения
эквивалентности.

В разделе 2.8 рассмотрен случай псевдоримановых многообразий и изотроп-
ных подмногообразий в них. Оказывается, что все основные конструкции обоб-
щённых классов Маслова можно повторить и для этого случая. Введено соот-
ветствующее понятие кобордантности и доказана теорема инвариантности по
отношению к этому отношению эквивалентности.

В разделе 2.9 исследуются параллельные симплектические структуры на ри-
мановых многообразиях. Для них доказано уточнение теоремы де Рама о раз-
ложении.

Теорема. Пусть M — связное односвязное полное риманово многообразие,
допускающее параллельную относительно связности Леви-Чивита Γi

jk симплек-
тическую структуру ωij , т. е. Γi

jk — симплектическая связность. Тогда M изо-
метрично прямому произведению M0 ×M1 × . . .×Mk, где M0 — евклидово про-
странство, причём ω|M0 — симплектическая структура на M0, а M1, . . . ,Mk —
односвязные полные неприводимые римановы многообразия.

В разделе 2.9 также построены примеры параллельных симплектических
структур на римановом многообразии.

Используя связности абсолютного параллелизма, построенные по вполне ин-
тегрируемой гамильтоновой системе, мы вводим новое понятие относительного
класса Маслова одной вполне интегрируемой гамильтоновой системы по отно-
шению к другой.

В разделе 2.10 строится аналог лоскутно-симплектических многообразий,
введённых А. Т. Фоменко для изучения понятия жёсткой бордантности инте-
грируемых гамильтоновых боттовских систем. Оказывается, что для лоскут-
но-симплектических многообразий существует аналог в теории многообразий
с аффинной связностью— лоскутно-аффинные многообразия. Для этого класса
многообразий можно определить все основные конструкции обобщённых клас-
сов Маслова. В частности, справедлива теорема инвариантности обобщённых
индексов подмногообразий относительно vf-кобордизма.

В третьей главе рассматриваются приложения обобщённых классов Маслова
и их вычисление для торов Лиувилля широких серий вполне интегрируемых
гамильтоновых систем на орбитах коприсоединённого представления групп Ли.

В разделе 3.1 обсуждается гипотеза А. Т. Фоменко о том, что классы Ма-
слова—Арнольда «почти всегда» тривиальны для минимальных лагранжевых
подмногообразий. Эта гипотеза была доказана в [69,87] для случая M2n = R

2n.
А. Т. Фоменко выдвинул гипотезу, что «разумно определённые» характеристи-
ческие классы типа Маслова—Арнольда для минимальных подмногообразий
в симплектических многообразиях должны быть равны нулю. Частичный от-
вет на этот вопрос даёт конструкция, изложенная выше.
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Теорема.

1. Пусть f : Mm → Nm+1 —изометрическая иммерсия, где Mm —компакт-
ное ориентированное риманово многообразие без границы, а Nm+1 —плос-
кое ориентированное риманово многообразие. Если f минимальна и устой-
чива (относительно функционала объёма), то все относительные характе-
ристические классы пары Mm ⊂ Nm+1 равны нулю.

2. Пусть Mm —компактное ориентированное подмногообразие без границы
в параллелизуемом многообразии Nn, f —изометрия. Если f минимальна
и устойчива (относительно функционала объёма), то все относительные
характеристические классы пары Mm ⊂ Nn равны нулю.

В разделе 3.2 в явном виде вычислены плоские симплектические связности
на орбитах общего положения коприсоединённого представления трёхмерных
групп Ли.

Теорема. На всех орбитах общего положения коприсоединённого представ-
ления трёхмерных групп Ли имеется плоская симплектическая связность, обоб-
щённые классы Маслова по отношению к которой нетривиальны, за исключе-
нием группы SO(3).

В разделе 3.3 в явном виде вычислены симплектические связности на орби-
тах общего положения коприсоединённого представления четырёхмерных групп
Ли.

Теорема. На всех орбитах общего положения коприсоединённого представ-
ления четырёхмерных групп Ли имеется плоская симплектическая связность,
обобщённые классы Маслова по отношению к которой нетривиальны.

В разделе 3.4 в явном виде вычислены плоские симплектические связности
на орбитах общего положения коприсоединённого представления пятимерных
групп Ли.

Теорема. На всех орбитах общего положения коприсоединённого представ-
ления пятимерных групп Ли имеется плоская симплектическая связность, обоб-
щённые классы Маслова по отношению к которой нетривиальны.

В разделе 3.5 в явном виде вычислены плоские симплектические связности
на орбитах общего положения коприсоединённого представления нильпотентных
шестимерных групп Ли.

Теорема. На всех орбитах общего положения коприсоединённого представ-
ления нильпотентных шестимерных групп Ли имеется плоская симплектическая
связность, обобщённые классы Маслова по отношению к которой нетривиальны.

Кроме того, в разделах 3.2—3.5 на пространстве G∗, дуальном к алгебре
Ли G (рассмотренной в этих разделах), построены в явном виде такие функ-
ции, что после их ограничения на орбиты общего положения коприсоединённого
представления мы получим канонические координаты сразу на всех орбитах та-
кого типа.
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В разделе 3.6 построены плоские симплектические связности на орбитах
общего положения коприсоединённого представления тензорных расширений
Ω(g) групп Ли, изученных в разделах 3.2—3.5. Доказана нетривиальность обоб-
щённых классов Маслова по отношению к этим связностям. На пространствах
Ω(G)∗, двойственных к алгебрам Ли Ω(G), указаны такие функции, что после
их ограничения на орбиты O общего положения коприсоединённого представ-
ления мы получим канонические координаты сразу на всех орбитах O такого
типа.

Вторая часть работы является развитием результатов, изложенных в доктор-
ской диссертации М. В. Шамолина и также в настоящем варианте не публикова-
лась. Две части, по мнению одного из соавторов, достаточно хорошо дополняют
друг друга, именно это и инициировало данную работу (её наброски появились
ещё в 1997 году).

Если в первой части работы рассматриваются консервативные системы, для
которых разработана техника исследования, опирающаяся на топологические
инварианты, то во второй её части изучаются неконсервативные системы, для
которых методика исследования, например, гамильтоновых систем, вообще го-
воря, неприменима. Таким образом, для систем из второй части работы необхо-
димо в некотором смысле «в лоб» интегрировать основное уравнение динамики.
Мы обобщаем старые, а также получаем новые случаи полной интегрируемости
в трансцендентных функциях в динамике двумерного, трёхмерного и четырёх-
мерного твёрдого тела, находящегося в неконсервативном поле сил.

Вторая часть работы посвящена развитию качественных методов в теории
неконсервативных систем, возникающих, например, в таких областях науки,
как динамика твёрдого тела, взаимодействующего с сопротивляющейся средой,
теория колебаний и др. В принципе, данный материал может быть интересен
как специалистам по качественной теории обыкновенных дифференциальных
уравнений, динамики твёрдого тела, так и механики жидкости и газа.

Конечно, в общем случае построить какую-либо теорию интегрирования
неконсервативных систем (хотя бы и невысокой размерности) довольно труд-
но. Но в ряде случаев, когда исследуемые системы обладают дополнительными
симметриями, удаётся найти первые интегралы через конечные комбинации эле-
ментарных функций.

Получен целый спектр случаев полной интегрируемости неконсервативных
динамических систем, обладающих нетривиальными симметриями. При этом
почти во всех случаях интегрируемости каждый из первых интегралов выража-
ется через конечную комбинацию элементарных функций, являясь одновремен-
но трансцендентной функцией своих переменных. Трансцендентность в данном
случае понимается в смысле комплексного анализа, когда после продолжения
данных функций в комплексную область у них имеются существенно особые
точки. Последний факт обусловливается наличием в системе притягивающих и
отталкивающих предельных множеств (например, притягивающих и отталкива-
ющих фокусов).
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Получены новые семейства фазовых портретов систем с переменной дисси-
пацией на маломерных и многомерных многообразиях. Обсуждаются вопросы
их абсолютной или относительной грубости. Обнаружены новые интегрируемые
случаи движения твёрдого тела, в том числе, в классической задаче о движении
сферического маятника, помещённого в поток набегающей среды.

Вторая, «негамильтонова», часть работы тесно связана с «гамильтоновой»
первой частью, поскольку в явном виде получены инварианты динамических
систем с переменной диссипацией.

В разделе 4.1 приводятся предварительные соображения и кратко обсу-
ждаются полученные ранее результаты. В разделе 4.2 конкретизируются так
называемые динамические системы с переменной диссипацией. Данный класс
характеризуется как класс систем, в ряде случаев допускающих полное интегри-
рование. Поскольку в системе присутствуют отталкивающие и притягивающие
предельные множества, полное интегрирование если и может производиться, то
только в классе трансцендентных (в смысле комплексного анализа) функций.

Сначала обсуждаются наглядные характеристики таких систем, а затем да-
ётся определение (или, точнее, одно из определений) системы с переменной
диссипацией с нулевым (ненулевым) средним.

В разделе 4.3 вводится в рассмотрение важный класс динамических систем
с дополнительными симметриями. На самом деле вводимые симметрии вполне
естественны, поскольку, вообще говоря, правую часть системы можно разло-
жить в ряд Фурье, при этом часто бывает, что эти ряды конечны. Вводимый
класс систем оказывается классом систем с переменной дисссипацией с нуле-
вым средним. Приводятся естественные примеры из динамики двухмерного и
трёхмерного твёрдого тела.

В разделе 4.4 изучаются системы с симметриями на двумерном цилиндре. И
хотя часть материала уже появлялась в печати, автор счёл нужным опублико-
вать этот материал в данном контексте.

Элементы теории систем на касательном расслоении к двумерной сфере изу-
чаются в разделе 4.5. Приводится достаточно общий вид таких систем третьего
порядка, допускающих наличие трансцендентных первых интегралов.

Глава 5 посвящена исследованию новых случаев интегрируемости в плоской
(двумерной) и пространственной (трёхмерной) динамике твёрдого тела, взаимо-
действующего со средой, т. е. случаев, описываемых динамическими системами
с переменной диссипацией с нулевым средним. Подавляющая часть данного
материала ранее не публиковалась. Преимущество данного материала состоит
в том, что практически все исследуемые системы описывают вполне конкретные
движения и имеют соответствующие гидродинамические аналогии.

Особенно важен раздел 5.3. Там на примере конкретной динамической систе-
мы вводится характеристический индекс, «кодирующий» тип фазового портрета
(абсолютно) грубой системы. При этом каждый такой индекс соответствует то-
пологически изолированному (т. е. неэквивалентному другим типам) типу фа-
зового портрета.
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Последняя, шестая, глава посвящена исследованию интегрируемых случа-
ев в динамике четырёхмерного твёрдого тела, помещённого в неконсервативное
силовое поле. Она представляет собой относительно законченный результат по
исследованию уравнений движения динамически симметричного четырёхмерно-
го твёрдого тела в двух логически возможных случаях в зависимости от вида
его тензора инерции, находящегося в неконсервативном поле сил, построенном
из поля силы сопротивления, взятого из динамики трёхмерного твёрдого тела,
взаимодействующего со средой.

Конечно, исследованию случаев полной интегрируемости уравнений движе-
ния четырёхмерного твёрдого тела посвящено огромное количество работ. Мы
не претендуем в данном вопросе на некое первенство. Однако при исследовании
«маломерных» уравнений движения вполне конкретных (двумерных и трёхмер-
ных твёрдых тел в неконсервативном поле сил, а именно в поле сил сопротив-
ления) пришла идея обобщить уравнения на случай движения четырёхмерного
твёрдого тела в аналогичном поле неконсервативных сил. В результате такого
обобщения получились два случая интегрируемости в задаче о движении те-
ла в сопротивляющейся среде, заполняющей четырёхмерное пространство, при
наличии некоторой следящей силы, позволяющей методическим образом пони-
зить порядок общей системы динамических уравнений движения и приводящей
систему к виду системы с переменной диссипацией с нулевым средним.

Соавтор выражает благодарность доктору физико-математических наук, про-
фессору А. В. Михалёву за ценные обсуждения.

1. Тензорные расширения алгебр Ли

1.1. Теорема инволютивности
для тензорных расширений алгебр Ли

1.1.1. Тензорные расширения алгебр Ли

Рассмотрим произвольную алгебру Ли G размерности r над полем k.
Обозначим через k[x1, . . . , xn] кольцо многочленов над полем k от пере-
менных x1, . . . , xn. Пусть f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn]— такие многочлены, что
fi(0) = 0, i = 1, . . . , s. Пусть K—фактор-кольцо: K = k[x1, . . . , xn]/(f1, . . . , fs),
где (f1, . . . , fs)—идеал в k[x1, . . . , xn], натянутый на полиномы f1, . . . , fs, и
π : k[x1, . . . , xn] → K— естественная проекция. Через εi обозначим образ xi

при отображении π. Алгебра K над полем k мультипликативно порождается
элементами ε1, . . . , εn ∈ K. Расширим кольцо скаляров алгебры Ли G до K, т. е.
рассмотрим алгебру Ли GK = G⊗K над кольцом K. Поле k лежит в кольце K,
поэтому мы можем рассматривать алгебру Ли GK над полем k. Полученную
алгебру Ли над полем k обозначим через Ωf (G), где f = (f1, . . . , fs)—полино-
миальное отображение f : R

n → R
n, такое что f(0) = 0.
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Утверждается, что Ωf (G) является расширением алгебры Ли G. Для доказа-
тельства достаточно построить эпиморфизм алгебр Ли g : Ωf (G) → G. Заметим,
что любой элемент y ∈ Ωf (G) можно представить в виде

y =
∑

(α1,...,αn)

εα1
1 . . . εαn

n xα1,...,αn
, xα1,...,αn

∈ G.

Положим g(y) = x0,...,0. Очевидно, что это эпиморфизм алгебр Ли. Алгебра
Ли Ωf (G) является несущественным расширением алгебры Ли G. Действитель-
но, поскольку G вкладывается как подалгебра в Ωf (G), то Ωf (G) есть полупря-
мая сумма G и некоторой алгебры Ли M по представлению ρ : G → Der(M),
где Der(M)—алгебра Ли дифференцирований M . В нашем случае M —иде-
ал в G ⊗ K, порождённый подпространствами ε1G, . . . , εnG. Тогда Ωf (G) как
линейное пространство есть G + M . Полупрямая сумма G и M берётся по
естественному гомоморфизму алгебры Ли G в алгебру Ли дифференцирований
идеала M : ρ(x) = adx.

Замечание. Положим в вышеизложенной конструкции s = 1, n = 1, f1(x) =
= x2, k = R, т. е. K = R[x]/(x2). Тогда получим алгебру Ли Ω(G), для ко-
торой в [233] предложен алгоритм вычисления инвариантов коприсоединённого
представления соответствующей группы Ли, отвечающей алгебре Ли G. Этот
алгоритм окажется частным случаем описанного ниже алгоритма (A).

Замечание. Если рассмотреть произвольное полиномиальное отображение
f : R

n → R
n без условия f(0) = 0, то получим алгебру Ли Ωf (G), содержащую

G в качестве подалгебры.

Мы будем в дальнейшем заниматься алгебрами Ли Ωf (G), где

f ∈ (xm1+1
1 , . . . , xmn+1

n ) ∈ (k[x1, . . . , xn])n.

В этом случае расширение Ωf (G) обозначим через Ωm1...mn
(G).

Пусть e1, . . . , en —базис алгебры Ли G. Тогда векторы

εα1
1 . . . εαn

n ej , 1 � j � r, 0 � αi � mi, 1 � i � n,

образуют базис алгебры Ли Ωm(G), m = (m1, . . . ,mn).

Обозначим через G∗ пространство, дуальное к пространству G. Если ei ∈ G
(i = 1, . . . , r) — базис пространства G, то дуальный базис в G∗ обозначим че-
рез ei. Он определяется соотношением 〈ei, ej〉 = δi

j . Здесь 〈f, x〉— значение
функционала f ∈ G∗ на векторе x ∈ G. Координаты в Ωm(G), m = (m1, . . . ,mn),
в базисе, дуальном к базису εα1

1 . . . εαn
n ej , 1�j�r, 0�αi �mi, 1� i�n, обозна-

чим через x(α1, . . . , αn)j , а координаты в базисе, дуальном к ei (i = 1, . . . , r), —
через xi (i = 1, . . . , r).
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Рассмотрим фактор-кольцо K = R[x]/(x2 − αx − β). Тогда операция комму-
тирования в алгебре Ли G⊗K = Ωα,β(G) имеет вид

[x1 + εy1, x2 + εy2] = [x1, x2] + β[y1, y2] + ε([y1, x2] + [x1, y2] + α[y1, y2]),
xi, yi ∈ G (i = 1, 2),

здесь ε—образ переменной x при естественной проекции π : R[x] → K.
Как уже отмечалось выше, Ωα,0(G) является расширением алгебры Ли G.

Лемма 1.1.1. Пусть β + α2/4 = θ + η2/4 = 0. Тогда Ωα,β(G) изоморфна
Ωη,θ(G) и эти алгебры Ли изоморфны стандартной алгебре Ли Ω0,0(G).

Доказательство. Пусть β + α2/4 = 0. Тогда положим ε− α/2 = δ и опреде-
лим отображение

ϕ : Ωα,β(G) = G+ εG→ Ω0,0(G) = G+ δG

по формуле ϕ(x+εy) = (x+αy/2)+δy. Очевидно, что ϕ—изоморфизм линейных
пространств. Из определения коммутатора в алгебрах Ли Ω0,0(G) и Ωα,β(G) и из
того, что β + α2/4 = 0, непосредственным вычислением получаем, что ϕ[x, y] =
= [ϕx, ϕy], т. е. ϕ является изоморфизмом алгебр Ли, что и утверждалось.

В дальнейшем в приложениях к интегрированию уравнений магнитной гид-
родинамики будет использоваться алгебра Ли Ω0,0(G), которую мы будем обо-
значать через Ω(G).

1.1.2. Формулировки основных теорем

Пусть G—алгебра Ли. В пространстве Ωm(G)∗, m = (m1, . . . ,mn), дуальном
к расширению Ωm(G), m = (m1, . . . ,mn), определим переменные

zi =
∑

αj+βj=mj , j=1,...,n

εα1
1 . . . εαn

n x(β1, . . . , βn)i = x(m1, . . . ,mn)i + z′i =

= x(m1, . . . ,mn)i +
∑

αj+βj=mj , j=1,...,n, α2
1+...+α2

n �=0

εα1
1 . . . εαn

n x(β1, . . . , βn)i.

Описание алгоритма (A). Пусть F (x1, . . . , xr)—аналитическая (напри-
мер, полиномиальная) функция на пространстве G∗. На пространстве Ωm(G)∗,
m = (m1, . . . ,mn), рассмотрим функцию F (z1, . . . , zr) со значениями в коль-
це K. Раскладывая F (x1, . . . , xr) в ряд Тейлора и подставляя zi, мы получим
конечную сумму, так как достаточно высокие степени элемента εi равны нулю.

Итак, F (z1, . . . , zr)—корректно определённая функция на пространстве
Ωm(G)∗, m = (m1, . . . ,mn), со значениями в алгебре K. Эту функцию мож-
но представить в следующем виде:

F (z1, . . . , zr) =
∑

0�αj�mj , j=1,...,n

εα1
1 . . . εαn

n Fα1...αn
(x(β1, . . . , βn)i).
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Функции Fα1...αn
: Ω(G)∗ → k, m = (m1, . . . ,mn), назовём однородными ком-

понентами функции F (z1, . . . , zr). Алгоритм (A) по определению функцию F
на пространстве G∗ будет переводить в набор однородных компонент A(F ) =
= {Fα1...αn

} функции F (z1, . . . , zr).
Отметим, что если F (x1, . . . , xr)—аналитическая функция на открытом под-

множестве U ⊂ G∗, то функции Fα1...αn
определены на некотором открытом под-

множестве Û ⊂ Ωm(G)∗. Эта ситуация возникает, например, при рассмотрении
рациональных инвариантов коприсоединённого представления.

Цель настоящего раздела— доказательство следующих свойств алгорит-
ма (A).

Теорема 1.1.2. Пусть F1, . . . , FN —функционально независимые инварианты
коприсоединённого представления односвязной группы Ли g, ассоциированной
с алгеброй Ли G. Тогда все функции семейства A(F1) ∪ . . . ∪ A(FN ) являются
инвариантами коприсоединённого представления односвязной группы Ли Ωm(g),
m = (m1, . . . ,mn), причём инварианты A(F1) ∪ . . . ∪ A(FN ) в совокупности
функционально независимы на пространстве Ωm(G)∗, m = (m1, . . . ,mn).

Теорема 1.1.3. Пусть функции F1, . . . , FN , определённые на G∗, находятся
в инволюции относительно формы Кириллова на всех орбитах коприсоединён-
ного представления группы Ли g, ассоциированной с алгеброй Ли G. Тогда все
функции A(F1) ∪ . . . ∪A(FN ) на выходе алгоритма (A) находятся в инволюции
относительно формы Кириллова на всех орбитах коприсоединённого представ-
ления алгебры Ли Ωm(G), m = (m1, . . . ,mn). Если F1, . . . , FN функционально
независимы на G∗, то все функции семейства A(F1)∪. . .∪A(FN ) функционально
независимы на Ωm(G)∗, m = (m1, . . . ,mn).

Определение 1.1.4. Пусть F1, . . . , FN —полный набор функционально неза-
висимых инвариантов коприсоединённого представления группы Ли, ассоции-
рованной с алгеброй Ли G. Мы скажем, что инварианты выделяют орбиты,
если размерность орбиты максимальной размерности коприсоединённого пред-
ставления группы Ли, ассоциированной с G, равна dimG−N .
Замечание. Класс таких алгебр Ли непуст. Например, все полупростые ал-

гебры Ли G и борелевские подалгебры в G принадлежат этому классу.
Следствием теоремы 1.1.2 является следующее утверждение (indG означает

индекс алгебра Ли G, см. [70]).

Теорема 1.1.5. Пусть инварианты алгебры Ли G выделяют орбиты. Тогда

ind Ωm(G) = dimk K · indG,

причём алгоритм (A) в этом случае перерабатывает полный набор инвариан-
тов коприсоединённого представления группы Ли, ассоциированной с алгеброй
Ли G, в полный набор инвариантов коприсоединённого представления группы
Ли, ассоциированной с алгеброй Ли Ωm(G), m = (m1, . . . ,mn).

Определение 1.1.6. Скажем, что семейство S функций на пространстве L∗,
где L—алгебра Ли, является полным инволютивным, если
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а) любые две функции f, g ∈ S находятся в инволюции относительно фор-
мы Кириллова на всех орбитах коприсоединённого представления группы
Ли L, ассоциированной с алгеброй Ли L;

б) количество функций семейства S равно

N = codimO +
1
2

dimO,

где O—орбита максимальной размерности коприсоединённого представ-
ления группы Ли L;

в) подмножество
{x ∈ L : rk{df1,x, . . . , dfN,x} < N}

не содержит открытых подмножеств S = {f1, . . . , fN}.

В качестве следствия теорем 1.1.3, 1.1.5 и результатов работ [104,129,130,159]
мы получим следующее утверждение.

Теорема 1.1.7. Пусть инварианты алгебры Ли G выделяют орбиты. То-
гда алгоритм (A) перерабатывает полное инволютивное семейство функций
на G∗ в полное инволютивное семейство функций на пространстве Ωm(G)∗,
m = (m1, . . . ,mn). В частности, если G—полупростая комплексная алгебра Ли,
её компактная вещественная форма или нормальная компактная подалгебра или
вещественная борелевская подалгебра в G, то в явном виде с помощью алгорит-
ма (A) строится полное инволютивное семейство функций на пространствах,
дуальных к алгебрам Ли Ωm1Ωm2 . . .Ωms

(G), где mj =
(
ij(1), . . . , ip(j)(j)

)
,

j = 1, . . . , s.

1.1.3. Примеры-иллюстрации

Приведём явные выражения для функций из семейства A(F ) для некоторых
колец K = k[x1, . . . , xn]/(f1, . . . , fs).

Кольцо K = R[x]/(x2). Выпишем в явном виде функции A(F ) в этом случае.
В пространстве Ω(G) = G + εG (ε2 = 0) имеем координаты xi (в подпростран-
стве G) и yi (в подпространстве εG). Тогда A(F ) =

{
F (1), F (2)

}
, где

F (1)(z) = F (y1, . . . , yr), F (2)(z) =
r∑

i=1

xi
∂F (y1, . . . , yr)

∂yi
.

Кольцо K = R[x]/(x3). В пространстве Ω2(G)∗ имеем координаты x(0)i,
x(1)i, x(2)i и переменные zi = x(0)iε

2 + x(1)iε + x(2)i (здесь ε3 = 0). Вос-
пользовавшись формулой Тейлора, мы получим

F (z1, . . . , zr) = F0(z) + F1(z)ε+ F2(z)ε2,



Геометрические и динамические инварианты интегрируемых систем 23

где

F0(z) = F (x(2)i), F1(z) =
r∑

j=1

∂F (x(2)i)
∂x(2)j

x(1)j ,

F2(z) =
1
2

r∑
p,q=1

∂2F (x(2)i)
∂x(2)p∂x(2)q

x(1)px(1)q +
r∑

k=1

∂F (x(2)i)
∂x(2)k

x(0)k.

Кольцо K = R[x]/(x5). В пространстве Ω4(G)∗ имеем координаты x(j)i,
j = 0, 1, . . . , 4, i = 1, . . . ,dimG = r. В этом случае

F (z1, . . . , zr) = F0(z) + F1(z)ε+ F2(z)ε2 + F3(z)ε3 + F4(z)ε4

(здесь ε5 = 0), где

F0(z) = F (x(4)i), F1(z) =
r∑

p=1

∂F (x(4)i)
∂x(4)p

x(3)p,

F2(z) =
1
2

r∑
p1,p2=1

∂2F (x(4)i)
∂x(4)p1∂x(4)p2

x(3)p1x(3)p2 +
r∑

p=1

∂F (x(4)i)
∂x(4)p

x(2)p,

F3(z) =
1
3!

r∑
p1,p2,p3=1

∂3F (x(4)i)
∂x(4)p1∂x(4)p2∂x(4)p3

x(3)p1x(3)p2x(3)p3 +

+
r∑

p1,p2=1

∂2F (x(4)i)
∂x(4)p1∂x(4)p2

x(3)p1x(3)p2 +
r∑

p=1

∂F (x(4)i)
∂x(4)p

x(1)p,

F4(z) =
1
4!

r∑
p1,p2,p3,p4=1

∂4F (x(4)i)
∂x(4)p1∂x(4)p2∂x(4)p3∂x(4)p4

x(3)p1x(3)p2x(3)p3x(3)p4 +

+
1
2

r∑
p1,p2,p3=1

∂3F (x(4)i)
∂x(4)p1∂x(4)p2∂x(4)p3

x(3)p2x(3)p3x(2)p1 +

+
1
2

r∑
p1,p2=1

∂2F (x(4)i)
∂x(4)p1∂x(4)p2

x(2)p1x(2)p2 +

+
r∑

p1,p2=1

∂2F (x(4)i)
∂x(4)p1∂x(4)p2

x(3)p1x(1)p2 +
r∑

p=1

∂F (x(4)i)
∂x(4)p

x(0)p.

Кольцо K = R[x1, x2]/(x2
1, x2

2) Имеем разложение

Ωf (G) = G+ ε1G+ ε2G+ ε1ε2G.

Координаты в Ωf (G)∗ мы обозначили через x(0, 0)i, x(1, 0)i, x(0, 1)i, x(1, 1)i

в соответствие с написанным разложением пространства Ωf (G) в прямую сумму
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линейных подпространств. В этом случае

zi = ε1ε2x(0, 0)i + ε1x(0, 1)i + ε2x(1, 0)i + x(1, 1)i,

и по формуле Тейлора получим

F (z1, . . . , zr) = F0,0 + ε1F1,0 + ε2F0,1 + ε1ε2F1,1,

где

F0,0(z) = F (x(1, 1)i),

F1,0(z) =
r∑

k=1

∂F (x(1, 1)i)
∂x(1, 1)k

x(0, 1)k, F0,1(z) =
r∑

k=1

∂F (x(1, 1)i)
∂x(1, 1)k

x(1, 0)k,

F1,1(z) =
r∑

p,q=1

∂2F (x(1, 1)i)
∂x(1, 1)p∂x(1, 1)q

x(1, 0)px(0, 1)q +
r∑

k=1

∂F (x(1, 1)i)
∂x(1, 1)k

x(0, 0)k.

1.1.4. Доказательство основных теорем

Пусть Ck
ij обозначает структурный тензор алгебры Ли G в базисе e1, . . . , er,

а Ĉk
ij — структурный тензор алгебры Ли Ωm(G), m = (m1, . . . ,mn), в базисе

εα1
1 . . . εαn

n ei.
В этом разделе мы докажем теоремы 1.1.2, 1.1.3, 1.1.5.

Доказательство теоремы 1.1.3. Пусть на пространстве G∗, дуальном к ве-
щественной алгебре Ли G, заданы две функции F , H со значениями в R. Тогда
они находятся в инволюции относительно формы Кириллова на всех орбитах ко-
присоединённого представления группы Ли g, отвечающей алгебре Ли G, тогда
и только тогда, когда

Ck
ijxk

∂F

∂xi

∂G

∂xj
= 0

(см., например, [129]).
На пространстве Ωm(G)∗, m = (m1, . . . ,mn), рассмотрим функции F , H со

значениями в кольце

K = R[x1, . . . , xn]/(xm1+1
1 , . . . , xmn+1

n ).

Для них определим скобку {F,H}⊗. Функция {F,H}⊗ задана на Ωm(G), m =
= (m1, . . . ,mn), и принимает значения в R-алгебре

K⊗R K = R[x1, . . . , xn]/(xm1+1
1 , . . . , xmn+1

n )⊗R R[x1, . . . , xn]/(xm1+1
1 , . . . , xmn+1

n ).

Определение 1.1.8. По определению положим

{F,H}⊗(w) = Ĉk
ijwk

∂F (z)
∂wi

∂H(z)
∂wj

∈ K ⊗R K,

где Ĉk
ij — структурный тензор алгебры Ли Ωm(G), m = (m1, . . . ,mn), в базисе

εα1
1 . . . εαn

n ei, zj = zj(wi)—функции от переменных wi, определённые выше.
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Далее мы считаем, что

∂F (w)
∂wi

∈ K ⊗ {1} ⊂ K ⊗K, ∂H(w)
∂wj

∈ {1} ⊗ K ⊂ K ⊗K.

Обозначим εi ⊗ 1 через ζi ∈ K ⊗ K, а 1 ⊗ εi через ξi ∈ K ⊗ K. Заметим, что
скобка {F,H}⊗ линейна по каждому аргументу, но не кососимметрична.

В кольце K ⊗K рассмотрим элемент

∆ =
( ∑

p+q=m1

ζp
1 ξ

q
1

)( ∑
p+q=m2

ζp
2 ξ

q
2

)
. . .

( ∑
p+q=mn

ζp
nξ

q
n

)
.

Предложение 1.1.9. В кольце K ⊗K имеет место равенство

∆ ·
( ∑

αi+βi=mi, i=1,...,n

ζα1
1 . . . ζαn

n x(β1, . . . , βn)k

)
=

= ∆ ·
( ∑

αi+βi=mi, i=1,...,n

ξα1
1 . . . ξαn

n x(β1, . . . , βn)k

)
,

т. е.
∆(1 ⊗ zp) = ∆(zp ⊗ 1)

для любого p.

Доказательство. Рассмотрим сумму

σ =
∑

0�αp+βp�mp, 1�p�n

x(α1+β1, . . . , αn+βn)kζ
m1−α1
1 . . . ζmn−αn

n ξm1−β1
1 . . . ξmn−βn

n .

Обозначим αj + βj через γj , а mj − αj через τj . Тогда βj = γj + τj −mj , и
поэтому

σ =
∑
γj ,τj

x(γ1, . . . , γn)kζ
τ1
1 . . . ζτn

n ξ2m1−γ1−τ1
1 . . . ξ2mn−γn−τn

n =

=
∑
γj ,τj

x(γ1, . . . , γn)kξ
m1−γ1
1 . . . ξmn−γn

n ζτ1
1 . . . ζτn

n ξm1−τ1
1 . . . ξmn−τn

n =

=
(∑

γi

x(γ1, . . . , γn)kξ
m1−τ1
1 . . . ξmn−τn

n

)
· ∆.

Обозначим теперь αj + βj через γj , а mj − βj через τj . Сумму σ теперь
перепишем в виде

σ =
∑
γi,τj

x(γ1, . . . , γn)kζ
m1−γ1
1 . . . ζmn−γn

n ξτ1
1 . . . ξτn

n ζm1−τ1
1 . . . ζmn−τn

n =

=
(∑

γi

x(γ1, . . . , γn)kζ
m1−γ1
1 . . . ζmn−γn

n

)
· ∆.

Из сравнения полученных двух выражений для суммы σ вытекает предло-
жение 1.1.9.
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Следствие 1.1.10. Пусть F —вещественнозначная аналитическая функция
от переменных x1, . . . , xr. Положим

vi = (xi ⊗ 1 + 1 ⊗ xi)/2 ∈ K.
Тогда

∆ · F (v1, . . . , vr) = ∆ · F (x1 ⊗ 1, . . . , xr ⊗ 1) = ∆ · F (1 ⊗ x1, . . . , 1 ⊗ xr).

Доказательство. Из предложения 1.1.9 вытекает, что

∆ ·
(
(xi ⊗ 1 + 1 ⊗ xi)/2

)p = ∆ · (xi ⊗ 1)p = ∆ · (1 ⊗ xi)p.

Раскладывая F в ряд и используя это соотношение, мы получим наше утвер-
ждение.

Предложение 1.1.11. Пусть F , H —аналитические функции, определён-
ные на пространстве G∗, дуальном к алгебре Ли G. Рассмотрим функции
F (z1, . . . , zr), H(z1, . . . , zr) на пространстве Ωm(G)∗, m = (m1, . . . ,mn), со зна-
чениями в кольце K. Пусть {F,H}G — скобка Пуассона на пространстве G∗,
порождённая формой Кириллова. Тогда

{F,H}⊗ = ∆ · {F,H}G(v1, . . . , vn),

где ∆ ∈ K ⊗K—определённый выше элемент и vi = (zi ⊗ 1 + 1 ⊗ zi)/2.

Доказательство. Непосредственно из определения коммутатора в алгебре
Ли Ωm(G), m = (m1, . . . ,mn), вытекает равенство

{F,H}⊗ = Ĉk
ijwk

∂F

∂wi

∂H

∂wj
=

=
∑

0�αp+βp�mp, 1�p�n

Ck
ijx(α1+β1, . . . , αn+βn)k

∂F

∂x(α1, . . . , αn)i
⊗ ∂H

∂x(β1, . . . , βn)j
,

где величина ∂F
∂wi

⊗ ∂H
∂wj

обозначает произведение в кольце K ⊗ K элементов
∂F
∂wi

⊗ 1 и 1 ⊗ ∂H
∂wj

.
Из

zi =
∑

0�αp+βp�mp, 1�p�n

εα1
1 . . . εαn

n x(β1, . . . , βn)i

следует равенство

∂

∂x(β1, . . . , βn)j
= εm1−β1

1 . . . εmn−βn
n

∂

∂zj
,

подставляя которое в выражение для скобки {F,H}⊗, мы получим

{F,H}⊗ = Ck
ij

∂F

∂zi
⊗ ∂H

∂zj

∑
0�αp+βp�mp

x(α1 +β1, . . . , αn +βn)kζ
τ1
1 . . . ζτn

n ξγ1
1 . . . ξγn

n ,

где τi = mi − αi, γj = mj − βj , i, j = 1, . . . , n.
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По предложению 1.1.9 имеем следующие соотношения:∑
0�αp+βp�mp

x(α1 + β1, . . . , αn + βn)kζ
m1−α1
1 . . . ζmn−αn

n ξm1−β1
1 . . . ξmn−βn

n =

= ∆ ·
∑

0�αp+βp�mp, i=1,...,n

ζα1
1 . . . ζαn

n x(β1, . . . , βn)k =

= ∆ ·
∑

0�αp+βp�mp, i=1,...,n

ξα1
1 . . . ξαn

n x(β1, . . . , βn)k.

Согласно этому равенству выражение для скобки {F,H}⊗ можно переписать
в виде

{F,H}⊗ =
∆
2
Ck

ij(zk ⊗ 1 + 1 ⊗ zk)
∂F (z ⊗ 1)

∂zi

∂H(1 ⊗ z)
∂zj

.

Здесь мы воспользовались очевидными соотношениями

∂F (z)
∂zi

⊗ 1 =
∂F (z ⊗ 1)
∂(z ⊗ 1)i

, 1 ⊗ ∂H(z)
∂zi

=
∂H(1 ⊗ z)
∂(1 ⊗ zi)

.

Применяя следствие 1.1.10, мы получим

{F,H}⊗ = ∆ · Ck
ijvk

∂F (v)
∂vi

∂H(v)
∂vj

, vk =
zk ⊗ 1 + 1 ⊗ zk

2
,

что доказывает предложение 1.1.11.

Предложение 1.1.11 является основным инструментом, который позволяет
проследить за скобкой Пуассона при взятии тензорных расширений алгебры
Ли.

Теперь можно закончить доказательство теоремы 1.1.3. Докажем инволю-
тивность всех функций из семейства S = A(F1) ∪ . . . ∪ A(Fn). Пусть F,H ∈ S.
Тогда

F (zi) =
∑

α1,...,αn

Fα1,...,αn
εα1
1 εαn

n , H(zi) =
∑

β1,...,βn

Fβ1,...,βn
εβ1
1 εβn

n

и из линейности скобки {F,H}⊗ вытекает равенство

{F,H}⊗ =
∑

α1,...,αn,β1,...,βn

{Fα1,...,αn
,Hβ1,...,βn

}ζα1
1 . . . ζαn

n ξβ1
1 . . . ξβn

n .

В силу предложения 1.1.11 выполнено равенство

{F,H}⊗ = ∆{F,H}G

(
(zi ⊗ 1 + 1 ⊗ zi)/2

)
= 0,

так как по условию {F,H}G = 0. Поэтому все скобки {Fα1,...,αn
,Hβ1,...,βn

}
равны нулю, что и утверждалось.

Докажем теперь функциональную независимость функций из семейства S =
= A(F1) ∪ . . . ∪ A(Fn). Пусть F —аналитическая функция на пространстве G∗.
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Тогда, подставляя выражения для zi и применяя формулу Тейлора к функции
F (z′i + x(m1, . . . ,mn)i), мы, очевидно, получим

F (z1, . . . , zr) = F (x1(m1, . . . ,mn), . . . , xr(m1, . . . ,mn)) +

+
N∑

p=1

∑
(i1,...,ip)

1
p!

∂pF (xi(m1, . . . ,mn))
∂xi1(m1, . . . ,mn) . . . ∂xip

(m1, . . . ,mn)
×

×
[(∑

εα1
1 . . . εαn

n x(β1, . . . , βn)i1

)
× . . .×

(∑
εα1
1 . . . εαn

n x(β1, . . . , βn)ip

)]
,

где знак суммы без указания пределов суммирования обозначает сумму по всем
таким αi, βi � 0, что αi + βi = mi, i = 1, . . . , n, α2

1 + . . .+ α2
n �= 0.

Разобьём переменные x(β1, . . . , βn)i на группы, внутри которых β1 + . . . +
+ βn = const, и группы переменных упорядочим по возрастанию величины
β1 + . . . + βn, а внутри каждой группы переменные упорядочим лексикогра-
фически. Ясно, что переменные, стоящие при p-й производной (p � 2), имеют
бо́льшую сумму β1+ . . .+βn, чем переменные, стоящие при первой производной.
Отсюда следует, что матрица Якоби J однородных компонент по переменным
x(α1, . . . , αn)j , которые упорядочены так, как указано выше, имеет треугольный
вид

J =



Aij 0 . . . 0
∗ Aij . . . 0
. . . . . . . . . . . .
∗ ∗ . . . Aij


 ,

причём по диагонали стоят величины

Aij =
∂Fi(x(m1, . . . ,mn)p)
∂x(m1, . . . ,mn)j

.

Из этого, очевидно, получаем наше утверждение. Теорема 1.1.3 полностью до-
казана.

Доказательство теоремы 1.1.2. Функция F является инвариантом копри-
соединённого представления тогда и только тогда, когда {xi, F} = 0 для любой
координатной функции xi. Поскольку алгоритм (A) координаты в G∗ перераба-
тывает в полный набор линейных координат на Ωm(G)∗, m = (m1, . . . ,mn), то
наше утверждение вытекает из теоремы 1.1.3.

Доказательство теоремы 1.1.5. Пусть F1, . . . , Fn —полный набор функци-
онально независимых инвариантов коприсоединённого представления группы
Ли g, отвечающей алгебре Ли G. Тогда dimOG = n − s, где OG —орбита мак-
симальной размерности коприсоединённого представления Ad∗

g группы Ли g.
Алгоритм (A) даёт s · dimK K функционально независимых инвариантов алге-

бры Ли Ωm(G), m = (m1, . . . ,mn),
s⋃

i=1

A(Fi), т. е. число инвариантов алгебры

Ли не меньше чем s · dimK K. Поэтому
dimOm(G) � dimG ·dimK− s ·dimK K = dimK K(dimG− s) = dimK K ·dimOG,
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так как инварианты алгебры Ли G выделяют орбиты. Здесь O(G) =
= Om1...mn

(G)—орбита максимальной размерности коприсоединённого пред-
ставления для тензорного расширения Ωm(G), m = (m1, . . . ,mn).

С другой стороны, из явного вида операции коммутирования в алгебре Ли
Ωm(G), m = (m1, . . . ,mn), получаем

dimOm(G)
(∑

x(α1, . . . , αn)iε
α1
1 . . . εαn

n ei
)

=

= rk
(

∗ Bij

Bij 0

)
� dimK K · dimOG(x(m1, . . . ,mn)ie

i),

где OG(x)—орбита, проходящая через точку x ∈ G∗, и Bij = Ck
ijx(m1, . . . ,mn)k.

Выберем y = x(m1, . . . ,mn)ie
i так, чтобы размерность орбиты OG(y) была

максимальной. Тогда

dimOm1,...,mn
(G) � dimOm1,...,mn

(G)(z) = dimK K · dimOG.

Последнее равенство имеет место в силу выбора элемента y. Здесь

z =
∑

0�αp�mp, p=1,...,n

a(α1, . . . , αn)iε
α1
1 . . . εαn

n ei =

=
∑

α2
1+...+α2

n �=0

a(α1, . . . , αn)iε
α1
1 . . . εαn

n ei + y.

Сравнивая это неравенство с полученным выше, получим, что

dimOm1...mn
(G) = dimK K · dimOG.

Отсюда вытекает искомое утверждение.

1.2. Уравнения Эйлера на тензорных расширениях
и аналоги уравнений магнитной гидродинамики

1.2.1. Коприсоединённое представление алгебры Ли Ω(G)

По определению алгебру Ли Ω(G) = G ⊗
(
R[x]/(x2)

)
можно представить

в виде Ω(G) = G + εG, ε2 = 0. Пусть f ∈ Ω(G)∗ и f1 = f |G, f2 = f |εG.
Тогда имеем изоморфизм f → (f1, f2) между Ω(G)∗ и G∗ + (εG)∗. Функционал
f = (f1, f2) ∈ Ω(G)∗ будем записывать в виде f = f1 + εf2 ∈ Ω(G)∗, f1, f2 ∈ G∗.

Лемма 1.2.1. Для x+ εy ∈ Ω(G) имеет место равенство

{x+ εy, x∗ + εy∗} = {x, x∗} + {y, y∗} + ε{x, y∗},

где {x, f} = ad∗
x f , x ∈ G, f ∈ G∗.

Доказательство. Лемма доказывается прямым вычислением.



30 В. В. Трофимов, М. В. Шамолин

1.2.2. Аналоги уравнений магнитной гидродинамики
на полупростых алгебрах Ли

Пусть есть линейный оператор C : Ω(G)∗ → Ω(G). Тогда на пространстве
Ω(G)∗ можно написать систему нелинейных дифференциальных уравнений ȧ =
= {c(a), a}, a ∈ Ω(G)∗. Если a = (X,Y ) ∈ G∗ + εG∗ и C(a) = (x, y) ∈ G + εG,
то из леммы 1.2.1 вытекает, что уравнения Эйлера на Ω(G)∗ имеют вид

Ẋ = {x,X} + {y, Y }, Ẏ = {x, Y }.

Эти уравнения являются гамильтоновыми на всех орбитах коприсоединённого
представления соответствующей группы Ли. В следующем разделе мы постро-
им многопараметрическое семейство секционных операторов C = C(a, b,D), для
которых уравнения Эйлера на Ω(G)∗ вполне интегрируемы на всех орбитах коп-
рисоединённого представления группы Ли Ω(g), отвечающей алгебре Ли Ω(G).

Рассмотрим классические уравнения магнитной гидродинамики несжимае-
мой невязкой идеально проводящей жидкости (см. [84]):

∂v

∂t
+ (rot v) × v = ρ−1(rotH) ×H − grad f,

∂H

∂t
= rot(v ×H),

где f(x, t)—однозначная функция в ограниченной области D с гладкой гра-
ницей, определяемая из условия, что ∂v/∂t—бездивергентное векторное поле
на D, касающееся границы ∂D. Как показано в [46], эти уравнения имеют
в качестве простейшего конечномерного аналога уравнения

Ṁ = [Ω,M ] + [J,H], Ḣ = [Ω,H]

на алгебре Ли so(n) кососимметрических матриц (здесь Ω—правый сдвиг в еди-
ницу группы SO(n) вектора скорости ġ ∈ TgSO(n), J = Ad∗

g−1 j, где j—плот-
ность тока в теле, H = Adg h, h—напряжённость магнитного поля в теле, M —
кинетический момент в пространстве).

Выписанные в [46] аналоги уравнений магнитной гидродинамики являются
гамильтоновыми, причём соответствующая скобка Пуассона возникает из тен-
зорного произведения Ω

(
so(n)

)
= so(n) ⊗ D, где D—алгебра двойных чисел

D = R[x]/(x2). Более точно, имеет место следующее утверждение.

Предложение 1.2.2. Уравнения Эйлера на Ω(G)∗, где G—полупростая алге-
бра Ли G = so(n), совпадают с аналогами уравнений магнитной гидродинамики.

Доказательство. Утверждение вытекает из того, что при изоморфизме
so(n)∗ ∼= so(n), задаваемом с помощью формы Киллинга (x, y) = tr adx ady,
присоединённое представление переходит в коприсоединённое, а поэтому урав-
нения Эйлера Ẋ = {x,X} + {y, Y }, Ẏ = {x, Y } перейдут в конечномерные
аналоги уравнений магнитной гидродинамики.

Для уравнений Ṁ = [Ω,M ] + [J,H], Ḣ = [Ω,H] в [46] указан один первый
интеграл. Ниже мы построим серию операторов C(M,N) = (Ω, J), для которых



Геометрические и динамические инварианты интегрируемых систем 31

аналоги уравнений магнитной гидродинамики вполне интегрируемы. Уравне-
ния Эйлера ȧ = {c(a), a} на Ω(G)∗ мы будем называть аналогами уравнений
магнитной гидродинамики на алгебре Ли G.
Замечание. Алгебра двойных чисел D = R[x]/(x2) использовалась в ме-

ханике. Для расчёта шарнирных устройств применяются также алгебры
gl(2,R)⊗D и gl(3,R)⊗D. Подробный обзор этих вопросов можно найти в [71].

1.2.3. Связь с плоскими симметрическими пространствами

В различных разделах математики очень часто встречаются группы Ли, яв-
ляющиеся полупрямым произведением подгруппы G и коммутативного нормаль-
ного делителя A ∼= R

n, т. е. g = G×A. В фактор-пространстве g/G можно ввести
структуру симметрического пространства аффинной связности, если на g задать
инвариантную аффинную связность без кручения.

Определим на g инволюцию s : g → g следующим образом: если x = ga ∈
∈ G × A, то по определению положим s(x) = ga−1. Очевидно, что s—инво-
лютивный автоморфизм группы Ли g, множество неподвижных точек которого
совпадает с G.

Как известно, каждое однородное пространство g/G, где g— группа Ли,
а G —компактная подгруппа, допускает инвариантную метрику. В этом слу-
чае пространство G ×A/G является римановым симметрическим пространством
(см., например, [143, 164]). Далее, известно, что тензор кривизны Rm

ki,j симмет-
рического пространства выражается через структурные константы Cp

ql группы
движений g по формуле

Rm
ki,j =

1
4
Cl

kiC
m
lj

(более подробно см. [143, 164]). Согласно определению группу g мы получаем
потому, что симметрическое пространство g/G является пространством нулевой
кривизны. Полупрямые произведения тесно связаны с процессом сжатия алгебр
Ли (см. [222]).

Операция тензорного произведения позволяет по каждой группе Ли постро-
ить плоское симметрическое пространство M = Ω(g)/g. Уравнения Эйлера на
Ω(G)∗ совпадают, как нетрудно заметить, с уравнениями Эйлера, построенными
для симметрического пространства M по методике [154]. В частности, анало-
ги уравнений магнитной гидродинамики реализуются на плоском симметриче-
ском пространстве Ω2(g)/Ω(g) = M, которое строится из g с помощью кольца
R[x1, x2]/(x2

1, x
2
2).

1.3. Секционные операторы для алгебры Ли Ω(G)

1.3.1. Комплексная теория секционных операторов

Рассмотрим коприсоединённое представление ρ = ad∗ : Ω(G) → End(Ω(G)∗)
алгебры Ли Ω(G), где G—комплексная полупростая алгебра Ли. Пусть
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a ∈ Ω(G)∗. Тогда определено отображение Φa : Ω(G) → Ω(G) по формуле
Φa(x) = ad∗

x(a) = {x, a}, где x ∈ Ω(G), a ∈ Ω(G)∗. В случае полупростой
комплексной алгебры Ли G будем отождествлять её с сопряжённым простран-
ством G∗ с помощью формы Киллинга. При этом изоморфизме коприсоединён-
ное представление переходит в присоединённое.

Предложение 1.3.1. Пусть G—полупростая алгебра Ли, а a ∈ Ω(G)∗—эле-
мент общего положения (т. е. орбита коприсоединённого представления Ad∗,
проходящая через a, имеет максимальную размерность). Тогда a можно взять
из подпространства εG, и a будет элементом общего положения в G. В этом
случае ker Φa = H + εH, где H —подалгебра Картана в алгебре Ли G.

Доказательство. Пусть x = x1 +x2ε ∈ ker Φa. Тогда {x1 + εx2, a1 + εa2} = 0
в том и только в том случае, если {x1, a2} = 0, {x1, a1}+{x2, a2} = 0, ai ∈ G∗ ∼=
∼= G (i = 1, 2). После перехода к G мы получим следующие условия:

[x1, a2] = 0, [x1, a1] + [x2, a2] = 0.

Докажем сначала первое утверждение предложения. Имеем

dimOΩ(G)(x, y) = rk
(
Ck

ijxk Ck
ijxk

Ck
ijxk 0

)
.

Тогда если взять в G y общего положения и, например, x = 0, то мы получим
равенства

dimOΩ(G)(0, y) = 2 dimOG(y) = 2 dimOG.

Так как в полупростой алгебре Ли инварианты выделяют орбиты в смысле
определения 1.1.4, то (0, y)— элемент общего положения по теореме 1.1.5, что
доказывает первую половину предложения.

Теперь вернёмся к вычислению ядра ker Φa. Из уравнения [x1, a2] = 0 следу-
ет, что x1 лежит в подалгебре Картана H, содержащей элемент a2 (см. [143]).
Пусть

a1 = a1,h +
∑
α�=0

a1,αeα, x2 = x2,h +
∑
α�=0

x2,αeα,

где G = H +
∑

α�=0

Ceα —разложение Картана алгебры Ли G относительно по-

далгебры Картана H и a1,h, x2,h ∈ H, eα —корневой вектор, отвечающий корню
α ∈ H∗. Тогда

[x1, a1] + [x2, a2] =
∑
α�=0

(a1,αα(x1)eα − x2,αα(a2)eα) = 0,

и для любого корня α �= 0 имеем a1,αα(x1) − x2,αα(a2) = 0, x1, a2 ∈ H. По-
скольку a2 общего положения, то α(a2) �= 0 для любого корня α �= 0. По первой
части a1 можно взять нулевым, и тогда a1,α = 0 для любого α �= 0. Поэтому
x2,α = 0 для любого α �= 0, т. е. x2 ∈ H. Поэтому ker Φa ⊆ H + εH, что и
утверждалось.
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Предложение 1.3.2. Пусть b = b1 + εb2 ∈ ker Φa = H + εH ⊂ Ω(G), H —
подалгебра Картана в G, и пусть b1 общего положения. Тогда

ker ρ(b) = H + εH ⊂ Ω(G)∗ ∼= G+ εG

(изоморфизм задаётся покомпонентно с помощью формы Киллинга).

Доказательство. Мы должны найти все такие x1 + εx2 ∈ Ω(G)∗, что
{b1 + εb2, x1 + εx2} = 0. Вычисляя ad∗ для Ω(G), мы получаем систему

{b1, x2} = 0, {b1, x1} + {b2, x2} = 0.

После отождествления G∗ ∼= G с помощью формы Киллинга получим уравнения

[b1, x1] + [b2, x2] = 0, [b1, x2] = 0.

Поскольку элемент b1 общего положения, то x2 принадлежит подалгебре
Картана H. Далее, [b2, x2] = 0, так как b2, x2 ∈ H, и поэтому первое уравнение
даёт [b1, x1] = 0, откуда следует, что x1 ∈ H, т. е. x1 + εx2 ∈ H + εH, что и
утверждалось.

Предложение 1.3.3. Пусть a выбрано так, как описано в предложении 1.3.1.
Тогда

а) Φa отображает ker Φ⊥
a в ker ρ(b)⊥, т. е. имеем линейный изоморфизм

Φa : ker Φ⊥
a → ker ρ(b)⊥;

б) для любого b ∈ ker Φa, где b выбрано так, как описано в предложении 1.3.2,

ρ(b)(ker ρ(b)⊥) ⊂ ker ρ(b)⊥.

Здесь V ⊥ обозначает ортогональное дополнение к V ⊂ Ω(G) относительно пря-
мой суммы форм Киллинга на G: ker Φ⊥

a = W + εW и ker ρ(b)⊥ = W + εW ,
где W =

∑
α�=0

Ceα —ортогональное дополнение к подалгебре Картана H в G от-

носительно формы Киллинга, eα —корневой вектор (adh eα = α(h)eα для всех
h ∈ H).

Доказательство. 1. Пусть

a = a1 + εa2 ∈ ker ρ(b) = H + εH ⊂ Ω(G)∗.

Тогда имеем равенства{∑
α�=0

xαeα + ε
∑
α�=0

yαeα, a1 + εa2

}
=

=
{∑

α�=0

xαeα, a1

}
+
{∑

α�=0

yαeα, a2

}
+ ε

{∑
α�=0

xαeα, a2

}
=

=
∑
α�=0

xαα(a1)eα +
∑
α�=0

yαα(a2)eα + ε
∑
α�=0

xαα(a2)eα ∈ ker ρ(b)⊥
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для ∑
α�=0

xαeα + ε
∑
α�=0

yαeα ∈ ker Φ⊥
a .

2. Пусть

b = b1 + εb2 ∈ ker Φa = H + εH,
∑
α�=0

xαeα + ε
∑
α�=0

yαeα ⊂ ker ρ(b)⊥.

Тогда имеем равенства{
b1 + εb2,

∑
α�=0

xαeα + ε
∑
α�=0

yαeα

}
=

=
∑
α�=0

xαα(b1)eα +
∑
α�=0

yαα(b2)eα + ε
∑
α�=0

yαα(b1)eα ∈ ker ρ(b)⊥.

В этих вычислениях мы использовали лемму 1.2.1. Предложение доказано.

После этих предварительных рассмотрений перейдём к построению секцион-
ных операторов для комплексных полупростых алгебр Ли. Мы будем их строить
согласно общей методике работы [154].

Пусть C : Ω(G)∗ → Ω(G)—произвольный линейный оператор.

Определение 1.3.4. Выберем элементы a, b так, как указано выше, т. е.
a ∈ Ω(G)∗— элемент общего положения (a ∈ εG∗), а элемент b = b1 + εb2 ∈
∈ ker Φa = H + εH такой, что b1 —элемент общего положения в G. Пусть

D : ker ρ(b) = H + εH → ker Φa = H + εH ⊂ Ω(G)—

линейный оператор. Определим оператор C равенством

C = C(a, b,D) =
(
D 0
0 Φ−1

a ad∗
b

)
в соответствие с разложением в прямую сумму

Ω(G) = ker Φa ⊕ (ker Φa)⊥, Ω(G)∗ = ker ρ(b) ⊕
(
ker ρ(b)

)⊥
.

Здесь

D : ker ρ(b) → ker Φa, Φ−1
a : ker ρ(b)⊥ → ker Φ⊥

a , ad∗b : ker ρ(b)⊥ → ker ρ(b)⊥.

Построенные операторы назовём операторами комплексной серии для алге-
бры Ли Ω(G) = G⊗

(
R[x]/(x2)

)
.

1.3.2. Компактная серия секционных операторов

Напомним, что уже в случае полупростой алгебры Ли G и операторов ϕabD

их ограничение на инвариантную подалгебру даёт операторы, которые отличны
от ϕabD. Эту ситуацию выделим в виде отдельного определения.
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Определение 1.3.5. Пусть G—алгебра Ли, L— её подалгебра, C : G∗ → G—
линейный оператор (секционный оператор для коприсоединённого представле-
ния алгебры Ли G). Скажем, что L—инвариантная подалгебра относитель-
но оператора C, если существует такой линейный оператор E : L∗ → L, что
C = iEp, где i : L → G—отображение вложения, а p : G∗ → L∗—отображение
ограничения на подалгебру L. В этом случае можно определить секционный
оператор E : L∗ → L для коприсоединённого представления алгебры Ли L.

Пусть H —подалгебра Картана полупростой комплексной алгебры Ли G,
α ∈ H∗—ненулевой корень, h′α ∈ H определим условием α(h) = (h, h′α) для
любого h ∈ H, где (x, y)—форма Киллинга алгебры Ли G.

Пусть также HQ —подпространство в H, порождённое всеми векторами h′α
с рациональными коэффициентами. Мы будем рассматривать стандартную ком-
пактную вещественную форму Gu алгебры Ли G. В качестве вещественного
базиса в Gu можно взять векторы ih′α, eα + e−α, i(eα − e−α) (здесь i—мнимая
единица).

Перейдём к построению секционных операторов для Ω(Gu). Построенные
операторы будем называть операторами компактной серии для алгебры Ли
Ω(Gu).

Лемма 1.3.6. Пусть a = i(a1 +εa2) ∈ ker Φa∩Ω(Gu). Тогда оператор ad∗
a для

алгебры Ли Ω(Gu) устроен следующим образом:

eα + e−α → α(a1)i(eα − e−α),
i(eα − e−α) → −α(a1)(eα + e−α),
ε(eα + e−α) → α(a2)i(eα − e−α) + εα(a1)i(eα − e−α),
εi(eα − e−α) → −α(a2)(eα + e−α) − εα(a1)i(eα + e−α).

Доказательство. Утверждение доказывается непосредственным вычислени-
ем с использованием леммы 1.2.1.

Лемма 1.3.7. Пусть a = i(a1 + εa2) ∈ ker ρ(b) ∩ Ω(Gu)∗. Тогда оператор Φa

для алгебры Ли Ω(Gu) устроен следующим образом:

eα + e−α → α(a1)i(eα − e−α) + εα(a2)i(eα − e−α),
i(eα − e−α) → −α(a1)(eα + e−α) − εα(a2)(eα + e−α),
ε(eα + e−α) → α(a2)i(eα − e−α),
εi(eα − e−α) → −α(a2)(eα + e−α),

ker ρ(b) ∩ Ω(Gu)∗ ∼= ker ρ(b) ∩ Ω(Gu).

Доказательство. Утверждение доказывается непосредственным вычислени-
ем с использованием леммы 1.2.1.
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Предложение 1.3.8. Пусть элемент a = i(a1 +εa2) ∈ ker ρ(b)∩Ω(Gu)∗ таков,
что α(a2) �= 0 для любого корня α �= 0, b = i(b1 + εb2) ∈ ker Φa ∩ Ω(Gu). Тогда
оператор Φ−1

a ad∗
b для алгебры Ли Ω(Gu) устроен следующим образом:

eα + e−α → α(b1)
α(a2)

ε(eα + e−α),

i(eα − e−α) → α(b1)
α(a2)

εi(eα − e−α),

ε(eα + e−α) →
(
α(b2)
α(a2)

− α(b1)α(a1)
α(a2)2

)
ε(eα + e−α) +

α(b1)
α(a2)

(eα + e−α),

εi(eα − e−α) →
(
α(b2)
α(a2)

− α(b1)α(a1)
α(a2)2

)
εi(eα − e−α) +

α(b1)
α(a2)

i(eα − e−α).

Доказательство. Утверждение немедленно получается из лемм 1.3.6, 1.3.7.

Следствие 1.3.9. Подалгебра Ω(Gu) является инвариантной относительно
секционных операторов комплексной серии.

Теперь можем построить секционный оператор для Ω(Gu). С помощью формы
Киллинга мы отождествим Ω(Gu)∗ с Ω(Gu) = Gu + εGu. Далее, пусть

Vu =
∑
α

R(eα + e−α) +
∑
α

Ri(eα − e−α) ⊂ G.

Тогда имеем разложение в прямую сумму линейных пространств:

Ω(Gu) = (H ′
0 + εH ′

0) + (Vu + εVu),
Ω(Gu)∗ ∼= Ω(Gu) = (H ′

0 + εH ′
0) + (Vu + εVu),

H ′
0 =

∑
α�=0

Rih′α.

Определение 1.3.10. В соответствие с прямыми разложениями

Ω(Gu) = (H ′
0 + εH ′

0) + (Vu + εVu), Ω(Gu)∗ = (H ′
0 + εH ′

0) + (Vu + εVu)

положим

C = C(a, b,D) =
(
D 0
0 Φ−1

a ad∗
b

)
.

Здесь D : H ′
0 + εH ′

0 → H ′
0 + εH ′

0 —произвольный самосопряжённый линейный
оператор, a ∈ Ω(Gu)∗, b ∈ Ω(Gu).
Замечание. Напомним, что компактная серия секционных операторов стро-

ится и для полупростых комплексных алгебр Ли (см., например, [32,68]). В слу-
чае полупростой алгебры Ли G секционный оператор C : G∗

u → Gu в канони-
ческом базисе eα + e−α, i(eα − e−α) является диагональным. В нашем случае
компактная серия секционных операторов, в отличие от полупростых алгебр Ли,
не диагонализируется в каноническом базисе.
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1.3.3. Нормальная серия секционных операторов

Рассмотрим нормальную компактную подалгебру Gn в полупростой ком-
плексной алгебре Ли G. По определению Gn имеем

Gn =
∑
α�=0

R(eα + e−α).

Лемма 1.3.11. Пусть a = ia1 +εia2 ∈ H0 +εiH0 ⊂ Ω(Gu)∗, α(a2) �= 0 для лю-
бого корня α �= 0, где H0 —подпространство в подалгебре Картана, порождённое
над R векторами h′α, b ∈ iH0 + εiH0 ⊂ Ω(Gu). Тогда операторы компактной се-
рии C(a, b,D) сохраняют Ω(Gn). Более точно, операторы C(a, b,D) отображают
Ω(Gn)∗ ∼= Gn + εGn в Ω(Gn) ∼= Gn + εGn (изоморфизм Ω(Gn)∗ ∼= Gn + εGn

задаётся с помощью прямой суммы форм Киллинга алгебры Ли Gn).

Доказательство. Утверждение вытекает из явного вида операторов
C(a, b,D).

Определение 1.3.12. Построенные операторы C = C(a, b) : Ω(Gn)∗ → Ω(Gn)
будем называть операторами нормальной серии. Для их определения, как и
в полупростом случае, элементы a, b надо брать не лежащими в Ω(Gn)∗ и
в Ω(Gn) соответственно.

1.4. Интегралы уравнений Эйлера на Ω(G)∗

1.4.1. Интегралы для комплексной серии операторов

Пусть G—комплексная полупростая алгебра Ли, Sa(G)—множество функ-
ций на G∗, которые являются сдвигами инвариантов F коприсоединённого пред-
ставления группы Ли g, ассоциированной с алгеброй Ли G, т. е. Sa(G) состоит
из множества функций вида F (x+ λa), λ ∈ C, a ∈ G∗—фиксированный ковек-
тор. Используя алгоритм (A), мы построим функции A(h) = {h(y), ĥ(x, y)} на
пространстве Ω(G)∗ и тем самым получим набор Sa

(
Ω(G)

)
функций, опреде-

лённых на пространстве Ω(G)∗.

Теорема 1.4.1. Пусть функция h функционально зависит от функций се-
мейства Sa

(
Ω(G)

)
. Тогда для любой комплексной полупростой алгебры Ли G

уравнения Эйлера
ẋ = {dhx, x}, x ∈ Ω(G)∗,

являются вполне интегрируемой гамильтоновой системой на всех орбитах об-
щего положения коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли Ω(g), ассо-
циированной с алгеброй Ли Ω(G).

Доказательство. Инволютивность указанных функций вытекает из те-
оремы 1.1.3. Пусть F1(x), . . . , FN (x)—полный инволютивный набор функ-
ций на пространстве G∗ (см. [159]). Тогда в силу теоремы 1.1.3 набор
F1(y), . . . , FN (y), F̂1(x, y), . . . , F̂N (x, y)—функционально независимые функции
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в инволюции на пространстве Ω(G)∗. Для полной интегрируемости уравнений
Эйлера ẋ = {dhx, x}, x ∈ Ω(G)∗, надо иметь s первых интегралов, где

s =
1
2
(
dim Ω(G)+ind Ω(G)

)
=

1
2
(2 dimG+2 indG) = 2

[
1
2
(dimG+ indG)

]
= 2N.

Поэтому предъявленный выше набор первых интегралов является полным ин-
волютивным. Теорема доказана.

Теорема 1.4.2. Пусть G—комплексная полупростая алгебра Ли, ẋ =
= {C(a, b,D)(x), x}—уравнения Эйлера на Ω(G)∗ с оператором C(a, b,D) ком-
плексной серии. Тогда эта система вполне интегрируема по Лиувиллю на всех
орбитах коприсоединённого представления группы Ли Ω(g), ассоциированной
с алгеброй Ли Ω(G). Более точно, пусть F (x)—любая гладкая инвариантная
относительно Ad∗ Ω(g) функция на Ω(G)∗. Тогда все функции вида F (x + λa)
являются первыми интегралами уравнений Эйлера при любом λ ∈ C. Любые
два таких интеграла F (x + λa), K(x + µa) находятся в инволюции на всех
орбитах коприсоединённого представления относительно канонической формы.
Из указанного множества интегралов можно выбрать функционально незави-
симые интегралы в количестве, равном половине размерности орбиты общего
положения.

Доказательство. Инволютивность сдвигов инвариантов коприсоединённого
представления— это общий факт.

Докажем, что сдвиги инвариантов являются первыми интегралами. Имеем
равенства

〈dF (x+ λa), {Cx, x}〉 = 〈dF (x+ λa), {Cx, x+ λa}〉 − 〈dF (x+ λa), {Cx, λa}〉 =
= 〈{dF (x+ λa), x+ λa}, Cx〉 − 〈dF (x+ λa), {Cx, λa}〉 =

= −λ〈dF (x+ λa), {Φ−1
a ad∗

b x
′ +Dh, a}〉,

так как из инвариантности F следует, что 〈dF (x+ λa), x+ λa〉 = 0 (x = x′ + h,
элемент h—из картановской подалгебры, а x′—из ортогонального дополнения
к ней).

Поскольку Dh ∈ ker Φa, то

〈dF (x+ λa), {Φ−1
a ad∗

b x
′ +Dh, a}〉 = 〈dF (x+ λa), {Φ−1

a ad∗
b x

′, a}〉.
Последнее равенство можно продолжить, так как h, λa ∈ ker ρ(b):

〈dF (x+ λa), {Φ−1
a ad∗

b x
′, a}〉 = 〈dF (x+ λa), ad∗

b x
′〉 =

= 〈dF (x+ λa), ad∗
b(x

′ + h+ λa)〉 = 〈{dF (x+ λa), x+ λa}, b〉.
Из инвариантности F следует, что {dF (x+ λa), x+ λa} = 0.

Докажем теперь функциональную независимость построенных первых ин-
тегралов уравнений Эйлера ẋ = {C(x), x}, x ∈ Ω(G)∗. Пусть F1(x + λa), . . . ,
FN (x+λa)—полный инволютивный набор функций на G∗. Тогда по нему с по-
мощью алгоритма (A) можно построить полный набор функций в инволюции
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на пространстве Ω(G)∗:

F1(y + λa), . . . , FN (y + λa),
∂F1(y + λa)

∂yi
xi, . . . ,

∂FN (y + λa)
∂yi

xi

(см. пример из пункта 1.1.3).
Рассмотрим теперь инварианты коприсоединённого представления для алге-

бры Ли Ω(G):

F1(y), . . . , FN (y),
∂F1(y)
∂yi

xi, . . . ,
∂FN (y)
∂yi

xi.

Мы должны рассмотреть сдвиги этих инвариантов на вектор a, причём a берётся
из εG. Тогда после сдвига этих функций на вектор a, очевидно, мы получим
указанные выше первые интегралы, а они, как мы уже знаем, функционально
независимы. Теорема полностью доказана.

1.4.2. Интегралы для компактной серии операторов

Так же, как и в предыдущем подразделе, доказываются следующие две тео-
ремы.

Теорема 1.4.3. Пусть функция h функционально зависит от функций се-
мейства Sa

(
Ω(Gu)

)
. Тогда уравнения Эйлера ẋ = {dhx, x}, x ∈ Ω(Gu)∗, явля-

ются вполне интегрируемой гамильтоновой системой на всех орбитах общего
положения коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли, ассоциированной
с алгеброй Ли Ω(Gu).

Теорема 1.4.4. Пусть Gu —компактная вещественная форма комплексной
полупростой алгебры Ли, ẋ = {C(a, b,D)(x), x}—уравнения Эйлера на Ω(Gu)∗

с операторами компактной серии C(a, b,D) : Ω(Gu)∗ → Ω(Gu). Тогда эта систе-
ма уравнений является вполне интегрируемой по Лиувиллю на всех орбитах
общего положения коприсоединённого представления группы Ли Ω(gu), ассо-
циированной с алгеброй Ли Ω(Gu). Более точно, пусть F (x)—любая гладкая
инвариантная относительно коприсоединённого представления группы Ли Ω(gu)
функция на Ω(Gu)∗. Тогда все функции F (x+λa) являются первыми интеграла-
ми уравнений Эйлера при любом λ ∈ R. Любые два таких интеграла F (x+ λa),
K(x + µa), λ, µ ∈ R, находятся в инволюции на всех орбитах относительно
формы Кириллова. Из указанного множества интегралов можно выбрать функ-
ционально независимые интегралы в количестве, равном половине размерности
орбиты общего положения в коприсоединённом представлении.

1.4.3. Интегралы для нормальной серии операторов

Напомним, что операторы C(a, b) нормальной серии есть ограничение опе-
раторов компактной серии C(a, b,D) на тензорное расширение нормальной ком-
пактной подалгебры Gn в G : Ω(Gn) ⊂ Ω(Gn).
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Определим интегралы нормальной серии. Пусть I(Gu)—пространство ин-
вариантов коприсоединённого представления группы Ли gu, ассоциированной
с алгеброй Ли Gu. Если f ∈ I(Gu), то положим fλ(x) = f(x + λa) и f̄λ =
= f(x + λa)|Gn

, где Gn —нормальная компактная подалгебра в комплексной
полупростой алгебре Ли G.

Применим к функциям вида f̄λ(x) операцию тензорного расширения
Ω(Gn) = Gn ⊗ [R[x]/(x2)]. Тогда получим функции

f̄
(1)
λ (x, y) = f̄λ(y), f̄

(2)
λ (x, y) =

∂f̄λ(y)
∂yi

xi ∈ C
∞(Ω(Gn)∗)

(см. пример из пункта 1.1.3). Полученное семейство функций на Ω(Gn)∗ обозна-
чим через Sa

(
Ω(Gn)

)
.

Предложение 1.4.5. Любая функция из семейства Sa

(
Ω(Gn)

)
является пер-

вым интегралом уравнений Эйлера ẋ = {C(â, b)(x), x}, x ∈ Ω(Gn)∗, где C(â, b)—
операторы нормальной серии (здесь â = iεa ∈ iεH0, b ∈ iH0 + εiH0, причём для
того корня α �= 0, для которого α(a) �= 0).

Доказательство. Имеем df
(1)
λ , df

(2)
λ ∈ Ω(Gu), и элементы df̄

(1)
λ , df̄ (2)

λ яв-

ляются ортогональными проекциями df (1)
λ , df (2)

λ соответственно. Более точно,

если df
(i)
λ = v

(i)
1 + εv

(i)
2 , v(i)

j ∈ Gu (i, j = 1, 2), то df̄
(i)
λ = π

(
v
(i)
1

)
+ επ

(
v
(i)
2

)
,

где π—ортогональная проекция на Gn относительно формы Киллинга. В этом
случае 〈

df̄
(i)
λ , {Cx, x}

〉
=
(
df̄

(i)
λ , {Cx, x}

)
=
(
π
(
v
(i)
1

)
+ επ

(
v
(i)
2

)
, {Cx, x}

)
.

Здесь (x, y)— скалярное произведение на G + εG, равное прямой сумме форм
Киллинга, 〈x, y〉— естественное спаривание G∗ ×G→ R.

Поскольку {Cx, x} ∈ Ω(Gn), то к π
(
v
(i)
1

)
+ επ

(
v
(i)
2

)
можно добавить любое

слагаемое, ортогональное к Ω(Gn):

(
π
(
v
(i)
1

)
+ επ

(
v
(i)
2

)
, {Cx, x}

)
=
(
v
(i)
1 + εv

(2)
2 , {Cx, x}

)
=

=
(
df

(i)
λ , {Cx, x}

)
=
〈
df (i)(x+ λa), {Cx, x}

〉
,

но 〈df (i)(x + λa), {Cx, x}〉 = 0, что фактически проверено при доказательстве
теоремы 1.4.2.

Предложение 1.4.6. Любые два интеграла нормальной серии находятся
в инволюции на всех орбитах коприсоединённого представления группы Ли
Ω(gn) относительно формы Кириллова. Количество функционально независи-
мых интегралов, предъявленных в предложении 1.4.5, равно половине размер-
ности орбиты общего положения коприсоединённого представления группы Ли
Ω(gn), ассоциированной с алгеброй Ли Ω(Gn).

Доказательство. Сведём доказательство к случаю нормальной серии опе-
раторов в полупростой комплексной алгебре Ли. Как известно [159], множество
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функций вида f̄λ(x), f ∈ I(Gu), есть полный инволютивный набор на простран-
стве G∗

n
∼= Gn. Применяя к этому набору операцию тензорного расширения Ω,

мы получим полный инволютивный набор функций на пространстве Ω(Gn)∗

в силу теоремы 1.1.3.

Итог нашим исследованиям подводит следующая теорема.

Теорема 1.4.7.

1. Пусть Gn —нормальная компактная подалгебра в комплексной полупро-
стой алгебре Ли G, ẋ = {C(a, b)(x), x}, x ∈ Ω(Gn)∗, — уравнения Эйлера
на Ω(Gn)∗ с операторами нормальной серии C(a, b) : Ω(Gn)∗ → Ω(Gn).
Эта система вполне интегрируема по Лиувиллю для почти всех a на всех
орбитах общего положения коприсоединённого представления группы Ли
Ω(gn), ассоциированной с алгеброй Ли Ω(Gn).

2. Пусть функция h функционально зависит от функций семейства
Sa

(
Ω(Gn)

)
. Тогда уравнения Эйлера ẋ = {dhx, x}, x ∈ Ω(Gn)∗, являют-

ся вполне интегрируемой гамильтоновой системой на всех орбитах общего
положения коприсоединённого представления группы Ли Ω(gn), ассоции-
рованной с алгеброй Ли Ω(Gn).

1.5. Общая конструкция секционных операторов

1.5.1. Операторы твёрдого тела для коприсоединённого представления
произвольной алгебры Ли

Пусть G—произвольная алгебра Ли над алгебраически замкнутым по-
лем, H — её абелева подалгебра. Рассмотрим присоединённое представление
ad: H → End(G) и ограничение ad∗ : H → End(G∗) коприсоединённого пред-
ставления ad∗ : G → End(G∗) алгебры Ли G на подалгебру H. В силу теоремы
о представлениях нильпотентных алгебр Ли (см., например, [143]) имеют место
разложения

G = G0 +
∑
λ�=0

Gλ, G∗ = G∗
0 +

∑
λ�=0

G∗
λ

на корневые подпространства

Gλ =
{
η ∈ G

∣∣ (adh −λ(h)
)N
η = 0

}
для любого h ∈ H при некотором N и

G∗
λ =

{
f ∈ G∗ ∣∣ (ad∗

h −λ(h)
)N
f = 0

}
для любого h ∈ H при некотором N .

Фиксируем ковектор a ∈ G∗ и рассмотрим отображение

Φa(x) = ad∗
x a, Φa : G→ G∗.

Если a ∈ G∗
λ, b ∈ Gµ, то Φa(b) = ad∗

b a ∈ G∗
λ+µ. Подпространство G0 является

подалгеброй в G, и H ∈ G0.
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Определение 1.5.1. Подалгебра H в алгебре Ли G называется гамильтоно-
вой, если

а) H коммутативная;
б) H = G0;
в) найдётся такой элемент a ∈ G∗

0, что отображение Φa : Gµ → G∗
µ является

изоморфизмом для всех корней µ �= 0.

Замечание. Если G—полупростая алгебра Ли, то H — гамильтонова подал-
гебра тогда и только тогда, когда H —подалгебра Картана.
Замечание. Пусть H — гамильтонова подалгебра в алгебре Ли G, при этом

G = G0 +
∑
α�=0

Gα, G∗ = G∗
0 +

∑
α�=0

G∗
α —

соответствующие разложения на корневые подпространства. Тогда

dimG∗
0 = dimG0.

Определение 1.5.2. Пусть D : G∗
0 → G0 —произвольный самосопряжённый

линейный оператор, H — гамильтонова подалгебра в G. Выберем элементы
b ∈ G0, a ∈ G∗

0 как в определении гамильтоновой алгебры Ли. Определим
семейство операторов C = C(a, b,D) : G∗ → G по формуле

C = C(a, b,D) =
(
D 0
0 Φ−1

a ad∗
b

)
.

Здесь Φ−1
a ad∗

b

( ∑
α�=0

xα

)
по определению есть

∑
α�=0

Φ−1
a ad∗

b xα и xα ∈ G∗
α.

Это определение корректно, так как ad∗
b(G

∗
λ) ⊂ G∗

λ+µ при b ∈ Gµ. Эти опе-
раторы являются секционными операторами в смысле [154, 155]. Мы назовём
их операторами твёрдого тела для коприсоединённого представления алгебры
Ли G.

1.5.2. Построение первых интегралов уравнений Эйлера
с операторами твёрдого тела

Следующая теорема позволяет строить достаточно большие запасы первых
интегралов уравнений Эйлера с операторами твёрдого тела. Заметим, что полно-
та этих интегралов может быть доказана в некоторых случаях с использованием
критерия А. В. Болсинова [35].

Теорема 1.5.3. Пусть H — гамильтонова алгебра Ли, b ∈ G0, a ∈ G∗
0 и

C(a, b,D)— соответствующие операторы твёрдого тела, действующие из G∗ в G.
Тогда все функции вида F (x+λa), λ ∈ R, x ∈ G∗, являются первыми интеграла-
ми уравнений Эйлера, где F (x)—произвольный инвариант коприсоединённого
представления группы Ли g, отвечающей алгебре Ли G, т. е. F (x) = F (Ad∗

r x)
для любого элемента r ∈ g.
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Доказательство. Уравнения Эйлера имеют вид

ẋ = ad∗
C(x)(x) = {C(x), x},

где мы используем краткое обозначение {x, y} = ad∗
x y, x ∈ G, y ∈ G∗.

Обозначим значение функционала f ∈ G∗ на векторе y ∈ G через 〈y, f〉.
Тогда F (x + λa)—первый интеграл в том и только в том случае, когда
〈dF (x + λa), {C(x), x}〉 = 0. Будем проверять это равенство. Нам потребуют-
ся два замечания.

1. Имеет место равенство

〈a1, {a2, f}〉 = −〈a2, {a1, f}〉.

Действительно, {a2, f}(a1) = f([a2, a1]) и {a1, f}(a2) = f([a1, a2]).
2. Функция F является инвариантом тогда и только тогда, когда

{dF (x), x} = 0 (см., например, [143]).

Пусть x = x0 + x1, где x0 ∈ G∗
0, x1 ∈

∑
α�=0

G∗
λ. Имеем равенство

σ = 〈dF (x+ λa), {C(x), x}〉 =
= 〈dF (x+ λa), {C(x), x+ λa}〉 − λ〈dF (x+ λa), {C(x), a}〉,

которое в силу замечания 1 влечёт

σ = −〈C(x), {dF (x+ λa), x+ λa}〉 − λ〈dF (x+ λa), {C(x), a}〉.

Используя замечание 2 и определение операторов C, мы получим равенство

σ = −λ〈dF (x+ λa), {C(x), a}〉 = −λ〈dF (x+ λa), {Φ−1
a ad∗

b(x1) +D(x0), a}〉 =

= −λ〈dF (x+ λa), {Φ−1
a ad∗

b(x1), a}〉 − λ〈dF (x+ λa), {D(x0), a}〉 =

= −λ
〈
dF (x+ λa),Φa

(
Φ−1

a

(
ad∗

b(x1)
))〉

− λ〈dF (x+ λa), {D(x0), a}〉 =

= −λ〈dF (x+ λa), ad∗
b(x1)〉 − λ〈dF (x+ λa), {D(x0), a}〉.

Далее,

σ = −λ〈dF (x+ λa), {b, x1 + x0 + λa}〉 −
− λ〈dF (x+ λa), {D(x0), a}〉 + λ〈dF (x+ λa), {b, x0 + λa}〉 =
= −λ〈dF (x+ λa), {b, x+ λa}〉 − λ〈dF (x+ λa), {D(x0), a}〉 +
+ λ〈dF (x+ λa), {b, x0 + λa}〉.

Применяя замечание 1, мы получаем

σ = λ〈b, {dF (x+ λa), x+ λa}〉 −
− λ〈dF (x+ λa), {D(x0), a}〉 + λ〈dF (x+ λa), {b, x0 + λa}〉.

Используя замечание 2, мы получаем

σ = −λ〈dF (x+ λa), {D(x0), a}〉 + λ〈dF (x+ λa), {b, x0 + λa}〉.
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Утверждается, что {D(x0), a} = 0 и {b, x0 + λa} = 0. Действительно,
D(x0), b ∈ G, a, x0 + λa ∈ G∗

0 и {G0, G
∗
0} = 0, так как G0 = H по условию

гамильтоновости подалгебры, H —абелева подалгебра. Поэтому если ξ ∈ G0,
f ∈ G∗

0, то для v ∈ G0 имеем равенство

(ad∗
ξ f)(v) = f([ξ, v]) = f(0) = 0,

так как ξ, v ∈ G0 = H и H —коммутативная подалгебра. Если ξ ∈ G0, f ∈ G∗
0,

то для v ∈
∑

α�=0

Gα имеем равенство

(ad∗
ξ f)(v) = f([ξ, v]) = f(v′) = 0,

так как v′ = [ξ, v] ∈
∑

α�=0

Gα и поскольку если f ∈ G∗
0, то f

∣∣ ∑
α �=0

Gα
= 0. Теорема

полностью доказана.

1.6. Канонические координаты
на орбитах коприсоединённого представления
тензорных расширений групп Ли

Введём следующие обозначения. Если e1, . . . , en —базис алгебры Ли G, то
e1, . . . , en, εe1, . . . , εen —базис алгебры Ли Ω(G) = G⊗

(
R[x]/(x2)

)
. Координаты

в Ω(G)∗ в базисе, дуальном к e1, . . . , en, εe1, . . . , εen ∈ Ω(G), обозначим через
xi, yi (i, j = 1, . . . , n), причём xi относится к ei, а yj —к базису εej ∈ (εG)∗.

Пусть Ck
ij — структурный тензор алгебры Ли G в базисе e1, . . . , en, а Ĉk

ij —
структурный тензор алгебры Ли Ω(G) в построенном базисе. Если F (x)—
функция на пространстве G∗, то A(F ) =

{
F (1), F (2)

}
, где F (1)(y) = F (y) и

F (2)(x, y) = ∂F (y)/∂yixi.

Теорема 1.6.1. Пусть функции p1, . . . , ps, q1, . . . , qs, определённые на про-
странстве G∗, дуальном к алгебре Ли G, дают канонические координаты на
всех орбитах общего положения коприсоединённого представления группы Ли g,
отвечающей алгебре Ли G, т. е.

{pi, pj} = {qi, qj} = 0, {pi, qj} = δij .

Тогда функции

P1 = p
(1)
1 , . . . , Ps = p(1)

s , Ps+1 = p
(2)
1 , . . . , P2s = p(2)

s ,

Q1 = q
(2)
1 , . . . , Qs = q(2)s , Qs+1 = q

(1)
1 , . . . , Q2s = q(1)s

на пространстве Ω(G)∗ дают канонические координаты на всех орбитах коп-
рисоединённого представления группы Ли Ω(g), отвечающей алгебре Ли Ω(G),
т. е.

{Pi, Pj} = {Qi, Qj} = 0, {Pi, Qj} = δij .
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Доказательство. Обозначим переменные {xi, yj} через zk, k = 1, . . . , 2n,
i, j = 1, . . . , n. Тогда скобка Пуассона на Ω(G)∗ имеет вид

Ĉk
ijzk

∂F (z)
∂zi

∂H(z)
∂zj

= {F,H}Ω(G).

Для функций F (2)(x, y), H(2)(x, y) мы имеем равенство

{
F (2),H(2)

}
Ω(G)

= Ck
ijxk

∂

∂xi

(
∂F (y)
∂yp

xp

)
∂

∂xj

(
∂H(y)
∂yp

xp

)
+

+ Ck
ijyk

∂

∂yi

(
∂F (y)
∂yp

xp

)
∂

∂xj

(
∂H(y)
∂yp

xp

)
+

+ Ck
ijyk

∂

∂xi

(
∂F (y)
∂yp

xp

)
∂

∂yj

(
∂H(y)
∂yp

xp

)
=

= Ck
ijxk

∂F (y)
∂yi

∂H(y)
∂yj

+ Ck
ijykxp

∂2F (y)
∂yi∂yp

∂H(y)
∂yj

+ Ck
ijykxp

∂F (y)
∂yi

∂2H(y)
∂yj∂yp

.

Легко проверяется, что последнее выражение равно

xp
∂

∂yp

[
Ck

ijyk
∂F (y)
∂yi

∂H(y)
∂yj

]
.

Для функций F (1), H(2) имеем соотношение

{
F (1),H(2)

}
Ω(G)

= Ck
ijxk

∂F (y)
∂xi

∂

∂xj

(
∂H(y)
∂yp

xp

)
+

+ Ck
ijyk

∂F (y)
∂yi

∂

∂xj

(
∂H(y)
∂yp

xp

)
+ Ck

ijyk
∂F (y)
∂xi

∂

∂yj

(
∂H(y)
∂yp

xp

)
=

= Ck
ijyk

∂F (y)
∂yi

∂H(y)
∂yj

.

Используя полученные равенства, легко проверить соотношения {Pi, Pj} =
= {Qi, Qj} = 0, {Pi, Qj} = δij .

Из общих свойств алгоритма (A) следует, что P1, . . . , P2s, Q1, . . . , Q2s —ко-
ординаты на орбитах общего положения. Следовательно, это канонические ко-
ординаты на таких орбитах.

2. Обобщённые классы Маслова

2.1. Обобщённые классы Маслова на пространстве путей

2.1.1. Классы Маслова в стандартном симплектическом пространстве

Напомним необходимые для дальнейшего определения и конструкции. Пусть
(R2n, ω) обозначает стандартное симплектическое пространство с канонической
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симплектической структурой

ω =
n∑

i=1

dpi ∧ dqi,

где q1, . . . , qn, p1, . . . , pn —координаты в R
2n.

Обозначим через Λ(n) лагранжев грассманиан, т. е. множество всех линей-
ных лагранжевых подпространств в R

2n. Выбрав почти комплексную структу-
ру J в R

2n, согласованную с симплектической структурой ω, мы можем рас-
сматривать многообразие Λ(n) как однородное пространство U(n)/O(n).

Если Nn —лагранжево подмногообразие стандартного симплектического
пространства R

2n, то связывание с точкой x ∈ Nn перенесённого в начало коор-
динат касательного пространства TxN

n определяет отображение f : Nn → Λ(n)
многообразия Nn в лагранжев грассманиан Λ(n), которое позволяет опреде-
лить характеристические классы лагранжевых подмногообразий. Построенное
отображение f : Nn → Λ(n) индуцирует отображение f∗ : H∗(Λ(n)

)
→ H∗(Nn)

в когомологиях, и каждый класс когомологий α ∈ H∗(Λ(n)
)
определяет харак-

теристический класс f∗(α) ∈ H∗(Nn) лагранжева многообразия Nn.
Напомним определение выделенного класса когомологий µ ∈ H1

(
Λ(n)

)
, ко-

торый называется классом Маслова. Пусть det : U(n) → S1 —отображение, ста-
вящее в соответствие каждому преобразованию его определитель. Поскольку
det
(
O(n)

)
= {±1} = S0, то определено отображение det2 : U(n)/O(n) → S1,

являющееся расслоением со слоем SU(n)/SO(n). На окружности S1 рас-
смотрим дифференциальную форму dz/2πiz, класс когомологий которой по-
рождает H1(S1; R). Тогда на U(n)/O(n) определена дифференциальная фор-
ма (det2)∗(dz/2πiz). После отождествления Λ(n) ∼= U(n)/O(n) мы полу-
чим дифференциальную форму на многообразии Λ(n). Класс когомологий
µ = [(det2)∗(dz/2πiz)] построенной формы не зависит от произвольных эле-
ментов, участвующих в его определении (см., например, [3, 10]).

Пусть Nn ⊂ R
2n —лагранжево подмногообразие и γ—кривая на Nn. Ей

отвечает кривая, составленная из лагранжевых подпространств X(t) = Tγ(t)N
n.

Если γ— замкнутая кривая, то определено число

l =
∮
γ

(
2

det)∗
dz

2πiz
.

В действительности мы определили элемент из H1(Nn;Z). Он называется
классом Арнольда—Маслова для лагранжева подмногообразия Nn.

Пусть Mm — гладкое многообразие, а ω— стандартная симплектическая
структура на кокасательном расслоении T ∗Mm. Каждое касательное простран-
ство Tz(T ∗Mm), z ∈ T ∗Mm, является симплектическим векторным простран-
ством, и в нём можно взять лагранжево подмногообразие Vz, касательное к вер-
тикали, т. е. состоящее из таких касательных векторов ξ, что dπzξ = 0, где π
обозначает стандартную проекцию π : T ∗Mm →Mm. Выбор римановой метрики
на Mm индуцирует положительно определённое скалярное произведение на Vz,
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позволяющее отождествить Λ
(
Tz(T ∗Mm)

)
с U(n)/O(n) (здесь Λ

(
Tz(T ∗Mm)

)
—

лагранжев грассманиан для симплектического пространства Tz(T ∗Mm)).
Значит, (det2)∗(dz/2πiz)—корректно определённая дифференциальная фор-

ма на расслоении Λ(T ∗M), где Λ(T ∗M)—расслоение над T ∗M , у которого слой
над точкой z состоит из всех лагранжевых подпространств в Tz(T ∗M).

Если N —лагранжево подмногообразие в T ∗M , то для любой кривой γ на N
определена естественным образом кривая на Λ(T ∗M). В этом случае определим
целое число l = l(γ) по формуле, приведённой выше. Так мы получим элемент из
H1(N ;Z), который называется классом Арнольда—Маслова подмногообразия N .
Этот класс не зависит от выбора римановой метрики (см. подробности в [20]).

В следующих разделах изложенные конструкции будут обобщены на случай
лагранжевых подмногообразий в произвольных симплектических многообрази-
ях.

2.1.2. Обобщённые классы Маслова в аффинной геометрии

Пусть Xn — гладкое многообразие, на котором задана аффинная связ-
ность Γjki, Lm —произвольное подмногообразие в Xn. В этой ситуации мож-
но определить нестабильные характеристические классы подмногообразия Lm,
являющиеся аналогом классов Маслова в симплектической геометрии (см. раз-
дел 2.1.1).

Введём обозначение

[Xn, Lm] = {α : [0, 1] → Xn},
где α— такое кусочно-гладкое отображение отрезка [0, 1] в многообразие Xn,
что α(0) = x0 и α(1) ∈ Lm. Это пространство и его геометрия играют важную
роль в многомерном вариационном исчислении (см. [123]).

Определим отображение f : [Xn, Lm] → Gm(Tx0X
n) пространства [Xn, Lm]

в грассманиан Gm(Tx0X
n), порождённый касательным пространством Tx0X

n,
где m = dimLm. Если α ∈ [Xn, Lm], то касательное пространство Tα(1)L

m пе-
реносится параллельно связности Γi

jk в точку x(0) = α(0) вдоль пути α. Образ
пространства Tα(1)L

m при этом параллельном переносе обозначим через f(α).
Подпространство f(α) ⊂ Tx0X

n является по определению образом пути α при
отображении f , которое назовём касательным представлением подмногообра-
зия Lm. Оно индуцирует отображение f∗ в обобщённой теории когомологий h∗

(см. [161]):
f∗ : h∗

(
Gm(Tx0X

n)
)
→ h∗([Xn, Lm]).

В этой ситуации можно определить стандартным образом характеристиче-
ские классы подмногообразия Lm ⊂ Xn, принимающие значения в теории кого-
мологий h∗.
Определение 2.1.1. Пусть a ∈ h∗

(
Gm(Tx0X

n)
)
—произвольный класс ко-

гомологий грассманиана Gm(Tx0X
n). Тогда классы когомологий вида f∗(a) ∈

∈ h∗([Xn, Lm]) назовём обобщёнными классами Маслова подмногообразия
Lm ⊂ Xn (здесь f —касательное представление подмногообразия Lm ⊂ Xn).
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2.1.3. Обобщённые классы Маслова в симплектической геометрии

В случае симплектических многообразий и лагранжевых подмногообразий
конструкцию раздела 2.1.2 можно дополнить. Для этого потребуется понятие
симплектической связности.
Определение 2.1.2. Пусть M2m — 2m-мерное гладкое многообразие, снаб-

жённое невырожденной 2-формой. Тогда (M2m, ω) называется почти симплекти-
ческим многообразием. Связность Γi

jk на многообразии M
2m называется почти

симплектической связностью, если ∇kωij = 0, где ∇k —ковариантная производ-
ная относительно связности Γi

js. Почти симплектическая связность с нулевым
кручением называется симплектической связностью.

Предложение 2.1.3. Если почти симплектическое многообразие (M2m, ω)
допускает почти симплектическую связность без кручения, то dω = 0, т. е.
(M2m, ω)— симплектическое многообразие.

Доказательство. Равенство ∇kωij = 0 эквивалентно соотношениям
∂ωij

∂xk
= Γs

ikωsj + Γs
jkωis.

Совершая циклическую перестановку индексов (i, j, k) и складывая получен-
ные три равенства, мы найдём, что

∂ωij

∂xk
+
∂ωjk

∂xi
+
∂ωki

∂xj
= 0,

что и означает замкнутость формы ω.

Известно, что (M2m, ω) допускает бесконечно много почти симплектических
связностей (см. [234]).

Теорема 2.1.4. Пусть (M2m, ω)— симплектическое многообразие. Тогда
на M2m существует по крайней мере одна симплектическая связность.

Применим конструкцию предыдущего раздела в случае, когда Lm —лагран-
жево подмногообразие в симплектическом многообразии M2m. Зафиксируем
на M2m некоторую симплектическую связность. Хотя бы одна такая симплек-
тическая связность существует (см. [234]). Тогда касательное представление f
подмногообразия Lm даёт отображение

f : [M2m, Lm] → Λ(Tx0M
2m),

где Λ(Tx0M
2m)—лагранжев грассманиан симплектического пространства

(Tx0M
2m, ωx0). Тогда имеем отображение

f∗ : h∗
(
Λ(Tx0M

2m)
)
→ h∗([M2m, Lm])

в когомологиях.
Определение 2.1.5. Пусть a ∈ h∗

(
Λ(Tx0M

2m)
)
—произвольный класс кого-

мологий лагранжева грассманиана Λ(Tx0M
2m). Тогда классы когомологий вида

f∗(a) ∈ h∗([M2m, Lm]) назовём обобщёнными классами Маслова лагранжева
подмногообразия Lm ⊂ N2m.



Геометрические и динамические инварианты интегрируемых систем 49

2.1.4. Свойства обобщённых классов Маслова

В этом разделе мы укажем простейшие свойства построенных выше обоб-
щённых классов, весьма полезных для дальнейшего.

Предложение 2.1.6. Обобщённые классы Маслова не зависят от выбора
симплектической связности Γi

jk на многообразии M
2m.

Доказательство. Пусть Γi
jk, Γ̂i

jk —две симплектические связности на M2m,

а f , f̂ — соответствующие касательные представления подмногообразия Lm ⊂
⊂M2m, т. е.

f, f̂ : [M2m, Lm] → Λ(Tx0M
2m).

Утверждается, что отображения f и f̂ гомотопны. Действительно, сим-
плектические связности образуют аффинное подпространство в пространстве
всех связностей на многообразии M2m. Поэтому Γi

jk(s) = sΓi
jk + (1 − s)Γ̂i

jk,
0 � s � 1, — симплектическая связность.

Пусть fs —касательное представление относительно связности Γi
jk(s). Отоб-

ражение fs задаёт искомую гомотопию между f и f̂ , так как решение диффе-
ренциального уравнения для нахождения параллельного переноса

dξi

dt
+ Γi

jk(s)ξj x
k

dt
= 0

непрерывно зависит от параметра s.

Предложение 2.1.7. Если Ln ⊂ R
2n —лагранжево подмногообразие в стан-

дартном симплектическом пространстве(
R

2m, ω =
n∑

i=1

dpi ∧ dqi

)
,

то обобщённые классы Маслова совпадают с классическими классами Масло-
ва—Арнольда.

Доказательство. Пространство путей [M2m, Lm] вместе с отображением

π : [M2m, Lm] → Lm, π(α) = α(1),

является расслоением в смысле Серра, слоем которого служит пространство
петель Ω(M2m). В этой ситуации имеется спектральная последовательность
Серра, член E2 которой равен

Ep,q
2 = Hp

(
Lm,Hq

(
Ω(M2m)

))
,

где Hq
(
Ω(M2m)

)
— система локальных коэффициентов над Lm, определён-

ная действием фундаментальной группы π1(Lm) на группах когомологий слоя
Hq
(
Ω(M2m)

)
(см. [161]).

В нашем случае пространство M2m = R
2m стягиваемо, поэтому локальная

система тривиальна. Из свойств спектральной последовательности вытекает, что
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Hq([R2n, Ln]) ∼= Hq(Ln), причём изоморфизм задаётся отображением π∗. Отсю-
да и следует наше утверждение.

Теорема 2.1.8. Классы Арнольда—Маслова лагранжева подмногообразия
Ln ⊂ R

2n не зависят от выбора плоских симплектических связностей Γi
jk(1)

и Γi
jk(2). Для них определены соответствующие касательные представления

fj : [R2n, Ln] → Λ(R2n), j = 0, 1.

Доказательство. Если связность плоская, то имеем коммутативную диа-
грамму

[R2n, Ln]

Ln Λ(R2n),
�

π

�
�

�
��

fj

�f̄j

где f̄j —параллельный перенос касательного пространства к подмногообразию
вдоль некоторого пути, идущего в точку x0 ∈ R

2n.
Поскольку объемлющее пространство R

2n односвязно, а связность плоская,
то отображение f̄j корректно определено. В когомологиях имеем коммутативную
диаграмму

H∗([R2n, Ln])

H∗(Ln) H∗(Λ(R2n)
)

�
π∗

�
f̄∗

j

�
�

�
�

��
f∗

j

и, следовательно, f∗j = π∗f̄∗j .
Далее, f∗0 = f∗1 , так как отображения f0, f1 гомотопны (см. доказательство

предложения 2.1.6). Итак, π∗f̄∗0 = π∗f̄∗1 . Поскольку в случае M
2n = R

2n отоб-
ражение π∗—изоморфизм (см. доказательство предложения 2.1.7), то f̄∗0 = f̄∗1 ,
что и утверждалось.

2.2. Проекция обобщённых классов Маслова
из пространства путей в многообразия

2.2.1. Группа голономии

В некоторых случаях характеристические классы, определённые на про-
странстве путей [Xn, Lm], где Xn —многообразие с аффинной связностью Γi

jk,
можно спроектировать в некоторые классы когомологий подмногообразия Lm.
Для этого грассманиан нужно профакторизовать по действию некоторой группы.
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Пусть H = H(Xn, x0)— группа голономии в точке x0 ∈ Xn для связности Γi
jk.

Тогда существует коммутативная диаграмма

[Xn, Lm] Gm(Tx0X
n)

Lm Gm(Tx0X
n)/H,

�f

�

π

�

p

�f̄

при этом отображение f̄ будет описано ниже.
Для некоторых классов многообразий эта конструкция позволяет построить

нетривиальные характеристические классы для подмногообразий.
Напомним, что группа голономии H в точке x0 — это группа всех линей-

ных преобразований касательного пространства Tx0X
n, полученных с помощью

параллельных переносов вдоль кусочно-гладких кривых, начинающихся и кон-
чающихся в точке x0. Нормальная подгруппа H0 в группе H, порождённая
параллельными переносами вдоль петель, гомотопных нулю, называется огра-
ниченной группой голономии.

Ясно, что группа голономии H действует на грассмановых многообразиях
Gm(Tx0X

n), m = 1, . . . , n.

2.2.2. Конечномерные характеристические классы подмногообразий
в многообразиях с аффинной связностью

Пусть Mm —многообразие с аффинной связностью Γi
jk. Параллельный пе-

ренос вдоль кривой γ(t), 0 � t � 1, из фиксированной точки x0 = γ(0) в точку
x = γ(1) обозначим через τ−1

γ . Если V —произвольное подпространство ка-
сательного пространства Tx0M

m, то τ−1
γ V —корректно определённое подпро-

странство в TxM
m.

Предположим, что x = x0 (γ(0) = γ(1)). Тогда предыдущее замечание пока-
зывает, что группа голономии H = Hx0(M

m) с базисной точкой x0 действует на
грассмановом многообразии Gk(Tx0M

m), k = dimV .
Введём в рассмотрение приведённое пространство Грассмана (приведённый

грассманиан)
HGk(Tx0M

m) = Gk(Tx0M
m)/Hx0(M

m).

Предположим, что Nn ⊂ Mm —произвольное подмногообразие (вообще го-
воря, с краем), а x0 ∈ Mm —фиксированная точка. Для произвольной точки
x ∈ Nn рассмотрим такую кусочно-гладкую кривую, что γ(0) = x0, γ(1) = x.
Пусть τ−1

γ —параллельный перенос из точки x0 в точку x вдоль кривой γ. Тогда
можно определить отображение

f : Nn → Gn(Tx0M
m)



52 В. В. Трофимов, М. В. Шамолин

по правилу f(x) = τγ(TxN
n) ⊂ Tx0M

m. Если имеется ещё одна кривая β(t),
0 � t � 1, такая что β(0) = x0, β(1) = x, то определено подпространство
τβ(TxN

n) ⊂ Tx0M
m.

Существует линейное отображение A ∈ H из группы голономии H =
= Hx0(M

m), такое что A(τβTxN
n) = τγ(TxN

n). Поэтому мы имеем корректно
определённое отображение

f : Nn → HGn(Tx0M
m)

подмногообразия Nn в приведённый грассманиан HGn(Tx0M
m).

Определение 2.2.1. Построенное выше отображение f : Nn→HGn(Tx0M
m)

будем называть касательным представлением подмногообразия Nn в многооб-
разии Mm с аффинной связностью Γi

jk.
Касательное представление f индуцирует отображение f∗ в когомологиях:

f∗ : H∗(HGn(Tx0M
m)
)
→ H∗(Nn).

Отметим, что отображение f∗ можно построить для произвольной экстраорди-
нарной теории когомологий h∗.

Теорема 2.2.2. Пусть Mm —многообразие с аффинной связностью Γi
jk, a ∈

∈ H∗(HGn(Tx0M
m)
)
—произвольный класс когомологий приведённого грассма-

ниана. Тогда определены естественные характеристические классы a(Nn) =
= f∗(a) ∈ H∗(Nn) подмногообразия Nn ⊂ Mm. Более точно, если
ϕ : Mm

1 → Mm
2 —аффинный диффеоморфизм многообразий с аффинной связ-

ностью, то существует корректно определённое отображение

dϕ : HGn(Tx0M
m
1 ) → HGn(Tϕ(x0)M

m
2 ),

для которого (dϕ)∗(a)(N) = ϕ∗
(
a
(
ϕ(N)

))
для любого класса когомологий a ∈

∈ HGn(Tϕ(x0)M
m
2 ).

Доказательство. Параллельный перенос коммутирует с аффинными отоб-
ражениями, поэтому имеем коммутативную диаграмму

Nn ϕ(Nn)

HGn(Tx0M
m
1 ) HGn(Tϕ(x0)M

m
2 ),

�ϕ

�

f1

�

f2

�dϕ

где f1 и f2 —касательные представления подмногообразий Nn и ϕ(Nn) соот-
ветственно, а dϕ—дифференциал отображения ϕ. Отсюда следует наше утвер-
ждение о естественности классов a(Nn).

Определение 2.2.3. Пусть Mm —многообразие с аффинной связностью Γi
jk.

Относительными характеристическими классами пары (Mm, Nn), где Nn —
подмногообразие в Mm, будем называть любые классы когомологий вида
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a(Nn) = f∗(a) ∈ H∗(Nn), где f —касательное представление подмногообразия
Nn ⊂ Mm и a ∈ H∗(Gn(Tx0M

m)
)
/Hx0(M

m)—произвольный класс когомоло-
гий приведённого грассманиана HGn(Tx0M

m), Hx0(M
m)— группа голономии

связности Γi
jk.

Отметим следующее свойство относительных характеристических классов.

Теорема 2.2.4. Пусть Mm —многообразие с аффинной связностью, Nn —
вполне геодезическое подмногообразие в Mm. Тогда все относительные харак-
теристические классы пары (Mm, Nn) равны нулю.

Доказательство. Выберем точку y0 ∈ Nn, и пусть γ0, γ0(0) = y0,
γ0(1) = x0, — кусочно-гладкая кривая, соединяющая точки y0 и x0. Рассмотрим
в группе голономии H = Hx0(M

m) подгруппу H ′, состоящую из преобразова-
ний, порождённых параллельным переносом вдоль путей вида γ0αγ

−1
0 , при этом

α лежит на подмногообразии Nn. Ясно, что H ′—подгруппа в H.
Используя параллельный перенос вдоль путей вида γ0αγ

−1
0 , α(t) ⊂ Nn, мы

определим корректным образом отображение

f̃ : Nn → Gn(Tx0M
m)/H ′.

Поскольку Nn — вполне геодезическое подмногообразие, то f̃ = const
(см. [143]).

Имеется естественная проекция

π : Gn(Tx0M
m)/H ′ → Gn(Tx0M

m)/H,

так как H ′ ⊂ H.
Диаграмма

Nn Gn(Tx0M
m)/H ′

Gn(Tx0M
m)/H,

�f̃

�
�

�
�

��	

f

�

π

где f определяется с помощью параллельного переноса уже по всем путям, ком-
мутативна. Действительно, пусть γ—произвольный путь из точки x в точку x0.
Надо показать, что параллельные переносы вдоль γ и γ0α = β отличаются на
преобразование A из группы голономии Hx0M

m, где α—путь, лежащий на
подмногообразии Nn и идущий из точки x в точку y0. Если τε —параллельный
перенос вдоль некоторого пути ε, то имеем очевидное равенство τγβ−1τβ = τγ .
Преобразование τγβ−1 принадлежит группе голономии Hx0(M

m), и в качестве A
можно взять τγβ−1 .

Итак, τγ(TxN
n) = Aτβ(TxN

n), а это равенство означает, что πf̃(x) = f(x),
т. е. πf̃ = f , что и утверждалось.

Рассмотрим отображения f̃∗, π, f̃ в когомологиях. Имеем следующую ком-
мутативную диаграмму:
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H∗(Nn) H∗(Gn(Tx0M
m)/H ′)

H∗(Gn(Tx0M
m)/H),

�f̃∗








�
f∗ �

π∗

т. е. f∗ = π∗f̃∗. Однако f̃∗ = 0, так как f̃ = const, следовательно, f∗ = π∗f̃∗ =
= π∗0 = 0. Отсюда вытекает равенство a(Nn) = f∗(a) = 0, что и требовалось
доказать.

Замечания.
1. Теорема 2.2.2 показывает, что построенные классы являются аффинными
инвариантами.

2. В теореме 2.2.4 характеристические классы равны нулю по отношению
к произвольной экстраординарной теории когомологий.

3. Для данной геометрической структуры на многообразии можно вы-
брать связность, с ней согласованную (если она существует, см., на-
пример, [221]), и получить классы, связанные с данной геометрической
структурой. Таким образом можно получить обобщённые классы Маслова
в симплектической геометрии или характеристические классы в псевдори-
мановой геометрии (см. ниже).

4. В настоящее время имеется список групп голономии как для риманова
случая, так и для случая аффинных связностей (см. [221]).

2.3. Индексы подмногообразий
в многообразиях с аффинной связностью

Для того чтобы сравнивать относительные характеристические классы раз-
личных подмногообразий данного многообразия, надо ввести соответствую-
щие числа. Пусть Mm —многообразие с аффинной связностью Γi

jk. Будем
рассматривать ориентированные подмногообразия Nn в Mm (подмногообра-
зие Nn может иметь край ∂Nn, тогда ∂Nn рассматривается с индуцирован-
ной ориентацией). В этом случае существует фундаментальный гомологиче-
ский класс [Nn] ∈ Hn(Nn; R). Поэтому для любого когомологического класса
v ∈ Hn(Nn; R) определён индекс Кронекера v[Nn] = 〈v, [Nn]〉 ∈ R.
Определение 2.3.1. Пусть a ∈ Hn

(
HGn(Tx0M

m)
)
—произвольный n-мер-

ный класс когомологий приведённого грассманиана для многообразия Mm с аф-
финной связностью. Если Nn —ориентированное компактное подмногообразие
в Mm, то индекс Кронекера 〈a(Nn), [Nn]〉 = a[Nn] будем называть индексом
подмногообразия Nn ⊂Mm, причём a[Nn] отвечает классу когомологий a.

Напомним, что числа Штифеля—Уитни являются инвариантами классов ко-
бордизма. Для индексов, введённых выше, также имеется отношение эквива-
лентности, относительно которого они инвариантны. Это отношение эквива-
лентности известно как кобордизмы с векторными полями.
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Определение 2.3.2. Два замкнутых ориентированных многообразия Nn
1

и Nn
2 называются vf-кобордантными (кобордизм с векторными полями), ес-

ли существуют компактное ориентированное многообразие Wn+1, такое что
∂Wn+1 = Nn

1 ∪ Nn
2 , и невырожденное касательное векторное поле v на W

n+1,
которое определяется внутренними нормалями в точках многообразия Nn

1 и
внешними нормалями в точках Nn

2 .
Имеется полное описание vf-кобордизмов (см. [220]). Два n-мерных мно-

гообразия vf-кобордантны тогда и только тогда, когда у них совпадают числа
Штифеля—Уитни и числа Понтрягина. Кроме того,
а) если n �= 4k + 1, то совпадают эйлеровы характеристики;
б) если n = 4k + 1, то многообразие Wn+1, ∂Wn+1 = Nn

1 ∪ (−Nn
2 ), имеет

чётную эйлерову характеристику.

Теорема 2.3.3. Пусть подмногообразие Nn в многообразии Mm с аффинной
связностью vf-кобордантно нулю, т. е. Nn = ∂Wn+1, причём Wn+1 —подмного-
образие в Mm. Тогда все индексы подмногообразия Nn равны нулю.

Доказательство. Определим отображение

h : Wn+1 → Gn(Tx0M
m)/H,

где ∂Wn+1 = Nn. На плёнке многообразия Wn+1 имеется такое векторное
поле v(x), что v(x) �= 0, x ∈ Wn+1. Выберем на Mm некоторую риманову мет-
рику gij и положим, что h(x)—параллельный перенос подпространства v(x)⊥

вдоль некоторой кривой γ в выделенную точку x0. Здесь ортогональное допол-
нение v(x)⊥ берётся в пространстве TxW

n+1 относительно метрики gij . В итоге
получим корректно определённое отображение h. Имеем гомотопически комму-
тативную диаграмму

Nn HGn(Tx0M
m)

Wn+1,

�f





�
i





�
h

т. е. h ◦ i ∼ f , где f —касательное представление подмногообразия Nn.
Это утверждение вытекает из того, что имеется изоморфизм векторных рас-

слоений TWn+1|Nn ∼= TNn ⊕ ε1, где ε1 — тривиальное одномерное расслоение.
В когомологиях имеем равенство f∗ = i∗ ◦ h∗.

Пусть Wn+1 — гладкое компактное (n+ 1)-мерное ориентированное подмно-
гообразие в Mm, границей которого является многообразие Nn = ∂Wn+1.
Обозначим фундаментальный гомологический класс пары (Wn+1, Nn) через
[Wn+1] ∈ Hn+1(Wn+1, Nn; R). Тогда естественный граничный гомоморфизм

∂ : Hn+1(Wn+1, Nn; R) → Hn(Nn; R)

переводит [Wn+1] в [Nn], т. е. ∂[Wn+1] = [Nn]. Напомним, что кограничный
гомоморфизм

δ : Hn(Nn) → Hn+1(Wn+1, Nn)
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связан с граничным гомоморфизмом ∂ равенством

〈v, ∂a〉 = ±〈∂v, a〉,
где v ∈ Hn(Nn; R) и a ∈ Hn+1(Wn+1, Nn; R).

Отсюда для любого класса когомологий a ∈ H∗(HGn(Tx0M
m)
)
имеем ра-

венства

a[Nn] = 〈a(Nn), [Nn]〉 = 〈f∗(a), [Nn]〉 = 〈i∗h∗(a), [Nn]〉 =

= 〈i∗h∗(a), ∂[Wn+1]〉 = ±〈δi∗h∗(a), [Wn+1]〉 = ±〈0 · h∗(a), [Wn+1]〉 = 0,

так как δi∗ = 0 в силу точности когомологической последовательности пары
(Wn+1, Nn):

Hn(Nn) i∗−→ Hn(Wn+1) δ−→ Hn+1(Wn+1, Nn).

Таким образом, требуемое утверждение доказано.

2.4. Обобщённый индекс Маслова лагранжева
подмногообразия в симплектическом многообразии

2.4.1. Обобщённые классы Маслова лагранжевых подмногообразий
в симплектических многообразиях

Покажем, как можно спроектировать обобщённые классы Маслова, опре-
делённые на пространстве путей, в некоторые классы когомологий лагранжева
подмногообразия. Для этого надо использовать симплектические связности и их
группы голономии.

На симплектическом многообразии (M2n, ω) рассмотрим симплектическую
связность Γi

jk. Через C(x0) обозначим множество кусочно-гладких путей, начи-
нающихся и кончающихся в точке x0 ∈M2n. Операция параллельного переноса
вдоль путей γ ∈ C(x0) порождает группу Hx0(M

2n) линейных преобразований
пространства Tx0M

2n. Эта группа является группой голономии связности Γi
jk.

Поскольку связность Γi
jk симплектическая, то группа Hx0(M

2n) переводит
лагранжевы подпространства в пространстве Tx0M

2n в лагранжевы подпро-
странства, т. е. имеем действие группы голономии H = Hx0(M

2n) на лагран-
жевом грассманиане Λ(Tx0M

2n) и можно определить приведённый лагранжев
грассманиан HΛ(Tx0M

2n) = Λ(Tx0M
2n)/H.

Предположим теперь, что Nn ⊂ M2n —лагранжево подмногообразие сим-
плектического многообразия M2n. Тогда конструкция раздела 2.2 позволяет
корректно определить отображение

f : Nn → HΛ(Tx0M
2n),

которое индуцирует отображение f∗ в когомологиях:

f∗ : H∗(HΛ(Tx0M
2n)
)
→ H∗(Nn).
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Теорема 2.4.1. Пусть M2n — симплектическое многообразие и a ∈
∈ H∗(HΛ(Tx0M

2n)
)
—произвольный класс когомологий приведённого лагран-

жева грассманиана относительно некоторой симплектической связности наM2n.
Тогда определён естественный характеристический класс

a(Nn) = f∗(a) ∈ H∗(Nn)

лагранжева подмногообразия Nn ⊂M2n.

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 2.2.2.

Определение 2.4.2. Класс когомологий вида

a(Nn) = f∗(a) ∈ H∗(Nn),

где a ∈ H∗(HΛ(Tx0M
2n)
)
, будем называть обобщённым классом Маслова ла-

гранжева подмногообразия Nn ⊂ M2n в симплектическом многообразии M2n

относительно симплектической связности Γi
jk.

2.4.2. Обобщённый индекс Маслова лагранжева подмногообразия
в симплектическом многообразии

Пусть Nn —компактное лагранжево подмногообразие симплектического
многообразия M2n. Обозначим через [Nn] фундаментальный гомологический
класс [Nn] ∈ Hn(Nn; R), а через HΛ(Tx0M

2n)—приведённый лагранжев грас-
сманиан относительно некоторой симплектической связности на M2n. Если
a ∈ H∗(HΛ(Tx0M

2n)
)
—произвольный n-мерный класс когомологий приве-

дённого лагранжева грассманиана, то определён обобщённый класс Маслова
a(Nn) ∈ Hn(Nn; R) для лагранжева подмногообразия Nn ⊂M2n.

Определение 2.4.3. Индекс Кронекера a[Nn] ∈ Hn〈a(Nn), [Nn]〉 назовём
обобщённым индексом Маслова (отвечающим классу когомологий a) лагранже-
ва подмногообразия Nn ∈M2n.

Определение 2.4.4. Два лагранжевых подмногообразия Nn
1 и Nn

2 в сим-
плектическом многообразии M2n назовём L-кобордантными, если существует
подмногообразие Wn+1 ⊂ M2n, ∂Wn+1 = Nn

1 ∪Nn
2 и на Wn+1 существует та-

кая гладкая функция P , что Nn
1 = {P = 0}, Nn

1 = {P = 1} и {x ∈ M2n |
P (x) = const}—лагранжево подмногообразие в M2n.

Теорема 2.4.5. Пусть лагранжево подмногообразие Nn в симплектическом
многообразии M2n L-кобордантно нулю. Тогда все индексы Маслова a[Nn] рав-
ны нулю для любого класса когомологий a приведённого лагранжева грассма-
ниана HΛ(Tx0M

2n).

Доказательство. Имеем подмногообразие Wn+1 ⊂ M2n, ∂Wn+1 = Nn.
Определим отображение

h : Wn+1 → HΛ(Tx0M
2n)
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равенством
h(x) = τγ(Tx{P = const}),

где τγ —параллельный перенос и {P = const} = {y ∈ Wn+1 | P (y) = P (x)}.
Пространство τγ(Tx{P = const}) является лагранжевым, так как {P = const}—
лагранжево подмногообразие и связность— симплектическая.

Далее, подпространство τγ(Tx{P = const}) определено с точностью до пре-
образований из группы голономии данной симплектической связности. Имеем
коммутативную диаграмму

Nn HΛ(Tx0M
2n)

Wn+1,

�f





�
i




�
h

так как Nn = {y ∈ Wn+1 | P (y) = 0}. Здесь f —касательное представление
подмногообразия Nn ⊂M2n, i—отображение вложения.

В когомологиях имеем соответствующую коммутативную диаграмму, и по-
этому f∗ = i∗h∗. Далее доказательство повторяет доказательство теоремы
2.3.3.

Для замкнутой кривой γ на лагранжевом подмногообразии Nn ⊂M2n можно
определить её индекс как соответствующий индекс Кронекера 〈[γ], g〉, где [γ]—
гомотопический класс, определяемый кривой γ, а g—когомологический класс
из H∗(Nn; R), определяемый одномерным классом g ∈ H1

(
HΛ(Tx0M

2n)
)
.

Предположим, что на симплектическом многообразии (M2n, ω) имеется гло-
бальная каноническая система координат (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn), т. е. M2n ∼=
∼= R

2n, и в этих координатах для формы ω имеем выражение ω =
n∑

i=1

dxi ∧ dpi.

Тогда на M2n можно определить плоскую симплектическую связность Γi
jk

с группой голономии H = {e}.
Для того чтобы это сделать, достаточно положить Γi

jk = 0 в канонических
координатах (x, p) на многообразии M2n. Поэтому если имеется лагранжево
подмногообразие Nn ⊂M2n с параметрическим представлением

xj = xj(u1, . . . , un), pj = pj(u1, . . . , un), j = 1, . . . , n,

то индекс кривой γ(t) =
(
xi = xi(t), pj = pj(t)

)
можно вычислить, используя

классическую формулу

g(γ) =
2

π
√
−1

∫
γ

d ln

{
det
(
∂(x+

√
−1p)

∂u

) ∣∣∣∣det
(
∂(x+

√
−1p)

∂u

)∣∣∣∣
−1
}
.

Здесь g ∈ H1
(
HΛ(Tx0M

2n)
)
—образующий одномерной группы когомологий.

Эта ситуация возникает, например, на орбитах коприсоединённого представле-
ния Ad∗ разрешимой группы Ли верхнетреугольных матриц.



Геометрические и динамические инварианты интегрируемых систем 59

2.5. Индексы торов Лиувилля

Пусть Φ = (f1, . . . , fn)—полное инволютивное семейство функций на сим-
плектическом многообразииM2n. Применяя конструкцию предыдущих разделов
к лагранжеву подмногообразию

Nc = {x ∈M2n | f1(x) = c1, . . . , fn(x) = cn}, c = (c1, . . . , cn) ∈ R
n,

мы построим характеристические классы a(Nc) = ac, c ∈ R
n.

Напомним определение полного инволютивного семейства функций на сим-
плектическом многообразии M2n:

а) функции fi, i = 1, . . . , n, попарно находятся в инволюции: {fi, fj} ≡ 0
относительно скобки Пуассона, индуцированной данной симплектической
структурой;

б) функции fi, i = 1, . . . , n, функционально независимы на M2n;
в) n = 1

2 dimM2n.

Роль таких наборов в геометрии и различных её приложениях чрезвычайно
велика (см., например, [19, 119, 155—159,207]).

Пусть a ∈ H∗(HΛ(Tx0M
2n)
)
—произвольный класс когомологий приведён-

ного лагранжева грассманиана HΛ(Tx0M
2n) относительно некоторой симплек-

тической связности на M2n. Тогда определены индексы ac[Tn] = 〈a(Tn), [Tn]〉,
где Tn — связная компонента многообразия Nc (если Tn компактно, то по тео-
реме Лиувилля Tn — n-мерный тор, см. [19, 159,207]).

Обозначим через

F (x) =
(
f1(x), . . . , fn(x)

)
отображение моментов F : M2n → R

n.
Точка x ∈ M2n называется регулярной, если rk dF (x) = n, и сингулярной

в противном случае. Пусть K—множество всех сингулярных точек. Множество
критических значений Σ = F (K) называется бифуркационной диаграммой [159].

Теорема 2.5.1. Пусть M2n — симплектическое многообразие. Предположим,
что гамильтонова система ẋ = sgradh на многообразии M2n вполне интегри-
руема и h = f1, f2, . . . , fn —полный инволютивный набор первых интегралов
этой системы. Пусть также R—некоторая связная компонента дополнения
R

n \ Σ к бифуркационной диаграмме Σ для отображения моментов F (x) =
=
(
f1(x), . . . , fn(x)

)
. Если a, b ∈ R, то индексы торов Лиувилля F−1(a) равны

индексам торов Лиувилля F−1(b).

Доказательство. Если a ∈ R
n \ Σ, то компактный слой Bb = F−1(b) со-

стоит из торов Лиувилля. Предположим, что имеется кривая γ(t), 0 � t � 1,
в R

n \ Σ, такая что γ(0) = a, γ(1) = b. Полный прообраз Wn+1 = F−1(γ) ⊂
⊂M2n является подмногообразием размерности n+1. Граница ∂Wn+1 совпадает
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с F−1(a)∪F−1(b). Многообразие F−1(a)∪F−1(b) L-кобордантно нулю. Для это-
го достаточно построить на кобордизме Wn+1 такую функцию k, что k−1(c)—
лагранжево подмногообразие для любого c ∈ R. Возьмём кривую β(t), 0 � t � 1,
β(0) = a, β(1) = b, которая однозначно проектируется на некоторую координат-
ную ось пространства R

n. Пусть (без ограничения общности) это проекция на
ось xi. Положим тогда k(x) = fi(x). Из определения следует, что f−1

i (c) =
= F−1(c)—лагранжево подмногообразие.

2.6. Характеристические классы
и индексы на торах Лиувилля

2.6.1. Плоская симплектическая связность,
ассоциированная с вполне интегрируемой гамильтоновой системой

Для любой вполне интегрируемой гамильтоновой системы имеется един-
ственная симплектическая связность, которую можно использовать для постро-
ения характеристических классов.

Теорема 2.6.1. ПустьM2n — симплектическое многообразие и ẋ=sgradH —
вполне интегрируемая гамильтонова система на M2n. Предположим, что
H = f1, f2, . . . , fn —полный инволютивный набор первых интегралов на M2n

этой системы. Положим, что Nn = {x ∈ M2n | f1(x) = c1, . . . , fn(x) = cn}—
неособая совместная поверхность уровня функций f1, . . . , fn. Тогда существу-
ет единственная связность Γi

jk на N
n без кручения, относительно которой все

векторные поля sgrad fi, i = 1, . . . , n, параллельны. Тензор кривизны такой связ-
ности тождественно равен нулю.

Для доказательства этой теоремы нам потребуется следующий элементарный
результат.

Лемма 2.6.2. Пусть Qn —параллелизуемое многообразие и v1, . . . , vn — та-
кие векторные поля на Qn, что v1(x), . . . , vn(x)—базис каждого касательного
пространства TxQ

n, x ∈ Qn. Тогда имеется единственная аффинная связность
Γi

jk, относительно которой все векторные поля vi параллельны. Тензор кри-
визны этой связности тождественно равен нулю. Тензор кручения T задаётся
равенством T (vi, vj) = −[vi, vj ].

Доказательство. Предположим, что такая связность Γi
jk существует. Пусть

x1, . . . , xn —локальная система координат на многообразии Qn и v1
j , . . . , v

n
j —

соответствующие координаты векторных полей vj , j = 1, . . . , n. Тогда в силу
определения ковариантной производной мы имеем равенства

∂vi
j

∂xk
+ Γi

pkv
p
j = 0.
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Поэтому имеется система линейных уравнений

Γi
1kv

1
1 + . . .+ Γi

nkv
n
1 = − ∂vi

1

∂xk
,

. . .

Γi
1kv

1
n + . . .+ Γi

nkv
n
n = −∂v

i
n

∂xk

относительно Γi
jk, j = 1, . . . , n, причём индексы i, k фиксированы. Эта система

имеет единственное решение, так как векторы v1(x), . . . , vn(x) образуют базис
пространства TxQ

n, следовательно,

det


v1

1(x) . . . vn
1 (x)

. . . . . . . . .
v1

n(x) . . . vn
n(x)


 �= 0

для любой точки x ∈ Qn.
Докажем теперь существование такой связности Γi

jk. Если Y =
n∑

i=1

f ivi, то
определим ковариантную производную ∇XY формулой

∇XY =
n∑

i=1

(Xf i)vi.

Очевидно, что ∇— связность и ∇kvi = 0.
Используя определения тензоров кривизны и кручения

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z,

T (X,Y ) = ∇XY −∇Y X − [X,Y ],

мы получаем равенства R = 0 и T (vi, vj) = −[vi, vj ].

Доказательство теоремы 2.6.1. Пусть Tn —несингулярная совместная по-
верхность уровня функций f1, . . . , fn. Тогда Tn — гладкое подмногообразие, ин-
вариантное относительно всех гамильтоновых потоков sgrad fi, i = 1, . . . , n. Ес-
ли Tn связно и компактно, то Tn — тор в силу теоремы Лиувилля. По лем-
ме 2.6.2 на Tn существует единственная связность, относительно которой все
векторные поля vi = sgrad fi параллельны. Эта связность без кручения.

Действительно, имеют место равенства

T (vi, vj) = −[vi, vj ] = −[sgrad fi, sgrad fj ] = − sgrad{fi, fj} = 0,

так как {fi, fj} = 0, что полностью доказывает теорему.

Предложение 2.6.3. Предположим, что (M2n, ω)— симплектическое мно-
гообразие и система ẋ = sgradH на M2n вполне интегрируема. Пусть H =
= f1, f2, . . . , fn —полный инволютивный набор первых интегралов этой систе-
мы, а Nn

C0
—фиксированная несингулярная совместная поверхность уровня этих

функций. Тогда на некоторой открытой окрестности U ⊃ Nn
C0

поверхности Nn
C0

существует плоская симплектическая связность Γi
jk, такая что все поверхности
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уровня Nn
c ⊂ U —вполне геодезические подмногообразия относительно этой

связности, и индуцированная связность на Nn
c совпадает со связностью, постро-

енной в теореме 2.6.1.

Доказательство. Существует такая локальная система координат I1, . . . , In,
θ1, . . . , θn в окрестности U ⊃ Nn

c , что форма ω на U имеет вид

ω|U =
n∑

i=1

dIi ∧ dθi

и
Nn

c = {x ∈M2n | I1(x) = const, . . . , In(x) = const}.
Это так называемые координаты «действие—угол» (см. [19]).

Пусть Γi
jk = 0 в этих координатах на U . Очевидно, что Γi

jk — симплекти-
ческая плоская связность. Далее, Nn

c —вполне геодезическое подмногообразие,
так как компоненты Γθ

II обращаются в нуль (см. [143]). Тогда можно ограничить
связность Γi

jk на подмногообразие N
n
c . Векторные поля sgrad fi параллельны от-

носительно этого ограничения, и поскольку связность в теореме 2.6.1 определена
однозначно, то Γi

jk|U совпадает со связностью, построенной в этой теореме.

2.6.2. Продолжение плоских связностей на касательное расслоение

Из вышесказанного следует, что при построении характеристических классов
важную роль играют плоские симплектические связности. Большой запас при-
меров можно получить, продолжая такие структуры на касательное расслоение.
Укажем один из таких приёмов.

Произвольное многообразие Mn будем считать вложенным в касательное
расслоение TMn с помощью нулевого сечения s0 : Mn → TMn.

Теорема 2.6.4. Пусть (Mn, g)—плоское псевдориманово многообразие. То-
гда на касательном расслоении TMn существует такая плоская псевдориманова
структура g̃ индекса ноль, что индуцированная метрика на многообразии Mn,
вложенном в TMn с помощью s0, совпадает с исходной метрикой и подмного-
образие Mn является вполне геодезическим.

Доказательство. Поскольку Mn —плоское псевдориманово многообразие,
то в силу теоремы Римана на Mn существует такой атлас uα; x1

α, . . . , x
n
α, α ∈ I,

с локальными координатами x1
α, . . . , x

n
α, что метрика g имеет канонический вид

g =
p∑

i=1

(dxi
α)2 −

n∑
p+1=1

(dxi
α)2

(см., например, [47]).
В расслоении ûα = Tuα введём стандартные координаты x1

α, . . . , x
n
α,

ξ1α, . . . , ξ
n
α, где ξ

i
α —координаты вектора ξ ∈ Txuα в локальной системе коорди-

нат (x1
α, . . . , x

n
α). Переход от одной такой системы координат к другой задаётся
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формулами

xi
α = xi

α(x1
β , . . . , x

n
β), ξi

α =
∂xi

α

∂xj
β

ξj
β ,

причём выполняются равенства
n∑

i=1

∂xi
α

∂xs
β

∂xi
α

∂xk
β

= ±δsk.

Определим на TMn метрику g̃ равенством

g̃ =
n∑

i=1

ei[(dxi
α)2 + dxi

αdξ
i
α],

где ei = . . . = ep = 1 и ep+1 = . . . = en = −1. Надо проверить корректность
этого определения, т. е. его инвариантность относительно вышеуказанных замен
координат.

Дифференцируя закон преобразования координат вектора, мы получим ра-
венство

dξi
α =

∂2xi
α

∂xj
β∂x

k
β

ξj
βdx

k
β +

∂xi
α

∂xj
β

dξj
β .

Поэтому

g̃ =
n∑

i=1

ei(dxi
α)2 +

n∑
i=1

eidx
i
αdξ

i
α =

=
n∑

i=1

ei(dxi
β)2 +

n∑
i=1

ei

[
∂2xi

α

∂xj
β∂x

k
β

∂xi
α

∂xs
β

ξj
βdx

k
βdx

s
β +

∂xi
α

∂xs
β

∂xi
α

∂xj
β

dxs
βdξ

j
β

]
+

+
n∑

i=1

ei(dxi
β)2 +

n∑
s=1

esdx
s
βdξ

s
β +

n∑
i=1

eiF
i
ksdx

k
βdx

s
β ,

где

F i
ks =

∂2xi
α

∂xj
β∂x

k
β

∂xi
α

∂xs
β

ξj
β .

Докажем, что
F i

ks = −F i
sk.

Дифференцируя условие псевдоортогональности замен координат по пере-
менной xj

β , мы получим равенство

∂2xi
α

∂xj
α∂xs

β

∂xi
α

∂xk
β

+
∂2xi

α

∂xj
α∂xk

β

∂xi
α

∂xs
β

= 0,

после свёртки которого с ξj
β получим требуемое соотношение F i

ks + F i
sk = 0.

Следовательно,
n∑

i=1

ei

n∑
k,s=1

F i
ksdx

k
βdx

s
β = 0.
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Утверждение, касающееся сигнатуры построенной метрики, вытекает из со-
отношения

x2
1 + . . .+ x2

s − x2
s+1 − . . .− x2

n + x1y1 + . . .+ xsys − xs+1ys+1 − . . .− xnyn =

=
(
x1 +

1
2
y1

)2

+ . . .+
(
xs +

1
2
ys

)2

−
(
xs+1 +

1
2
ys+1

)2

− . . .−
(
xn +

1
2
yn

)2

−

− 1
4
y2
1 − . . .− 1

4
y2

s +
1
4
y2

s+1 + . . .+
1
4
y2

n.

Итак, если исходная метрика g имела сигнатуру (s, n − s), то построенная
метрика g̃ на TMn имеет сигнатуру (s + (n − s), (n − s) + s) = (n, n), т. е. её
индекс равен нулю.

Поскольку имеется система координат, в которой все коэффициенты g̃ij мет-
рики g̃ постоянны, то Γi

jk ≡ 0, следовательно, для тензора кривизны имеем
равенство Ri

j,pq ≡ 0, т. е. (TMn, g̃)—плоское многообразие.
Образ нулевого сечения s0 задаётся уравнениями ξi = 0. Тогда из [143]

вытекает, что s0(Mn)—вполне геодезическое подмногообразие. Очевидно, что
ограничение метрики g на s0(Mn) совпадает с исходной метрикой. Теорема
доказана.

Напомним, что на кокасательном расслоении T ∗Mn к гладкому многообра-
зию Mn имеется каноническая симплектическая структура ω (см. [127, 128]).
Если (Mn, g)—псевдориманово многообразие, то операция опускания индексов
задаёт диффеоморфизм

f : TMn → T ∗Mn,

поэтому на TMn имеется симплектическая структура ωg = f∗ω.

Предложение 2.6.5. Пусть (Mn, g)—плоское псевдориманово многообра-
зие. Тогда связность Γi

jk, согласованная с метрикой g̃ на TM
n, является сим-

плектической относительно ωg.

Доказательство. Связность, согласованная с метрикой g̃, в выбранных вы-
ше координатах имеет вид Γi

jk ≡ 0. Связность является симплектической, если
симплектическая форма ωg ковариантно постоянна относительно этой связно-
сти, т. е. ∇kω

g
ij = 0. В нашем случае это равенство справедливо, так как

Γs
ij = 0 и координаты ωg

ij формы ωg постоянны в выбранной выше системе
координат.

Для псевдориманова многообразия (Mn, g) обозначим через Holx(Mn) груп-
пу голономии, x ∈Mn (см. [221]).

Предложение 2.6.6. Пусть (Mn, g)—плоское псевдориманово многообра-
зие. Тогда группа голономии Holx(TMn) многообразия (TMn, g̃) изоморфна
группе голономии Holx(Mn), x ∈Mn.

Доказательство. Легко проверить, что параллельный перенос вдоль произ-
вольной петли γ(t), 0 � t � 1, x = γ(0) = γ(1) ∈ Mn = s0(Mn), совпадает
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с параллельным переносом вдоль такой петли β(t) = β1(t) · . . . · βN (t), что βi,
i = 1, . . . , N , лежат в некотором ûα и βi(0), βi(1) ∈ s0(Mn), i = 1, . . . , N .

Действительно, покроем проекцию π
(
γ(t)

)
пути γ(t) конечным числом одно-

связных координатных областей u1, . . . , uN и рассмотрим те части γi(t) пути γi,
которые лежат в прообразах ûα = π−1(uα), где π : TMn → Mn — естественная
проекция. Выберем такие числа t1, . . . , tN , что γi(t) ∈ ûi ∩ ûi+1.

Пусть ps = π
(
γ(ts)

)
, s = 1, . . . , N . Над точкой ps лежит полный прообраз

π−1(ps) = Tps
Mn, содержащий точку γ(ts). Отрезок прямой в Tps

Mn, идущей
из точки γ(ts) в точку s0(ps), обозначим через αs. Поскольку для параллельного
переноса τ выполняется равенство τε1ε2 = τε1τε2 , то параллельный перенос вдоль
кривой

β = (γ1α1)(α−1
1 γ2α2)(α−1

2 γ3α3) · . . . · (α−1
N γN )

совпадает с параллельным переносом вдоль кривой γ.
Положим

β1 = γ1α1, β2 = α−1
1 γ2α2, . . . , βN = α−1

N γN .

Поскольку s0(Mn)—вполне геодезическое подмногообразие, а многообра-
зие TMn плоское, то параллельный перенос вдоль пути βi(t) можно получить
как параллельный перенос вдоль такого пути β̄i(t), что β̄i лежит в s0(Mn) и
β̄i(0) = βi(0), β̄i(1) = βi(1).

Действительно, поскольку uα односвязно, то путь βi гомотопен пути β̄i,
лежащему в uα. В силу того что Tuα —плоское многообразие, параллельный
перенос вдоль пути βi совпадает с параллельным переносом вдоль пути β̄i. Под-
многообразиеMn является вполне геодезическим, следовательно, параллельный
перенос в объемлющем многообразии TMn совпадает с параллельным перено-
сом в Mn, что и утверждалось. Предложение доказано.

2.7. Обобщённые классы Маслова
в симплектических векторных расслоениях

2.7.1. Обобщённые классы Маслова
на пространстве путей в случае расслоений

Конструкции раздела 2.1 можно повторить для произвольных расслоений и
построить для них аналоги классов Маслова.

Пусть π : E → M —векторное расслоение, в котором задана связность Γi
jk

(см. [143]). Предположим, что p : V → N —локально тривиальное подрасслое-
ние в E, где X ⊂ E, p = π|X , и N —подмногообразие в M .

Выберем и зафиксируем точку x0 ∈M . Определим пространство

X ⊗ [M,N ] =
= {(x, α) | x ∈ X, α ∈ [M,N ], α : [0, 1] →M, α(1) = p(x) ∈ N, α(0) = x0}.

Построим отображение

f : X ⊗ [M,N ] → Gm

(
π−1(x0)

)
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в грассманиан Gm

(
π−1(x0)

)
, порождённый слоем π−1(x0) расслоения π, гдеm—

размерность расслоения p (m = dim p−1(x)). Если (x, α) ∈ X⊗[M,N ], где x ∈ X
и α ∈ [M,N ], то касательное пространство TxX = Txp

−1
(
α(1)

)
⊂ π−1

(
α(1)

)
переносится параллельно в начало 0 ∈ π−1

(
α(1)

)
, а затем, используя связность

Γi
αj , в точку x0 вдоль пути α в базе расслоения π.
Отображение f индуцирует отображение f∗ в обобщённой теории когомоло-

гий h∗, т. е.

f∗ : h∗
(
Gm

(
π−1(x0)

))
→ h∗(X ⊗ [M,N ]).

В этой ситуации можно определить стандартным образом характеристиче-
ские классы подрасслоения p : X → N , принимающие значения в h∗(X⊗[M,N ]).

Определение 2.7.1. Пусть a ∈ h∗
(
Gm

(
π−1(x0)

))
—произвольный класс ко-

гомологий грассманиана Gm

(
π−1(x0)

)
. Тогда классы когомологий вида f∗(a) ∈

∈ h∗(X ⊗ [M,N ]) назовём обобщёнными классами Маслова локально тривиаль-
ного подрасслоения p : X → N в некотором расслоении π : E →M .

2.7.2. Характеристические классы
в симплектических векторных расслоениях

Аналогично тому, как это было сделано в разделе 2.2, можно построить
проекции характеристических классов, определённых в разделе 2.7.1. Проделаем
это для случая, когда в расслоении задана симплектическая структура. В случае
общих связностей в расслоении всё делается аналогично.

Определение 2.7.2. Векторное расслоение π : E → M называется симплек-
тическим, если каждый слой π−1(b), b ∈M , снабжён симплектической структу-
рой ω ∈ Λ2

(
π−1(b)

)
.

Пусть p : X → N —локально тривиальное подрасслоение в E, где X ⊂ E,
p = π|X , N —подмногообразие в M . Расслоение X называется лагранже-
вым подраслоением в E, если все слои p−1(b)—лагранжевы подмногообразия
в π−1(b).

Связность в симплектическом векторном расслоении называется симплек-
тической, если параллельный перенос относительно этой связности сохраня-
ет скалярное произведение ω(X,Y ), задаваемое структурой ω в каждом слое.
Множество всех лагранжевых подпространств в слое π−1(b) симплектического
векторного расслоения π : E → M обозначим через Λ(Eb). Если в расслоении
π : E → M дана симплектическая связность, то определена операция парал-
лельного переноса элементов слоя π−1(b), а следовательно, и подпространств
V ⊂ π−1(b). В этой ситуации можно определить группу голономии H связ-
ности в расслоении, а также приведённый лагранжев грассманиан HΛ(Ex) =
= Λ(Ex)/H, x ∈M , относительно данной симплектической связности в рассло-
ении. Можно повторить все вышеизложенные конструкции и построить харак-
теристические классы лагранжевых подрасслоений.
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Теорема 2.7.3. Пусть π : E → M — симплектическое векторное расслое-
ние, p : X → N — его лагранжево подрасслоение. Предположим, что a ∈
∈ H∗

(
HΛ
(
π−1(x0)

))
—произвольный класс когомологий приведённого грассма-

ниана HΛ(Ex0) относительно некоторой симплектической связности в рассло-
ении π : E → M . Тогда существуют естественные характеристические классы
a(X) ∈ H∗(X) подрасслоения p : X → N .

Определение 2.7.4. Классы когомологий a(X) = f∗(a) ∈ H∗(X) будем на-
зывать обобщёнными классами Маслова лагранжева подрасслоения p : X → N
в симплектическом векторном расслоении π : E →M . Здесь отображение

f : X → Λ
(
π−1(b0)

)
/H

(называемое касательным представлением подрасслоения p : X → N) определя-
ется следующим образом.

Отображение f является композицией параллельного переноса касательного
пространства Tx

(
p−1(b)

)
⊂ π−1(b), b ∈ N , к слою p−1(b) в начало координат

0 ∈ π−1(b) и параллельного переноса (с использованием связности в расслоении
π : E →M) в фиксированный слой π−1(b0), b0 ∈M .

2.7.3. Индексы Маслова в симплектических векторных расслоениях

Сохраним обозначения предыдущих разделов.
Определение 2.7.5. Предположим, что a ∈ Hk+n

(
Λ
(
π−1(x0)

)
/H
)
—фикси-

рованный (k + n)-мерный класс когомологий приведённого грассманиана отно-
сительно некоторой симплектической связности в симплектическом векторном
расслоении E. Индекс Кронекера

a[Xk+n] = 〈a(Xk+n), [Xk+n]〉
будем называть индексом Маслова лагранжева подрасслоения Xk+n ⊂ E в век-
торном расслоении π : E →M . Здесь dimX = k+n, dimE = m+2n, dimM = m,
dimN = k.

Для лагранжевых подрасслоений в симплектических векторных расслоениях
можно ввести соответствующее понятие кобордантности.
Определение 2.7.6. Пусть π : Em+2n → Mm — симплектическое векторное

расслоение. Два лагранжевых подрасслоения p1 : Xk+n
1 → Nk

1 и p2 : Xk+n
2 → Nk

2

назовём кобордантными, если существует такое лагранжево подрасслоение
P : Y k+n+1 → W k+1 расслоения π : Em+2n → Mm, что P |∂W k+1 = p1 � p2, и
многообразие W k+1 имеет границу ∂W k+1 = Nk

1 ∪ (−Nk
2 ).

Аналогично тому, как это сделано выше, доказывается следующее утвержде-
ние.

Теорема 2.7.7. Пусть лагранжево подрасслоение p : Xk+n → Nk симплекти-
ческого векторного расслоения π : Em+2n → Mm кобордантно нулю. Тогда все
индексы Маслова подрасслоения p : Xk+n → Nk равны нулю.
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Доказательство. Пусть P : W k+n+1 → Y k+1 —кобордизм, эквивалентный
нулю, лагранжева подрасслоения p : Xk+n → Nk. Рассмотрим отображение

h : W k+n+1 → Λ
(
π−1(x0)

)
/H = HΛ

(
π−1(x0)

)
.

Параллельный перенос касательного пространства TxP
−1(b), b ∈ Y k+1, в на-

чало координат 0 ∈ π−1(b) и затем параллельный перенос результата в фикси-
рованный слой Ex0 = π−1(x0) относительно данной связности даёт нам отобра-
жение f . Имеем, таким образом, коммутативную диаграмму

Xk+n HΛ
(
π−1(x0)

)

W k+n+1,

�f





�
i





�
h

где f —касательное представление для Xk+n и i : Xk+n → W k+n+1 —отобра-
жение вложения. Это даёт соответствующую коммутативную диаграмму в ко-
гомологиях:

H∗(Xk+n) H∗
(
HΛ
(
π−1(x0)

))

H∗(W k+n+1),

� f∗






� h∗






� i∗

т. е. f∗ = i∗h∗. Из этого вытекают равенства

a[Xk+n] = 〈a(Xk+n), [Xk+n]〉 = 〈f∗(a), [Xk+n]〉 =

= 〈i∗h∗(a), [Xk+n]〉 = 〈i∗h∗(a), ∂[W k+n+1]〉 = ±〈δi∗h∗(a), [W k+n+1]〉 = 0,

так как δi∗ = 0 в силу точности когомологической последовательности

Hs(W k+n+1) i∗−→ Hs(Xk+n) δ−→ Hs+1(W k+n+1,Xk+n).

2.8. Характеристические классы
в псевдоримановой геометрии

2.8.1. Характеристические классы изотропных подмногообразий

Рассмотрим псевдоевклидово пространство R
n
s индекса s. Его скалярное про-

изведение имеет вид

〈ξ, ξ〉s = −
s∑

i=1

(ξi)2 +
n∑

i=s+1

(ξi)2.

Вектор v называется световым или изотропным, если 〈v, v〉s = 0.
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Определение 2.8.1. Множество всех изотропных p-мерных подпространств
V ⊂ R

n
s назовём изотропным грассманианом и обозначим его через IGp(Rn

s );
p-мерное подмногообразие Mp ⊂ R

n
s называется изотропным, если TxM

p ∈
∈ IGp(Rn

s ) для всех x ∈Mp.
Более общо, пусть Nn —псевдориманово многообразие и Mp ⊂ Nn — его

подмногообразие. Тогда Mp называется изотропным, если TxM
p ∈ IGp(TxN

n)
для всех x ∈Mp.

Отметим, что в комплексном случае многообразие изотропных флагов,
в частности изотропный грассманиан, играет фундаментальную роль в теории
преобразования Пенроуза (см. [201]).

Лемма 2.8.2. Рассмотрим изотропный грассманиан IG1(R4
2). Тогда

IG1(R4
2) ∼= T2 ∼= S1 × S1.

В частности,
H∗(IG1(R4

2)
) ∼= Λ(w1, w2),

где degw1 = degw2 = 1.

Доказательство. Имеем разложение в прямую сумму R
4 = R

2 ⊕ R
2, и для

любого вектора x ∈ R
4 найдутся такие векторы x1, x2 ∈ R

2, что x = x1 ⊕ x2.
Единичная сфера S3 ⊂ R

4 задаётся уравнением |x1|2 + |x2|2 = 1, а световой
конус K —уравнением |x1|2 = |x2|2. Пересечение K∩S3 диффеоморфно тору T2,
так как оно определяется уравнениями |x1|2 + |x2|2 = 1, |x1|2 = |x2|2, т. е.
|x1|2 = 1/2 и |x2|2 = 1/2. Для того чтобы получить IG1(R4

2), мы должны
выполнить факторизацию тора S1×S1 по отношению эквивалентности (x1, x2) ∼
∼ (−x1,−x2), так как прямая, проходящая через начало координат, пересекает
сферу S3 в двух диаметрально противоположных точках. Очевидно, что после
этой факторизации мы снова получим тор.

Пусть (Nn, gij)—псевдориманово многообразие. Предположим, что связ-
ность Γi

jk согласована с псевдоримановым скалярным произведением gij на
многообразии Nn. В этой ситуации можно определить касательное представле-
ние, группу голономии H и приведённое пространство HIGm(Tx0N

n), x0 ∈ Nn,
так же, как это делалось выше.

Теорема 2.8.3. Пусть (Nn, gij)—псевдориманово многообразие со связ-
ностью Γi

jk, согласованной со скалярным произведением gij , и a ∈
∈ H∗(HIGm(Tx0N

n)
)
—произвольный класс когомологий приведённого про-

странства HIGm(Tx0N
n) относительно связности Γi

jk. Тогда существуют есте-
ственные характеристические классы a(Mm) ∈ H∗(Mm) для любого изотропно-
го подмногообразия Mm ⊂ Nn, где f —касательное представление подмногооб-
разия Mm. Более точно, пусть (Mm

1 , gij), (Mm
2 , hij)—псевдоримановы подмно-

гообразия и Nn —изотропное подмногообразие в Mm
1 . Если ϕ : Mm

1 → Mm
2 —

такой диффеоморфизм, что ϕ∗hij = gij , то корректно определено отображение

dϕ : HIGn(Tx0M
m
1 ) → HIGn(Tϕ(x0)M

m
2 ),
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такое что
(dϕ)∗(a)(Nn) = ϕ∗

(
a
(
ϕ(Nn)

))
для любого класса когомологий a ∈ H∗(HIGn(Tϕ(x0)M

m
2 )
)
.

Доказательство. Теорема фактически вытекает из теоремы 2.2.2, так как
параллельный перенос переводит изотропные подпространства в изотропные,
поскольку связность согласована с псевдоримановой структурой.

Отметим следующий способ получения подмногообразий с нулевыми харак-
теристическими классами.

Теорема 2.8.4. Пусть Mm
s —плоское псевдориманово многообразие индек-

са s. Предположим, что Mm
s удовлетворяет одному из следующих условий:

1) Mm
s компактно;

2) Mm
s лоренцево;

3) m = dimMm
s < 5.

Тогда существует такое изотропное векторное поле v(x), x ∈ Mm
s , что все его

траектории N1 имеют нулевые классы a(N1) = 0 для любого класса когомологий
a ∈ H∗(IG1(Tx0M

m
s )
)
.

Доказательство. Группа голономии H многообразия Mm
s тривиальна

(см. [47]). Рассмотрим изотропный вектор v0 ∈ Tx0M
m
s и определим вектор-

ное поле v формулой v(x) = τ(v0), где τ —параллельный перенос вдоль любой
кривой из точки x0 в точку x. Это определение корректно, так как H = {e}.
Касательное представление для N1 тривиально, так как векторное поле v па-
раллельно. Следовательно, все классы когомологий f∗(a), где

a ∈ H∗(HIG1(Tx0M
m
s )
)

= H∗(IG1(Tx0M
m
s )
)
, H = {e},

равны нулю.

2.8.2. Характеристические числа изотропных подмногообразий

Сохраним предыдущие обозначения. Пусть Nn —ориентируемое изотропное
подмногообразие в Mm

s .
Определение 2.8.5. Пусть a ∈ H∗(HIGn(Tx0M

m
s )
)
—произвольный n-мер-

ный класс когомологий приведённого пространства HIGn(Tx0M
m
s ) относитель-

но связности, согласованной с данной псевдоримановой структурой на Mm
s . Ин-

декс Кронекера
〈a(Nn), [Nn]〉 = a[Nn]

назовём характеристическим числом изотропного подмногообразия Nn ⊂ Mm
s ,

где [Nn]—фундаментальный гомологический класс [Nn] ∈ Hn

(
Nn; R)

)
.

Определение 2.8.6. Скажем, что два изотропных подмногообразия NN
1 , N

n
2

в псевдоримановом многообразии Mm
s кобордантны, если найдётся такое под-

многообразие Wn+1 ⊂Mm
s , что ∂W

n+1 = Nn
1 ∪Nn

2 , и существует такая гладкая
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функция k ∈ C∞(Wn+1), что

Nn
1 = {x ∈Mm

s | k(x) = 0}, Nn
2 = {x ∈Mm

s | k(x) = 1}
и {x ∈Mm

s | k(x) = const}—изотропное подмногообразие в Mm
s .

Теорема 2.8.7. Предположим, что изотропное подмногообразие Nn кобор-
дантно нулю в псевдоримановом многообразии Mm

s . Тогда все характеристиче-
ские числа a[Nn], a ∈ H∗(HIGn(Tx0M

m
s )
)
, равны нулю.

Доказательство. Определим отображение

h : Wn+1 → HIGn(Tx0M
m
s )

формулой
h(x) = τγ(Tx{x ∈Mm

s | k(x) = c}),
где τγ —параллельный перенос вдоль кривой γ из точки x в фиксированную
точку x0 ∈Mm

s . Отображение h корректно определено, так как подпространство
τγ(Tx{x ∈ Mm

s | k(x) = c}) определено с точностью до преобразований из
группы голономии H. Следовательно, имеем коммутативную диаграмму

Nn HIGn(Tx0M
m
s )

Wn+1,

�f





�
i





�
h

где i : Nn → Wn+1 —отображение вложения и f —касательное представление
подмногообразия Nn, так как Nn = {x ∈Mm

s | k(x) = c}.
Перейдём к когомологиям. Получим коммутативную диаграмму

H∗(Nn) H∗(HIGn(Tx0M
m
s )
)

H∗(Wn+1),

� f∗







� h∗






�

i∗

т. е. f∗ = i∗h∗. Отсюда имеем

a[Nn] = 〈a(Nn), [Nn]〉 = 〈f∗(a), [Nn]〉 = 〈i∗h∗(a), [Nn]〉 =

= 〈i∗h∗(a), ∂[Wn+1]〉 = ±〈δi∗h∗(a), [Wn+1]〉 = 0

для произвольного класса когомологий a ∈ H∗(HIGn(Tx0M
m
s )
)
. В данном слу-

чае мы использовали равенство

〈v, ∂a〉 = ±〈δv, a〉
и точность когомологической последовательности пары (Wn+1, Nn):

Hn(Wn+1) i∗−→ Hn(Nn) δ−→ Hn+1(Wn+1, Nn).

Это завершает доказательство теоремы.
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2.9. Теорема де Рама и примеры симплектических связностей

2.9.1. Дополнение к теореме разложения де Рама

Докажем следующее уточнение классической теоремы разложения де Рама
в случае, когда риманово многообразие допускает параллельную симплектиче-
скую структуру.

Теорема 2.9.1. Пусть M — связное односвязное полное риманово многооб-
разие, допускающее параллельную относительно связности Леви-Чивита Γi

jk

симплектическую структуру ωij , т. е. Γi
jk — симплектическая связность. То-

гда M изометрично прямому произведению M0 × M1 × . . . × Mk, где M0 —
евклидово пространство, причём ω|M0 — симплектическая структура на M0, а
M1, . . . ,Mk —односвязные полные неприводимые римановы многообразия.

Доказательство. Единственное, что требует доказательства, — это то, что
(M0, ω|M0)— симплектическое многообразие.

Пусть T
(0)
x0 —множество элементов из Tx0M , неподвижных относительно

группы голономии H = Hx0(M), а T ′
x0
— его ортогональное дополнение в Tx0M .

Оно инвариантно относительно действия группы H и может быть разложено
в прямую сумму

T ′
x0

=
k∑

i=1

T (i)
x0

взаимно ортогональных инвариантных подпространств T (i)
x0 .

Обозначим через T0 и T ′ параллельные распределения, определяемые с по-
мощью T

(0)
x0 и T ′

x0
соответственно, как это описано в [77]. Пусть M0, M ′—

максимальные интегральные подмногообразия этих распределений, проходящие
через точку x0. Об их существовании см. [77]. Там же доказано, что M0, M ′—
вполне геодезические подмногообразия. Теорема де Рама гарантирует разложе-
ние M ∼= M0 ×M ′.

Докажем теперь в дополнение к теореме де Рама, что если ω— симплекти-
ческая структура на M , параллельная относительно связности, согласованной
с римановой метрикой, то ω|

T
(0)
x0
—невырожденная форма. Пусть ξ ∈ T

(0)
x0 , ξ

⊥—
косоортогональное дополнение к Rξ в пространстве Tx0M относительно фор-
мы ω, т. е.

ξ⊥ = {ζ ∈ Tx0M | ω(ζ, ξ) = 0}.
Поскольку ω—невырожденная форма, то

dim ξ⊥ = dimTx0M − 1.

Ортогональное дополнение ξ⊥ инвариантно относительно группы голоно-
мии H. Поскольку M —односвязное многообразие, то группа голономии H
совпадает с ограниченной группой голономии H0. Ограниченная группа голо-
номии риманова многообразия M — замкнутая подгруппа в SO(n), n = dimM
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(см. [77]). Следовательно, группа H компактна и действует на Tx0M вполне
приводимо. Поэтому

Tx0M = ξ⊥ ⊕ Rη,

где Rη—одномерное инвариантное относительно действия группы H подпро-
странство в Tx0M , причём ω(ξ, η) �= 0.

Покажем, что η ∈ T
(0)
x0 . Имеем равенство

ω(σξ, ση) = ω(ξ, η)

для σ ∈ H, так как σ ∈ H сохраняет симплектическую структуру ω|Tx0M .
С другой стороны,

ω(σξ, ση) = ω(ξ, λ(σ)η) = λ(σ)ω(ξ, η),

так как ση = λ(σ)η. Сравнивая два полученных равенства, имеем

ω(ξ, η) = λ(σ)ω(ξ, η),

и поскольку ω(ξ, η) �= 0, то λ(σ) = 1.
Итак, η ∈ T

(0)
x0 , т. е. в T

(0)
x0 мы нашли такой вектор η, что ω(ξ, η) �= 0, а это

означает, что форма ω|Tx0M невырожденна.
Форма ω|M0 замкнута как ограничение замкнутой формы. Заметим, что фор-

ма ω|M0 есть параллельное перенесение наM формы ω|
T

(0)
x0
. Это следует из того,

что параллельный перенос на вполне геодезическом подмногообразии в индуци-
рованной аффинной связности совпадает с параллельным переносом в большем
многообразии (см., например, [143]).

Из сказанного следует, что ω|M0 —невырожденная форма, так как она полу-
чается параллельным переносом из невырожденной формы ω|

T
(0)
x0
, что завершает

доказательство теоремы.

2.9.2. Некоторые конструкции симплектических связностей

Пусть M2n —чётномерное риманово многообразие с метрикой gij . Возникает
естественный вопрос: можно ли задать на M2n параллельную симплектическую
структуру ωij . Другими словами, рассматриваются такие связности Γi

jk, что
∇kωij = 0 и ∇kgij = 0, Γi

jk = Γi
kj , т. е. связность Γi

jk должна быть одновременно
римановой и симплектической.

Отметим следующий простой, но фундаментальный факт, позволяющий
строить большие серии таких примеров.

Предложение 2.9.2. Пусть (M2n, gij)—чётномерное риманово многообра-
зие, x0 ∈ M2n, H = Hx0(M

2n)— группа голономии в точке x0. На многооб-
разии M2n существует параллельная симплектическая структура ωij тогда и
только тогда, когда на касательном пространстве Tx0M

2n можно задать H-ин-
вариантную невырожденную 2-форму ω ∈ Λ2(T ∗

x0
M2n).
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Доказательство. Если ωij —параллельная симплектическая структура на
M2n, то (ωij)|Tx0M2n —искомая H-инвариантная 2-форма.

Обратно, пусть ω—это H-инвариантная 2-форма на Tx0M
2n. Пусть β(t),

0 � t � 1, — произвольная кривая, идущая из точки x0 = β(0) в точку z =
= β(1) ∈M2n. Для X,Y ∈ TzM

2n положим

ωz(X,Y ) = ω(τβX, τβY ),

где τβ —параллельный перенос вдоль кривой β. Ввиду H-инвариантности фор-
мы ω это определение корректно, т. е. не зависит от выбора пути β, соединяю-
щего точки z, x0. Очевидно, что форма ω параллельна. Осталось доказать, что
dω = 0, а это следует из предложения 2.1.3.

Простейшие примеры симплектических связностей можно извлечь из следу-
ющего утверждения.

Предложение 2.9.3. Пусть (M,hij)—кэлерово многообразие. Тогда связ-
ность, согласованная с римановой метрикой Rehij , является симплектической
относительно симплектической структуры ω = Imhij .

Доказательство вытекает из основных свойств кэлеровых многообразий
(см. [78]).

Теорема 2.9.4. Пусть M2n —компактное связное плоское риманово много-
образие, которое допускает параллельную симплектическую структуру, H — его
группа голономии. Тогда H —конечная подгруппа в Sp(n,R), и таким способом
получаются с точностью до изоморфизма все конечные подгруппы H в Sp(n,R).

Доказательство. Если M2n —компактное плоское риманово многообразие,
то его группа голономии H конечна (см. [47]). Поскольку связность симплек-
тическая, то H ⊂ Sp(n,R).

Обратно, пусть H —произвольная конечная подгруппа в Sp(n,R). Тогда в си-
лу теоремы Ауслендера—Кураниши (см. [47]) группа H является группой голо-
номии некоторого плоского компактного многообразия MN . Можно считать,
добавляя тривиальные слагаемые, что H ⊂ Sp(n,R), где 2n � N , т. е. TxM

N ⊂
⊂ R

2n, и группа голономии H, действуя в R
2n = TxM

N ⊕ R
2n−N , сохраняет

некоторую симплектическую структуру.
Рассмотрим многообразие M2n = MN × T2n−N , где T2n−N —плоский тор

с тривиальной группой голономии. Тогда

Holx(M2n) ∼= Holx1(M
N ) × Holx2(T

2n−N ) ∼= Holx1(M
N ) ∼= H,

x = (x1, x2) ∈M2n.

Итак, в пространстве TxM
2n имеется H-инвариантная симплектическая

структура. Теперь, используя предложение 2.9.2, мы получаем параллельную
симплектическую структуру на многообразии M2n.
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Рассмотрим случай псевдоримановых многообразий. Для них также есте-
ственно поставить вопрос о существовании параллельных симплектических
структур.

Теорема 2.9.5. Пусть Mn
s —плоское полное связное однородное псевдори-

маново многообразие сигнатуры s. Тогда если многообразие Mn
s удовлетворяет

одному из следующих условий:

1) оно компактное риманово (т. е. s = 0 или s = n);
2) оно лоренцево (т. е. s = 1 или s = n− 1);
3) n = dimMn

s < 5,

то многообразие Mn
s допускает параллельную симплектическую структуру, т. е.

связность, согласованная с псевдоримановой метрикой, симплектическая. В этом
случае группа голономии H тривиальна и фундаментальная группа π1(Mn

s ) яв-
ляется группой сдвигов пространства R

n
s . Здесь n чётно.

Доказательство. Согласно [47] имеем равенство H = {I},Mn
s = R

n
s /Γ, Γ—

группа сдвигов.
Выберем в пространстве Tx0M

n
s произвольную невырожденную 2-форму

ω ∈ Λ2(Tx0M
n
s ) и разнесём её с помощью параллельных переносов по всему

многообразию Mn
s . По предложению 2.1.3 мы получим симплектическую струк-

туру, и связность, согласованная с псевдоримановой структурой, будет симплек-
тической.

Теорема 2.9.6. Пусть (M, gij)—полное односвязное неприводимое риманово
неплоское спинорное многообразие размерности n, допускающее хотя бы одно
параллельное спинорное поле. Если n = 2m, n �= 8, то на M существует такая
параллельная симплектическая структура ωij , что риманова связность на M
является симплектической относительно ωij .

Доказательство. Пусть N —размерность пространства параллельных спи-
норов. Будем следовать обозначениям работы [241]. При наших предположениях
возможны два случая (см. [241]):

а) n = 2m, m � 2, представление голономии есть (SU(m),Cm) и N = 2;
б) n = 4m, m � 2, представление голономии есть (Sp(m),C2m) и N = m+ 1.

Пусть H — группа голономии.
Рассмотрим случай а). Если H ⊂ SU(m), n = 2m, то имеется пара па-

раллельных спинорных полей σ1, σ2, и с их помощью строится параллельная
невырожденная 2-форма η2 (см. [241]). Поскольку форма η2 параллельная, то
из предложения 2.1.3 вытекает равенство dη2 = 0, т. е. η2 —параллельная сим-
плектическая структура, и риманова связность является симплектической.

Рассмотрим случай б). Если H ⊂ Sp(m), n = 4m, то используем спинорные
поля σ1, σ2 из [241]. С их помощью строится такая форма µ, что Re[µ/(m−1)!]—
невырожденная параллельная 2-форма (см. [241]). Снова используя предложе-
ние 2.1.3, мы получим выполнение равенства dµ = 0.
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Следствие 2.9.7. В условиях теоремы 2.9.5 касательное расслоение TMn
s

к многообразию Mn
s допускает плоскую параллельную симплектическую струк-

туру.

Доказательство. Достаточно применить теорему 2.6.4.

2.9.3. Связности абсолютного параллелизма
на симплектическом многообразии

Симплектические связности на симплектическом многообразии (M2n, ω)
можно использовать для построения обобщённых классов Маслова лагранжевых
подмногообразий Nn ⊂ M2n. Наиболее интересный случай связан с наличием
на многообразии M2n плоской симплектической связности Γi

jk, т. е. R
i
j,pq = 0 и

∇kωij = 0, где Ri
j,pq — тензор кривизны связности Γi

jk.
Одна из конструкций для таких связностей была предложена в пункте 2.6.2.

Оказывается, что в некоторых случаях такую связность можно построить, отка-
завшись от условия её симметричности. Для этого нам потребуются почти ком-
плексные структуры на симплектических многообразиях, в некотором смысле
согласованные с симплектической структурой. Имеет место следующее извест-
ное утверждение из линейной алгебры.

Теорема 2.9.8. Пусть ω(X,Y )—кососимметрическая невырожденная били-
нейная форма в векторном пространстве V . Тогда в пространстве V существует
комплексная структура J , согласованная с формой ω. Более точно, существует
такой линейный оператор J : V → V , что

1) J2 = −Id;
2) ω(JX, JY ) = ω(X,Y );
3) µJ(X,Y ) = ω(X,JY )— евклидово скалярное произведение в простран-

стве V и, в частности, ω(X,Y ) > 0 для любого X ∈ V , X �= 0.

Доказательство. Пусть µ—произвольное скалярное произведение в про-
странстве V . Определим оператор A : V → V равенством

ω(X,Y ) = µ(AX,Y )

для любых X,Y ∈ V . В силу невырожденности форм ω и µ оператор A одно-
значно определён и невырожден.

Оператор −(A2) является самосопряжённым оператором относительно ска-
лярного произведения µ, т. е.

µ(−A2X,Y ) = µ(X,−A2Y )

для всех X,Y ∈ V . Оператор −(A2) является положительно определённым по
отношению к форме µ, т. е.

µ(−A2X,X) > 0, X �= 0.
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Поскольку −(A2)—положительный самосопряжённый оператор, то однозначно
определён положительный корень из оператора:(

−(A2)
)1/2 =

√
−A2.

Положим J = (−(A2))−1/2A. Ясно, что J2 = −Id.
Имеет место равенство

ω(JX, JY ) = ω(X,Y ).

Формула
µJ(X,Y ) = ω(X,JY )

задаёт евклидово скалярное произведение.

Теорема 2.9.9. Пусть (M2n, ω)— симплектическое многообразие, на кото-
ром имеются такие n векторных полей v1, . . . , vn, что для любой точки x ∈M2n

векторы v1(x), . . . , vn(x) линейно независимы и ω(vi, vj) = 0, 1 � i, j � n. То-
гда на многообразии M2n существует такая плоская связность Γi

jk абсолютного
параллелелизма, что ковариантная производная ∇kωij относительно неё равна
нулю и распределение Lx = 〈v1(x), . . . , vn(x)〉 параллельно огносительно Γi

jk.
В частности, если Lx —интегрируемое распределение, то его интегральные под-
многообразия являются вполне геодезическими относительно связности Γi

jk.

Доказательство. Используя теорему 2.9.8, мы построим такую почти ком-
плексную структуру J (J2 = −Id) на многообразии M2n, что

а) ω(JX, JY ) = ω(X,Y ), X,Y ∈ TxM
2n;

б) g(X,Y ) = ω(X,JY )—риманова метрика на многообразии M2n.

Выполняя в каждом касательном пространстве TxM
2n процесс ортогонали-

зации Грама—Шмидта относительно метрики g(X,Y ) = ω(X,JY ), мы из набора
векторов v1(x), . . . , vn(x) построим ортонормированный базис e1, . . . , en подпро-
странства

〈v1(x), . . . , vn(x)〉 = Lv ⊂ TxM
2n,

порождённого векторами v1(x), . . . , vn(x). Имеем также равенство g(ei, ej) = δij ,
или, другими словами, ω(ei, Jej) = δij .

По условию теоремы Lx —лагранжево подпространство в пространстве
TxM

2n, поэтому ω(ei, ej) = 0. Далее, ω(Jei, Jej) = 0, так как

ω(Jei, Jej) = ω(ei, ej) = 0.

Итак, мы построили ортонормированный относительно метрики g базис

(f1, . . . , f2n) = (e1, . . . , en, Je1, . . . , Jen)

пространства TxM
2n, причём g(fi, fj) = const и ω(fi, fj) = const на многообра-

зии M2n.
Определим теперь ковариантную производную ∇ из следующего условия:

если X = Xifi, то ∇XY = Y (Xi)fi (см. [202]).
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Ясно, что параллельный перенос вдоль кривой γ(t), 0 � t � 1, относитель-
но связности ∇ из точки a = γ(0) в точку b = γ(1) не зависит от выбора
кривой γ, соединяющей эти точки, т. е. это связность абсолютного паралле-
лизма (см. [77]). Это утверждение следует из того, что координаты вектора
относительно базиса f1, . . . , f2n при параллельном переносе сохраняются.

Далее, из последнего замечания и из того, что ω(fi, fj) = const, вытекает
равенство

ω
(
X(t), Y (t)

)
= ω(Xifi, Y

ifi) = XiY jω(fi, fj) = const

для любых векторных полей X(t), Y (t), параллельных вдоль некоторой кривой
γ(t), а это означает, что ∇kωij = 0, т. е. форма ω параллельна относительно
связности ∇. Аналогично метрика g параллельна относительно связности ∇,
т. е. ∇kgij = 0.

Утверждение об обращении в нуль тензора кривизны вытекает из его опре-
деления

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z

и формулы для ковариантной производной

∇XY = (XY i)fi.

Следствие 2.9.10. Пусть Mn —параллелизуемое многообразие. Тогда на его
кокасательном расслоении T ∗Mn существует такая его плоская связность ∇ аб-
солютного параллелизма, что ∇kωij = 0, где ω— стандартная симплектическая
структура на T ∗Mn, и все слои T ∗

xM
n —вполне геодезические подмногообразия.

Доказательство. Выберем на многообразии Mn векторные поля v1(x), . . . ,
vn(x), задающие его параллелизацию. Их можно считать заданными на T ∗Mn.
Действительно, пусть ωi, i = 1, . . . , n, — формы, двойственные к базису vi,
i = 1, . . . , n, т. е. ωi(vj) = δij . Тогда можно положить

vi(y) = ωi

(
π(y)

)
∈ T ∗

xM
n ∼= Ty(T ∗

xM
n) ⊂ TyT

∗Mn.

Поскольку T ∗
xM

n —лагранжево подмногообразие в кокасательном рассло-
ении T ∗Mn, то все условия теоремы 2.9.9 выполнены, и, применяя её, мы
получим наше утверждение.

Определение 2.9.11. Слоение F на симплектическом многообразии M2n на-
зывается лагранжевым, если каждый его слой является лагранжевым подмно-
гообразием в M2n. Слоение F назовём интегрируемым, если существует такой
набор векторных полей v1, . . . , vn, что vi(x), i = 1, . . . , n, — базис касательного
пространства TxF к слою, проходящему через точку x.

Следствие 2.9.12. Для любого интегрируемого лагранжева слоения F сим-
плектического многообразия (M2n, ω) существует такая плоская связность ∇
абсолютното параллелизма, что ∇kωij = 0, и все его слои— вполне геодезиче-
ские подмногообразия. В частности, M2n —параллелизуемое многообразие.
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Следствие 2.9.13. Пусть ẋ = sgradh—вполне интегрируемая гамильтоно-
ва система на симплектическом многообразии (M2n, ω) и f1 = h, f2, . . . , fn —
полный инволютивный набор её первых интегралов. Положим

K = {x ∈M2n | sgrad fi(x), i = 1, . . . , n},

при этом рассматриваемые векторы sgrad fi(x) линейно зависимы в TxM
2n. То-

гда на множестве U = M2n \ K существует такая плоская связность ∇ абсо-
лютного параллелизма, что ∇kωij = 0, и все поверхности

{x ∈M2n | fi(x) = const, i = 1, . . . , n}

являются вполне геодезическими подмногообразиями.

Доказательство. Утверждение вытекает из теоремы 2.9.9, если в качестве
полей v1, . . . , vn взять косые градиенты vi = sgrad fi первых интегралов fi,
i = 1, . . . , n.

Следствие 2.9.14. Пусть v1 = sgradh1, v2 = sgradh2 —две вполне инте-
грируемые гамильтоновы системы на симплектическом многообразии (M2n, ω).
Тогда определены обобщённые классы Маслова M(h1, h2) торов Лиувилля си-
стемы v1 относительно системы v2. Эти классы нетривиальны: например, ин-
дексы торов Лиувилля нормальной серии относительно компактной серии для
интегрируемых систем на алгебре Ли so(3) равны либо 0, либо 2 в зависимости
от их расположения по отношению к бифуркационной диаграмме.

2.10. Лоскутно-аффинные многообразия

2.10.1. Геометрия лоскутно-аффинных многообразий

А. Т. Фоменко было введено понятие симплектической бордантности инте-
грируемых гамильтоновых систем. Оказалось, что для этого понятия существует
аналог в аффинной геометрии, он был рассмотрен в предыдущих разделах.

Позже А. Т. Фоменко обнаружил, что в теории бордизмов гамильтоновых си-
стем большую роль играет новое понятие жёсткой бордантности интегрируемых
гамильтоновых боттовских систем. Оказывается, классы жёстко бордантных си-
стем порождают нетривиальную абелеву группу (см. [160]). В процессе этого
исследования выяснилось, что в рамках этой теории важное место занимает
новый класс лоскутно-симплектических многообразий размерности четыре.

Ориентируемое четырёхмерное многообразие M4 с гладкой функцией H на-
зывается лоскутно-симплектическим, если M4 разбито на слои

Mi = {x ∈M4 | ai � H(x) � ai+1},

на каждом из которых задана симплектическая структура ωi. Эти структуры
не обязаны сшиваться в единую гладкую симплектическую структуру на всём
многообразии M4 (см. [160]).
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Для лоскутно-симплектических многообразий существует аналог в теории
многообразий с аффинной связностью. Изложенные выше конструкции можно
перенести на этот случай.

Определение 2.10.1. Многообразие Mn назовём лоскутно-аффинным, если
задано разбиение

Mn =
⋃
α∈I

Bα

многообразия Mn на «слои» Bα, такие замкнутые подмножества Bα, что

а) intBα �= ∅ для всех α ∈ I;
б) intBα ∩ intBβ = ∅ при α �= β;
в) Qα = ∂Qβ — гладкое подмногообразие в Mn, и на некоторых открытых

подмножествах uα ⊃ Bα задана аффинная связность (α)Γi
jk.

В этой ситуации мы будем использовать обозначение (Mn, B,Γ), где
B = {Bα}, Γ = {(α)Γi

jk}.
Определение 2.10.2. Кривую γ : [0, 1] →Mn в лоскутно-аффинном многооб-

разии Mn назовём регулярной, если кривая γ(t) трансверсально пересекает все
подмногообразия Qα.

Для регулярных кривых на лоскутно-аффинном многообразии определим
параллельный перенос следующим образом. Пусть Mn —лоскутно-аффинное
многообразие и γ : [0, 1] → Mn —регулярная кривая на Mn. Определим па-
раллельный перенос вектора v ∈ Tγ(0)M

n в точку γ(1) по следующему прави-
лу. Предположим, что γ(t) пересекает подмногообразия Qα1 , . . . , Qαs

в точках
p1 = γ(t1), . . . , ps = γ(ts), где 0 � t1 < . . . < ts � 1. Тогда обычным образом
перенесём вектор v в точку p1 относительно связности (α1)Γi

jk, если отрезок
[γ(0), p1] кривой γ(t) лежит в слое Bα1 . Затем полученный вектор v1 перенесём
в точку p2 относительно связности (α2)Γi

jk, если отрезок [p1, p2] кривой γ(t)
лежит в слое Bα2 , и т. д. В итоге получим вектор τγ(v) ∈ Tγ(1)M

n, непрерывно
зависящий от вектора v ∈ Tγ(0)M

n.
Имея параллельный перенос, мы можем определить группу голономии H

лоскутно-аффинного многообразия Mn в точке p ∈ Mn. Эта группа действует
как группа всех линейных преобразований

A : TpM
n → TpM

n,

порождённых параллельными переносами вдоль кусочно-гладких кривых, начи-
нающихся и заканчивающихся в точке p. Это действие продолжается естествен-
ным образом на все грассмановы многообразия Gk(TpM

n), 1 � k � dimMn = n.
Поэтому определены приведённые грассманианы

HGk(TpM
n) = Gk(TpM

n)/H(p).
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2.10.2. Относительные характеристические классы и индексы
подмногообразий в лоскутно-аффинных многообразиях

По аналогии с аффинными многообразиями можно определить касательное
представление подмногообразия в лоскутно-аффинном многообразии.

Пусть Nn ⊂ Mm —произвольное подмногообразие в лоскутно-аффинном
многообразии Mm, а x0 ∈ Mm —некоторая фиксированная точка. Для произ-
вольной точки x ∈ Nn рассмотрим некоторую регулярную кривую γ(t), γ(0) = x,
γ(1) = x0, и параллельный перенос τγ из точки x в точку x0 вдоль кривой γ(t).
Тогда можно определить отображение

f ′ : Nn → Gn(Tx0M
m), n = dimNn,

по правилу f ′(x) = τγ(TxN
n) ⊂ Tx0M

m.
Если имеется ещё одна регулярная кривая β(t), 0 � t � 1, такая что β(0) = x,

β(1) = x0, то существует линейное отображение A ∈ H(x0) из группы голоно-
мии H(x0), такое что

A
(
τβ(TxN

n)
)

= τγ(TxN
n).

В итоге поэтому мы получаем корректно определённое отображение

f : Nn → HGn(Tx0M
m)

подмногообразия Nn в приведённый грассманиан HGn(Tx0M
m).

Определение 2.10.3. Построенное отображение

f : Nn → HGn(Tx0M
m)

назовём касательным представлением подмногообразия Nn в лоскутно-аффин-
ном многообразии Mm.

Касательное представление f индуцирует соответствующее отображение f∗

в когомологиях:
f∗ : h∗

(
HGn(Tx0M

m)
)
→ h∗(Nn).

Теорема 2.10.4. Пусть Mm —лоскутно-аффинное многообразие и a ∈
∈ h∗

(
HGn(Tx0M

m)
)
—произвольный класс когомологий приведённого грассма-

ниана. Тогда определён характеристический класс a(Nn) = f∗(a) ∈ h∗(Nn)
подмногообразия Nn ⊂Mm со значениями в теории когомологий h∗.

Определение 2.10.5. Классы когомологий вида f∗(a), определённые в по-
следней теореме, будем называть относительными характеристическими класса-
ми пары Nn ⊂Mm.

Теперь, по аналогии с многообразиями аффинной связности, можно опреде-
лить индексы подмногообразий. Обозначим фундаментальный гомологический
класс ориентированного компактного многообразия Nn через [Nn] ∈ Hn(Nn; R).
Определение 2.10.6. Пусть a ∈ H∗(HGn(Tx0M

m)
)
—произвольный n-мер-

ный класс когомологий приведённого грассманиана для лоскутно-аффинного
многообразия Mm. Тогда индекс Кронекера 〈a(Nn), [Nn]〉 = a[Nn] назовём ин-
дексом подмногообразия Nn ⊂Mm, отвечающим классу когомологий a.
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Оказывается, так определённый индекс является инвариантом относительно
vf-кобордизма, описанного в разделе 2.3.

Теорема 2.10.7. Пусть подмногообразие Nn в лоскутно-аффинном многооб-
разии Mm является vf-кобордантным нулю, т. е. Nn = ∂Wn+1, причём Wn+1 —
подмногообразие в Mm. Тогда все индексы подмногообразия Nn равны нулю.

Доказательство. Достаточно повторить доказательство теоремы 2.3.3.

3. Обобщённые классы Маслова, минимальные
поверхности и гамильтоновы системы

3.1. Относительные характеристические классы
минимальных поверхностей

Изучение минимальных лагранжевых поверхностей в кэлеровых многообра-
зиях M2n было начато Харви и Лоусоном [208] для случая M2n = R

2n = C
n

со стандартной кэлеровой структурой. Лагранжево подмногообразие в симплек-
тическом пространстве R

2n обладает топологическим инвариантом— характе-
ристическими классами Маслова—Арнольда (см. [1, 3, 29, 30]). А. Т. Фомен-
ко сформулировал гипотезу, что у минимальных лагранжевых подмногообразий
характеристические классы Маслова—Арнольда тривиальны. Эта гипотеза была
доказана в [69,87] для случаяM2n = R

2n. А. Т. Фоменко также выдвинул гипо-
тезу, что «разумно определённые» характеристические классы (аналоги классов
Маслова) для минимальных лагранжевых подмногообразий в симплектических
многообразиях должны быть равны нулю.

В главе 2 было предложено одно из возможных обобщений классов Маслова
на подмногообразия в произвольных многообразиях с аффинной связностью,
в частности в римановых многообразиях. Оказывается, для большого класса
устойчивых минимальных поверхностей справедлива гипотеза Фоменко.

Приведём примеры такого типа. Как уже отмечалось, первые результаты
были получены в [69,87].

Теорема 3.1.1. Пусть f : Mm → Nn+1 —изометрическая иммерсия, где
Mm —компактное ориентированное риманово многообразие без границы, а
Nn+1 —плоское ориентированное риманово многообразие. Если отображение f
минимально и устойчиво (относительно функционала объёма), то все относи-
тельные характеристические классы пары Mm ⊂ Nn+1 равны нулю.

Доказательство. Используем следующий результат работы [210]: в усло-
виях теоремы отображение f минимально и устойчиво тогда и только тогда,
когда f вполне геодезическое. Теперь утверждение вытекает из утверждения
теоремы 2.2.4.
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Теорема 3.1.2. Пусть Mm ⊂ Nn —компактное ориентированное подмного-
образие без границы в параллелизуемом римановом многообразии Nn, f —изо-
метрия. Если f —минимально и устойчиво относительно функционала объёма,
то все относительные характеристические классы пары Mm ⊂ Nn равны нулю.

Доказательство. Используем следующий результат работы [210]: в услови-
ях теоремы отображение f минимально и устойчиво относительно функционала
объёма тогда и только тогда, когда оно вполне геодезично. Теперь наше утвер-
ждение вытекает из теоремы 2.2.4.

Теорема 3.1.3. ПустьM — трёхмерное многообразие с неотрицательной ска-
лярной кривизной, а N —полная минимальная поверхность в M , устойчивая
относительно вариаций с компактными носителями и не диффеоморфная сфе-
ре. Тогда все относительные характеристические классы пары N ⊂ M равны
нулю. Если тензор Риччи многообразия M неотрицательно определён, то все
относительные характеристические классы пары N ⊂M равны нулю.

Доказательство. Согласно [223] из предположений теоремы вытекает, что
N —вполне геодезическое подмногообразие. Тогда наше утверждение следует
из теоремы 2.2.4.

Теорема 3.1.4. Пусть C1, C2 —две окружности, лежащие в параллельных
плоскостях в R

3 с общей осью симметрии. Если M —минимальная поверхность
в R

3, гомеоморфная кольцу с границей C1 ∪ C2, то все характеристические
классы поверхности M равны нулю.

Доказательство. Классический результат Шиффмана утверждает, что M —
поверхность вращения, т. е. катеноид. Для катеноида утверждение вытекает из
соотношения f(M) �= S2, где f : M → S2 — гауссово отображение катеноида M .

Отображение

g : M → G2(R3)/H = G2(R3), H = {e},
гомотопно отображению в точку, и следовательно, g индуцирует тривиальное
отображение в когомологиях.

Замечание. Имеются примеры полных минимальных поверхностейMm в R
n

для произвольного нечётного n, для которых все относительные характеристи-
ческие классы равны нулю. Например, можно взять минимальные поверхности
из [204].

3.2. Плоские симплектические связности
на орбитах коприсоединённого представления
трёхмерных групп Ли

3.2.1. Формулировка основной теоремы

Далее мы будем использовать обозначения работы [216]. Для трёхмерных
алгебр Ли имеется классификация Бьянки (см. [74]). Естественно рассматри-
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вать только неразложимые алгебры Ли, т. е. такие алгебры Ли, которые не
распадаются в прямую сумму алгебр Ли меньшей размерности. В этом случае
мы имеем 9 типов трёхмерных алгебр Ли A3,1, . . . , A3,9, причём имеются два
однопараметрических семейства Aa

3,5, 0 < |a| < 1, и Aa
3,7, |a| > 0.

Справедливо следующее очевидное утверждение.

Лемма 3.2.1. Индекс indA3,j любой алгебры Ли A3,j , j = 1, 2, . . . , 9, равен 1.

Итак, все орбиты общего положения коприсоединённого представления групп
Ли, отвечающих алгебрам A3,j , j = 1, 2, . . . , 9, являются двумерными поверхно-
стями. Следовательно, любая гамильтонова система ẋ = sgradHx на указанных
орбитах является вполне интегрируемой. Торы Лиувилля, являющиеся окруж-
ностями, расположены на линии уровня {x | H(x) = const} гамильтониана H.

Таким образом, в случае трёхмерных алгебр Ли нет проблемы, связанной
с интегрируемостью уравнения ẋ = sgradHx на орбитах коприсоединённого
представления. Наша задача— показать, что хотя бы для одного гамильтони-
ана H торы Лиувилля на орбитах общего положения коприсоединённого пред-
ставления имеют нетривиальные обобщённые классы Маслова.

Введём следующие обозначения. Алгебра Ли G = A3,j имеет базис e1,
e2, e3, и произвольный элемент x ∈ G имеет вид x = x1e1 + x2e2 + x3e3.
В сопряжённом пространстве G∗ рассмотрим дуальный базис e1, e2, e3, т. е.
ei(ej) = δi

j , i, j = 1, 2, 3. Произвольный линейный функционал f ∈ G∗ имеет вид
f = f1e

1 + f2e
2 + f3e

3.

Теорема 3.2.2. На всех орбитах общего положения коприсоединённого пред-
ставления трёхмерных групп Ли имеется плоская симплектическая связность,
обобщённые классы Маслова по отношению к которой нетривиальны, за исклю-
чением группы Ли, отвечающей алгебре Ли A3,9.

3.2.2. Доказательство основной теоремы

Доказательство будет получено перебором всех девяти случаев.
Алгебра Ли A3,1. В алгебре Ли G = A3,1 имеется один ненулевой коммута-

тор [e2, e3] = e1 базисных векторов. Следовательно, коприсоединённое представ-
ление соответствующей группы Ли имеет один инвариант e1. Ясно, что орбитами
коприсоединённого представления служат плоскости, задаваемые уравнениями
f1 = const �= 0, а плоскость f1 = 0 состоит из орбит, являющихся точками.

Лемма 3.2.3. Каноническая форма ω на орбите O(f) общего положения
(f1 = const �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли, отвечающей
алгебре Ли A3,1, равна

ω =
df2 ∧ df3

f1

∣∣∣∣
O(f)

.

Функции p = f2/f1, q = f3 после ограничения на орбиту O(f) дают там кано-
нические координаты, т. е. ω = dp ∧ dq. В частности, плоская связность (с три-
виальной группой голономии), задаваемая в этой системе координат функциями
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Γi
jk ≡ 0, позволяет определить нетривиальные классы Маслова на всех таких
орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что

ad∗
x f = (0, x3f1,−x2f1).

Отсюда вытекает, что каноническая форма

ω(X,Y ) = ω(ad∗
x f, ad∗

y f) = f([x, y])

имеет вид, указанный в лемме. Функция f2
2 + f2

3 после ограничения на орбиту
O(f) в координатах p, q имеет вид f2

1 p
2 + q2, где f2

1 = const. Отсюда и следует
утверждение о нетривиальности обобщённых классов Маслова на орбите O(f).

Алгебра Ли A3,2. Алгебра Ли A3,2 имеет ненулевые коммутаторы базис-
ных векторов [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2, поэтому существует единственный
инвариант I = f1 exp[−f2/f1], через который любой другой инвариант функци-
онально выражается.

Лемма 3.2.4. Каноническая форма ω на орбите O(f) общего положения
(f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли, отвечающей алгебре
Ли A3,2, равна

ω =
df1 ∧ df3

f1

∣∣∣∣
O(f)

.

Функции u1 = ln |f1|, u2 = f3 или p = f1, q = f3/f1 являются глобальны-
ми каноническими координатами на орбитах общего положения. В частности,
плоская связность (с тривиальной группой голономии), задаваемая в этой систе-
ме координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить нетривиальные классы
Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(
−X3

f1
, 0,

X1

f1

)
,

где X = (X1,X2,X3). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указанный
в лемме. Функция F (f1, f2, f3) = f2

1 + f2
3 /f

2
1 на A

∗
3,2 порождает на всех двумер-

ных орбитах поток, все траектории которого замкнуты, и все их обобщённые
индексы Маслова равны двум.

Алгебра Ли A3,3. Алгебра Ли A3,3 имеет ненулевые коммутаторы базисных
векторов [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2, поэтому существует единственный инвариант
I = −f2/f1 коприсоединённого представления, через который любой другой
инвариант функционально выражается.

Лемма 3.2.5. Каноническая форма ω на орбите O(f) общего положения
(f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли, отвечающей алгебре
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Ли A3,3, равна

ω =
df1 ∧ df3

f1

∣∣∣∣
O(f)

.

Функции u1 = ln |f1|, u2 = f3 или p = f1, q = f3/f1 являются глобальными
каноническими координатами на орбитах общего положения коприсоединённого
представления. В частности, плоская связность (с тривиальной группой голо-
номии), задаваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет
определить нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(
−X3

f1
, 0,

X1

f1

)
,

где X = (X1,X2,X3). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указанный
в лемме. Функция F (f1, f2, f3) = f2

1 + f2
3 /f

2
1 на A

∗
3,3 порождает на всех двумер-

ных орбитах поток, все траектории которого замкнуты, и все их обобщённые
индексы Маслова равны двум, так как функция F после ограничения на орбиту
O(f) имеет вид p2 + q2 в координатах p, q.

Алгебра Ли A3,4. Алгебра Ли A3,4 имеет ненулевые коммутаторы базисных
векторов [e1, e3] = e1, [e2, e3] = −e2, поэтому существует единственный инва-
риант I = f1f2 коприсоединённого представления, через который любой другой
инвариант функционально выражается.

Лемма 3.2.6. Каноническая форма ω на орбите O(f) общего положения
(f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли, отвечающей алгебре
Ли A3,4, равна

ω =
df1 ∧ df3

f1

∣∣∣∣
O(f)

.

Функции u1 = ln |f1|, u2 = f3 или p = f1, q = f3/f1 являются глобальными
каноническими координатами на орбитах общего положения коприсоединённого
представления. В частности, плоская связность (с тривиальной группой голо-
номии), задаваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет
определить нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(
−X3

f1
, 0,

X1

f1

)
,

где X = (X1,X2,X3). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указанный
в лемме. Функция F (f1, f2, f3) = f2

1 + f2
3 /f

2
1 на A

∗
3,4 порождает на всех двумер-

ных орбитах поток, все траектории которого замкнуты, и все их обобщённые
индексы Маслова равны двум, так как функция F после ограничения на орбиту
O(f) имеет вид p2 + q2 в координатах p, q.
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Алгебра Ли Aa
3,5. Алгебра Ли A

a
3,5 имеет ненулевые коммутаторы базисных

векторов [e1, e3] = e1, [e2, e3] = ae2, 0 < |a| < 1, поэтому существует единствен-
ный инвариант I = f2f

−a
1 коприсоединённого представления, через который

любой другой инвариант функционально выражается.

Лемма 3.2.7. Каноническая форма ω на орбите O(f) общего положения
(f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли, отвечающей ал-
гебре Ли Aa

3,5, равна

ω =
df1 ∧ df3

f1

∣∣∣∣
O(f)

.

Функции u1 = ln |f1|, u2 = f3 или p = f1, q = f3/f1 являются глобальными
каноническими координатами на орбитах общего положения коприсоединённого
представления. В частности, плоская связность (с тривиальной группой голо-
номии), задаваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет
определить нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(
−X3

f1
, 0,

X1

f1

)
,

где X = (X1,X2,X3). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указанный
в лемме. Функция F (f1, f2, f3) = f2

1 + f2
3 /f

2
1 на (Aa

3,5)
∗ порождает на всех дву-

мерных орбитах поток, все траектории которого замкнуты, и все их обобщённые
индексы Маслова равны двум, так как функция F после ограничения на орбиту
O(f) имеет вид p2 + q2 в координатах p, q.

Алгебра Ли A3,6. Алгебра Ли A3,6 имеет ненулевые коммутаторы базисных
векторов [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1, поэтому существует единственный инвари-
ант I = f2

1 + f2
2 коприсоединённого представления, через который любой другой

инвариант функционально выражается.
Очевидно, что A3,6 — это алгебра Ли группы E(2) движений евклидовой

плоскости R
2. Орбиты общего положения коприсоединённого представления—

цилиндры над окружностями f2
1 + f2

2 = R2 = const (R �= 0).
Пусть (f3, ϕ, r)—цилиндрическая система координат в пространстве A∗

3,6,
где ϕ—угол между осью f1 и проекцией точки f на координатную плоскость
(f1, f2).

Лемма 3.2.8. Каноническая форма ω на орбите f2
1 + f2

2 = R2 = const, R �= 0
(т. е. O(f)) общего положения коприсоединённого представления Ad∗ группы
Ли, отвечающей алгебре Ли A3,6, равна

ω = dϕ ∧ df3|O(f).

Функции u1 = ϕ, u2 = f3 являются глобальными каноническими координатами
на орбитах общего положения f2

1 + f2
2 = R2 = const (R �= 0) коприсоединённого

представления, и каноническая форма на орбите O(f) пропорциональна форме
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площади area, т. е. ω = R−1area. В частности, плоская связность (с тривиальной
группой голономии), задаваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0,
позволяет определить нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Орбита O(f) покрывается двумя картами u1 = {f1 �= 0},
u2 = {f2 �= 0}.

В карте u1 в качестве координат можно взять (f2, f3), а в карте u2 — (f1, f3).
Простые вычисления показывают, что если f1 �= 0 и X = ad∗

x f , то можно
положить

x =
(

0,−X3

f1
,
X2

f1

)
,

где X = (X1,X2,X3). Отсюда вытекает, что форма ω примет вид

ω =
df2 ∧ df3

f1

∣∣∣∣
O(f)

.

Поскольку f1 = ±
√
R2 − f2

2 в карте u1, то на орбите O(f) имеем равенства

df2
f1

= ± df2√
R2 − f2

2

= d

(
±
∫

df2√
R2 − f2

2

)
= ±d

(
arcsin

f2
R

)
= ±dϕ.

Аналогично поступаем и во второй карте u2. Функция F (f1, f2, f3) =
= (f2

1 + f2
3 )/f2 на A∗

3,6 порождает на всех двумерных орбитах поток, все
траектории которого замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова рав-
ны двум.

Алгебра Ли Aa
3,7 (a > 0). Алгебра Ли Aa

3,7(a > 0) имеет ненулевые ком-
мутаторы базисных векторов [e1, e3] = ae1 − e2, [e2, e3] = e1 + ae2, поэтому
существует единственный инвариант

I = (f2
1 + f2

2 )
[
f1 + if2
f1 − if2

]ia

коприсоединённого представления, через который любой другой инвариант
функционально выражается.

Орбиты общего положения коприсоединённого представления— цилиндры
над кривыми, которые в полярных координатах (r, ϕ) в плоскости (f1, f2) за-
даются уравнениями r exp(−aϕ) = const, т. е. спиралями.

Лемма 3.2.9. Каноническая форма ω на орбите O(f) общего положения
(I �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли, отвечающей алгебре
Ли Aa

3,7, равна
ω = dϕ ∧ df3|O(f) ,

где (f3, ϕ, r)—цилиндрическая система координат в пространстве (Aa
3,7)

∗, ϕ—
угол между осью f1 и проекцией точки f на координатную плоскость (f1, f2).
Функции u1 = ϕ, u2 = f3 являются глобальными каноническими координатами
на орбитах общего положения коприсоединённого представления. Плоская связ-
ность (с тривиальной группой голономии), задаваемая в этой системе координат
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функциями Γi
jk ≡ 0, позволяет определить нетривиальные классы Маслова на

всех таких орбитах.

Доказательство. Надо рассмотреть два случая:

а) af1 − f2 �= 0;
б) f1 + af2 �= 0.

Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то можно положить

x =
(
− X3

af1 − f2
, 0,

X1

af1 − f2

)
.

Тогда легко убедиться, что

ω =
df1 ∧ df3
af1 − f2

∣∣∣∣
O(f)

.

Далее, пусть

f1 = r cosϕ = C exp aϕ cosϕ, f2 = r sinϕ = C exp aϕ sinϕ.

Тогда
df1

af1 − f2
= dϕ,

что и утверждалось в случае а).
Аналогично рассматривается случай б).
Далее, функция

F (f1, f2, f3) = 2(f2
1 + f2

2 ) +
√

4(f2
1 + f2

2 )2 − 3(f2
1 + f2

2 + f2
3 )

порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории которого замкнуты,
и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.

Алгебра Ли A3,8. Алгебра Ли A3,8 имеет ненулевые коммутаторы базис-
ных векторов [e1, e3] = −2e2, [e1, e2] = e1, [e2, e3] = e3, поэтому существует
единственный инвариант I = f2

2 +f1f3 коприсоединённого представления, через
который любой другой инвариант функционально выражается.

Алгебра Ли A3,8 полупростая, она изоморфна алгебре Ли группы SU(1, 1).
Орбиты общего положения коприсоединённого представления описываются
уравнением f2

2 + f1f3 = C, C = const, т. е. это либо двуполостный гипербо-
лоид (при C < 0), либо однополостный гиперболоид (при C > 0).

Лемма 3.2.10. Каноническая форма ω на орбите O(f) общего положения
(f2

2 + f1f3 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли, отвечающей
алгебре Ли A3,8, равна

ω =
f1df1 ∧ df2 + 2f2df3 ∧ df1 + f3df2 ∧ df3

f2
1 + 4f2

2 + f2
3

∣∣∣∣
O(f)

.
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Функции u1 = aϕ shψ, u2 = ψ являются глобальными каноническими коорди-
натами на орбитах общего положения коприсоединённого представления, где

f1 = a(chϕ+ shϕ) shψ, f2 = a chψ, f3 = a(− chϕ+ shϕ) shψ.

В частности, плоская связность (с тривиальной группой голономии), задава-
емая в системе координат u1, u2 функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x1 =
−f1X2 + 2f2X3

f2
1 + 4f2

2 + f2
3

, x2 =
f1X1 − f3X3

f2
1 + 4f2

2 + f2
3

, x3 =
−2f1X1 + f3X2

f2
1 + 4f2

2 + f2
3

,

где X = (X1,X2,X3) и f = (f1, f2, f3). Здесь предполагается, что

f3X1 + 2f2X2 + f1X3 = 0.

Это соотношение на орбите выполнено автоматически. Отсюда вытекает, что
форма ω имеет вид, указанный в лемме.

Функция F (f1, f2, f3) = f2
1 + f2

2 + f2
3 на A∗

3,8 порождает на всех двумерных
орбитах поток, все траектории которого замкнуты, и все их обобщённые индексы
Маслова равны двум на всех односвязных орбитах.

Алгебра Ли A3,9. Алгебра Ли A3,9 имеет ненулевые коммутаторы базис-
ных векторов [e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2. Эта алгебра Ли, очевидно,
изоморфна алгебре Ли группы Ли SU(2) и, следовательно, полупростая. Копри-
соединённое представление этой группы Ли имеет один функционально незави-
симый инвариант I = f2

1 +f2
2 +f2

3 . Орбиты общего положения коприсоединённого
представления— сферы I = f2

1 + f2
2 + f2

3 = R2 �= 0.

Лемма 3.2.11. Каноническая форма ω на орбите O(f) общего положения
(f2

1 + f2
2 + f2

3 = R2 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли
SU(2), отвечающей алгебре Ли A3,9, равна

ω =
f1df2 ∧ df3 + f2df3 ∧ df1 + f3df1 ∧ df2

f2
1 + f2

2 + f2
3

∣∣∣∣
O(f)

и пропорциональна форме площади area, т. е. ω = R−1area.
Если ϕ, ψ— сферические координаты на орбите O(f) радиуса R, то u1 =

= Rψ cosϕ, u2 = ϕ—координаты Дарбу, где f1 = R cosϕ cosψ, f2 =
= R cosϕ sinψ, f3 = R sinϕ.

Замечание. На сфере O(f) не существует плоской связности, поэтому нет
задачи о построении плоской симплектической связности, необходимой для по-
строения обобщённых классов Маслова.

С другой стороны, если H — гамильтониан, заданный на орбите O(f), то,
выбрасывая его критические точки, мы можем поставить такую задачу на до-
полнении к критическим точкам. Так, например, линейная функция f3 на A∗

3,9
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порождает потоки на открытых всюду плотных подмножествах в двумерных
орбитах O(f), являющихся дополнениями к критическим точкам функции f3
в O(f), все траектории которых замкнуты, и все их обобщённые индексы Ма-
слова равны двум.

Доказательство леммы 3.2.11. Простые вычисления показывают, что если
X = ad∗

x f , то можно положить

x =
1

|f |2 [X, f ],

где [X, f ]—обычное векторное произведение. Эдесь предполагается, что f1X1 +
+f2X2+f3X3 = 0. Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указанный в лемме.
После замены переменных, также указанной в лемме, мы получим, что

du1 ∧ du2 = R cosϕdψ ∧ dϕ,

что и требовалось.

3.3. Плоские симплектические связности
на орбитах коприсоединённого представления
четырёхмерных групп Ли

3.3.1. Формулировка основной теоремы

Для четырёхмерных алгебр Ли имеется полная классификация. При этом
естественно рассматривать только неразложимые алгебры Ли, т. е. такие алге-
бры Ли, которые не распадаются в прямую сумму алгебр Ли меньшей размер-
ности. В этом случае имеем 12 типов четырёхмерных алгебр Ли A4,1, . . . , A4,12,
причём среди них имеются три однопараметрические серии Aa

4,2 (a �= 0), Ab
4,9

(−1 < b � 1), Aa
4,11 (a > 0) и две двухпараметрические серии Aab

4,5 (ab �= 0,
−1 � a � b � 1), Aab

4 (a �= 0, b � 0). Все четырёхмерные алгебры Ли разреши-
мы, а одна из них (A4,1) нильпотентна.

Если четырёхмерная алгебра Ли G имеет инвариант, то indG = 2 и, следова-
тельно, размерность орбиты равна двум. Тем самым в этом случае нет проблемы,
связанной с интегрируемостью уравнения Эйлера ẋ = sgradHx.

Наша цель— показать, что в этом случае обобщённый индекс Маслова на
двумерных орбитах нетривиален, т. е. по крайней мере для одного гамильтони-
ана H торы Лиувилля (окружность S1) на орбитах общего положения имеют
нетривиальные обобщённые классы Маслова.

Если коприсоединённое представление соответствующей группы Ли не имеет
инвариантов, то мы получаем две задачи:

а) вопрос о полной интегрируемости уравнений Эйлера ẋ = sgradHx;
б) вычисление индексов соответствующих торов Лиувилля.
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Введём следующие обозначения. Алгебра Ли G = A4,j имеет базис e1, e2,

e3, e4, и произвольный элемент x ∈ G имеет вид x =
4∑

i=1

xiei. В сопряжён-

ном пространстве G∗ рассмотрим дуальный базис e1, e2, e3, e4, т. е. ei(ej) =
= δi

j , i, j = 1, . . . , 4. Произвольный линейный функционал f ∈ G∗ имеет вид

f =
4∑

i=1

fie
i. Орбиту, проходящую через f ∈ G∗, для коприсоединённого пред-

ставления группы Ли, отвечающей алгебре Ли G, обозначим через O(f) ⊂ G∗.

Теорема 3.3.1. На всех орбитах общего положения коприсоединённого пред-
ставления четырёхмерных групп Ли имеется плоская симплектическая связ-
ность, обобщённые классы Маслова по отношению к которой нетривиальны.

3.3.2. Доказательство основной теоремы

Алгебра Ли A4,1. В нильпотентной алгебре Ли A4,1 имеются два ненуле-
вых коммутатора [e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2 базисных векторов ei, i = 1, 2, 3, 4.
Следовательно, коприсоединённое представление соответствующей группы Ли
имеет два функционально независимых инварианта

I1 = f1, I2 = f2
2 − 2f1f3,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты ко-
присоединённого представления задаются уравнениями f1 = C1, f2

2−2f1f3 = C2.

Лемма 3.3.2. Каноническая форма ω на орбитах O(f) общего положения
(f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли, отвечающей алгебре
Ли A4,1, в координатах f2, f4 равна

ω =
df2 ∧ df4

f1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять u1 = f2/f1,
u2 = f4. В частности, плоская связность (с тривиальной группой голономии),
задаваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(0,−X4, 0,X2)

f1
.

Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Функция

F = f2
4 +

f2
2

f2
1

на A∗
4,1 порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории которого

замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум, так как линии
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уровня функции F на орбите гомеоморфны окружностям u2
1 + u2

2 = const, что и
доказывает утверждение.

Алгебра Ли Aa
4,2, a �= 0. В разрешимой алгебре Ли Aa

4,2, a �= 0, имеются
три ненулевых коммутатора [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e2 + e3 базис-
ных векторов ei, i = 1, 2, 3, 4. Следовательно, коприсоединённое представление
соответствующей группы Ли имеет два функционально независимых инварианта

I1 = f2 exp
[
−f3
f2

]
, I2 =

fa
2

f1
,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты
общего положения коприсоединённого представления задаются уравнениями

f2 exp
[
−f3
f2

]
= C1,

fa
2

f1
= C2.

Лемма 3.3.3. Каноническая форма ω на орбитах O(f) общего положения
(f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли, отвечающей алгебре
Ли Aa

4,2, в координатах f1, f4 равна

ω = df1 ∧ df4|O(f),

т. е. обобщённый индекс Маслова совпадает с классическим индексом.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−X4, 0, 0,X1)

af1
.

Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Функция f2
1 + f2

4

на (Aa
4,2)

∗ порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории которого
замкнуты, и все их индексы Маслова равны двум.

Алгебра Ли A4,3. В разрешимой алгебре Ли A4,3 имеются два ненулевых
коммутатора [e1, e4] = e1, [e3, e4] = e2 базисных векторов ei, i = 1, 2, 3, 4. Следо-
вательно, коприсоединённое представление соответствующей группы Ли имеет
два функционально независимых инварианта

I1 = f1 exp
(
−f3
f2

)
, I2 = f2,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты
общего положения коприсоединённого представления задаются уравнениями

f1 exp
(
−f3
f2

)
= C1, f2 = C2.

Лемма 3.3.4. Каноническая форма ω на орбитах O(f) общего положения
(f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли, отвечающей алгебре
Ли A4,3, в координатах f1, f4 равна

ω =
df1 ∧ df4

f1

∣∣∣∣
O(f)

,
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и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции
u1 = ln |f1|, u2 = f4 или p = f1, q = f4/f1. В частности, плоская связность
(с тривиальной группой голономии), задаваемая в этой системе координат функ-
циями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить нетривиальные классы Маслова на всех
таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−X4, 0, 0,X1)

f1
,

где, как и прежде, X = (X1,X2,X3,X4). Отсюда вытекает, что форма ω имеет
вид, указанный в лемме. Функция

F = f2
1 +

f2
4

f2
1

на A∗
4,3 порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории которого

замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум, так как линии
уровня функции F на орбите совпадают с окружностями p2+q2 = const, индексы
которых равны 2.

Алгебра Ли A4,4. В разрешимой алгебре Ли A4,4 имеются три ненулевых
коммутатора [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e1+e2, [e3, e4] = e2+e3 базисных векторов ei,
i = 1, 2, 3, 4. Следовательно, коприсоединённое представление соответствующей
группы Ли имеет два функционально независимых инварианта

I1 = f1 exp
(
−f2
f1

)
, I2 =

2f1f3 − f2
2

f2
1

,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты
общего положения коприсоединённого представления задаются уравнениями

f1 exp
(
−f2
f1

)
= C1,

2f1f3 − f2
2

f2
1

= C2.

Лемма 3.3.5. Каноническая форма ω на орбитах O(f) общего положения
(f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли, отвечающей алгебре
Ли A4,4, в координатах f1, f4 равна

ω =
df1 ∧ df4

f1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции
u1 = ln |f1|, u2 = f4 или p = f1, q = f4/f1. В частности, плоская связность
(с тривиальной группой голономии), задаваемая в этой системе координат функ-
циями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить нетривиальные классы Маслова на всех
таких орбитах.
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Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−X4, 0, 0,X1)

f1
,

где, как и прежде, X = (X1,X2,X3,X4). Отсюда вытекает, что форма ω имеет
вид, указанный в лемме. Функция

F = f2
1 +

f2
4

f2
1

на A∗
4,4 порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории которого

замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.

Алгебра Ли Aab
4,5. В разрешимой алгебре Ли Aab

4,5 имеются три ненулевых
коммутатора [e1, e4] = e1, [e2, e4] = ae2, [e3, e4] = be3, ab �= 0, −1 � a � b � 1,
базисных векторов ei, i = 1, 2, 3, 4. Следовательно, коприсоединённое представ-
ление соответствующей группы Ли имеет два функционально независимых ин-
варианта

I1 =
fa
1

f2
, I2 =

f b
1

f3
,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты
общего положения коприсоединённого представления задаются уравнениями

fa
1

f2
= C1,

f b
1

f3
= C2.

Лемма 3.3.6. Каноническая форма ω на орбитах O(f) общего положения
(f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли, отвечающей алгебре
Ли Aab

4,5, в координатах f1, f4 равна

ω =
df1 ∧ df4

f1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции
u1 = ln |f1|, u2 = f4 или p = f1, q = f4/f1. В частности, плоская связность
(с тривиальной группой голономии), задаваемая в этой системе координат функ-
циями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить нетривиальные классы Маслова на всех
таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−X4, 0, 0,X1)

f1
,

где, как и прежде, X = (X1,X2,X3,X4). Отсюда вытекает, что форма ω имеет
вид, указанный в лемме. Функция

F = f2
1 +

f2
4

f2
1
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или функция
G = ln2 f1 + f2

4

на (Aab
4,5)

∗ порождают на всех двумерных орбитах поток, все траектории кото-
рого замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум, так как
линии уровня функции F на орбите гомеоморфны окружностям p2 + q2 = const,
а для функции G гомеоморфны окружностям u2

1 + u2
2 = const, которые имеют

индексы, равные 2.

Алгебра Ли Aab
4,6. В разрешимой алгебре Ли Aab

4,6 имеются три ненуле-
вых коммутатора [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = be2 − e3, [e3, e4] = e2 + be3, a �= 0,
b � 0, базисных векторов ei, i = 1, 2, 3, 4. Следовательно, коприсоединённое
представление соответствующей группы Ли имеет два функционально незави-
симых инварианта

I1 =
f

2b/a
1

f2
2 + f2

3

, I2 = (f2
2 + f2

3 )
(
f2 + if3
f2 − if3

)ib

,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты
общего положения коприсоединённого представления задаются уравнениями

f
2b/a
1

f2
2 + f2

3

= C1, r exp(−bϕ) = C2,

где (r, ϕ)—полярная система координат в плоскости f2, f3.

Лемма 3.3.7. Каноническая форма ω на орбитах O(f) общего положения
(f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли, отвечающей алгебре
Ли Aab

4,6, в координатах f1, f4 равна

ω =
df1 ∧ df4
af1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

u1 =
1
a

ln |f1|, u2 = f4

или

p = f1, q =
f4
af1

.

В частности, плоская связность (с тривиальной группой голономии), задаваемая
в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить нетриви-
альные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−X4, 0, 0,X1)

af1
,
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где, как и прежде, X = (X1,X2,X3,X4). Отсюда вытекает, что форма ω имеет
вид, указанный в лемме. Функция

F = f2
1 +

f2
4

a2f2
1

на (Aab
4,6)

∗ порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории которого
замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.

Алгебра Ли A4,7. В разрешимой алгебре Ли A4,7 имеются четыре нену-
левых коммутатора [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e2 + e3
базисных векторов ei, i = 1, 2, 3, 4. Следовательно, коприсоединённое представ-
ление группы Ли не имеет инвариантов, т. е. орбита O(f) общего положения—
открытое всюду плотное множество в A∗

4,7.

Лемма 3.3.8. Каноническая форма ω на орбитах O(f) общего положения
(f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли, отвечающей алгебре
Ли A4,7, в координатах f1, . . . , f4 равна

ω = (2f1)−2[(f2 + f3)df1 ∧ df2 + f1df1 ∧ df4 + 2f1df2 ∧ df3 + f2df3 ∧ df1]|O(f),

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f1, q2 = f2

а также

p1 =
2f2f3 − 2f4f1 − f2

2

8f2
1

, p2 = − f3
2f1

,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−(f2 + f3)X2 + f2X3 − f1X4, (f2 + f3)X1 − 2f1X3, 2f1X2 − f2X1, f1X1)

2f2
1

,

где, как и прежде, X = (X1,X2,X3,X4). Отсюда вытекает, что форма ω имеет
вид, указанный в лемме.

Утверждение, касающееся канонических координат, проверяется непосред-
ственно, при этом учитывается явный вид формы ω.

Алгебра Ли A4,8. В разрешимой алгебре Ли A4,8 имеются три ненулевых
коммутатора [e2, e3] = e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = −e3 базисных векторов ei,
i = 1, 2, 3, 4. Следовательно, коприсоединённое представление соответствующей
группы Ли имеет два функционально независимых инварианта

I1 = f1, I2 = f2f3 − f1f4,
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через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты
общего положения коприсоединённого представления задаются уравнениями

f1 = C1, f2f3 − f1f4 = C2.

Лемма 3.3.9. Каноническая форма ω на орбитах O(f) общего положения
(f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли, отвечающей алгебре
Ли A4,8, в координатах f2, f3 равна

ω =
df2 ∧ df3

f1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

p = f3, q =
f2
f1
,

т. е.
ω = dp ∧ dq.

В случае алгебры Ли A4,8 обобщённый индекс Маслова на орбитах O(f) об-
щего положения коприсоединённого представления совпадает с классическим
индексом Маслова на плоскости и, следовательно, тривиален (группа голоно-
мии тривиальна).

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(0,−X3,X2, 0)

f1
,

где, как и прежде, X = (X1,X2,X3,X4). Отсюда вытекает, что форма ω имеет
вид, указанный в лемме. Функция

F = f2
3 +

f2
2

f2
1

на A∗
4,8 порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории которого

замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.

Алгебра Ли Ab
4,9. В разрешимой алгебре Ли Ab

4,9 имеются четыре ненуле-
вых коммутатора [e2, e3] = e1, [e1, e4] = (1 + b)e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = be3,
−1 � b � 1, базисных векторов ei, i = 1, 2, 3, 4. Следовательно, коприсоединён-
ное представление группы Ли не имеет инвариантов, т. е. орбита O(f) общего
положения— открытое всюду плотное множество в (Ab

4,9)
∗.

Лемма 3.3.10. Каноническая форма ω на орбитах O(f) общего положения
(f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли, отвечающей алгебре
Ли Ab

4,9, в координатах f1, . . . , f4 равна

ω =
bf3df1 ∧ df2 − f2df1 ∧ df3 + f1df1 ∧ df4 + (1 + b)f1df2 ∧ df3

(1 + b)f2
1

∣∣∣∣
O(f)

,
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и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f1, q2 = f2,

а также

p1 =
f2f3 − f4f1
(1 + b)f2

1

, p2 = −f3
f1
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Пусть

T = ‖ckijfk‖ =




0 0 0 (1 + b)f1
0 0 f1 f2
0 −f1 0 bf3

−(1 + b)f1 −f2 −bf3 0


 .

Тогда форма ω задаётся матрицей T−1, т. е.

T−1 = − 1
(1 + b)f2

1




0 bf3 −f2 f1
−bf3 0 (1 + b)f1 0
f2 −(1 + b)f1 0 0
−f1 0 0 0


 ,

что и требовалось доказать.
Утверждение, касающееся канонических координат, проверяется непосред-

ственно, при этом учитывается явный вид формы ω.

Алгебра Ли A4,10. В разрешимой алгебре Ли A4,10 имеются три ненулевых
коммутатора [e2, e3] = e1, [e2, e4] = −e3, [e3, e4] = e2 базисных векторов ei,
i = 1, 2, 3, 4. Следовательно, коприсоединённое представление соответствующей
группы Ли имеет два функционально независимых инварианта

I1 = f1, I2 = 2f1f4 + f2
2 + f2

3 ,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты
общего положения коприсоединённого представления задаются уравнениями

f1 = C1, 2f1f4 + f2
2 + f2

3 = C2.

Лемма 3.3.11. Каноническая форма ω на орбитах O(f) общего положения
(f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли, отвечающей алгебре
Ли A4,10, в координатах f2, f3 равна

ω =
df2 ∧ df3

f1

∣∣∣∣
O(f)

,
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и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

p = f3, q =
f2
f1
,

при этом
ω = dp ∧ dq.

В случае алгебры Ли A4,10 обобщённый индекс Маслова на орбитах O(f) об-
щего положения коприсоединённого представления совпадает с классическим
индексом Маслова на плоскости и, следовательно, тривиален (группа голоно-
мии тривиальна).

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(0,−X3,X2, 0)

f1
,

где, как и прежде, X = (X1,X2,X3,X4). Отсюда вытекает, что форма ω имеет
вид, указанный в лемме. Функция

F = f2
3 +

f2
2

f2
1

на A∗
4,10 порождают на всех двумерных орбитах поток, все траектории которого

замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.

Алгебра Ли Aa
4,11. В разрешимой алгебре Ли A

a
4,11 имеются четыре ненуле-

вых коммутатора [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2ae1, [e2, e4] = ae2−e3, [e3, e4] = e2+ae3,
a > 0, базисных векторов ei, i = 1, 2, 3, 4. Следовательно, коприсоединённое
представление соответствующей группы Ли не имеет инвариантов, т. е. орбита
O(f) общего положения— открытое всюду плотное множество в (Aa

4,11)
∗.

Лемма 3.3.12. Каноническая симплектическая форма на орбитах O(f) об-
щего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли Aa

4,11, в координатах f1, . . . , f4 равна

ω = (2af2
1 )−1 ×

× [(f2 + af3)df1 ∧ df2 − (af2 − f3)df1 ∧ df3 + f1df1 ∧ df4 + 2af1df2 ∧ df3]|O(f),

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f1, q2 = f2,

а также

p1 =
2af2f3 − f2

2 − f2
3 − 2f1f4

4af2
1

, p2 = −f3
f1
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.
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Доказательство. Пусть

T = ‖ckijfk‖ =




0 0 0 2af1
0 0 f1 af1 − f3
0 −f1 0 f2 + af3

−2af1 −(af2 − f3) −(f2 + af3) 0


 .

Тогда форма ω задаётся матрицей T−1, т. е.

T−1 = − 1
2f2

1




0 f2 + af3 −(af2 − f3) f1
−(f2 + af3) 0 2af1 0
af2 − f3 −2af1 0 0
−f1 0 0 0


 ,

что и требовалось доказать.
Утверждение, касающееся канонических координат, проверяется непосред-

ственно, используя явный вид формы ω.

Алгебра Ли A4,12. В разрешимой алгебре Ли A4,12 имеются четыре ненуле-
вых коммутатора [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2, [e1, e4] = −e2, [e2, e4] = e1 базисных
векторов ei, i = 1, 2, 3, 4. Следовательно, коприсоединённое представление со-
ответствующей группы Ли не имеет инвариантов, т. е. орбита O(f) общего
положения— открытое всюду плотное множество в A∗

4,12.

Лемма 3.3.13. Каноническая симплектическая форма на орбитах O(f) об-
щего положения (f2

1 + f2
2 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы

Ли, отвечающей алгебре Ли A4,12, в координатах f1, . . . , f4 равна

ω = (f2
1 + f2

2 )−1[−f1df1 ∧ df3 + f2df1 ∧ df4 − f2df2 ∧ df3 − f1df2 ∧ df4]|O(f),

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f3, q2 = f4,

а также

p1 = −1
2

ln(f2
1 + f2

2 ), p2 = − arctg
(
f1
f2

)
.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Пусть

T = ‖ckijfk‖ =




0 0 f1 −f2
0 0 f2 f1

−f1 −f2 0 0
f2 −f1 0 0


 .
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Тогда форма ω задаётся матрицей T−1, т. е.

T−1 = − 1
f2
1 + f2

2




0 0 −f1 f2
0 0 −f2 −f1
f1 f2 0 0
−f2 f1 0 0


 ,

что и требовалось доказать.
Утверждение, касающееся канонических координат, проверяется непосред-

ственно, при этом учитывается явный вид формы ω.

3.4. Плоские симплектические связности
на орбитах коприсоединённого представления
пятимерных групп Ли

3.4.1. Формулировка основной теоремы

Для пятимерных алгебр Ли имеется полная классификация. Естественно
рассматривать только неразложимые алгебры Ли, т. е. такие алгебры Ли, кото-
рые не распадаются в прямую сумму алгебр Ли меньшей размерности. В этом
случае мы имеем 40 типов пятимерных алгебр Ли A5,1, . . . , A5,40, среди них
11 однопараметрических серий, 6 двухпараметрических серий, 3 трёхпарамет-
рические серии. Алгебры Ли A5,1, . . . , A5,39 —разрешимые алгебры Ли, причём
A5,1, . . . , A5,6 —нильпотентные алгебры Ли, а A5,40 является полупрямой сум-
мой алгебры Ли группы Ли SU(2) и R

2 по некоторому представлению.
Если пятимерная алгебра Ли G имеет три независимых инварианта, т. е.

indG = 3, то размерность орбиты общего положения равна 2. В этом случае нет
проблем, связанных с интегрируемостью уравнения Эйлера ẋ = sgradHx.

Наша цель— показать, что в этом случае обобщённый индекс Маслова на
двумерных орбитах нетривиален, т. е. по крайней мере для одного гамильтони-
ана H торы Лиувилля (окружность S1) на орбитах общего положения имеют
нетривиальные обобщённые классы Маслова.

Если коприсоединённое представление соответствующей группы Ли имеет
один инвариант, т. е. indG = 1, то размерность орбиты общего положения
равна 4. В этой ситуации мы имеем две задачи:

а) вопрос о полной интегрируемости уравнений Эйлера ẋ = sgradHx;
б) вычисление индексов соответствующих торов Лиувилля.

Введём следующие обозначения, которые будем использовать на протяже-
нии всего данного подраздела. Алгебра Ли G = A5,j , j = 1, . . . , 40, имееет

базис e1, . . . , e5, и произвольный элемент x ∈ G имеет вид x =
5∑

i=1

xiei. В сопря-

жённом пространстве G∗ рассмотрим дуальный базис e1, . . . , e5, т. е. ei(ej) =
= δi

j , i, j = 1, . . . , 5. Произвольный линейный функционал f ∈ G∗ имеет вид
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f =
5∑

i=1

fie
i. Орбиту, проходящую через ковектор f ∈ G∗ для коприсоединён-

ного представления группы Ли, отвечающей алгебре Ли G, обозначим через
O(f) ⊂ G∗.

Теорема 3.4.1. На всех орбитах общего положения коприсоединённого пред-
ставления пятимерных групп Ли имеется плоская симплектическая связность,
обобщённые классы Маслова по отношению к которой нетривиальны.

3.4.2. Доказательство основной теоремы

Доказательство будет получено перебором всех 40 случаев.
Алгебра Ли A5,1. В нильпотентной алгебре Ли A5,1 имеются два ненуле-

вых коммутатора [e3, e5] = e1, [e4, e5] = e2 базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5.
Следовательно, коприсоединённое представление соответствующей группы Ли
имеет три функционально независимых инварианта

I1 = f1, I2 = f2, I3 = f2f3 − f1f4,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты
O(f) общего положения коприсоединённого представления задаются уравнени-
ями

f1 = C1, f2 = C2, f2f3 − f1f4 = C3,

следовательно, они двумерные.

Лемма 3.4.2. Каноническая форма ω на орбитах O(f) общего положения
(f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли, отвечающей алгебре
Ли A5,1, в координатах f3, f5 равна

ω =
df3 ∧ df5

f1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

p =
f3
f1
, q = f5,

при этом
ω = dp ∧ dq.

В частности, плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голо-
номии), задаваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет
определить нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(0, 0,−X5, 0,X3)

f1
,
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где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме. Функция

F = f2
5 +

f2
3

f2
1

на A∗
5,1 порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории которого

замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.

Алгебра Ли A5,2. В нильпотентной алгебре Ли A5,2 имеются три ненуле-
вых коммутатора [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e2, [e4, e5] = e3 базисных векторов ei,
i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоединённое представление соответствующей
группы Ли имеет три функционально независимых инварианта

I1 = f1, I2 = f2
2 − 2f1f3, I3 = f3

2 + 3f2
1 f4 − 3f1f2f3,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты
O(f) общего положения коприсоединённого представления задаются уравнени-
ями

f1 = C1, f2
2 − 2f1f3 = C2, f3

2 + 3f2
1 f4 − 3f1f2f3 = C3,

следовательно, они двумерные.

Лемма 3.4.3. Каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f) об-
щего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A5,2, в координатах f2, f5 равна

ω =
df2 ∧ df5

f1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

p =
f2
f1
, q = f5,

при этом
ω = dp ∧ dq.

В частности, плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голо-
номии), задаваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет
определить нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(0,−X5, 0, 0,X2)

f1
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме. Функция

F = f2
5 +

f2
2

f2
1



Геометрические и динамические инварианты интегрируемых систем 105

на A∗
5,2 порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории которо-

го замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум. Действи-
тельно, линии уровня функции F на орбите O(f) гомеоморфны окружностям
p2 + q2 = const, индексы Маслова которых равны двум.

Алгебра Ли A5,3. В нильпотентной алгебре Ли A5,3 имеются три ненуле-
вых коммутатора [e3, e4] = e2, [e3, e5] = e1, [e4, e5] = e3 базисных векторов ei,
i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоединённое представление соответствующей
группы Ли имеет три функционально независимых инварианта

I1 = f1, I2 = f2, I3 = f2
3 + 2f2f5 − 2f1f4,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты
O(f) общего положения коприсоединённого представления задаются уравнени-
ями

f1 = C1, f2 = C2, f2
3 + 2f2f5 − 2f1f4 = C3,

следовательно, они двумерные.

Лемма 3.4.4. Каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f) об-
щего положения (f2

1 + f2
2 + f2

3 )2 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗

группы Ли, отвечающей алгебре Ли A5,3, равна

ω =
f3df4 ∧ df5 + f1df3 ∧ df5 + f2df3 ∧ df4

(f2
1 + f2

2 + f2
3 )2

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) при f1 �= 0 можно взять
функции

p =
1

C1

√
C1 + C2

2

arctg
f3√

C1 + C2
2

, q = f5,

а при f2 �= 0—функции

p =
1

C2

√
C1 + C2

2

arctg
f3√

C1 + C2
2

, q = f5.

В частности, плоская связность (с тривиальной группой голономии), задаваемая
в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить нетриви-
альные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(

0, 0,
−f1X5 − f2X4

f2
1 + f2

2 + f2
3

,
−f3X5 + f2X3

f2
1 + f2

2 + f2
3

,
f3X44 + f1X3

f2
1 + f2

2 + f2
3

)
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5), причём f3X3 − f1X4 + f2X5 = 0, что на орбите
O(f) выполняется автоматически. Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид,
указанный в лемме. Для нахождения канонических координат надо рассмотреть
два типа орбит:



106 В. В. Трофимов, М. В. Шамолин

а) f1 �= 0;
б) f2 �= 0.

Поскольку f1 и f2 —инварианты, это корректно.
Функция F = p2 + q2 на A∗

5,3 порождает на всех двумерных орбитах по-
ток, все траектории которого замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова
равны двум.

Алгебра Ли A5,4. В нильпотентной алгебре Ли A5,4 имеются два ненулевых
коммутатора [e2, e4] = e1, [e3, e5] = e1 базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следо-
вательно, коприсоединённое представление соответствующей группы Ли имеет
один инвариант I1 = f1, через который функционально выражается любой дру-
гой инвариант. Орбиты O(f) общего положения коприсоединённого представле-
ния задаются уравнением f1 = C1.

Лемма 3.4.5. Каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f) об-
щего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A5,4, в координатах f2, f3, f4, f5 равна

ω =
df2 ∧ df4 + df3 ∧ df5

f1

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f4, q2 = f5, p1 =
f2
f1
, p2 =

f3
f1
,

и тогда
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

В частности, плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голо-
номии), задаваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет
определить нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(0,−X4,−X5,X2,X3)

f1
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме. Утверждение, касающееся канонических координат, проверяется,
при этом учитывается явный вид формы ω.

Алгебра Ли A5,5. В нильпотентной алгебре Ли A5,5 имеются три ненуле-
вых коммутатора [e3, e4] = e1, [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e2 базисных векторов ei,
i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоединённое представление соответствующей
группы Ли имеет один инвариант I1 = f1, через который функционально выра-
жается любой другой инвариант. Орбиты O(f) общего положения коприсоеди-
нённого представления задаются уравнением f1 = C1.
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Лемма 3.4.6. Каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f) об-
щего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A5,5, в координатах f2, f3, f4, f5 равна

ω =
f2df3 ∧ df2 + f1df2 ∧ df5

f2
1

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f2, q2 = f5, p1 =
f2f3
f2
1

, p2 =
f2
f1
,

и тогда
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

В частности, плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голо-
номии), задаваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет
определить нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(0, f2X3 − f1X5,−f1X3, f1X3 − f2X2, f1X2)

f2
1

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме.

Алгебра Ли A5,6. В нильпотентной алгебре Ли A5,6 имеются четыре нену-
левых коммутатора [e3, e4] = e1, [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e2, [e4, e5] = e3 базисных
векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоединённое представление соот-
ветствующей группы Ли имеет один инвариант I1 = f1, через который функци-
онально выражается любой другой инвариант. Орбиты O(f) общего положения
коприсоединённого представления задаются уравнением f1 = C1.

Лемма 3.4.7. Каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f) об-
щего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A5,6, в координатах f2, f3, f4, f5 равна

ω =
f3df2 ∧ df3 + f1df3 ∧ df4 + f2df4 ∧ df2 + f1df2 ∧ df5

f2
1

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f3, q2 = f2, p1 =
f2f3 − f1f4

f2
1

, p2 =
f2f4 − f5f1

f2
1

,

и тогда
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

В частности, плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голо-
номии), задаваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет
определить нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.
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Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(0, f2X4 − f3X3 − f1X5, f3X2 − f1X4, f1X3 − f2X2, f1X2)

f2
1

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме. Утверждение, касающееся канонических координат, вытекает из
явного вида формы ω.

Алгебра Ли Aabc
5,7 . В разрешимой алгебре Ли Aabc

5,7 имеются четыре нену-
левых коммутатора [e1, e5] = e1, [e2, e5] = ae2, [e3, e5] = be3, [e4, e5] = ce4,
abc �= 0, −1 � c � b � a � 1, базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следователь-
но, коприсоединённое представление соответствующей группы Ли имеет три
функционально независимых инварианта

I1 =
fa
1

f2
, I2 =

f b
1

f3
, I3 =

fc
1

f4
,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты
O(f) общего положения коприсоединённого представления задаются уравнени-
ями

fa
1

f2
= C1,

f b
1

f3
= C2,

fc
1

f4
= C3,

следовательно, орбиты— двумерные поверхности.

Лемма 3.4.8. Каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f) об-
щего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли Aabc

5,7 , в координатах f1, f5 равна

ω =
df1 ∧ df5

f1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

p = f1, q =
f5
f1
,

при этом
ω = dp ∧ dq.

В частности, плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голо-
номии), задаваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет
определить нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−X5, 0, 0, 0,X1)

f1
,
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где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме. Функция

F = f2
1 +

f2
5

f2
1

на (Aabc
5,7 )∗ порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории которого

замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.

Алгебра Ли Ac
5,8. В разрешимой алгебре Ли Ac

5,8 имеются три ненулевых
коммутатора [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e3, [e4, e5] = ce4, 0 < |c| � 1, базисных
векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоединённое представление соот-
ветствующей группы Ли имеет три функционально независимых инварианта

I1 = f1, I2 =
fc
3

f4
, I3 = f3 exp

−f2
f1

,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты
O(f) общего положения коприсоединённого представления задаются уравнени-
ями

f1 = C1,
fc
3

f4
= C2, f3 exp

−f2
f1

= C3.

Лемма 3.4.9. Каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f) об-
щего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли Ac

5,8, в координатах f2, f5 равна

ω =
df2 ∧ df5

f1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

p =
f2
f1
, q = f5,

при этом
ω = dp ∧ dq.

В частности, плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голо-
номии), задаваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет
определить нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(0,−X5, 0, 0,X2)

f1
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме. Функция

F = f2
5 +

f2
2

f2
1

на (Ac
5,8)

∗ порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории которого
замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.
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Алгебра Ли Abc
5,9. В разрешимой алгебре Ли Abc

5,9 имеются четыре нену-
левых коммутатора [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2, [e3, e5] = be3, [e4, e5] = ce4,
0 �= c � b, базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоединённое
представление соответствующей группы Ли имеет три функционально незави-
симых инварианта

I1 =
f b
1

f3
, I2 =

fc
1

f4
, I3 = f1 exp

−f2
f1

,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты
O(f) общего положения коприсоединённого представления задаются уравнени-
ями

f b
1

f3
= C1,

fc
1

f4
= C2, f1 exp

−f2
f1

= C3.

Лемма 3.4.10. Каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли Abc

5,9, в координатах f1, f5 равна

ω =
df1 ∧ df5

f1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

p = f1, q =
f5
f1
,

при этом
ω = dp ∧ dq.

В частности, плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голо-
номии), задаваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет
определить нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−X5, 0, 0, 0,X1)

f1
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме. Функция

F = f2
1 +

f2
5

f2
1

на (Abc
5,9)

∗ порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории которого
замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.

Алгебра Ли A5,10. В разрешимой алгебре Ли A5,10 имеются три ненуле-
вых коммутатора [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e2, [e4, e5] = e4 базисных векторов ei,
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i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоединённое представление соответствующей
группы Ли имеет три функционально независимых инварианта

I1 = f1, I2 = f2
2 − 2f1f3, I3 = f4 exp

−f2
f1

,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты
O(f) общего положения коприсоединённого представления задаются уравнени-
ями

f1 = C1, f2
2 − 2f1f3 = C2, f4 exp

−f2
f1

= C3.

Лемма 3.4.11. Каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f) об-
щего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A5,10, в координатах f2, f5 равна

ω =
df2 ∧ df5

f1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

p =
f2
f1
, q = f5,

при этом
ω = dp ∧ dq.

В частности, плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голо-
номии), задаваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет
определить нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(0,−X5, 0, 0,X2)

f1
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме. Функция

F = f2
5 +

f2
2

f2
1

на A∗
5,10 порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории которого

замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.

Алгебра Ли Ac
5,11. В разрешимой алгебре Ли Ac

5,11 имеются четыре нену-
левых коммутатора [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2, [e3, e5] = e2 + e3, [e4, e5] = ce4,
c �= 0, базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоединённое
представление соответствующей группы Ли имеет три функционально незави-
симых инварианта

I1 =
fc
1

f4
, I2 = f1 exp

−f2
f1

, I3 =
2f3
f1

− f2
2

f2
1

,
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через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты
O(f) общего положения коприсоединённого представления задаются уравнени-
ями

fc
1

f4
= C1, f1 exp

−f2
f1

= C2,
2f3
f1

− f2
2

f2
1

= C3.

Лемма 3.4.12. Каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли Ac

5,11, в координатах f1, f5 равна

ω =
df1 ∧ df5

f1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

p = f1, q =
f5
f1
,

при этом
ω = dp ∧ dq.

В частности, плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голо-
номии), задаваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет
определить нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−X5, 0, 0, 0,X1)

f1
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме. Функция

F = f2
1 +

f2
5

f2
1

на (Ac
5,11)

∗ порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории кото-
рого замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.

Алгебра Ли A5,12. В разрешимой алгебре Ли A5,12 имеются четыре ненуле-
вых коммутатора [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 +e2, [e3, e5] = e2 +e3, [e4, e5] = e3 +e4
базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоединённое представ-
ление соответствующей группы Ли имеет три функционально независимых ин-
варианта

I1 = f1 exp
−f2
f1

, I2 =
2f3
f1

− f2
2

f2
1

, I3 =
3f4
f1

− 3f2f3
f2
1

+
f3
2

f3
1

,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты
O(f) общего положения коприсоединённого представления задаются уравнени-
ями

f1 exp
−f2
f1

= C1,
2f3
f1

− f2
2

f2
1

= C2,
3f4
f1

− 3f2f3
f2
1

+
f3
2

f3
1

= C3.
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Лемма 3.4.13. Каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A5,12, в координатах f1, f5 равна

ω =
df1 ∧ df5

f1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

p = f1, q =
f5
f1
,

при этом
ω = dp ∧ dq.

В частности, плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голо-
номии), задаваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет
определить нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−X5, 0, 0, 0,X1)

f1
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме. Функция

F = f2
1 +

f2
5

f2
1

на A∗
5,12 порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории которого

замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.

Алгебра Ли Aapq
5,13. В разрешимой алгебре Ли Aapq

5,13 имеются четыре нену-
левых коммутатора [e1, e5] = e1, [e2, e5] = ae2, [e3, e5] = pe3 − qe4, [e4, e5] =
= qe3 + pe4, aq �= 0, |a| � 1, базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно,
коприсоединённое представление соответствующей группы Ли имеет три функ-
ционально независимых инварианта

I1 =
fa
1

f2
, I2 =

f2p
1

f2
3 + f2

4

, I3 = f2q
1

(
f3 + if4
f3 − if4

)i

,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты
O(f) общего положения коприсоединённого представления задаются уравнени-
ями

fa
1

f2
= C1,

fp
1

r
= C2, fq

1 exp(−ϕ) = C3,

где r, ϕ—полярная система координат в плоскости f3, f4.

Лемма 3.4.14. Каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
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отвечающей алгебре Ли Aapq
5,13, в координатах f1, f5 равна

ω =
df1 ∧ df5

f1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

p = f1, q =
f5
f1
,

при этом
ω = dp ∧ dq.

В частности, плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голо-
номии), задаваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет
определить нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−X5, 0, 0, 0,X1)

f1
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме. Функция

F = f2
1 +

f2
5

f2
1

на (Aapq
5,13)

∗ порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории кото-
рого замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.

Алгебра Ли Ap
5,14. В разрешимой алгебре Ли Ap

5,14 имеются три ненуле-
вых коммутатора [e2, e5] = e1, [e3, e5] = pe3 − e4, [e4, e5] = e3 + pe4 базисных
векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоединённое представление соот-
ветствующей группы Ли имеет три функционально независимых инварианта

I1 = f1, I2 = (f2
3 + f2

4 )
(
f3 + if4
f3 − if4

)ip

, I3 = (f2
3 + f2

4 ) exp
(
−2p

f2
f1

)
,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты
O(f) общего положения коприсоединённого представления задаются уравнени-
ями

f1 = C1, r exp(−pϕ) = C2, r exp
(
−pf2

f1

)
= C3,

где r, ϕ—полярная система координат в плоскости f3, f4.

Лемма 3.4.15. Каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли Ap

5,14, в координатах f2, f5 равна

ω =
df2 ∧ df5

f1

∣∣∣∣
O(f)

,



Геометрические и динамические инварианты интегрируемых систем 115

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

p =
f2
f1
, q = f5,

при этом
ω = dp ∧ dq.

В частности, плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голо-
номии), задаваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет
определить нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(0,−X5, 0, 0,X2)

f1
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме. Функция

F = f2
5 +

f2
2

f2
1

на (Ap
5,14)

∗ порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории кото-
рого замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.

Алгебра Ли Aa
5,15. В разрешимой алгебре Ли A

a
5,15 имеются четыре ненуле-

вых коммутатора [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2, [e3, e5] = ae3, [e4, e5] = e3 + ae4,
|a| � 1, базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоединённое
представление соответствующей группы Ли имеет три функционально незави-
симых инварианта

I1 =
fa
1

f3
, I2 = f1 exp

−f2
f1

, I3 = f3 exp
−af4
f3

,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты
O(f) общего положения коприсоединённого представления задаются уравнени-
ями

fa
1

f3
= C1, f1 exp

−f2
f1

= C2, f3 exp
−af4
f3

= C3.

Лемма 3.4.16. Каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли Aa

5,15, в координатах f1, f5 равна

ω =
df1 ∧ df5

f1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

p = f1, q =
f5
f1
,
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при этом
ω = dp ∧ dq.

В частности, плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голо-
номии), задаваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет
определить нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−X5, 0, 0, 0,X1)

f1
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме. Функция

F = f2
1 +

f2
5

f2
1

на (Aa
5,15)

∗ порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории кото-
рого замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.

Алгебра Ли Apq
5,16. В разрешимой алгебре Ли Apq

5,16 имеются четыре нену-
левых коммутатора [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2, [e3, e5] = pe3 − qe4, [e4, e5] =
= qe3+pe4, q �= 0, базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоеди-
нённое представление соответствующей группы Ли имеет три функционально
независимых инварианта

I1 =
f2p
1

f2
3 + f2

4

, I2 = f2q
1

(
f3 − if4
f3 + if4

)−i

, I3 = f1 exp
−f2
f1

,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбиты
O(f) общего положения коприсоединённого представления задаются уравнени-
ями

fp
1

r
= C1, fq

1 exp(−ϕ) = C2, f1 exp
−f2
f1

= C3,

где r, ϕ—полярная система координат в плоскости f3, f4.

Лемма 3.4.17. Каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли Apq

5,16, в координатах f1, f5 равна

ω =
df1 ∧ df5

f1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

p = f1, q =
f5
f1
,

при этом
ω = dp ∧ dq.
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В частности, плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голо-
номии), задаваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет
определить нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−X5, 0, 0, 0,X1)

f1
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме. Функция

F = f2
1 +

f2
5

f2
1

на (Apq
5,16)

∗ порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории кото-
рого замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.

Алгебра Ли Aspq
5,17. В разрешимой алгебре Ли Aspq

5,17 имеются четыре нену-
левых коммутатора [e1, e5] = pe1 − e2, [e2, e5] = e1 + pe2, [e3, e5] = qe3 − se4,
[e4, e5] = se3 + qe4, s �= 0, базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Инварианты коп-
рисоединённого для этой алгебры Ли в [216] приведены не для всех значений
параметров s, p, q. Нужные нам инварианты найдены в следующей лемме.

Лемма 3.4.18. Коприсоединённое представление соответствующей группы
Ли имеет три функционально независимых инварианта

I1 = (f2
1 + f2

2 )
(
f1 + if2
f1 − if2

)ip

∈ R,

I2 = (f2
3 + f2

4 )
(
f3 + if4
f3 − if4

)i q
s

∈ R, I3 =
(f1 + if2)qi+s

(f3 − if4)pi−1
,

через которые выражается любой другой инвариант.

Доказательство. Решая систему дифференциальных уравнений

Ck
ijfk

∂F

∂fj
= 0

методом характеристик (см. [143, 216]), мы найдём указанные в лемме инвари-
анты.

Лемма 3.4.19. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f2

1 + f2
2 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы

Ли, отвечающей алгебре Ли Aspq
5,17, имеет вид

ω = dϕ ∧ df5,
где ϕ, r, f5 —цилиндрическая система координат в пространстве (f1, f2, f5), ϕ—
угол между осью f1 и проекцией точки f на координатную плоскость f1, f2.
Плоская симплектическая связность, задаваемая в координатах ϕ, f5 функциями
Γi

jk ≡ 0, позволяет определить нетривиальные классы Маслова на всех таких
орбитах.
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Доказательство. Надо рассмотреть два случая:

а) pf1 − f2 �= 0;
б) f1 + pf2 �= 0.
В первом случае, если X = ad∗

x f , можно положить

x =
(−X5, 0, 0, 0,X1)

pf1 − f2
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что

ω =
df1 ∧ df5
pf1 − f2

,

и, совершая здесь замену переменных

f1 = C2 exp{pϕ} cosϕ, f2 = C2 exp{pϕ} sinϕ,

мы получим
ω = dϕ ∧ df5.

Во втором случае, если X = ad∗
x f , можно положить

x =
(0,−X5, 0, 0,X2)

f1 + pf2
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что

ω =
df2 ∧ df5
f1 + pf2

,

и, совершая здесь прежнюю замену переменных, мы получим

ω = dϕ ∧ df5.
Функция

F (f1, . . . , f5) = 2(f2
1 + f2

2 ) +
√

4(f2
1 + f2

2 ) − 3(f2
1 + f2

2 + f2
5 )

порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории которого замкнуты,
и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.

Алгебра Ли Ap
5,18. В разрешимой алгебре Ли Ap

5,18 имеются четыре нену-
левых коммутатора [e1, e5] = pe1 − e2, [e2, e5] = e1 + pe2, [e3, e5] = e1 + pe3 − e4,
[e4, e5] = e2 + e3 + pe4, p � 0, базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Коприсоеди-
нённое представление соответствующей группы Ли имеет три функционально
независимых инварианта

I1 = (f2
1 + f2

2 )
(
f1 + if2
f1 − if2

)ip

,

I2 = (f1 + if2) exp
{
−(p+ i)

f3 + if4
f1 + if2

}
, I3 = (f1 − if2) exp

{
−(p− i)

f3 − if4
f1 − if2

}
,

через которые выражается любой другой инвариант.
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Лемма 3.4.20. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f2

1 + f2
2 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы

Ли, отвечающей алгебре Ли Ap
5,18, имеет вид

ω = dϕ ∧ df5,

где ϕ, r, f5 —цилиндрическая система координат в пространстве (f1, f2, f5), ϕ—
угол между осью f1 и проекцией точки f на координатную плоскость f1, f2.
Плоская симплектическая связность с тривиальной группой голономии, задава-
емая в координатах ϕ, f5 функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить нетриви-
альные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Надо рассмотреть два случая:

а) pf1 − f2 �= 0;
б) f1 + pf2 �= 0.

В первом случае, если X = ad∗
x f , можно положить

x =
(−X5, 0, 0, 0,X1)

pf1 − f2
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что

ω =
df1 ∧ df5
pf1 − f2

,

и, совершая здесь замену переменных

f1 = r cosϕ = C2 exp{pϕ} cosϕ, f2 = r sinϕ = C2 exp{pϕ} sinϕ,

мы получим
ω = dϕ ∧ df5.

Во втором случае, если X = ad∗
x f , можно положить

x =
(0,−X5, 0, 0,X2)

f1 + pf2
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что

ω =
df2 ∧ df5
f1 + pf2

,

и, совершая здесь прежнюю замену переменных, мы получим

ω = dϕ ∧ df5.

Функция

F (f1, . . . , f5) = 2(f2
1 + f2

2 ) +
√

4(f2
1 + f2

2 ) − 3(f2
1 + f2

2 + f2
5 )

порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории которого замкнуты,
и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.
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Алгебра Ли Aab
5,19. В разрешимой алгебре Ли A

ab
5,19 имеются пять ненулевых

коммутатора [e2, e3] = e1, [e1, e5] = ae1, [e2, e5] = e2, [e3, e5] = (a−1)e3, [e4, e5] =
= be4, b �= 0, базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоеди-
нённое представление соответствующей группы Ли имеет один функционально
независимый инвариант

I1 =
f b
1

fa
4

,

через который функционально выражается любой другой инвариант. Орбита
O(f) общего положения коприсоединённого представления задаётся уравнением

f b
1

fa
4

= C,

т. е. это четырёхмерное многообразие.

Лемма 3.4.21.
1. Если a �= 0, то каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы
Ли, отвечающей алгебре Ли Aab

5,19, в координатах f1, f2, f3, f5 имеет вид

ω =
af1df2 ∧ df3 + f2df3 ∧ df1 + f1df1 ∧ df5 + (a− 1)f3df1 ∧ df2

af2
1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функ-
ции

q1 = f1, q2 = f3, p1 = −
(

(a− 1)f2f3
af2

1

+
f5
af1

)
, p2 =

f2
f1
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

2. Если a = 0, то каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0, f4 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗

группы Ли, отвечающей алгебре Ли Aab
5,19, в координатах f2, f3, f4, f5

имеет вид

ω =
bf4df2 ∧ df3 + f3df2 ∧ df4 + f2df3 ∧ df4 + f1df4 ∧ df5

bf1f4

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функ-
ции

q1 = f2, q2 = f4, p1 = −f3
f1
, p2 =

f2f3
bf1f4

− f5
bf4

,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

В частности, в обоих случаях плоская симплектическая связность (с триви-
альной группой голономии), задаваемая в этой системе координат функциями
Γi

jk ≡ 0, позволяет определить нетривиальные классы Маслова на всех таких
орбитах.
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Доказательство. 1. Пусть a �= 0. Простые вычисления показывают, что если
X = ad∗

x f , то можно положить

x =
(−f1X5 + f2X3 − (a− 1)f3X2, (a− 1)f3X1 − af1X3, af1X2 − f2X1, 0, f1X1)

af2
1

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме.

2. Пусть a = 0. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(0,−bf4X3 − f3X4, bf4X2 − f2X4,−f1X5 + f2X3 + f3X2, f1X4)

bf1f4
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме.

Алгебра Ли Aa
5,20. В разрешимой алгебре Ли Aa

5,20 имеются пять ненуле-
вых коммутатора [e1, e5] = ae1, [e2, e5] = e2, [e2, e3] = e1, [e3, e5] = (a − 1)e3,
[e4, e5] = e1 +ae4 базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоеди-
нённое представление соответствующей группы Ли имеет один функционально
независимый инвариант

I = f1 exp
−af4
f1

,

через который функционально выражается любой другой инвариант.

Лемма 3.4.22.

1. Если a �= 0, то каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы
Ли, отвечающей алгебре Ли Aa

5,20, в координатах f2, f3, f5 имеет вид

ω =
af1df2 ∧ df3 + f2df3 ∧ df1 + f1df5 ∧ df1 + (a− 1)f3df1 ∧ df2

af2
1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функ-
ции

q1 = f1, q2 = f3, p1 =
(1 − a)f2f3

af2
1

+
f5
af1

, p2 =
f2
f1
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

2. Если a = 0, то каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы
Ли, отвечающей алгебре Ли Aa

5,20, в координатах f2, f3, f4, f5 имеет вид

ω =
f1df2 ∧ df3 + f3df2 ∧ df4 + f2df3 ∧ df4 + f1df4 ∧ df5

f2
1

∣∣∣∣
O(f)

,
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и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функ-
ции

q1 = f2, q2 = f4, p1 = −f3
f1
, p2 =

f2f3 − f1f5
f2
1

,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

В частности, в обоих случаях плоская симплектическая связность (с триви-
альной группой голономии), задаваемая в этой системе координат функциями
Γi

jk ≡ 0, позволяет определить нетривиальные классы Маслова на всех таких
орбитах.

Доказательство. 1. Пусть a �= 0. Простые вычисления показывают, что если
X = ad∗

x f , то можно положить

x =
(−f1X5 + f2X3 − (a− 1)f3X2, (a− 1)f3X1 − af1X3, af1X2 − f2X1, 0, aX1)

af2
1

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме.

2. Пусть a = 0. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(0,−f1X3 − f3X4, f1X2 − f2X4, f2X3 + f3X2 − f1X5, f1X4)

f2
1

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме.

Утверждение, касающееся канонических координат, получается из явного
вида формы ω.

Алгебра Ли A5,21. В разрешимой алгебре Ли A5,21 имеются пять ненуле-
вых коммутаторов [e2, e5] = e2 + e3, [e2, e3] = e1, [e1, e5] = 2e1, [e3, e5] = e3 + e4,
[e4, e5] = e4 базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоеди-
нённое представление соответствующей группы Ли имеет один функционально
независимый инвариант

I =
f2
4

f1
,

через который функционально выражается любой другой инвариант.

Лемма 3.4.23. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A5,21, в координатах f1, f2, f3, f5 имеет вид

ω =
(f3 + f4)df1 ∧ df2 + 2f1df2 ∧ df3 + (f2 + f3)df3 ∧ df1 + f1df1 ∧ df5

2f2
1

∣∣∣∣
O(f)

.
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Здесь функция f4 на орбите O(f) равна f4 =
√
Cf1. В качестве канонических

координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f3, q2 = f1, p1 =
f2
f1
, p2 =

f2
3 − 2f2f3 − 2f2f4

4f2
1

− f5
2f1

,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x=
(−f1X5+(f2+f3)X3−(f3+f4)X2, (f3+f4)X1−2f1X3, 2f1X2−(f2+f3)X1, 0, f1X1)

2f2
1

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме.

Алгебра Ли A5,22. В разрешимой алгебре Ли A5,22 имеются три ненуле-
вых коммутатора [e2, e3] = e1, [e2, e5] = e3, [e4, e5] = e4 базисных векторов ei,
i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоединённое представление соответствующей
группы Ли имеет один функционально независимый инвариант I = f1, через
который функционально выражается любой другой инвариант. Орбита общего
положения задаётся уравнением f1 = C1.

Лемма 3.4.24. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f1, f4 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы
Ли, отвечающей алгебре Ли A5,22, в координатах f2, f3, f4, f5 имеет вид

ω =
f4df2 ∧ df3 + f3df3 ∧ df4 + f1df5 ∧ df4

f1f4

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f3, q2 = f4, p1 =
f2
f1
, p2 =

f2
3

2f1
+
f5
f4
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(0,−f4X3, f4X2 − f3X4, f3X3 − f1X5, f1X4)

f1f4
,
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где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме.

Алгебра Ли Ab
5,23 В разрешимой алгебре Ли Ab

5,23 имеются пять ненулевых
коммутаторов [e2, e3] = e1, [e1, e5] = 2e1, [e2, e5] = e2 + e3, [e3, e5] = e3, [e4, e5] =
= be4, b �= 0, базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоеди-
нённое представление соответствующей группы Ли имеет один функционально
независимый инвариант

I =
f b
1

f2
4

,

через который функционально выражается любой другой инвариант. Орбита
общего положения задаётся уравнением

f b
1

f2
4

= C.

Лемма 3.4.25. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли Ab

5,23, в координатах f1, f2, f3, f5 имеет вид

ω =
2f1df2 ∧ df3 + f1df1 ∧ df5 + (f2 + f3)df3 ∧ df1 + f3df1 ∧ df2

2f2
1

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f3, q2 = f1, p1 =
f2
f1
, p2 =

f2
3 − 2f5f1 − 2f2f3

4f2
1

,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−f1X5 + (f2 + f3)X3 − f3X2, f3X1 − 2f1X3, 2f1X2 − (f2 + f3)X1, 0, f1X1)

2f2
1

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме.

Алгебра Ли Aε
5,24 В разрешимой алгебре Ли Aε

5,24 имеются пять ненуле-
вых коммутаторов [e2, e3] = e1, [e1, e5] = 2e1, [e2, e5] = e2 + e3, [e3, e5] = e3,
[e4, e5] = εe1 + 2e4, ε = ±1, базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следователь-
но, коприсоединённое представление соответствующей группы Ли имеет один
функционально независимый инвариант

I = f1 exp
(
−2εf4
f1

)
,
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через который функционально выражается любой другой инвариант. Орбита
общего положения задаётся уравнением

f1 exp
(
−2εf4
f1

)
= C.

Лемма 3.4.26. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли Aε

5,24, в координатах f1, f2, f3, f5 имеет вид

ω =
2f1df2 ∧ df3 + (f2 + f3)df3 ∧ df1 + f1df1 ∧ df5 + f3df1 ∧ df2

2f2
1

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f3, q2 = f1, p1 =
f2
f1
, p2 =

f2
3 − 2f5f1 − 2f2f3

4f2
1

,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−f1X5 + (f2 + f3)X3 − f3X2, f3X1 − 2f1X3, 2f1X2 − (f2 + f3)X1, 0, f1X1)

2f2
1

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5) и f = (f1, f2, f3, f4, f5). Отсюда вытекает, что фор-
ма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся канонических
координат, вытекает из явного вида формы ω.

Алгебра Ли Abp
5,25 В разрешимой алгебре Ли Abp

5,25 имеются пять ненулевых
коммутаторов [e2, e3] = e1, [e1, e5] = 2pe1, [e2, e5] = pe2 + e3, [e3, e5] = pe3 − e2,
[e4, e5] = be4, b �= 0, базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, копри-
соединённое представление соответствующей группы Ли имеет один функцио-
нально независимый инвариант

I =
f b
1

f2p
4

,

через который функционально выражается любой другой инвариант. Орбита
общего положения задаётся уравнением

f b
1

f2p
4

= C.
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Лемма 3.4.27. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f1, f4 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы
Ли, отвечающей алгебре Ли Abp

5,25, в координатах f2, f3, f4, f5 имеет вид

ω =
bf4df2 ∧ df3 + f1df5 ∧ df4 + (pf2 + f3)df3 ∧ df4 + (pf3 − f2)df4 ∧ df2

bf1f4

∣∣∣∣
O(f)

.

Здесь f1 —функция на орбите O(f) =
{ fb

1

f2p
4

= C
}
, равная f1 = Cf

2p/b
4 . В каче-

стве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f3, q2 = f4, p1 =
f2

Cf
2p/b
4

, p2 = − f5
bf4

+
f2
2 + f2

3 − 2pf2f3
2bf1f4

,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x=
(0,−bf4X3+(pf3−f2)X4, bf4X2−(pf2+f3)X4,−f1X5+(pf2+f3)X3−(pf3−f2)X2, f1X4)

bf1 − f4
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5) и f = (f1, f2, f3, f4, f5). Отсюда вытекает, что фор-
ма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся канонических
координат, вытекает из явного вида формы ω.

Алгебра Ли Apε
5,26. В разрешимой алгебре Ли A

pε
5,26 имеются пять ненулевых

коммутаторов [e2, e3] = e1, [e1, e5] = 2pe1, [e2, e5] = pe2 + e3, [e3, e5] = pe3 − e2,
[e4, e5] = εe1 + 2pe4, ε = ±1, базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следователь-
но, коприсоединённое представление соответствующей группы Ли имеет один
функционально независимый инвариант

I = f1 exp
−2εpf4
f1

,

через который функционально выражается любой другой инвариант.

Лемма 3.4.28.
1. Если p �= 0, то каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы
Ли, отвечающей алгебре Ли Apε

5,26, в координатах f1, f2, f3, f5 имеет вид

ω =
2pf1df2 ∧ df3 + (pf3−f2)df1 ∧ df2 + (pf2+f3)df3 ∧ df1 + f1df1 ∧ df5

2pf1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функ-
ции

q1 = f3, q2 = f1, p1 =
f2
f1
, p2 =

f2
2 + f2

3 − 2pf2f3
4pf2

1

,
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при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

2. Если p = 0, то каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы
Ли, отвечающей алгебре Ли A0ε

5,26, в координатах f2, f3, f4, f5 имеет вид

ω =
f1df2 ∧ df3 + f2df2 ∧ df4 + f3df3 ∧ df4 + f1df4 ∧ df5

f2
1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функ-
ции

q1 = f2, q2 = f4, p1 = −f3
f1

− f2f4
f2
1

, p2 =
f2
3

2f1
− f5
f1
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Здесь f1 = const на орбите O(f).
В частности, в обоих случаях плоская симплектическая связность (с триви-
альной группой голономии), задаваемая в этой системе координат функциями
Γi

jk ≡ 0, позволяет определить нетривиальные классы Маслова на всех таких
орбитах.
Доказательство. 1. Пусть p �= 0. Простые вычисления показывают, что если

X = ad∗
x f , то можно положить

x=
(−f1X5+(pf2+f3)X3−(pf3−f2)X2,−2pf1X3+(pf3−f2)X1, 2pf1X2−(pf2+f3)X1,0, f1X1)

2pf2
1

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме.

2. Пусть p = 0. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(0,−f1X3 − f2X4, f1X2 − f3X4, f3X3 + f2X2 − f1X5, f1X4)

f2
1

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме.

Алгебра Ли A5,27. В разрешимой алгебре Ли A5,27 имеются четыре нену-
левых коммутатора [e2, e3] = e1, [e1, e5] = e1, [e3, e5] = e3 + e4, [e4, e5] = e1 + e4
базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоединённое представ-
ление соответствующей группы Ли имеет один функционально независимый
инвариант

I = f1 exp
−f4
f1

,

через который функционально выражается любой другой инвариант. Орбита
общего положения задаётся уравнением

f1 exp
−f4
f1

= C.



128 В. В. Трофимов, М. В. Шамолин

Лемма 3.4.29. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A5,27, в координатах f1, f2, f3, f5 имеет вид

ω =
f1df2 ∧ df3 + f1df1 ∧ df5 + (f3 + f4)df1 ∧ df2

f2
1

∣∣∣∣
O(f)

.

Здесь f4 = −f1 ln
{

C
f1

}
—функция на орбите O(f). В качестве канонических

координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f3, q2 = f1, p1 =
f2
f1
, p2 = −

(
f5
f1

+ (f3 − f4)
f2
f2
1

)
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−f1X5 − (f3 + f4)X2, (f3 + f4)X1 − f1X3, f1X2, 0, f1X1)

f2
1

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5) и f = (f1, f2, f3, f4, f5). Отсюда вытекает, что
форма ω имеет вид, указанный в лемме.

Алгебра Ли Aa
5,28 В разрешимой алгебре Ли Aa

5,28 имеются пять ненулевых
коммутаторов [e2, e3] = e1, [e1, e5] = ae1, [e2, e5] = (a − 1)e2, [e3, e5] = e3 + e4,
[e4, e5] = e4 базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоеди-
нённое представление соответствующей группы Ли имеет один функционально
независимый инвариант

I =
fa
4

f1
,

через который функционально выражается любой другой инвариант. Орбита
общего положения задаётся уравнением

fa
4

f1
= C.

Лемма 3.4.30. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f1, f4 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы
Ли, отвечающей алгебре Ли Aa

5,28, в координатах f2, f3, f4, f5 имеет вид

ω =
f4df2 ∧ df3 + (a− 1)f2df3 ∧ df4 + (f3 + f4)df4 ∧ df2 + f1df4 ∧ df5

f1f4

∣∣∣∣
O(f)

.
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Здесь f1 —функция на орбите O(f), равная f1 = fa
4

C . В качестве канонических
координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f3, q2 = f4, p1 =
f2
f1
, p2 = −f2f3 + f4f2

f4f1
− f5
f4
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(0,−(f3+f4)X4−f4X3, f4X2−(a−1)f2X4, (a−1)f2X3−(f3+f4)X2−f1X5, f1X4)

f1f4
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5) и f = (f1, f2, f3, f4, f5). Отсюда вытекает, что фор-
ма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся канонических
координат, вытекает из явного вида формы ω.

Алгебра Ли A5,29. В разрешимой алгебре Ли A5,29 имеются четыре нену-
левых коммутатора [e2, e4] = e1, [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e2, [e4, e5] = e3 базисных
векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоединённое представление со-
ответствующей группы Ли имеет один функционально независимый инвариант
I = f3, через который функционально выражается любой другой инвариант.
Орбита общего положения задаётся уравнением f3 = C.

Лемма 3.4.31. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A5,29, в координатах f1, f2, f4, f5 имеет вид

ω =
f3df1 ∧ df2 + f1df2 ∧ df4 + f2df4 ∧ df1 + f1df1 ∧ df5

f2
1

∣∣∣∣
O(f)

.

Здесь f3 = const—функция на орбите O(f). В качестве канонических координат
на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f4, q2 = f1, p1 =
f2
f1
, p2 = −

(
f2f3
f2
1

+
f5
f1

)
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.
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Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−f1X5 + f2X4 − f3X2, f3X1 − f1X4, 0, f1X2 − f2X1, f1X1)

f2
1

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5) и f = (f1, f2, f3, f4, f5). Отсюда вытекает, что
форма ω имеет вид, указанный в лемме.

Алгебра Ли Aa
5,30. В разрешимой алгебре Ли Aa

5,30 имеются шесть ненуле-
вых коммутаторов [e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2, [e1, e5] = (a + 1)e1, [e2, e5] = ae2,
[e3, e5] = (a− 1)e3, [e4, e5] = e4 базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следователь-
но, коприсоединённое представление соответствующей группы Ли имеет один
функционально независимый инвариант

I =
(f2

2 − 2f1f3)a+1

f2a
1

,

через который функционально выражается любой другой инвариант.

Лемма 3.4.32.
1. Если a �= −1, то каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы
Ли, отвечающей алгебре Ли Aa

5,30, в координатах f1, f2, f4, f5 имеет вид

ω =
(a+ 1)f1df2 ∧ df4 + f4df1 ∧ df2 + af2df4 ∧ df1 + f1df1 ∧ df5

(a+ 1)f2
1

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функ-
ции

q1 = f1, q2 = f4, p1 =
f2f4

(a+ 1)f2
1

− f5
(a+ 1)f1

, p2 =
f2
f1
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

2. Если a = −1, то каноническая симплектическая форма ω на орбитах O(f)
общего положения (f2

2 −2f1f3 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗

группы Ли, отвечающей алгебре Ли A−1
5,30, в координатах f2, f3, f4, f5

имеет вид

ω=
2f3df4 ∧ df2+f2df5 ∧ df2+f4df3 ∧ df2−f2df4 ∧ df3−f1df5 ∧ df3

f2
2 − 2f1f3

∣∣∣∣
O(f)

,

и в качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функ-
ции

q1 = f2, q2 = f3, p1 =
2f3f4 + f2f5
f2
2 − 2f1f3

, p2 = −f2f4 + f1f5
f2
2 − 2f1f3

,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.
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В частности, в обоих случаях плоская симплектическая связность (с триви-
альной группой голономии), задаваемая в этой системе координат функциями
Γi

jk ≡ 0, позволяет определить нетривиальные классы Маслова на всех таких
орбитах.

Доказательство. 1. Пусть a �= −1. Простые вычисления показывают, что
если X = ad∗

x f , то можно положить

x=
(−f1X5 + af2X4 − f4X2,−(a+1)f1X4 + f4X1, 0, (a+1)f1X2 − af2X1, f1X1)

(a+ 1)f2
1

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме.

2. Пусть a = −1. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(0, 2f3X4+f2X5+f4X3,−f1X5−f2X4−f4X2,−2f3X2+f2X3, f1X3−f2X2)

f2
2 − 2f1f3

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5). Отсюда вытекает, что форма ω имеет вид, указан-
ный в лемме.

Утверждение, касающееся канонических координат, вытекает из явного вида
формы ω.

Алгебра Ли A5,31. В разрешимой алгебре Ли A5,31 имеются шесть нену-
левых коммутаторов [e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2, [e1, e5] = 3e1, [e2, e5] = 2e2,
[e3, e5] = e3, [e4, e5] = e3 + e4 базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следователь-
но, коприсоединённое представление соответствующей группы Ли имеет один
функционально независимый инвариант

I =
(f2

2 − 2f1f3)3

f4
1

,

через который функционально выражается любой другой инвариант. Орбита
общего положения задаётся уравнением

(f2
2 − 2f1f3)3

f4
1

= C.

Лемма 3.4.33. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A5,31, в координатах f1, f2, f4, f5 имеет вид

ω =
(f3 + f4)df1 ∧ df2 + 3f1df2 ∧ df4 + 2f2df4 ∧ df1 + f1df1 ∧ df5

3f2
1

∣∣∣∣
O(f)

.

Здесь f3 = (f2
2−Cf

4/3
1 )

2f1
—функция на орбите O(f). В качестве канонических

координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f4, q2 = f1, p1 =
f2
f1
, p2 = −

(
−f3

2 + 3f1f2f3 + 3f1f2f4
9f3

1

+
f5
3f1

)
,
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при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x=
(−f1X5 + 2f2X4 − (f3+f4)X2, (f3+f4)X1 − 3f1X4, 0, 3f1X2 − 2f2X1, f1X1)

3f2
1

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5) и f = (f1, f2, f3, f4, f5). Отсюда вытекает, что
форма ω имеет вид, указанный в лемме.

Алгебра Ли Aa
5,32. В разрешимой алгебре Ли Aa

5,32 имеются пять ненуле-
вых коммутаторов [e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2, [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e2, [e3, e5] =
= ae1 + e3 базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоединённое
представление соответствующей группы Ли имеет один функционально незави-
симый инвариант

I = f2a
1 exp

f2
2 − 2f1f3

f2
1

,

через который функционально выражается любой другой инвариант. Орбита
общего положения задаётся уравнением

f2a
1 exp

f2
2 − 2f1f3

f2
1

= C.

Лемма 3.4.34. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли Aa

5,32, в координатах f1, f2, f4, f5 имеет вид

ω =
f1df2 ∧ df4 + f2df4 ∧ df1 + f1df1 ∧ df5

f2
1

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f4, q2 = f1, p1 =
f2
f1
, p2 = −f5

f1
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(f2X4 − f1X5,−f1X4, 0, f1X2 − f2X1, f1X1)

f2
1

,
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где X = (X1,X2,X3,X4,X5) и f = (f1, f2, f3, f4, f5). Отсюда вытекает, что фор-
ма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся канонических
координат, вытекает из явного вида формы ω.

Алгебра Ли Aab
5,33. В разрешимой алгебре Ли Aab

5,33 имеются четыре нену-
левых коммутатора [e1, e4] = e1, [e3, e4] = be3, [e2, e5] = e2, [e3, e5] = ae3,
a2 + b2 �= 0, базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоеди-
нённое представление соответствующей группы Ли имеет один функционально
независимый инвариант

I =
f b
1f

a
2

f3
,

через который функционально выражается любой другой инвариант. Орбита
общего положения задаётся уравнением

f b
1f

a
2

f3
= C.

Лемма 3.4.35. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f1, f2 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы
Ли, отвечающей алгебре Ли Aab

5,33, в координатах f1, f2, f4, f5 имеет вид

ω =
f2df1 ∧ df4 + f1df2 ∧ df5

f1f2

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

p1 = f1, p2 = f2, q1 =
f4
f1
, q2 =

f5
f2
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−X4,−X5, 0,X1,X2)

f1
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5) и f = (f1, f2, f3, f4, f5). Отсюда вытекает, что фор-
ма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся канонических
координат, вытекает из явного вида формы ω.

Алгебра Ли Aa
5,34. В разрешимой алгебре Ли A

a
5,34 имеются пять ненулевых

коммутаторов [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e3, [e1, e5] = e1, [e3, e5] = e2
базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоединённое представ-
ление соответствующей группы Ли имеет один функционально независимый
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инвариант

I =
fa
2

f1
exp

f3
f2
,

через который функционально выражается любой другой инвариант. Орбита
общего положения задаётся уравнением

fa
2

f1
exp

f3
f2

= C.

Лемма 3.4.36. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f2 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли Aa

5,34, в координатах f2, f3, f4, f5 имеет вид

ω =
f2df2 ∧ df4 + f2df3 ∧ df5 + f3df5 ∧ df2

f2
2

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f2, q2 = f5, p1 = −f4
f2
, p2 =

f3
f2
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(0,−f2X4 + f3X5,−f2X5, f2X2, f2X3 − f3X2)

f2
2

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5) и f = (f1, f2, f3, f4, f5). Отсюда вытекает, что фор-
ма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся канонических
координат, вытекает из явного вида формы ω.

Алгебра Ли Aab
5,35. В разрешимой алгебре Ли Aab

5,35 имеются шесть нену-
левых коммутаторов [e1, e4] = be1, [e4, e2] = −e2, [e3, e4] = e3, [e1, e5] = ae1,
[e2, e5] = −e3, [e3, e5] = e2, a2 + b2 �= 0, базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5.
Следовательно, коприсоединённое представление соответствующей группы Ли
имеет один функционально независимый инвариант

I =
f2
1

(f2
2 + f2

3 )b

(
f2 + if3
f2 − if3

)ia

,

через который функционально выражается любой другой инвариант. Орбита
общего положения задаётся уравнением

f2
1

(f2
2 + f2

3 )b

(
f2 + if3
f2 − if3

)ia

= C.
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Лемма 3.4.37. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f2

2 + f2
3 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы

Ли, отвечающей алгебре Ли Aab
5,35, в координатах f2, f3, f4, f5 имеет вид

ω =
f3df5 ∧ df2 + f2df2 ∧ df4 + f2df3 ∧ df5 + f3df3 ∧ df4

f2
2 + f2

3

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f2, q2 = f3, p1 =
f3f5 − f2f4
f2
2 + f2

3

, p2 = −f2f5 + f3f4
f2
2 + f2

3

,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(0, f3X5 − f2X4,−f2X5 − f3X4, f2X2 + f3X3, f2X3 − f3X2)

f2
2 + f2

3

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5) и f = (f1, f2, f3, f4, f5). Отсюда вытекает, что фор-
ма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся канонических
координат, вытекает из явного вида формы ω.

Алгебра Ли A5,36. В разрешимой алгебре Ли A5,36 имеются пять ненулевых
коммутаторов [e2, e3] = e1, [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e2, [e2, e5] = − e2, [e3, e5] = e3
базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоединённое представ-
ление соответствующей группы Ли имеет один функционально независимый
инвариант

I =
f2f3 + f1f5

f1
,

через который функционально выражается любой другой инвариант. Орбита
общего положения задаётся уравнением

f2f3 + f1f5
f1

= C.

Лемма 3.4.38. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A5,36, в координатах f1, f2, f3, f4 имеет вид

ω =
f1df2 ∧ df3 + f2df3 ∧ df1 + f1df1 ∧ df4

f2
1

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f3, q2 = f1, p1 =
f2
f1
, p2 = −f4

f1
,
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при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−f1X4 + f2X3,−f1X3, f1X2 − f2X1, f1X1, 0)

f2
1

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5) и f = (f1, f2, f3, f4, f5). Отсюда вытекает, что фор-
ма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся канонических
координат, вытекает из явного вида формы ω.

Алгебра Ли A5,37. В разрешимой алгебре Ли A5,37 имеются шесть нену-
левых коммутаторов [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e3,
[e2, e5] = −e3, [e3, e5] = e2 базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следователь-
но, коприсоединённое представление соответствующей группы Ли имеет один
функционально независимый инвариант

I =
f2
2 + f2

3 + 2f1f5
f1

,

через который функционально выражается любой другой инвариант. Орбита
общего положения задаётся уравнением

f2
2 + f2

3 + 2f1f5
f1

= C.

Лемма 3.4.39. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f1 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A5,37, в координатах f1, f2, f3, f4 имеет вид

ω =
f3df1 ∧ df2 + 2f1df2 ∧ df3 + f2df3 ∧ df1 + f1df1 ∧ df4

2f1

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f2, q2 = f1, p1 = −f3
f1
, p2 =

f2f3
2f2

1

− f4
2f1

,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.
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Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−f1X4 + f2X3 − f3X2, f3X1 − 2f1X3, 2f1X2 − f2X1, f1X1, 0)

2f2
1

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5) и f = (f1, f2, f3, f4, f5). Отсюда вытекает, что фор-
ма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся канонических
координат, вытекает из явного вида формы ω.

Алгебра Ли A5,38. В разрешимой алгебре Ли A5,38 имеются три ненуле-
вых коммутатора [e1, e4] = e1, [e2, e5] = e2, [e4, e5] = e3 базисных векторов ei,
i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоединённое представление соответствующей
группы Ли имеет один функционально независимый инвариант I = f3, через
который функционально выражается любой другой инвариант. Орбита общего
положения задаётся уравнением f3 = C.

Лемма 3.4.40. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f1, f2 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы
Ли, отвечающей алгебре Ли A5,38, в координатах f1, f2, f4, f5 имеет вид

ω =
f3df2 ∧ df1 + f2df1 ∧ df4 + f1df2 ∧ df5

f1f2

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f2, q2 = f1, p1 = −
(
f3
f1

ln f1 +
f5
f2

)
, p2 = −f4

f1
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(f3X2 − f2X4,−f1X5 − f3X1, 0, f2X1, f1X2)

f1f2
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5) и f = (f1, f2, f3, f4, f5). Отсюда вытекает, что фор-
ма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся канонических
координат, вытекает из явного вида формы ω.

Алгебра Ли A5,39. В разрешимой алгебре Ли A5,39 имеются пять ненулевых
коммутаторов [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e2, [e1, e5] = −e2, [e2, e5] = e1, [e4, e5] = e3
базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следовательно, коприсоединённое представ-
ление соответствующей группы Ли имеет один функционально независимый
инвариант I = f3, через который функционально выражается любой другой
инвариант. Орбита общего положения задаётся уравнением f3 = C.
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Лемма 3.4.41. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f2

1 + f2
2 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы

Ли, отвечающей алгебре Ли A5,39, в координатах f1, f2, f4, f5 имеет вид

ω =
f2df5 ∧ df1 + f1df1 ∧ df4 + f3df2 ∧ df1 + f1df2 ∧ df5 + f2df2 ∧ df4

f2
1 + f2

2

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f5, q2 = f2 − f3p2, p1 = ln
√
f2
1 + f2

2 , p2 = arctg
f2
f1
,

если f1 �= 0, и

p2 =
π

2
− arctg

f1
f2
,

если f2 �= 0, при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(f2X5 − f1X4 + f3X2,−f1X5 − f2X4 − f3X1, 0, f1X1 + f2X2, f1X2 − f2X1)

f2
1 + f2

2

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5) и f = (f1, f2, f3, f4, f5). Отсюда вытекает, что фор-
ма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся канонических
координат, вытекает из явного вида формы ω.

Алгебра Ли A5,40. Алгебра Ли A5,40 является полупрямой суммой алгебры
Ли SU(1, 1) и R

2 по некоторому представлению. Она имеет семь ненулевых ком-
мутаторов [e1, e2] = 2e1, [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = 2e3, [e1, e4] = e5, [e2, e4] = e4,
[e2, e5] = −e5, [e3, e5] = e4 базисных векторов ei, i = 1, . . . , 5. Следователь-
но, коприсоединённое представление соответствующей группы Ли имеет один
функционально независимый инвариант

I = f1f
2
4 − f2f4f5 − f3f

2
5 ,

через который функционально выражается любой другой инвариант. Орбита
общего положения задаётся уравнением

f1f
2
4 − f2f4f5 − f3f

2
5 = C.

Отображение

π : O(f) → R
2(f4, f5) \O = M2, π(f1, f2, f3, f4, f5) = (f4, f5), O = (0, 0),

является расслоением, слоем которого служит R
2.
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Лемма 3.4.42. Расслоение

π : O(f) →M2

тривиально.

Доказательство. Диффеоморфизм

F : (R2 \O) × R
2 → O(f),

для которого диаграмма

(R2 \O) × R
2 O(f)

R
2 \O

�F




�
np 



� π

коммутативна, задаётся формулами

f1 = x1x4 +
Cx2

3

(x2
3 + x2

4)2
, f2 = x1x3 + x2x4 −

2Cx3x4

(x2
3 + x2

4)2
,

f3 = −x2x3 −
Cx2

4

(x2
3 + x2

4)2
, f4 = x3, f5 = x4.

На орбите O(f) построим функции p1, p2. Пусть (r, ϕ)—полярная система
координат на плоскости (f4, f5), т. е.

f4 = r cosϕ, f5 = r sinϕ.

Определим функцию p1 следующим образом:
а) если f4 �= 0 (т. е. cosϕ �= 0), положим

p1 =
f2
r

+
2 sinϕ
r cosϕ

f3 +
2C
r3

sinϕ
cosϕ

;

б) если f5 �= 0 (т. е. sinϕ �= 0), положим

p1 =
2 cosϕ
r sinϕ

f1 −
f2
r

− 2C
r3

cosϕ
sinϕ

,

здесь C —постоянная, определяющая орбиту O(f).
Легко убедиться, что эти два определения совпадают в общей области опреде-
ления f4 �= 0, f5 �= 0.

Определим функцию p2 следующим образом:
а) если f4 �= 0 (т. е. cosϕ �= 0), положим

p2 = − sinϕ
cosϕ

f2 +
cos 2ϕ
cos2 ϕ

f3 −
C

r2 cos2 ϕ
;

б) если f5 �= 0 (т. е. sinϕ �= 0), положим

p2 = −cosϕ
sinϕ

f2 +
cos 2ϕ
sin2 ϕ

f1 −
C

r2 sin2 ϕ
,

здесь C —постоянная, определяющая орбиту O(f).
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Легко убедиться, что эти два определения совпадают в общей области опреде-
ления f4 �= 0, f5 �= 0.

Лемма 3.4.43. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f1f2

4 − f2f4f5 − f3f2
5 �= 0) коприсоединённого представления

Ad∗ группы Ли, отвечающей алгебре Ли A5,40, имеет следующий вид:

а) если f4 �= 0, то в координатах f2, f3, f4, f5 на орбите O(f) выполнено
равенство

ω =
f4df2 ∧ df4 + f5df3 ∧ df4 + f4df3 ∧ df5 + 2f3df5 ∧ df4

f2
4

∣∣∣∣
O(f)

;

б) если f5 �= 0, то в координатах f1, f3, f4, f5 на орбите O(f) выполнено
равенство

ω =
f5df1 ∧ df4 + f4df1 ∧ df5 + f5df5 ∧ df2 + 2f1df4 ∧ df5

f2
5

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = r, q2 = ϕ, p1, p2

(r, ϕ—полярные координаты на плоскости f4, f5), при этом

ω = dp1 ∧ dr + dp2 ∧ dϕ.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Пусть f4 �= 0. Тогда простые вычисления показывают, что
если X = ad∗

x f , то можно положить

x =
(0,−f4X4,−f5X4 − f4X5, f4X2 + 2f3X5 + f5X3, f4X3 − 2f3X4)

f2
4

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5) и f = (f1, f2, f3, f4, f5). Отсюда вытекает, что
форма ω имеет вид, указанный в лемме.

Пусть f5 �= 0. Тогда простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f ,

то можно положить

x =
(−f5X4 − f4X5, f5X5, 0, f5X1 − 2f1X5,−f5X2 + 2f1X4 + f4X1)

f2
5

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5) и f = (f1, f2, f3, f4, f5). Отсюда вытекает, что
форма ω имеет вид, указанный в лемме.

Итак, функции p1, p2, r, ϕ на областях {p4 �= 0}, {f5 �= 0} дают канониче-
ские координаты, и матрица Якоби функций перехода является тождественной.
Поэтому определение связности равенствами Γi

jk ≡ 0 в каждой из этих областей
корректным образом даёт связность на орбите O(f).
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Ясно, что гамильтониан
p2
2 + sin2 ϕ = H

порождает вполне интегрируемую гамильтонову систему, торы Лиувилля кото-
рой имеют нетривиальные обобщённые индексы Маслова.

3.5. Плоские симплектические связности
на орбитах коприсоединённого представления
нильпотентных групп Ли размерности шесть

3.5.1. Формулировка основной теоремы

Для нильпотентных алгебр Ли G размерности шесть имеется полная клас-
сификация. Естественно рассматривать только неразложимые алгебры Ли, т. е.
такие алгебры Ли, которые не распадаются в прямую сумму алгебр Ли мень-
шей размерности. В этом случае мы имеем 22 типа шестимерных алгебр Ли
A6,1, . . . , A6,22, среди них 4 однопараметрические серии алгебр Ли.

Для индекса indG возможны два варианта:
а) indG = 4;
б) indG = 2.

Алгебры Ли A6,1, A6,2 и A6,3 относятся к первому типу, а остальные алгебры Ли
A6,4, . . . , A6,22 —ко второму типу. В первом случае размерность орбиты общего
положения равна 2, т. е. нет проблемы, связанной с интегрируемостью уравнений
Эйлера ẋ = sgradHx.

Наша цель— показать, что в этом случае обобщённый индекс Маслова на
двумерных орбитах нетривиален, т. е. по крайней мере для одного гамильтони-
ана H торы Лиувилля (окружности S1) на орбитах общего положения имеют
нетривиальные обобщённые классы Маслова.

Во втором случае размерность орбиты общего положения равна 4, и мы
имеем две задачи:
а) вопрос о полной интегрируемости уравнений Эйлера ẋ = sgradHx;
б) вычисление индексов соответствующих торов Лиувилля.
Введём следующие обозначения. Алгебра Ли G = A6,j , j = 1, . . . , 22, име-

ет базис e1, . . . , e6, и произвольный элемент x ∈ G имеет вид x =
6∑

i=1

xiei.

В сопряжённом пространстве G∗ рассмотрим дуальный базис e1, . . . , e6, т. е.
ei(ei) = δi

j , i, j = 1, . . . , 6. Произвольный же линейный функционал f ∈ G∗ име-

ет вид f =
6∑

i=1

fie
i. Орбита, проходящая через f ∈ G∗, будет обозначаться через

O(f) ⊂ G∗.

Теорема 3.5.1. На всех орбитах общего положения коприсоединённого пред-
ставления шестимерной нильпотентной группы Ли имеется плоская симплекти-
ческая связность, по отношению к которой торы Лиувилля вполне интегрируе-
мых гамильтоновых систем имеют нетривиальные обобщённые классы Маслова.
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3.5.2. Доказательство основной теоремы

Доказательство будет получено перебором всех двадцати двух случаев.
Алгебра Ли A6,1. В алгебре Ли A6,1 имеются три ненулевых коммутатора

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = e4, [e1, e5] = e6 базисных векторов ei, i = 1, . . . , 6. Следо-
вательно, коприсоединённое представление соответствующей группы Ли имеет
четыре функционально независимых инварианта

I1 = f4, I2 = f6, I3 = f3f6 − f4f5, I4 = 2f2f4 − f2
3 ,

через которые функционально выражается любой другой инвариант.

Лемма 3.5.2. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f4 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A6,1, в координатах f1, f3 имеет вид

ω =
df1 ∧ df3

f4

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q = f3, p =
f1
f4
,

при этом
ω = dp ∧ dq.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−X3, 0,X1, 0, 0, 0)

f4
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает, что
форма ω имеет вид, указанный в лемме.

Функция

F = f2
3 +

f2
1

f2
4

на A∗
6,1 порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории которого

замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.

Алгебра Ли A6,2. В алгебре Ли A6,2 имеются четыре ненулевых коммута-
тора [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e4, [e1, e4] = e5, [e1, e5] = e6 базисных векторов ei,
i = 1, . . . , 6. Следовательно, коприсоединённое представление соответствующей
группы Ли имеет четыре функционально независимых инварианта

I1 = f6, I2 = 2f4f6 −f2
5 , I3 = 2f2f6 −2f3f5 +f2

4 , I4 = 3f3f2
6 −3f4f5f6 +f3

5 ,

через которые функционально выражается любой другой инвариант.
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Лемма 3.5.3. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f6 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A6,2, в координатах f1, f5 имеет вид

ω =
df1 ∧ df5

f6

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q = f5, p =
f1
f6
,

при этом
ω = dp ∧ dq.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−X5, 0, 0, 0,X1, 0)

f6
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает, что
форма ω имеет вид, указанный в лемме.

Функция

F = f2
5 +

f2
1

f2
6

на A∗
6,1 порождает на всех двумерных орбитах поток, все траектории которого

замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.

Алгебра Ли A6,3. В алгебре Ли A6,3 имеются три ненулевых коммутатора
[e1, e2] = e6, [e1, e3] = e4, [e2, e3] = e5 базисных векторов ei, i = 1, . . . , 6. Следо-
вательно, коприсоединённое представление соответствующей группы Ли имеет
четыре функционально независимых инварианта

I1 = f4, I2 = f5, I3 = f6, I4 = f1f5 + f3f6 − f2f4,

через которые функционально выражается любой другой инвариант.

Лемма 3.5.4. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f2

4 + f2
5 + f2

6 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗

группы Ли, отвечающей алгебре Ли A6,3, имеет вид

ω =
f6df1 ∧ df2 + f4df1 ∧ df3 + f5df2 ∧ df3

f2
4 + f2

5 + f2
6

∣∣∣∣
O(f)

.

1. Если f4 �= 0, то в качестве канонических координат на орбите O(f) можно
взять функции

q1 = f3, p1 =
f1
f4
,
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при этом
ω = dp1 ∧ dq1.

2. Если f5 �= 0, то в качестве канонических координат на орбите O(f) можно
взять функции

q2 = f3, p2 =
f2
f5
,

при этом
ω = dp2 ∧ dq2.

3. Если f6 �= 0, то в качестве канонических координат на орбите O(f) можно
взять функции

q3 = f2, p1 =
f1
f6
,

при этом
ω = dp3 ∧ dq3.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в рассматриваемой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет
определить нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(x1, x2, x3, x4, x5, x6)

f4
,

где

x1 =
−f6X2 − f4X3

f2
4 + f2

5 + f2
6

, x2 =
f6X1 − f5X3

f2
4 + f2

5 + f2
6

, x3 =
f5X2 + f4X1

f2
4 + f2

5 + f2
6

,

x4 = x5 = x6 = 0,

X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает, что
форма ω имеет вид, указанный в лемме.

Утверждение, касающееся канонических координат, проверяется непосред-
ственно с учётом явного вида формы. Рассматриваются три случая: f4 �= 0;
f5 �= 0; f6 �= 0.

Функции

F1 = f2
3 +

f2
1

f2
4

на орбитах, где f4 �= 0,

F2 = f2
3 +

f2
2

f2
5

на орбитах, где f5 �= 0,

F3 = f2
2 +

f2
1

f2
6

на орбитах, где f6 �= 0, порождают на двумерных орбитах поток, все траектории
которого замкнуты, и все их обобщённые индексы Маслова равны двум.
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Алгебра Ли A6,4. В алгебре Ли A6,4 имеются три ненулевых коммутатора
[e1, e2] = e5, [e1, e3] = e6, [e2, e4] = e6 базисных векторов ei, i = 1, . . . , 6. Следо-
вательно, коприсоединённое представление соответствующей группы Ли имеет
два функционально независимых инварианта

I1 = f5, I2 = f6,

через которые функционально выражается любой другой инвариант.

Лемма 3.5.5. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f6 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A6,4, имеет вид

ω =
f6df1 ∧ df3 + f6df4 ∧ df2 + f5df3 ∧ df4

f2
6

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f3, q2 = f4, p1 =
f1
f6
, p2 =

f5f3 − f6f2
f2
6

,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−f6X3, f6X4, f6X1 − f5X4, f6X2 − f5X3, 0, 0)

f2
6

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает,
что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся кано-
нических координат, проверяется непосредственно с учётом явного вида фор-
мы ω.

Алгебра Ли Aa
6,5. В алгебре Ли Aa

6,5 имеются четыре ненулевых комму-
татора [e1, e3] = e5, [e1, e4] = e6, [e2, e3] = ae6, [e2, e4] = e5, a �= 0, базисных
векторов ei, i = 1, . . . , 6. Следовательно, коприсоединённое представление соот-
ветствующей группы Ли имеет два функционально независимых инварианта

I1 = f5, I2 = f6,

через которые функционально выражается любой другой инвариант.

Лемма 3.5.6. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f2

5 −af2
6 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы

Ли, отвечающей алгебре Ли Aa
6,5, имеет вид

ω =
af6df4 ∧ df1 + f5df1 ∧ df3 + f5df2 ∧ df4 + f6df3 ∧ df2

f2
5 − af2

6

∣∣∣∣
O(f)

.
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В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f1, q2 = f2, p1 =
af6f4 − f5f3
f2
5 − af2

6

, p2 =
f6f3 − f5f4
f2
5 − af2

6

,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(af6X4 − f5X3, f6X3 − f5X4, f5X1 − f6X2, f5X2 − af6X1, 0, 0)

f2
5 − af2

6

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает,
что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся кано-
нических координат, проверяется непосредственно с учётом явного вида фор-
мы ω.

Алгебра Ли A6,6. В алгебре Ли A6,6 имеются четыре ненулевых коммута-
тора [e1, e2] = e6, [e1, e3] = e4, [e1, e4] = e5, [e2, e3] = e5 базисных векторов ei,
i = 1, . . . , 6. Следовательно, коприсоединённое представление соответствующей
группы Ли имеет два функционально независимых инварианта I1 = f5, I2 = f6,
через которые функционально выражается любой другой инвариант.

Лемма 3.5.7. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f5 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A6,6, имеет вид

ω =
f6df4 ∧ df3 + f5df1 ∧ df4 + f4df2 ∧ df4 + f5df2 ∧ df3

f2
5

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f4, q2 = f3, p1 =
−f6f3 + f5f1 + f2f4

f2
5

, p2 =
f2
f5
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−f5X4, f4X4 − f5X3, f5X2 − f6X4, f5X1 + f6X3 + f4X2, 0, 0)

f2
5

,
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где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает,
что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся кано-
нических координат, проверяется непосредственно с учётом явного вида фор-
мы ω.

Алгебра Ли A6,7. В алгебре Ли A6,7 имеются три ненулевых коммутатора
[e1, e3] = e4, [e1, e4] = e5, [e2, e5] = e6 базисных векторов ei, i = 1, . . . , 6. Следо-
вательно, коприсоединённое представление соответствующей группы Ли имеет
два функционально независимых инварианта I1 = f5, I2 = f6, через которые
функционально выражается любой другой инвариант.

Лемма 3.5.8. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f5, f6 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы
Ли, отвечающей алгебре Ли A6,7, имеет вид

ω =
f6df1 ∧ df4 + f4df4 ∧ df2 + f5df2 ∧ df3

f5f6

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f4, q2 = f3, p1 =
f6f1 − f4f2

f5f6
, p2 =

f2
f6
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−f6X4, f4X4 − f5X3, f5X2, f6X1 − f4X2, 0, 0)

f5f6
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает,
что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся кано-
нических координат, проверяется непосредственно с учётом явного вида фор-
мы ω.

Алгебра Ли A6,8. В алгебре Ли A6,8 имеются три ненулевых коммутатора
[e1, e2] = e3 + e5, [e1, e3] = e4, [e2, e5] = e6 базисных векторов ei, i = 1, . . . , 6.
Следовательно, коприсоединённое представление соответствующей группы Ли
имеет два функционально независимых инварианта I1 = f4, I2 = f6, через
которые функционально выражается любой другой инвариант.

Лемма 3.5.9. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f4, f6 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы
Ли, отвечающей алгебре Ли A6,8, имеет вид

ω =
f4df2 ∧ df5 + (f3 + f5)df5 ∧ df3 + f6df1 ∧ df3

f4f6

∣∣∣∣
O(f)

.
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В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f5, q2 = f3, p1 =
2f4f2 − f2

3 − 2f5f3
f4f6

, p2 =
f1
f4
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−f6X3,−f4X5, f6X1 + (f3 + f5)X5, 0, f4X2 − (f3 + f5)X3, 0)

f4f6
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает,
что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся кано-
нических координат, проверяется непосредственно с учётом явного вида фор-
мы ω.

Алгебра Ли A6,9. В алгебре Ли A6,9 имеются четыре ненулевых коммута-
тора [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e4, [e1, e5] = e6, [e2, e3] = e6 базисных векторов ei,
i = 1, . . . , 6. Следовательно, коприсоединённое представление соответствующей
группы Ли имеет два функционально независимых инварианта I1 = f4, I2 = f6,
через которые функционально выражается любой другой инвариант.

Лемма 3.5.10. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f6 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A6,9, имеет вид

ω =
f6df2 ∧ df3 + f6df1 ∧ df5 + f3df3 ∧ df5

f2
6

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f5, q2 = f3, p1 =
2f6f1 + f2

3 + 2f4f2
2f2

6

, p2 =
f2
f6
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−f6X5, f4X5 − f6X3, f6X2 − f3X3, 0, f6X1 + f3X3 − f4X2, 0)

f2
6

,
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где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает,
что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся кано-
нических координат, проверяется непосредственно с учётом явного вида фор-
мы ω.

Алгебра Ли Aa
6,10. В алгебре Ли Aa

6,10 имеются пять ненулевых комму-
таторов [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e5, [e1, e4] = e6, [e2, e3] = ae6, [e2, e4] = e5,
a �= 0, базисных векторов ei, i = 1, . . . , 6. Следовательно, коприсоединённое
представление соответствующей группы Ли имеет два функционально незави-
симых инварианта I1 = f5, I2 = f6, через которые функционально выражается
любой другой инвариант.

Лемма 3.5.11. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f2

5 −af2
6 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы

Ли, отвечающей алгебре Ли Aa
6,10, имеет вид

ω =
−f5df3 ∧ df1 + f6df3 ∧ df2 − f3df3 ∧ df4 + af6df4 ∧ df1 − f5df4 ∧ df2

f2
5 − af2

6

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f3, q2 = f4, p1 =
f5f1 − f6f2 + f3f4

f2
5 − af2

6

, p2 =
f5f2 − af6f1
f2
5 − af2

6

,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−f5X3 + af6X4,−f5X4 + f6X3, f5X1 − f6X6 + f3X4, f5X2 − af6X1 − f3X3, 0, 0)

f2
5 − af2

6

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает,
что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся кано-
нических координат, проверяется непосредственно с учётом явного вида фор-
мы ω.

Алгебра Ли A6,11. В алгебре Ли A6,11 имеются четыре ненулевых комму-
татора [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e4, [e1, e4] = e5, [e2, e3] = e6 базисных векторов ei,
i = 1, . . . , 6. Следовательно, коприсоединённое представление соответствующей
группы Ли имеет два функционально независимых инварианта I1 = f5, I2 = f6,
через которые функционально выражается любой другой инвариант.

Лемма 3.5.12. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f5, f6 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы
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Ли, отвечающей алгебре Ли A6,11, имеет вид

ω =
f3df3 ∧ df4 + f4df4 ∧ df2 + f6df1 ∧ df6 + f5df2 ∧ df3

f5f6

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f4, q2 = f3, p1 =
f2
3 − 2f2f4 + 2f6f1

2f5f6
, p2 =

f2
f6
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−f6X4, f4X4 − f5X3, f5X2 − f3X4, f6X1 + f3X3 − f4X2, 0, 0)

f5f6
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает,
что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся кано-
нических координат, проверяется непосредственно с учётом явного вида фор-
мы ω.

Алгебра Ли A6,12. В алгебре Ли A6,12 имеются три ненулевых коммутатора
[e1, e3] = e4, [e1, e4] = e6, [e2, e5] = e6 базисных векторов ei, i = 1, . . . , 6. Следо-
вательно, коприсоединённое представление соответствующей группы Ли имеет
два функционально независимых инварианта I1 = f6, I2 = 2f3f6 − f2

4 , через
которые функционально выражается любой другой инвариант.

Лемма 3.5.13. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f6 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A6,12, в координатах f1, f2, f4, f5 имеет вид

ω =
df1 ∧ df4 + df2 ∧ df5

f6

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f4, q2 = f5, p1 =
f1
f6
, p2 =

f2
f6
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.
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Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−X4,−X5, 0,X1,X2, 0)

f6
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает,
что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся кано-
нических координат, проверяется непосредственно с учётом явного вида фор-
мы ω.

Алгебра Ли A6,13. В алгебре Ли A6,13 имеются четыре ненулевых комму-
татора [e1, e2] = e5, [e1, e3] = e4, [e1, e4] = e6, [e2, e5] = e6 базисных векторов ei,
i = 1, . . . , 6. Следовательно, коприсоединённое представление соответствующей
группы Ли имеет два функционально независимых инварианта I1 = f6, I2 =
= 2f3f6 − f2

4 , через которые функционально выражается любой другой инвари-
ант.

Лемма 3.5.14. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f6 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A6,13, в координатах f1, f2, f4, f5 имеет вид

ω =
f6df4 ∧ df1 + f6df2 ∧ df5 + f5df4 ∧ df5

f2
6

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f1, q2 = f5, p1 =
f4
f6
, p2 =

f6f2 + f5f4
f2
6

,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−f6X4,−f6X5, 0, f6X1 + f5X5, f6X2 − f5X4, 0)

f2
6

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает,
что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся кано-
нических координат, проверяется непосредственно с учётом явного вида фор-
мы ω.

Алгебра Ли Aa
6,14. В алгебре Ли Aa

6,14 имеются четыре ненулевых комму-
татора [e1, e3] = e4, [e1, e4] = e6, [e2, e3] = e5, [e2, e5] = ae6, a �= 0, базисных
векторов ei, i = 1, . . . , 6. Следовательно, коприсоединённое представление со-
ответствующей группы Ли имеет два функционально независимых инварианта
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I1 = f6, I2 = f2
5 +af2

4 −2af3f6, через которые функционально выражается любой
другой инвариант.

Лемма 3.5.15. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f6 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли Aa

6,14, в координатах f1, f2, f4, f5 имеет вид

ω =
df1 ∧ df4 + df2 ∧ df5

af6

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f4, q2 = f5, p1 =
f1
af6

, p2 =
f2
af6

,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−aX4,−X5, 0, aX1,X2, 0)

af6
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает,
что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся кано-
нических координат, проверяется непосредственно с учётом явного вида фор-
мы ω.

Алгебра Ли A6,15. В алгебре Ли A6,15 имеются четыре ненулевых ком-
мутатора [e1, e2] = e3 + e5, [e1, e3] = e4, [e1, e4] = e6, [e2, e5] = e6 базисных
векторов ei, i = 1, . . . , 6. Следовательно, коприсоединённое представление со-
ответствующей группы Ли имеет два функционально независимых инварианта
I1 = f6, I2 = f2

4 − 2f3f6, через которые функционально выражается любой дру-
гой инвариант. Напомним, что орбита общего положения задаётся уравнениями
f6 = C1, f2

4 − 2f3f6 = C2.

Лемма 3.5.16. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f6 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A6,15, в координатах f1, f2, f4, f5 имеет вид

ω =
f6df1 ∧ df4 + (f3 + f5)df4 ∧ df5 + f6df5 ∧ df2

f2
6

∣∣∣∣
O(f)

.

Здесь функция f3 на орбите O(f) равна

f3 =
f2
4 − C2

2f6
.
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В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f4, q2 = f2, p1 =
2f6f1 − f2

5 − 2f3f5
2f2

6

, p2 =
f5
f6
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−f6X4,−f6X5, 0, f6X1 + (f3 + f5)X5, (f3 + f5)X4 − f6X2, 0)

f2
6

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает,
что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся кано-
нических координат, проверяется непосредственно с учётом явного вида фор-
мы ω.

Алгебра Ли A6,16. В алгебре Ли A6,16 имеются пять ненулевых коммута-
торов [e1, e3] = e4, [e1, e4] = e5, [e1, e5] = e6, [e2, e3] = e5, [e2, e4] = e6 базисных
векторов ei, i = 1, . . . , 6. Следовательно, коприсоединённое представление соот-
ветствующей группы Ли имеет два функционально независимых инварианта

I1 = f6, I2 = 3f3f2
6 + f3

5 − 3f4f5f6,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Напомним,
что орбита общего положения задаётся уравнениями

f6 = C1, 3f3f2
6 + f3

5 − 3f4f5f6 = C2.

Лемма 3.5.17. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f6 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A6,16, в координатах f1, f2, f4, f5 имеет вид

ω =
f5df2 ∧ df5 + f6df5 ∧ df1 + f6df2 ∧ df4

f2
6

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f5, q2 = f4, p1 =
f5f2 − f6f1

f2
6

, p2 =
f2
f6
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.
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Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−f6X5, f5X5 − f6X4, 0, f6X2, f5X2 − f6X1, 0)

f2
6

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает,
что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся кано-
нических координат, проверяется непосредственно с учётом явного вида фор-
мы ω.

Алгебра Ли A6,17. В алгебре Ли A6,17 имеются четыре ненулевых комму-
татора [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e4, [e1, e4] = e6, [e2, e5] = e6 базисных векторов ei,
i = 1, . . . , 6. Следовательно, коприсоединённое представление соответствующей
группы Ли имеет два функционально независимых инварианта I1 = f6, I2 =
= f2

4 − 2f3f6, через которые функционально выражается любой другой инвари-
ант. Напомним, что орбита общего положения задаётся уравнениями f6 = C1,
f2
4 − 2f3f6 = C2.

Лемма 3.5.18. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f6 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A6,17, имеет вид

ω =
f3df4 ∧ df5 + f6df4 ∧ df2 + f6df1 ∧ df5

f2
6

∣∣∣∣
O(f)

.

Здесь функция f3 равна

f3 =
f2
4 − C2

2f6
.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f4, q2 = f1, p1 = −f3f5 + f6f2
f2
6

, p2 = −f5
f6
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−f6X4,−f6X5, 0, f6X2 − f3X4, f6X1 + f3X5, 0)

f2
6

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает,
что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся кано-
нических координат, проверяется непосредственно с учётом явного вида фор-
мы ω.
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Алгебра Ли Aa
6,18. В алгебре Ли Aa

6,18 имеются пять ненулевых комму-
таторов [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e4, [e1, e4] = e6, [e2, e3] = e5, [e2, e5] = ae6,
a �= 0, базисных векторов ei, i = 1, . . . , 6. Следовательно, коприсоединённое
представление соответствующей группы Ли имеет два функционально незави-
симых инварианта

I1 = f6, I2 = f2
5 + af2

4 − 2af3f6,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Напомним,
что орбита общего положения задаётся уравнениями

f6 = C1, f2
5 + af2

4 − 2af3f6 = C2.

Лемма 3.5.19. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f6 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли Aa

6,18, имеет вид

ω =
af6df1 ∧ df4 + f3df5 ∧ df4 + f6df2 ∧ df5

af2
6

∣∣∣∣
O(f)

.

Здесь функция f3 на орбите O(f) равна

f3 =
f2
5 + af2

4 − C2

2af6
.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f4, q2 = f5, p1 =
3a2f2

6 f1 − f3
5 − af2

4 f5 + 3af3f6f5
3a2f3

6

, p2 =
f2
af6

,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−af6X4,−f6X5, 0, af6X1 + f3X5, f6X2 − f3X4, 0)

af2
6

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает,
что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся кано-
нических координат, проверяется непосредственно с учётом явного вида фор-
мы ω.

Алгебра Ли A6,19. В алгебре Ли A6,19 имеются пять ненулевых коммута-
торов [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e4, [e1, e4] = e5, [e1, e5] = e6, [e2, e3] = e6 базисных
векторов ei, i = 1, . . . , 6. Следовательно, коприсоединённое представление со-
ответствующей группы Ли имеет два функционально независимых инварианта
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I1 = f6, I2 = f2
5 − 2f4f6, через которые функционально выражается любой

другой инвариант. Орбита общего положения задаётся уравнениями f6 = C1,
f2
5 − 2f4f6 = C2.

Лемма 3.5.20. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f6 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A6,19, в координатах f1, f2, f3, f5 имеет вид

ω =
f6df1 ∧ df5 + f3df3 ∧ df5 + f4df5 ∧ df2 + f6df2 ∧ df3

f2
6

∣∣∣∣
O(f)

.

Здесь функция f4 равна

f4 =
f2
5 − C2

2f6
.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f5, q2 = f3, p1 =
2f6f1 + f2

3 − f2f4
f2
6

, p2 =
f2
f6
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−f6X5, f4X5 − f6X3, f6X2 − f3X5, 0, f6X1 + f3X3 − f4X2, 0)

f2
6

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает,
что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся кано-
нических координат, проверяется непосредственно с учётом явного вида фор-
мы ω.

Алгебра Ли A6,20. В алгебре Ли A6,20 имеются шесть ненулевых ком-
мутаторов [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e4, [e1, e4] = e5, [e1, e5] = e6, [e2, e3] = e5,
[e2, e4] = e6 базисных векторов ei, i = 1, . . . , 6. Следовательно, коприсоеди-
нённое представление соответствующей группы Ли имеет два функционально
независимых инварианта

I1 = f6, I2 = f3
5 + 3f3f2

6 − 3f4f5f6,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбита
общего положения задаётся уравнениями

f6 = C1, f3
5 + 3f3f2

6 − 3f4f5f6 = C2.
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Лемма 3.5.21. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f6 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A6,20, имеет вид

ω =
f6df1 ∧ df5 + f3df4 ∧ df5 + f5df5 ∧ df2 + f6df2 ∧ df4

f2
6

∣∣∣∣
O(f)

.

Здесь функция f3 равна

f3 =
3f4f5f6 + C2 − f3

5

3f2
6

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f5, q2 = f4, p1 =
2f6f1 + f3f4 − 2f5f2

2f2
6

, p2 =
f2
f6
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−f6X5, f5X5 − f6X4, 0, f6X2 − f3X5, f6X1 + f3X4 − f5X2, 0)

f2
6

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает,
что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся кано-
нических координат, проверяется непосредственно с учётом явного вида фор-
мы ω.

Алгебра Ли A6,21. В алгебре Ли A6,21 имеются пять ненулевых коммута-
торов [e1, e2] = e3, [e1, e5] = e6, [e2, e3] = e4, [e2, e4] = e5, [e3, e4] = e6 базисных
векторов ei, i = 1, . . . , 6. Следовательно, коприсоединённое представление соот-
ветствующей группы Ли имеет два функционально независимых инварианта

I1 = f6, I2 = f2
4 + 2f2f6 − 2f3f5,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбита
общего положения задаётся уравнениями

f6 = C1, I2 = f2
4 + 2f2f6 − 2f3f5 = C2.

Лемма 3.5.22. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f6 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A6,21, в координатах f1, f3, f4, f5 имеет вид

ω =
df1 ∧ df5 + df3 ∧ df4

f6

∣∣∣∣
O(f)

.
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В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f5, q2 = f4, p1 =
f1
f6
, p2 =

f3
f6
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.

Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−X5, 0,−X4,X3,X1, 0)

f6
,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает,
что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся кано-
нических координат, проверяется непосредственно с учётом явного вида фор-
мы ω.

Алгебра Ли A6,22. В алгебре Ли A6,22 имеются шесть ненулевых ком-
мутаторов [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e5, [e1, e5] = e6, [e2, e3] = e4, [e2, e4] = e5,
[e3, e4] = e6 базисных векторов ei, i = 1, . . . , 6. Следовательно, коприсоеди-
нённое представление соответствующей группы Ли имеет два функционально
независимых инварианта

I1 = f6, I2 = 2f3
5 + 3f2

4 f6 + 6f2f2
6 − 6f3f5f6,

через которые функционально выражается любой другой инвариант. Орбита
общего положения задаётся уравнениями

f6 = C1, I2 = 2f3
5 + 3f2

4 f6 + 6f2f2
6 − 6f3f5f6 = C2.

Лемма 3.5.23. Каноническая симплектическая структура ω на орбитах O(f)
общего положения (f6 �= 0) коприсоединённого представления Ad∗ группы Ли,
отвечающей алгебре Ли A6,22, в координатах f1, f3, f4, f5 имеет вид

ω =
f6df1 ∧ df5 + f5df4 ∧ df5 + f6df3 ∧ df4

f2
6

∣∣∣∣
O(f)

.

В качестве канонических координат на орбите O(f) можно взять функции

q1 = f5, q2 = f4, p1 =
f6f1 + f5f4

f2
6

, p2 =
f3
f6
,

при этом
ω = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2.

Плоская симплектическая связность (с тривиальной группой голономии), зада-
ваемая в этой системе координат функциями Γi

jk ≡ 0, позволяет определить
нетривиальные классы Маслова на всех таких орбитах.
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Доказательство. Простые вычисления показывают, что если X = ad∗
x f , то

можно положить

x =
(−f6X5, 0,−f6X4, f6X3 − f5X5, f6X1 + f5X4, 0)

f2
6

,

где X = (X1,X2,X3,X4,X5,X6), f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6). Отсюда вытекает,
что форма ω имеет вид, указанный в лемме. Утверждение, касающееся кано-
нических координат, проверяется непосредственно с учётом явного вида фор-
мы ω.

3.6. Плоские симплектические связности
на орбитах коприсоединённого представления
тензорных расширений групп Ли малых размерностей

Пусть G—произвольная алгебра Ли, Ω(G) = G⊗(R[x]/(x2)), g— группа Ли,
отвечающая алгебре Ли G, а Ω(g)— группа Ли, отвеающая алгебре Ли Ω(G).
Для функции F , определённой на пространстве G∗, алгоритм (A) из главы 1
позволяет построить набор функций, A(F ) =

{
f (1), F (2)

}
(см. разделы 1.1 и 1.2).

Предположим, что S— семейство функций, определённых на простран-
стве G∗, и пусть S представлено в виде объединения двух непересекающихся
подмножеств

S = S1 ∪ S2, S1 ∩ S2 = ∅, S1 = {q1, . . . , qn}, S2 = {p1, . . . , pn}.
Положим

L(S) = L(S1) ∪ L(S2),

где

L(S1) =
{
q
(1)
1 , . . . , q(1)n , q

(2)
1 , . . . , q(2)n

}
, L(S2) =

{
p
(2)
1 , . . . , p(2)

n , p
(1)
1 , . . . , p(1)

n

}
.

Определим две функции

B(S) =
∑

f∈A(S)

f2, T (S) =
∑

f∈A(S1)

f2 +
∑

f∈A(S2)

sin2 f

на пространстве Ω(G)∗.
Итог нашего исследования плоских симплектических связностей на орбитах

коприсоединённого представления групп Ли малых размерностей подводится
в теоремах 3.6.1—3.6.4.

Теорема 3.6.1. Пусть G—неразложимая вещественная трёхмерная алгебра
Ли, G �= so(3). Тогда на всех орбитах Os, s = 1, 2, . . . , общего положения
коприсоединённого представления группы Ли gs, отвечающей алгебре Ли

Gs =
(
. . .
(
G⊗ R[x1]/(x2

1) ⊗ . . .
)
. . .
)
⊗ R[xs]/(x2

s),

определены нетривиальные классы Маслова, где dimOs = 2s+1. На всех этих
орбитах имеются вполне интегрируемые гамильтоновы системы, на торах Лиу-
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вилля которых индексы Маслова нетривиальны. Гамильтонианы этих систем
получаются с помощью алгоритмов B и T из следующих систем функций
S = S1 ∪ S2 (в базисе, указанном при исследовании трёхмерных алгебр Ли
в разделе 3.2):

1) S1 = {q = f3}, S2 =
{
p =

f2
f1

}
;

2) S1 = {q = f1}, S2 =
{
p = −f3

f1

}
;

3) S1 = {q = f1}, S2 =
{
p = −f3

f1

}
;

4) S1 = {q = f1}, S2 =
{
p = −f3

f1

}
;

5) S1 = {q = f1}, S2 =
{
p =

f3
f1

}
;

6∗ а) на карте u1 = {f1 �= 0} положим

S1 = {q = f3}, S2 =
{
p = arctg

f2
f1

}
;

6∗ б) на карте u2 = {f2 �= 0} положим

S1 = {q = f3}, S2 =
{
p =

π

2
− arctg

f1
f2

}
;

7∗ а) на карте u1 = {af1 − f2 �= 0} положим

S1 = {q = f3}, S2 =
{
p = arctg

f2
f1

}
;

7∗ б) на карте u2 = {f1 + af2 �= 0} положим

S1 = {q = f3}, S2 =
{
p =

π

2
− arctg

f1
f2

}
;

8∗ а) для однополостных гиперболоидов f2
2 + f1f2 = a2 положим

S1 =
{
q = arch

f2
a

}
, S2 =

{
p =

a

2

√
f2
2

a2
− 1 arch

f2
1 − f2

2

2(f2
2 − a2)

}
;

8∗ б) для двуполостных гиперболоидов f2
2 + f1f2 = −a2 положим

S1 =
{
q = arch

f2
a

}
, S2 =

{
p =

a

2

√
f2
2

a2
+ 1 arch

f2
1 − f2

2

2(f2
2 + a2)

}
.

Здесь звёздочкой обозначены те случаи, когда для построения нужного гамиль-
тониана нужно использовать алгоритм T . Применяя алгоритм B к указанным
функциям (p, q), мы получим канонические координаты на всех орбитах общего
положения коприсоединённого представления группы Ли gs.
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Доказательство. Утверждение следует из результатов раздела 3.2 и теоре-
мы 1.6.1.

Теорема 3.6.2. Пусть G—неразложимая вещественная четырёхмерная ал-
гебра Ли. Тогда на всех орбитах Os, s = 1, 2, . . . , общего положения коприсо-
единённого представления группы Ли gs, отвечающей алгебре Ли

Gs = (. . . (G⊗ R[x1]/(x2
1) ⊗ . . .) . . .) ⊗ R[xs]/(x2

s),

определены нетривиальные классы Маслова, где dimOs = 2s+2, если indG = 0,
и dimOs = 2s+1, если indG = 2. На всех этих орбитах имеются вполне интегри-
руемые гамильтоновы системы, на торах Лиувилля которых индексы Маслова
нетривиальны. Гамильтонианы этих систем получаются с помощью алгоритмов
B и T из следующих систем функций S = S1 ∪ S2 (в базисе, указанном при
исследовании четырёхмерных алгебр Ли в разделе 3.3):

1) S1 = {q = f4}, S2 =
{
p =

f2
f1

}
;

2) S1 = {q = f4}, S2 = {p = f1};

3) S1 = {q = f1}, S2 =
{
p = −f4

f1

}
;

4) S1 = {q = f1}, S2 =
{
p = −f4

f1

}
;

5) S1 = {q = f1}, S2 =
{
p = −f4

f1

}
;

6) S1 = {q = f1}, S2 =
{
p = − f4

af1

}
;

7) S1 = {q1 = f1, q2 = f2}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
2f2f3 − 2f4f1 − f2

2

8f2
1

, p2 = − f3
2f1

;

8) S1 = {q = f3}, S2 =
{
p = −f2

f1

}
;

9) S1 = {q1 = f1, q2 = f2}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f2f3 − f1f4
(1 + b)f2

1

, p2 = −f3
f1

;

10) S1 = {q = f3}, S2 =
{
p = −f2

f1

}
;

11) S1 = {q1 = f1, q2 = f2}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
2af2f3 − f2

2 − f2
3 − 2f1f4

4af2
1

, p2 = −f3
f1

;
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12∗) S1 = {q1 = f1, q2 = f2}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
2af2f3 − f2

2 − f2
3 − 2f1f4

4af2
1

, p2 = −f3
f1
.

Здесь звёздочкой обозначены те случаи, когда для построения нужного гамиль-
тониана нужно использовать алгоритм T . Применяя алгоритм B к указанным
функциям (p, q), мы получим канонические координаты на всех орбитах общего
положения коприсоединённого представления группы Ли gs.

Доказательство. Утверждение следует из результатов раздела 3.3 и теоре-
мы 1.6.1.

Теорема 3.6.3. Пусть G—неразложимая вещественная пятимерная алгебра
Ли. Тогда на всех орбитах Os, s = 1, 2, . . . , общего положения коприсоединён-
ного представления группы Ли gs, отвечающей алгебре Ли

Gs = (. . . (G⊗ R[x1]/(x2
1) ⊗ . . .) . . .) ⊗ R[xs]/(x2

s),

определены нетривиальные классы Маслова, где dimOs = 2s+2, если indG = 1,
и dimOs = 2s+1, если indG = 3. На всех этих орбитах имеются вполне интегри-
руемые гамильтоновы системы, на торах Лиувилля которых индексы Маслова
нетривиальны. Гамильтонианы этих систем получаются с помощью алгоритмов
B и T из следующих систем функций S = S1 ∪ S2 (в базисе, указанном при
исследовании пятимерных алгебр Ли в разделе 3.4):

1) S1 = {q = f5}, S2 =
{
p =

f3
f1

}
;

2) S1 = {q = f5}, S2 =
{
p =

f2
f1

}
;

3 а) S1 = {q = f5}, S2 = {p}, где

p =
1

f1
√
f2
1 + f2

2

arctg
f3√

f2
1 + f2

2

на орбитах, где f1 �= 0;

3 б) S1 = {q = f5}, S2 = {p},

где p =
1

f2
√
f2
1 + f2

2

arctg
f3√

f2
1 + f2

2

на орбитах, где f2 �= 0;

4) S1 = {q1 = f4, q2 = f5}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f2
f1
, p2 =

f3
f1

;

5) S1 = {q1 = f2, q2 = f5}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f2f3
f2
1

, p2 =
f2
f1

;

6) S1 = {q1 = f3, q2 = f2}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f3f2 − f1f4

f2
1

, p2 =
f2f4 − f5f1

f2
1

;
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7) S1 = {q = f1}, S2 =
{
p = −f5

f1

}
;

8) S1 = {q = f5}, S2 =
{
p =

f2
f1

}
;

9) S1 = {q = f1}, S2 =
{
p = −f5

f1

}
;

10) S1 = {q = f5}, S2 =
{
p =

f2
f1

}
;

11) S1 = {q = f1}, S2 =
{
p = −f5

f1

}
;

12) S1 = {q = f1}, S2 =
{
p = −f5

f1

}
;

13) S1 = {q = f1}, S2 =
{
p = −f5

f1

}
;

14) S1 = {q = f5}, S2 =
{
p =

f2
f1

}
;

15) S1 = {q = f1}, S2 =
{
p = −f5

f1

}
;

16) S1 = {q = f1}, S2 =
{
p = −f5

f1

}
;

17∗ а) на карте u1 = {pf1 − f2 �= 0} положим

S1 = {q = f5}, S2 =
{
p = arctg

f2
f1

}
;

17∗ б) на карте u2 = {f1 + pf2 �= 0} положим

S1 = {q = f5}, S2 =
{
p =

π

2
− arctg

f1
f2

}
;

18∗ а) на карте u1 = {pf1 − f2 �= 0} положим

S1 = {q = f5}, S2 =
{
p = arctg

f2
f1

}
;

18∗ б) на карте u2 = {f1 + pf2 �= 0} положим

S1 = {q = f5}, S2 =
{
p =

π

2
− arctg

f1
f2

}
;

19) S1 = {q1 = f1, q2 = f3}, S2 = {p1, p2},

где p1 = − (a− 1)f2f3 + f1f5
af2

1

, p2 =
f2
f1
, a �= 0;
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20) S1 = {q1 = f1, q2 = f3}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
(1 − a)f2f3 − f1f5

af2
1

, p2 =
f2
f1
, a �= 0;

21) S1 = {q1 = f3, q2 = f1}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f2
f1
, p2 =

f2
3 − 2f2f3 − 2f2f4

4f2
1

− f5
2f1

;

22) S1 = {q1 = f3, q2 = f4}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f2
f1
, p2 =

f2
3

2f1
+
f5
f4

;

23) S1 = {q1 = f3, q2 = f1}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f2
f1
, p2 =

f2
3 − 2f5f1 − 2f2f3

4f2
1

;

24) S1 = {q1 = f3, q2 = f1}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f2
f1
, p2 =

f2
3 − 2f5f1 − 2f2f3

4f2
1

;

25) S1 = {q1 = f3, q2 = f4}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f2
f1
, p2 = − f5

bf4
+
f2
2 + f2

3 − 2pf2f3
2bf1f4

;

26 а) если p �= 0, то
S1 = {q1 = f3, q2 = f1}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f2
f1
, p2 =

f2
2 + f2

3 − 2pf2f3
4pf2

1

;

26 б) если p = 0, то
S1 = {q1 = f2, q2 = f4}, S2 = {p1, p2},

где p1 = −f3
f1

− f2f4
f2
1

, p2 =
f2
3

2f2
1

− f5
f1

;

27) S1 = {q1 = f3, q2 = f1}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f2
f1
, p2 = −f5

f1
+ (f4 − f3)

f2
f2
1

;

28) S1 = {q1 = f3, q2 = f4}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f2
f1
, p2 = −f2f3 + f4f2

f4f1
− f5
f4

;

29) S1 = {q1 = f4, q2 = f1}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f2
f1
, p2 = −f2f3

f2
1

− f5
f1

;
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30 а) если a �= −1, то
S1 = {q1 = f1, q2 = f4}, S2 = {p1, p2},

где p1 = − f2f4
(a+ 1)f2

1

− f5
(a+ 1)f1

, p2 =
f2
f1

;

30 б) если a = −1, то
S1 = {q1 = f2, q2 = f3}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
2f3f4 + f2f5
f2
2 − 2f1f3

, p2 = −f2f4 + f1f5
f2
2 − 2f1f3

;

31) S1 = {q1 = f4, q2 = f1}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f2
f1
, p2 =

f3
3 − 3f1f2f3 − 3f1f2f4

9f3
1

− f5
3f1

;

32) S1 = {q1 = f4, q2 = f1}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f2
f1
, p2 = −f5

f1
;

33) S1 = {q1 = f1, q2 = f2}, S2 = {p1, p2},

где p1 = −f4
f1
, p2 = −f5

f2
;

34) S1 = {q1 = f2, q2 = f5}, S2 = {p1, p2},

где p1 = −f4
f2
, p2 =

f3
f2

;

35) S1 = {q1 = f1, q2 = f3}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f3f5 − f2f4
f2
2 + f2

3

, p2 = −f2f5 + f3f4
f2
2 + f2

3

;

36) S1 = {q1 = f3, q2 = f1}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f2
f1
, p2 = −f4

f1
;

37) S1 = {q1 = f2, q2 = f1}, S2 = {p1, p2},

где p1 = −f3
f1
, p2 =

f2f3
2f2

1

− f4
2f1

;

38) S1 = {q1 = f2, q2 = f1}, S2 = {p1, p2},

где p1 = −
(
f3
f1

ln f1 +
f5
f2

)
, p2 = −f4

f1
;

39∗ а) на карте u1 = {f1 �= 0} положим
S1 = {q1 = f5, q2 = f2 − f3p2}, S2 = {p1, p2},

где p1 = ln
√
f2
1 + f2

2 , p2 = arctg
f2
f1

;
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39∗ б) на карте u2 = {f2 �= 0} положим
S1 = {q1 = f5, q2 = f2 − f3p2}, S2 = {p1, p2},

где p1 = ln
√
f2
1 + f2

2 , p2 =
π

2
− arctg

f1
f2

;

40∗ а) на карте u1 = {f4 �= 0} положим
S1 = {p1, p2}, S2 = {q1, q2},

где q1 =
√
f2
4 + f2

5 , q2 = arctg
f5
f4
,

а p1, p2 —функции, построенные в разделе 3.4.2;

40∗ б) на карте u2 = {f5 �= 0} положим
S1 = {p1, p2}, S2 = {q1, q2},

где q1 =
√
f2
4 + f2

5 , p2 =
π

2
− arctg

f4
f5
,

а p1, p2 —функции, построенные в разделе 3.4.2.

Здесь звёздочкой обозначены те случаи, когда для построения нужного гамиль-
тониана нужно использовать алгоритм T . Применяя алгоритм B к указанным
функциям (p, q), мы получим канонические координаты на всех орбитах общего
положения коприсоединённого представления группы Ли gs.

Доказательство. Утверждение следует из результатов раздела 3.4 и теоре-
мы 1.6.1.

Теорема 3.6.4. Пусть G—неразложимая вещественная нильпотентная ше-
стимерная алгебра Ли. Тогда на всех орбитах Os, s = 1, 2, . . . , общего положения
коприсоединённого представления группы Ли gs, отвечающей алгебре Ли

Gs = (. . . (G⊗ R[x1]/(x2
1) ⊗ . . .) . . .) ⊗ R[xs]/(x2

s),

определены нетривиальные классы Маслова, где dimOs = 2s+1, если indG = 4,
и dimOs = 2s+2, если indG = 2. На всех этих орбитах имеются вполне интегри-
руемые гамильтоновы системы, на торах Лиувилля которых индексы Маслова
нетривиальны. Гамильтонианы этих систем получаются с помощью алгорит-
ма B из следующих систем функций S = S1 ∪ S2 (в базисе, указанном при
исследовании шестимерных алгебр Ли в разделе 3.5):

1) S1 = {q = f3}, S2 =
{
p =

f1
f4

}
;

2) S1 = {q = f5}, S2 =
{
p =

f1
f6

}
;

3 а) S1 = {q = f3}, S2 =
{
p =

f1
f4

}
на орбитах, где f4 �= 0;

3 б) S1 = {q = f3}, S2 =
{
p =

f2
f5

}
на орбитах, где f5 �= 0;
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3 в) S1 = {q = f2}, S2 =
{
p =

f1
f6

}
на орбитах, где f6 �= 0;

4) S1 = {q1 = f3, q2 = f4}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f1
f6
, p2 =

f5f3 − f6f2
f2
6

;

5) S1 = {q1 = f1, q2 = f2}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
af6f4 − f5f3
f2
5 − af2

6

, p2 =
f6f3 − f5f4
f2
5 − af2

6

;

6) S1 = {q1 = f4, q2 = f3}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
−f6f3 + f5f1 + f2f4

f2
5

, p2 =
f2
f5

;

7) S1 = {q1 = f4, q2 = f3}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f6f1 − f4f2

f5f6
, p2 =

f2
f6

;

8) S1 = {q1 = f5, q2 = f3}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
2f4f2 − f2

3 − 2f5f3
f4f6

, p2 =
f1
f4

;

9) S1 = {q1 = f5, q2 = f3}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
2f6f1 + f2

3 + 2f4f2
2f2

6

, p2 =
f2
f6

;

10) S1 = {q1 = f3, q2 = f4}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f5f1 − f6f2 + f3f4

f2
5 − af2

6

, p2 =
f5f2 − af6f1
f2
5 − af2

6

;

11) S1 = {q1 = f4, q2 = f3}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f2
3 − 2f2f4 + 2f6f1

2f5f6
, p2 =

f2
f6

;

12) S1 = {q1 = f4, q2 = f5}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f1
f6
, p2 =

f2
f6

;

13) S1 = {q1 = f1, q2 = f5}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f4
f6
, p2 =

f6f2 + f5f4
f2
6

;

14) S1 = {q1 = f4, q2 = f5}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f1
af6

, p2 =
f2
af6

;
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15) S1 = {q1 = f4, q2 = f2}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
2f6f1 − f2

5 − 2f3f5
2f2

6

, p2 =
f5
f6

;

16) S1 = {q1 = f5, q2 = f4}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f5f2 − f6f1

f2
6

, p2 =
f2
f6

;

17) S1 = {q1 = f4, q2 = f1}, S2 = {p1, p2},

где p1 = −f3f5 + f6f2
f2
6

, p2 = −f5
f6

;

18) S1 = {q1 = f4, q2 = f5}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
3a2f2

6 f1 − f3
5 − af2

4 f5 + 3af3f6f5
3a2f3

6

, p2 =
f2
af6

;

19) S1 = {q1 = f5, q2 = f3}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
2f6f1 + f2

3 − f2f4
f2
6

, p2 =
f2
f6

;

20) S1 = {q1 = f5, q2 = f4}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
2f6f1 + f3f4 − 2f2f5

2f2
6

, p2 =
f2
f6

;

21) S1 = {q1 = f5, q2 = f4}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f1
f6
, p2 =

f3
f6

;

22) S1 = {q1 = f5, q2 = f4}, S2 = {p1, p2},

где p1 =
f6f1 + f5f4

f2
6

, p2 =
f3
f6
.

Применяя алгоритм B к указанным функциям (p, q), мы получим канонические
координаты на всех орбитах общего положения коприсоединённого представле-
ния группы Ли gs.

Доказательство. Утверждение следует из результатов раздела 3.5 и теоре-
мы 1.6.1.

4. Полная интегрируемость
некоторых классов неконсервативных систем

Если в первой части работы рассматривались консервативные системы, для
которых имеется техника исследования, опирающаяся на топологические инва-
рианты, то во второй части изучаются неконсервативные системы, для кото-
рых методика исследования, например, гамильтоновых систем, вообще говоря,
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неприменима. Таким образом, для систем из второй части работы необходи-
мо в некотором смысле «в лоб» интегрировать основное уравнение динамики.
Мы обобщаем старые, а также получаем новые случаи полной интегрируемо-
сти в трансцендентных функциях в динамике двух-, трёх- и четырёхмерного
твёрдого тела, находящегося в неконсервативном поле сил.

Результаты предлагаемой работы являются развитием предыдущих иссле-
дований, в том числе и некоторой прикладной задачи из динамики твёрдого
тела [1,49—51,122,166—168,171—176,179—181,183,184,187,188,190,192—195,198,
224—229,232], где были получены полные списки трансцендентных первых ин-
тегралов, выражающихся через конечную комбинацию элементарных функций.
Позднее данное обстоятельство позволило провести полный анализ всех фа-
зовых траекторий и указать на те их свойства, которые обладали грубостью
и сохранялись для систем более общего вида. Полная интегрируемость таких
систем была связана с симметриями скрытого типа.

Как известно, понятие интегрируемости, вообще говоря, достаточно расплыв-
чатое. При его построении необходимо учитывать, в каком смысле оно понима-
ется (имеется в виду некий критерий, по которому делается вывод о том, что
траектории рассматриваемой динамической системы устроены особенно «при-
влекательно и просто»), в классе каких функций ищутся первые интегралы
и т. д. (см. [19,21, 177, 178, 186, 189]).

В данной работе принимается подход, который учитывает в качестве класса
функций для первых интегралов трансцендентные функции, причём элементар-
ные. Здесь трансцендентность понимается не в смысле теории элементарных
функций (например, тригонометрических), а в смысле наличия у них суще-
ственно особых точек (согласно классификации, принятой в теории функций
комплексного переменного). При этом функции необходимо формально продол-
жить в комплексную область. Такие системы являются, как правило, сильно
неконсервативными (см. также [189, 194]).

4.1. Предварительные рассуждения и результаты

Конечно, в общем случае построить какую-либо теорию интегрирования
неконсервативных систем (хотя бы и невысокой размерности) довольно за-
труднительно. Но в ряде случаев, когда исследуемые системы обладают до-
полнительными симметриями, удаётся найти первые интегралы через конечные
комбинации элементарных функций [19,21, 177, 178, 186, 189].

Эта работа возникла из плоской задачи движения в сопротивляющейся сре-
де твёрдого тела, поверхностью контакта со средой которого является плоский
участок его внешней поверхности. Силовое поле в этом случае строится из
соображений воздействия среды на тело при струйном (или отрывном) обте-
кании в условиях квазистационарности. Оказывается, что изучение движения
такого класса тел сводится к системам либо с рассеянием энергии ((чисто) дис-
сипативные системы, или системы в диссипативном силовом поле), либо с её
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подкачкой (так называемые системы с антидиссипацией, или системы с разгоня-
ющими силами). Отметим, что подобные задачи уже появлялись в прикладной
аэродинамике.

Рассматриваемые ранее задачи стимулировали и стимулируют развитие ка-
чественного аппарата исследования, который существенным образом дополняет
качественную теорию неконсервативных систем с диссипацией обоих знаков
(см. [19,21, 177, 178, 186, 189]).

Были также качественно исследованы нелинейные эффекты от движения
в плоской и пространственной динамике твёрдого тела и обоснована на каче-
ственном уровне необходимость введения определений относительной грубости
и относительной негрубости различных степеней (см. [170—182, 184, 185]).

Следующий спектр результатов позволил во вполне определённом стиле под-
готовить данную работу.

1. Были разработаны методы качественного исследования диссипативных си-
стем и систем с антидиссипацией, позволившие получить условия бифур-
кации рождения устойчивых и неустойчивых автоколебаний, а также усло-
вия отсутствия любых особых траекторий. Метод исследования плоских
топографических систем Пуанкаре и систем сравнения удалось распро-
странить на высшие размерности. Были получены достаточные условия
устойчивости по Пуассону (всюду плотности возле себя) некоторых клас-
сов незамкнутых траекторий динамических систем [224—232].

2. В двумерной и трёхмерной динамике твёрдого тела были обнаружены пол-
ные списки первых интегралов диссипативных систем и систем с антидис-
сипацией, являющихся трансцендентными (в смысле классификации их
особенностей) функциями, выражающимися в ряде случаев через элемен-
тарные функции. Были введены новые определения свойств относительной
грубости и относительной негрубости различных степеней, которыми об-
ладают проинтегрированные системы.

3. Были получены многопараметрические семейства топологически неэкви-
валентных фазовых портретов, возникающие в чисто диссипативных си-
стемах (т. е. системах с переменной диссипацией с ненулевым (положи-
тельным) средним). Почти каждый портрет таких семейств (абсолютно)
груб.

4. Были обнаружены новые качественные аналогии между свойствами дви-
жения свободных тел в сопротивляющейся среде, покоящейся на беско-
нечности, и тел закреплённых, находящихся в потоке набегающей сре-
ды [189, 194].

Многие результаты данной работы регулярно докладывались на множестве
семинаров, в том числе и на семинаре «Актуальные проблемы геометрии и ме-
ханики» имени профессора В. В. Трофимова [56] под руководством Д. В. Геор-
гиевского и М. В. Шамолина.
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4.2. Динамические системы с переменной диссипацией
как класс систем, допускающих полное интегрирование

4.2.1. Наглядная характеристика динамических систем с переменной
диссипацией

Поскольку при первоначальном моделировании воздействия среды на твёр-
дое тело использовалась экспериментальная информация о свойствах струйного
обтекания, потребовалось исследовать класс динамических систем, которые об-
ладают свойством (относительной) структурной устойчивости (относительной
грубости). Поэтому вполне естественно было ввести эти определения для таких
систем. При этом многие из рассматриваемых систем оказались (абсолютно)
грубыми по Андронову—Понтрягину [5—14].

После некоторых упрощений (например в двумерной динамике) динамиче-
ская часть общей системы уравнений плоскопараллельного движения может
быть сведена к маятниковой системе второго порядка, в которой присутствует
линейная неконсервативная (знакопеременная диссипативная) сила с коэффи-
циентом, который при разных значениях имеющейся в системе периодической
фазовой координаты имеет разный знак.

Таким образом, в данном случае мы будем говорить о системах с так называ-
емой переменной диссипацией, где термин «переменный» относится не столько
к величине коэффициента диссипации, сколько к возможной смене его знака
(поэтому разумнее было бы употреблять термин «знакопеременный»).

В среднем за период по имеющейся периодической координате диссипация
может быть как положительной («чисто» диссипативные системы), так и от-
рицательной (системы с разгоняющими силами), а также равной нулю (при
этом не равной нулю тождественно). В последнем случае будем говорить о си-
стемах с переменной диссипацией с нулевым средним (такие системы можно
ассоциировать с «почти» консервативными системами).

Как уже отмечалось ранее, были обнаружены важные механические ана-
логии, возникающие при сравнении качественных свойств стационарного дви-
жения свободного тела и равновесия маятника в потоке среды. Такие анало-
гии носят глубокий опорный смысл, поскольку позволяют перенести свойства
нелинейных динамических систем для маятника на динамические системы для
свободного тела. И те и другие системы принадлежат к классу так называе-
мых маятниковых динамических систем с переменной диссипацией с нулевым
средним.

При дополнительных условиях вышеописанная эквивалентность распростра-
няется и на случай пространственного движения, что позволяет говорить об
общем характере симметрий, имеющихся в системе с переменной диссипацией
с нулевым средним при плоскопараллельном и при пространственном движе-
ниях (о плоском и пространственном вариантах маятника в потоке среды см.
также [122, 167]).
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Ниже будут приведены классы нелинейных систем второго, третьего и выс-
ших порядков, интегрируемых в трансцендентных (в смысле теории функций
комплексного переменного) элементарных функциях. Для примера, такими яв-
ляются пятипараметрические динамические системы, включающие в себя боль-
шинство систем, исследовавшихся ранее в динамике маломерного (двумерный и
трёхмерный случаи) твёрдого тела, взаимодействующего со средой:

α̇ = a sinα+ bω + γ1 sin5 α+ γ2ω sin4 α+ γ3ω
2 sin3 α+ γ4ω

3 sin2 α+ γ5ω
4 sinα,

ω̇ = c sinα cosα+ dω cosα+ γ1ω sin4 α cosα+ γ2ω
2 sin3 α cosα+

+ γ3ω
3 sin2 α cosα+ γ4ω

4 sinα cosα+ γ5ω
5 cosα.

В этой связи ранее были введены определения относительной структурной
устойчивости (относительной грубости) и относительной структурной неустой-
чивости (относительной негрубости) различных степеней. Последние свойства
были доказаны для систем, появляющихся, например, в [172, 175].

Чисто диссипативные динамические системы (впрочем, как и (чисто) анти-
диссипативные), которые в нашем случае могут принадлежать к системам с пе-
ременной диссипацией с ненулевым средним, являются, как правило, структур-
но устойчивыми ((абсолютно) грубыми), а системы с переменной диссипацией
с нулевым средним (которые, как правило, обладают дополнительными сим-
метриями) являются либо структурно неустойчивыми (негрубыми), либо толь-
ко относительно структурно устойчивыми (относительно грубыми). Последнее
утверждение доказать в общем случае затруднительно.

Например, динамическая система вида

α̇ = Ω + β sinα,

Ω̇ = −β sinα cosα

является относительно структурно устойчивой (относительно грубой) и топо-
логически эквивалентной системе, описывающей закреплённый маятник, поме-
щённый в поток набегающей среды [172, 175]. Ниже будет указан её первый
интеграл, являющийся трансцендентной (в смысле теории функций комплекс-
ного переменного, имеющей существенно особые точки после её продолжения
в комплексную область) функцией фазовых переменных, выражающейся че-
рез конечную комбинацию элементарных функций [172, 175]. Фазовый цилиндр
R

2{α,Ω} квазискоростей рассматриваемой системы имеет интересную тополо-
гическую структуру разбиения на траектории (подробнее см. [183, 186—198]).

Хотя рассматриваемая динамическая система и неконсервативна, во враща-
тельной области (и только в ней) фазовой плоскости R

2{α,Ω} она допускает
сохранение инвариантной меры с переменной плотностью. Данное свойство ха-
рактеризует рассматриваемую систему как систему с переменной диссипацией
с нулевым средним.
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4.2.2. Одно из определений системы с переменной диссипацией
с нулевым средним

Будем изучать системы обыкновенных дифференциальных уравнений, имею-
щих периодическую фазовую координату. Исследуемые системы обладают таки-
ми симметриями, при которых в среднем за период по периодической координате
сохраняется их фазовый объём. Так, например, следующая маятниковая система
с гладкой и периодической по α периода T правой частью V(α, ω) вида

α̇ = −ω + f(α), ω̇ = g(α), f(α+ T ) = f(α), g(α+ T ) = g(α),

сохраняет свою фазовую площадь на фазовом цилиндре за период T :

T∫
0

div V(α, ω) dα =

T∫
0

(
∂

∂α

(
−ω + f(α)

)
+

∂

∂ω
g(α)

)
dα =

T∫
0

f ′(α) dα = 0.

Рассматриваемая система эквивалентна уравнению маятника

α̈− f ′(α)α̇+ g(α) = 0,

в котором интеграл от коэффициента f ′(α) при диссипативном члене α̇ в сред-
нем за период равен нулю.

Видно, что рассматриваемая система имеет такие симметрии, при которых
она становится так называемой системой с переменной диссипацией с нулевым
средним в смысле следующего определения (см. также [194]).

Определение 4.2.1. Рассмотрим гладкую автономную систему (n+1)-го по-
рядка нормального вида, заданную на цилиндре R

n{x} × S1{α mod 2π}, где
α—периодическая координата периода T > 0. Дивергенцию правой части (ко-
торая, вообще говоря, является функцией всех фазовых переменных и не равна
тождественно нулю) данной системы обозначим через div(x, α). Назовём такую
систему системой с переменной диссипацией с нулевым (ненулевым) средним,
если функция

T∫
0

div(x, α) dα

равна (не равна) тождественно нулю. При этом в некоторых случаях (например,
когда в отдельных точках окружности S1{α mod 2π} возникают особенности)
данный интеграл понимается в смысле главного значения.

Необходимо заметить, что дать общее определение системы с переменной
диссипацией с нулевым (ненулевым) средним весьма непросто. Приведённое
только что определение использует понятие дивергенции (как известно, ди-
вергенция правой части системы нормального вида характеризует изменение
фазового объёма в фазовом пространстве данной системы).
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4.3. Системы с симметриями и переменной диссипацией
с нулевым средним

Рассмотрим системы вида (точкой обозначена производная по времени)

α̇ = fα(ω, sinα, cosα), ω̇k = fk(ω, sinα, cosα), k = 1, . . . , n, (4.1)

заданные на множестве

S1{α mod 2π} \K × R
n{ω},

ω = (ω1, . . . , ωn), где функции fλ(u1, u2, u3), λ = α, 1, . . . , n, трёх переменных
u1, u2, u3 таковы:

fλ(−u1,−u2, u3) = −fλ(u1, u2, u3), fα(u1, u2,−u3) = fα(u1, u2, u3),
fk(u1, u2,−u3) = −fk(u1, u2, u3).

Множество K или пусто, или состоит из конечного числа точек окружности
S1{α mod 2π}.

Последние две переменные u2, u3 в функциях fλ(u1, u2, u3) зависят от одного
параметра α, но выделены в разные группы по следующим причинам. Во-первых,
не во всей области определения они однозначно выражаются друг относительно
друга, а во-вторых, первая из них нечётная, а вторая— чётная функция α, что
по-разному влияет на симметрии системы (4.1).

Поставим в соответствие этой системе уже неавтономную систему

dωk

dα
=
fk(ω, sinα, cosα)
fα(ω, sinα, cosα)

,

подстановкой τ = sinα приводимую к виду (k = 1, . . . , n)

dωk

dτ
=
fk(ω, τ, ϕk(τ))
fα(ω, τ, ϕα(τ))

, (4.2)

ϕλ(−τ) = ϕλ(τ), λ = α, 1, . . . , n.

Последняя система может иметь, в частности, алгебраическую правую часть
(т. е. быть отношением двух полиномов), что иногда помогает найти её первые
интегралы в явном виде.

Следующее утверждение погружает рассматриваемый класс систем (4.1)
в класс динамических систем с переменной диссипацией с нулевым средним.
Обратное вложение, вообще говоря, не выполняется.

Предложение 4.3.1. Системы вида (4.1) являются динамическими система-
ми с переменной диссипацией с нулевым средним.

Данное предложение доказывается с использованием вышеперечисленных
симметрий системы (4.1).

Обратное утверждение, вообще говоря, неверно, поскольку можно предъ-
явить множество динамических систем на двумерном цилиндре, являющихся
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системами с переменной диссипацией с нулевым средним, которые не будут
обладать вышеперечисленными симметриями.

В данной работе в основном будет затронут случай, когда функции
fλ

(
ω, τ, ϕk(τ)

)
(λ = α, 1, . . . , n) — полиномы по ω, τ .

В следующих главах будут рассмотрены, в частности, маятниковые системы
на двумерном цилиндре S1{α mod 2π}×R

1{ω} с параметром b > 0 из динамики
твёрдого тела [194, 198]:

α̇ = −ω + b sinα,
ω̇ = sinα cosα,

(4.3)

α̇ = −ω + b sinα cos2 α+ bω2 sinα,

ω̇ = sinα cosα− bω sin2 α cosα+ bω3 cosα,
(4.4)

которым в переменных (ω, τ) можно поставить в соответствие уравнения с ал-
гебраическими правыми частями

dω

dτ
=

τ

−ω + bτ
,

dω

dτ
=

τ + bω[ω2 − τ2]
−ω + bτ + bτ [ω2 − τ2]

вида (4.2) соответственно. При этом данные системы являются динамическими
системами с переменной диссипацией с нулевым средним, что нетрудно прове-
рить напрямую. Несложно убедиться, что они попадают в класс систем (4.1).
Более того, каждая из них обладает первым интегралом, являющимся транс-
цендентной (в смысле теории функций комплексного переменного) функцией,
выражающейся через конечную комбинацию элементарных функций [194].

Приведём ещё один важный пример системы более высокого порядка, обла-
дающей перечисленными свойствами.

Системе
α̇ = −z2 + b sinα,

ż2 = sinα cosα− z2
1

cosα
sinα

,

ż1 = z1z2
cosα
sinα

(4.5)

с параметром b, рассматриваемой уже в трёхмерной области (о таких системах
см. следующий раздел)

S1{α mod 2π} \ {α = 0, α = π} × R
2{z1, z2}

(такая система также может быть приведена к эквивалентной системе на ка-
сательном расслоении T∗S2 двумерной сферы S2) и описывающей простран-
ственное движение твёрдого тела в сопротивляющейся среде [194], поставим
в соответствие систему с алгебраической правой частью

dz2
dτ

=
τ − z2

1/τ

−z2 + βτ
,

dz1
dτ

=
z1z2/τ

−z2 + βτ
. (4.6)
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Видно, что система (4.5) является системой с переменной диссипацией с ну-
левым средним; чтобы было полное соответствие с определением, достаточно
ввести новую фазовую переменную

z∗1 = ln |z1|.

Более того, она обладает двумя первыми интегралами (т. е. полным списком),
являющимися трансцендентными функциями и выражающимися через конеч-
ную комбинацию элементарных функций [194], что, как указывалось выше, и
стало возможным после постановки ей в соответствие (вообще говоря, неав-
тономной) системы уравнений с алгебраической (полиномиальной) правой ча-
стью (4.6).

Приведённые выше системы (4.3)—(4.5), кроме того что они попадают
в класс систем (4.1) и обладают переменной диссипацией с нулевым средним,
ещё имеют полный список трансцендентных первых интегралов, выражающихся
через конечную комбинацию элементарных функций.

Итак, для поиска первых интегралов рассматриваемых систем лучше приве-
сти системы вида (4.1) к системам с полиномиальными правыми частями (4.2),
от вида которых зависит возможность интегрирования в элементарных функци-
ях исходной системы. Поэтому пойдём следующим путём: будем искать доста-
точные условия интегрируемости в элементарных функциях систем уравнений
с полиномиальными правыми частями, исследуя при этом системы наиболее
общего вида.

4.4. Системы на S1{α mod 2π} × R
1{ω},

или двумерном цилиндре

Ранее было доказано следующее утверждение, касающееся семипараметри-
ческих систем обыкновенных дифференциальных уравнений с алгебраической
правой частью (см. [193]).

Предложение 4.4.1. Семипараметрическое семейство систем уравнений на
плоскости R

2{x, y}

ẋ = ax+ by + β1x
3 + β2x

2y + β3xy
2,

ẏ = cx+ dy + β1x
2y + β2xy

2 + β3y
3

обладает (вообще говоря, трансцендентным) первым интегралом, выражающим-
ся через элементарные функции.

Следствие 4.4.2. Системы вида

α̇ = a sinα+ bω + β1 sin3 α+ β2ω sin2 α+ β3ω
2 sinα,

ω̇ = c sinα cosα+ dω cosα+ β1ω sin2 α cosα+ β2ω
2 sinα cosα+ β3ω

3 cosα

при любых параметрах a, b, c, d, β1, β2, β3 имеют, вообще говоря трансцендент-
ный, первый интеграл, выражающийся через элементарные функции.
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В частности, системы (4.3) и (4.4) получаются из последней системы при
a = b, b = −1, c = 1, d = β1 = β2 = β3 = 0 и при a = b, b = −1, c = 1, d = −b,
β1 = −b, β2 = 0, β3 = b соответственно.

Обобщим предыдущие рассуждения. Рассмотрим возможности полного ин-
тегрирования (в элементарных функциях) систем более общего вида. А именно,
нелинейность характеризуется произвольной однородной формой нечётной сте-
пени 2n− 1.

Тогда справедливо более общее утверждение, чем предложение 4.4.1.

Предложение 4.4.3. (2n+ 3)-параметрическое семейство систем уравнений
на плоскости R

2{x, y}

ẋ = ax+ by + δ1x
2n−1 + δ2x

2n−2y + . . .+ δ2n−2x
2y2n−3 + δ2n−1xy

2n−2,

ẏ = cx+ dy + δ1x
2n−2y + δ2x

2n−3y2 + . . .+ δ2n−2xy
2n−2 + δ2n−1y

2n−1
(4.7)

обладает (вообще говоря, трансцендентным) первым интегралом, выражающим-
ся через элементарные функции.

Семейство уравнений (4.7) действительно зависит от 2n−1+4 независимых
параметров, поскольку общая нелинейность нечётной степени в данном случае
характеризуется 4n параметрами, на которые накладываются 2n + 1 условий
(ещё 4 параметра присутствуют в линейной части).

Следствие 4.4.4. Системы вида

α̇ = a sinα+ bω + δ1 sin2n−1 α+ δ2ω sin2n−2 α+ . . .+ δ2n−1ω
2n−2 sinα,

ω̇ = c sinα cosα+ dω cosα+ δ1ω sin2n−2 α cosα+ δ2ω
2 sin2n−3 α cosα+ . . .+

+ δ2n−1ω
2n−1 cosα

при любых параметрах a, b, c, d, δ1, . . . , δ2n−1 имеют, вообще говоря трансцен-
дентный, первый интеграл, выражающийся через элементарные функции.

Сделаем важное замечание. Системы (4.3)—(4.5), как указывалось, являются
относительно грубыми, но если мы нарушим в данных системах симметрии
(например, добавим в их правых частях дополнительные члены), введённые для
систем более общего вида (4.1), то количество получившихся топологически
различных фазовых портретов может сильно измениться (см. также [198]).

В одной из последних глав работы будет приведено интересное многопа-
раметрическое семейство фазовых портретов некоторой системы с переменной
диссипацией с ненулевым средним (типичные портреты которой (абсолютно)
грубы), являющейся некоторым возмущением динамической системы с пере-
менной диссипацией с нулевым средним вида (4.4). Данное семейство (как и
полученные ранее семейства [184]) содержит бесчисленное множество тополо-
гически неэквивалентных фазовых портретов на двумерном фазовом цилиндре.
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4.5. Системы на S1{α mod 2π}\{α = 0, α = π}×R
2{z1, z2},

или касательном расслоении к двумерной сфере

Исследуем для примера систему вида (4.5), которая сводится к (4.6), а также
систему

α̇ = −z2 + β(z2
1 + z2

2) sinα+ β sinα cos2 α,

ż2 = sinα cosα+ βz2(z2
1 + z2

2) cosα− βz2 sin2 α cosα− z2
1

cosα
sinα

,

ż1 = βz1(z2
1 + z2

2) cosα− βz1 sin2 α cosα+ z1z2
cosα
sinα

,

(4.8)

также возникающую в трёхмерной динамике твёрдого тела, взаимодействующе-
го со средой [194], которая соответствует следующей системе с алгебраической
правой частью:

dz2
dτ

=
τ + βz2(z2

1 + z2
2) − βz2τ

2 − z2
1/τ

−z2 + βτ(z2
1 + z2

2) + βτ(1 − τ2)
,

dz1
dτ

=
βz1(z2

1 + z2
2) − βz1τ

2 + z1z2/τ

−z2 + βτ(z2
1 + z2

2) + βτ(1 − τ2)
.

(4.9)

Итак, мы по-прежнему рассматриваем пару систем: первоначальную систе-
му (4.8) и соответствующую ей алгебраическую систему (4.9). Аналогичным об-
разом переходим к однородным координатам uk, k = 1, 2, по формулам zk = ukτ .
Система (4.6) приводится с помощью последней замены к виду

τ
du2

dτ
+ u2 =

τ − u2
1τ

−u2τ + βτ
, τ

du1

dτ
+ u1 =

u1u2τ

−u2τ + βτ
,

соответствующему уравнению

du2

du1
=

1 − βu2 + u2
2 − u2

1

2u1u2 − βu1
. (4.10)

Данное уравнение интегрируется в элементарных функциях, поскольку инте-
грируется тождество

d

(
1 − βu2 + u2

2

u1

)
+ du1 = 0,

и имеет в координатах (τ, z1, z2) первый интеграл вида (ср. [194])

z2
1 + z2

2 − βz2τ + τ2

z1τ
= const.

Система (4.8) после её приведения соответствует системе

τ
du2

dτ
+ u2 =

τ + βu2τ
3(u2

1 + u2
2) − βu2τ

3 − u2
1τ

−u2τ + βτ3(u2
1 + u2

2) + βτ(1 − τ2)
,

τ
du1

dτ
+ u1 =

βu1τ
3(u2

1 + u2
2) − βu1τ

3 + u1u2τ

−u2τ + βτ3(u2
1 + u2

2) + βτ(1 − τ2)
,

которая также приводится к (4.10).
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Система вида (4.5) эквивалентна системе

θ̈ + βθ̇ cos θ + sin θ cos θ − ψ̇2 sin θ
cos θ

= 0,

ψ̈ + βψ̇ cos θ + θ̇ψ̇[
1 + cos2 θ
sin θ cos θ

] = 0

на касательном расслоении T∗S2 двумерной сферы S2. Её фазовый портрет мож-
но найти в [194].

Зададим вопрос: каковы возможности интегрирования в элементарных функ-
циях системы

dz

dx
=
ax+ by + cz + c1z

2/x+ c2zy/x+ c3y
2/x

dx+ ey + fz
,

dy

dx
=
gx+ hy + iz + i1z

2/x+ i2zy/x+ i3y
2/x

dx+ ey + fz

(4.11)

более общего вида, включающей в себя рассмотренные выше системы (4.6),
(4.9) в трёхмерных фазовых областях, имеющей особенность типа 1/x.

Ранее уже был получен ряд результатов по данному вопросу (см. [194]).
Приведём эти результаты и дополним материал оригинальными рассуждениями.

Вводя, как и ранее, подстановки y = ux, z = vx, получим, что система (4.11)
приводится к системе

x
dv

dx
+ v =

ax+ bux+ cvx+ c1v
2x+ c2vux+ c3u

2x

dx+ eux+ fvx
,

x
du

dx
+ u =

gx+ hux+ ivx+ i1v
2x+ i2vux+ i3u

2x

dx+ eux+ fvx
,

которой поставим в соответствие уравнение с алгебраической правой частью

dv

du
=
a+ bu+ cv + c1v

2 + c2vu+ c3u
2 − v[d+ eu+ fv]

g + hu+ iv + i1v2 + i2vu+ i3u2 − u[d+ eu+ fv]
.

Интегрирование последнего уравнения сводится к интегрированию уравнения
в полных дифференциалах:

[g + hu+ iv + i1v
2 + i2vu+ i3u

2 − du− eu2 − fuv] dv =

= [a+ bu+ cv + c1v
2 + c2vu+ c3u

2 − dv − euv − fv2] du. (4.12)

Имеем 15-параметрическое семейство уравнений вида (4.12). Для интегрирова-
ния в элементарных функциях последнего тождества как однородного уравнения
достаточно наложить 7 соотношений:

g = 0, i3 = e, i1 = 0, i = 0, c2 = e, c = h, 2c1 = i2 + f. (4.13)

Введём 8 параметров β1, . . . , β8 и рассмотрим их в качестве независимых:

g = 0, h = β1, i1 = 0, i = 0, i2 = β2, i3 = β3, d = β4, e = β3,

f = β5, a = β6, b = β7, c = β1, c1 =
β2 + β5

2
, c2 = β3, c3 = β8.
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Таким образом, уравнение (4.12) при выполнении группы условий (4.13) сводит-
ся к виду

dv

du
=
β6 + β7u+ (β1 − β4)v + (β2 − β5)v2/2 + β8u

2

(β1 − β4)u+ (β2 − β5)vu
, (4.14)

после чего исследуемое уравнение интегрируется в элементарных функциях.
Действительно, интегрируя тождество (4.12), получаем соотношение

d

[
(β1 − β4)v

u

]
+ d

[
(β2 − β5)v2

2u

]
+ d

[
β6

u

]
− d[β7 ln |u|] − d[β8u] = 0,

которое в координатах (x, y, z) позволяет получить первый интеграл в виде

(β2 − β5)z2/2 − β8y
2 + (β1 − β4)zx+ β6x

2

yx
− β7 ln

∣∣∣y
x

∣∣∣ = const. (4.15)

Таким образом, можно сделать вывод об интегрируемости в элементарных функ-
циях следующей, вообще говоря неконсервативной, системы третьего порядка,
зависящей от 8 параметров:

dz

dx
=
β6x+ β7y + β1z + (β2 − β5)z2/2x+ β3zy/x+ β8y

2/x

β4x+ β3y + β5z
,

dy

dx
=
β1y + β2zy/x+ β3y

2/x

β4x+ β3y + β5z
.

Следствие 4.5.1. Система третьего порядка

α̇ = β4 sinα+ β3z1 + β5z2,

ż2 = β6 sinα cosα+ β7z1 cosα+ β1z2 cosα+

+
β2 + β5

2
z2
2

cosα
sinα

+ β3z1z2
cosα
sinα

+ β8z
2
1

cosα
sinα

,

ż1 = β1z1 cosα+ β2z1z2
cosα
sinα

+ β3z
2
1

cosα
sinα

(4.16)

на множестве

S1{α mod 2π} \ {α = 0, α = π} × R
2{z1, z2},

зависящая от 8 параметров, обладает, вообще говоря трансцендентным, первым
интегралом, выражающимся через элементарные функции. В частности, систе-
ма (4.16) при β1 = β3 = β7 = 0, β2 = β6 = 1, β5 = β8 = −1, β4 = β приводится
к системе (4.5).

Для нахождения дополнительного первого интеграла неавтономной систе-
мы (4.11) используется найденный первый интеграл (4.15), выражающийся через
конечную комбинацию элементарных функций.

Итак, рассматриваемые в данной работе динамические системы относятся
к системам с переменной диссипацией с нулевым средним по имеющейся пе-
риодической координате. Более того, такие системы часто обладают полным
списком первых интегралов, выражающихся через элементарные функции.
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Метод приведения исходных систем уравнений с правыми частями, содержа-
щими полиномы от тригонометрических функций, к системам с полиномиальны-
ми правыми частями позволяет искать первые интегралы (или же доказывать их
отсутствие) для систем более общего вида, а не только тех, которые обладают
указанными симметриями (см. также [166—189, 189—198,224—232]).

5. Случаи полной интегрируемости
в трансцендентных функциях в динамике
и некоторые инвариантные индексы

Результаты этой работы появились в процессе исследования некоторой за-
дачи о движении твёрдого тела в среде с сопротивлением [194], где пришлось
иметь дело с первыми интегралами, обладающими нестандартными свойствами.
А именно, они не были ни аналитическими, ни гладкими, а на некоторых множе-
ствах они были даже разрывными. При этом они выражались через конечную
комбинацию элементарных функций. Последние обстоятельства тем не менее
позволили-таки провести полный анализ всех фазовых траекторий и указать на
те их свойства, которые обладали «грубостью» и сохранялись для систем более
общего вида, обладающих некоторыми нетривиальными симметриями скрытого
типа. Поэтому представляет интерес исследование достаточно широких клас-
сов динамических систем, обладающих аналогичными свойствами и при этом
взятыми из динамики твёрдого тела, взаимодействующего со средой.

5.1. Системы из плоской динамики твёрдого тела,
взаимодействующего со средой

5.1.1. Движение твёрдого тела под действием следящей силы

Рассмотрим плоскопараллельное движение твёрдого тела с передним плос-
ким торцом в поле силы сопротивления в условиях квазистационарности [194].
Если (v, α)—полярные координаты некоторой характерной точки твёрдого те-
ла, Ω— его угловая скорость, I, m—инерционно-массовые характеристики, то
динамическая часть уравнений движения в случае функций Чаплыгина воздей-
ствия среды примет вид

v̇ cosα− α̇v sinα− Ωv sinα+ σΩ2 = Fx,

v̇ sinα+ α̇v cosα+ Ωv cosα− σΩ̇ = 0,

IΩ̇ = ABv2 sinα cosα,

(5.1)

где

Fx = −Bv
2

m
cosα, A,B, σ > 0.
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Если же рассматривается более общая задача о движении тела в сопротив-
ляющейся среде при наличии некоторой следящей силы T, проходящей через
центр масс и обеспечивающей во всё время движения выполнение равенства

v = const, (5.2)

то в системе (5.1) вместо Fx будет стоять величина

Fx =
(T −B cosα)v2

m
, |T| = T,

при этом благодаря связи (5.2) при некоторых условиях система (5.1) при-
ведётся к следующей системе второго порядка на двумерном цилиндре
S1{α mod 2π} × R

1{Ω}:

α̇ = −Ω +A1 sinα,

Ω̇ = A2 sinα cosα,

A1 =
σvAB

I
> 0, A2 > 0.

(5.3)

Предложение 5.1.1 (см. также [194]). Система (5.3) обладает первым ин-
тегралом, являющимся трансцендентной функцией фазовых переменных, выра-
жающимся через конечную комбинацию элементарных функций.

Здесь необходимо сделать важное замечание. Дело в том, что с точки зрения
теории элементарных функций полученный первый интеграл является транс-
цендентным (т. е. неалгебраическим). В данном же случае трансцендентность
понимается в смысле теории функций комплексного переменного, когда у функ-
ции, после её формального продолжения в комплексную область, имеются су-
щественно особые точки, соответствующие притягивающим и отталкивающим
предельным множествам рассматриваемой динамической системы.

Действительно, система (5.3) имеет вид системы (4.1), обладающей перемен-
ной диссипацией с нулевым средним, и с помощью замен

τ = sinα, y = −Ω +A1τ

может быть приведена к одному уравнению

dy

dτ
= −A2

τ

y
+A1,

в котором подстановкой

ξ =
y

τ
осуществляется разделение переменных:

(ξ2 −A1ξ +A2) dτ = −ξτ dτ.

Эта квадратура и даёт искомый первый интеграл. В зависимости от параметров
имеем три случая:
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1) A2
1 − 4A2 < 0:

ln(ξ2 −A1ξ +A2) +
2A1√

4A2 −A2
1

arctg
2ξ −A1√
4A2 −A2

1

+ ln τ2 = const;

2) A2
1 − 4A2 > 0:

ln |ξ2−A1ξ+A2|+
A1√

−4A2 +A2
1

ln

∣∣∣∣∣2ξ −A1 −
√

−4A2 +A2
1

2ξ −A1 +
√

−4A2 +A2
1

∣∣∣∣∣+ln τ2 = const;

3) A2
1 − 4A2 = 0:

ln
∣∣∣∣ξ − A1

2

∣∣∣∣− A1

2ξ −A1
+ ln τ = const.

Переходя к переменным Ω и τ , имеем

1) A2
1 − 4A2 < 0:

[Ω2 −A1τΩ +A2] × exp

{
2A1√

4A2 −A2
1

arctg
2Ω −A1τ√
4A2 −A2

1τ

}
= const;

2) A2
1 − 4A2 > 0:

∣∣∣∣2Ω +
(
A1 +

√
A2

1 − 4A2τ

)∣∣∣∣
√

A2
1−4A2−A1

×

×
∣∣∣∣2Ω +

(
A1 −

√
A2

1 − 4A2τ

)∣∣∣∣
√

A2
1−4A2+A1

= const;

3) A2
1 − 4A2 = 0:

|2Ω +A1τ | × exp
{
− A1τ

2Ω +A1τ

}
= const.

Следствие 5.1.2. При A1 = 0 трансцендентный первый интеграл превраща-
ется в аналитический первый интеграл физического маятника.

Хотелось бы также напомнить более общий факт о поведении тренсцендент-
ных первых интегралов возле асимптотических (притягивающих и отталкиваю-
щих) предельных множеств (см. также [1]).

Теорема 5.1.3. Если система в многомерном фазовом пространстве обладает
асимптотическими предельными множествами, то она не имеет полного набора
непрерывных первых интегралов во всём фазовом пространстве.

Данная теорема имеет важный топологический смысл, она утверждает
непрерывность первых интегралов возле предельных множеств [1].

Следствие 5.1.4. Как (комплексные) функции первые интегралы имеют
в данных асимптотических предельных множествах существенно особые точ-
ки.
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Некоторые особые точки системы (5.3) являются притягивающими или от-
талкивающими. Таким образом, если и существует её первый интеграл, то он
является трансцендентной функцией.

5.1.2. Движение твёрдого тела с постоянной скоростью центра масс
в неконсервативном поле

Рассмотрим плоскопараллельное движение твёрдого тела с передним плос-
ким торцом в поле силы сопротивления в условиях квазистационарности [194].
Если (v, α)—полярные координаты некоторой характерной точки твёрдого те-
ла, Ω— его угловая скорость, I, m—инерционно-массовые характеристики, то
динамическая часть уравнений движения в случае функций Чаплыгина воздей-
ствия среды примет вид (5.1), где по-прежнему

Fx = −Bv
2

m
cosα, A,B, σ > 0.

Если же рассматривается более общая задача о движении тела в сопротив-
ляющейся среде при наличии некоторой следящей силы T, проходящей через
центр масс и обеспечивающей во всё время движения выполнение равенства

VC = const (5.4)

(VC — скорость центра масс, см. также [167]), то в системе (5.1) вместо Fx

будет стоять величина, тождественно равная нулю, обеспечивающая движение
тела в среде, при котором на тело действует пара сил. Благодаря связи (5.4) при
некоторых условиях система (5.1) приведётся к следующей системе на трёхмер-
ном цилиндре W1 = R

1
+{v} × S1{α mod 2π} × R

1{ω}:
v′ = vΨ(α, ω), (5.5)

α̇ = −ω + β sinα cos2 α+ βω2 sinα,

ω̇ = sinα cosα− βω sin2 α cosα+ βω3 cosα,

Ψ(α, ω) = −σω2 cosα+ σn2
0 sin2 α cosα;

(5.6)

здесь Ω = ωv, n2
0 = AB/I, β = σn0, 〈·〉 = v〈′〉.

В системе (5.5), (5.6) выделилась независимая система второго порядка (5.6).

Предложение 5.1.5. Система (5.5), (5.6) обладает полным набором первых
интегралов, один из которых является аналитической функцией, а другой—
трансцендентной функцией фазовых переменных, выражающихся через конеч-
ную комбинацию элементарных функций.

Действительно, в силу (5.4) значение скорости центра масс является первым
интегралом системы (5.1) при условии Fx ≡ 0, а именно функция фазовых
переменных

Ψ0(v, α,Ω) = v2 + σ2Ω2 − 2σΩv sinα = V 2
C (5.7)

постоянна на фазовых траекториях.
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Поскольку можно осуществить невырожденную замену независимого пе-
ременного, у системы (5.5), (5.6) также существует аналитический интеграл,
а именно функция фазовых переменных

Ψ1(v, α, ω) = v2(1 + σ2ω2 − 2σω sinα) = V 2
C (5.8)

постоянна на фазовых траекториях.
Равенство (5.8) позволяет, не решая системы (5.5), (5.6), найти зависимость

скорости центра пластины от других фазовых переменных, а именно при VC �= 0
выполнено равенство

v2 =
V 2

C

1 + σ2ω2 − 2σω sinα
.

Поскольку фазовое пространство W1 системы (5.5), (5.6) трёхмерно, а в нём
существуют асимптотические предельные множества, то равенство (5.8) (впро-
чем, как и (5.7)) задаёт единственный аналитический (даже непрерывный) пер-
вый интеграл системы (5.5), (5.6) во всём фазовом пространстве.

Разберём подробнее вопрос существования второго (дополнительного) пер-
вого интеграла системы (5.5), (5.6). Её фазовое пространство расслаивается на
поверхности

{(v, α, ω) ∈W1 : VC = const}
подобно тому, как это происходит в случае (5.2). Для обоснования послед-
него утверждения поставим в соответствие системе (5.6) дифференциальное
уравнение вида

dω

dτ
=

−τ + βω[ω2 − τ2]
ω + βτ + βτ [ω2 − τ2]

, τ = − sinα.

Введём обозначения: C1 = 2 − β, C2 = β, C3 = 2 + β. Совершая ряд замен
переменных по формулам

ω − τ = u1, ω + τ = v1, u1 = v1t1, v2
1 = p1,

где v1 �= 0, получим уравнение типа Бернулли:

2p1[C1t1 + C2 + 2βt1p1] =
dp1

dt1
[C3 + C1t

2
1].

Известной заменой p−1 = q1 при p1 �= 0 приведём последнее уравнение к форме

q̇1 = a1(t1)q1 + a2(t1),

где

a1(t1) =
2(C1t1 + C2)
C1t21 + C3

, a2(t1) =
4βt1

C1t21 + C3

(точкой здесь обозначена производная по t1).
Общее решение линейного однородного уравнения представляется в виде

q1одн(t1) = k(C1t
2
1 + C3)Q(t1), k = const,
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где функция Q в зависимости от значения постоянной C1 имеет вид

Q(t1) =



et1 , C1 = 0,

e
2

C2√
C1C3

arctg
√

C1
C3

t1
, C1 > 0,(√−C1t1+

√
C3√−C1t1−

√
C3

) C2√
−C1C3 , C1 < 0.

(5.9)

Для получения решения неоднородного уравнения будем считать величину k
функцией t1; k найдётся квадратурой

k(t1) = 4β
∫
Q−1(t1)

t1
(C1t21 + C3)2

dt1.

Таким образом, трансцендентный первый интеграл системы (5.5), (5.6) примет
следующий структурный вид:

Q−1(t1)q1(C1t
2
1 + C3)−1 − 4β

t1∫
t0

Q−1(τ1)
τ1

(C1τ2
1 + C3)2

dτ1 = C0,

где C0 = const.
Как видно, окончательный вид первого интеграла зависит от знака постоян-

ной C1 (см. (5.9)), причём возможны три варианта. Разберём каждый из них.
Первый вариант. C1 = 0. После элементарного вычисления получим допол-

нительный интеграл в виде

e−
u1
v1

(
v−2
1 +

σ2

2

(
u1

v1
+ 1
))

= const.

Итак, трансцендентный первый интеграл системы (5.5), (5.6) при C1 = 0 выра-
жается через элементарные функции.

Второй вариант. C1 > 0. Интегрирование приводит к функции

− σ

4n0
e
−2

C2√
−C1C3

ζ
(

C2√
−C1C3

sin 2ζ + cos 2ζ
)

+ const,

где

ζ = arctg
√
−C1

C3
t1.

Как видно, в случае C1 > 0 дополнительный первый интеграл выражается через
элементарные функции.

Третий вариант. C1 < 0. Эквивалентными преобразованиями интеграл пре-
образуется к виду

σ

C1C2n0

(
2
ζ1−γ

γ − 1
− 3

ζ−γ

γ
+
ζ−1−γ

γ + 1

)
+ const,

где

γ =
C2√
C1C3

> 1, ζ =
√
−C1t1 +

√
−C3√

−C1t1 −
√
−C3

.
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Поэтому и в случае C1 < 0 дополнительный первый интеграл выражается через
элементарные функции.

Верно следующее следствие из предложения 5.1.5.

Следствие 5.1.6. У системы (5.6) на фазовом цилиндре не существует про-
стых и сложных предельных циклов.

Сейчас становится уместным следующее важное замечание. Поскольку по-
лученный первый интеграл после формального продолжения в комплексную об-
ласть имеет существенно особые точки только лишь в точках (πk, 0), k ∈ Z,
но никак ни на каких-либо замкнутых гладких путях, исследуемая система не
может иметь притягивающих и отталкивающих предельных множеств размер-
ности, большей чем 0.

Итак, мы показали связь трёх свойств, на первый взгляд независимых, но при
этом достаточно гармонично сочетающихся на системах из динамики твёрдого
тела:

1) выделенный класс систем (4.1) с отмеченными симметриями;
2) обладание этим классом систем переменной диссипацией с нулевым сред-

ним (по переменной α), что позволяет рассматривать их как «почти» кон-
сервативные системы;

3) в некоторых (пусть и достаточно маломерных) случаях обладание ими
полным набором (вообще говоря, трансцендентных) первых интегралов.

5.1.3. Движение твёрдого тела с постоянной скоростью центра масс
в неконсервативном поле при наличии дополнительных
диссипативных добавок

Рассмотрим плоскопараллельное движение твёрдого тела с передним плос-
ким торцом в неконсервативном поле силы сопротивления в условиях квазиста-
ционарности [194]. Если (v, α)—полярные координаты некоторой характерной
точки твёрдого тела, Ω— его угловая скорость, I, m—инерционно-массовые ха-
рактеристики, то динамическая часть уравнений движения в случае функций
Чаплыгина воздействия среды примет вид (5.1), где по-прежнему

Fx = −Bv
2

m
cosα, A,B, σ > 0,

при этом динамические функции s и yN примут вид

s(α) = B cosα, yN (α,Ω, v) = A sinα− h1
Ω
v
, h1 > 0,

говорящий о том, что в рассматриваемой системе присутствует также допол-
нительный демпфирующий (а в некоторых областях фазового пространства и
опрокидывающий) момент неконсервативной силы.

Если же рассматривается более общая задача о движении тела в сопро-
тивляющейся среде при наличии некоторой следящей силы T, проходящей
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через центр масс и обеспечивающей во всё время движения выполнение ра-
венства (5.4), то в системе (5.1) вместо Fx будет стоять величина, тожде-
ственно равная нулю, обеспечивающая движение тела в среде, при котором
на тело действует пара сил. Благодаря связи (5.4) при некоторых услови-
ях система (5.1) приведётся к следующей системе на трёхмерном цилиндре
W1 = R

1
+{v} × S1{α mod 2π} × R

1{ω}, более общей, чем система (5.5), (5.6):

v′ = vΨ(α, ω), (5.10)

α̇ = −ω + σn2
0 sinα cos2 α+ σω2 sinα− σh1B

I
cos2 α,

ω̇ = n2
0 sinα cosα− σn2

0ω sin2 α cosα+ σω3 cosα+

+
σh1B

I
ω2 sinα cosα− h1B

I
ω cosα,

Ψ(α, ω) = −σω2 cosα+ σn2
0 sin2 α cosα− σh1B

I
ω sinα cosα;

(5.11)

здесь по-прежнему Ω = ωv, n2
0 = AB/I, 〈·〉 = v〈′〉.

В системе (5.10), (5.11) выделилась независимая система второго поряд-
ка (5.11).

Предложение 5.1.7. Система (5.11) обладает полным набором первых инте-
гралов, один из которых является аналитической функцией, а другой— транс-
цендентной функцией фазовых переменных, выражающихся через конечную
комбинацию элементарных функций.

Действительно, в силу (5.4) значение скорости центра масс является первым
интегралом системы (5.1) при условии Fx ≡ 0, а именно функция фазовых
переменных (5.7) постоянна на фазовых траекториях.

Поскольку можно осуществить невырожденную замену независимого пере-
менного, у системы (5.11) также существует аналитический интеграл, а именно
функция фазовых переменных (5.8) постоянна на фазовых траекториях.

Равенство (5.8), как и ранее, позволяет, не решая системы (5.11), найти зави-
симость скорости центра пластины от других фазовых переменных. А именно,
при VC �= 0 выполнено равенство

v2 =
V 2

C

1 + σ2ω2 − 2σω sinα
.

Поскольку фазовое пространство W1 системы (5.11) трёхмерно, а в нём су-
ществуют асимптотические предельные множества, то равенство (5.8) (впрочем,
как и (5.7)) задаёт единственный аналитический (даже непрерывный) первый
интеграл системы (5.11) во всём фазовом пространстве.

Разберём подробнее вопрос существования второго (дополнительного) пер-
вого интеграла системы (5.11), (5.6). Её фазовое пространство расслаивается на
поверхности

{(v, α, ω) ∈W1 : VC = const}
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подобно тому, как это происходит в случае (5.2). Для обоснования послед-
него утверждения поставим в соответствие системе (5.11) дифференциальное
уравнение следующего вида, вводя при этом безразмерное дифференцирова-
ние 〈′〉 �→ n0〈′〉, а также дополнительные безразмерные параметры H1 = h1B

In0
,

n2
0 = AB

I , β = σn0, τ = sinα:

v′ = vΨ(α, ω), (5.12)

α̇ = −ω + β sinα cos2 α+ βω2 sinα− βH1ω cos2 α,

ω̇ = sinα cosα− βω sin2 α cosα+ βω3 cosα+

+ βH1ω
2 sinα cosα−H1ω cosα,

Ψ(α, ω) = −βω2 cosα+ β sin2 α cosα− βH1ω sinα cosα.

(5.13)

Полученный выше аналитический первый интеграл привязывает уравнение
(5.10) или (5.12). Для поиска дополнительного трансцендентного первого инте-
грала поставим в соответствие отделившейся системе (5.13) следующее диффе-
ренциальное уравнение:

dω

dτ
=

τ − βω[ω2 − τ2] +H1ω[βωτ − 1]
−ω + βτ + βτ [ω2 − τ2] − βH1ω[1 − τ2]

.

После введения однородной замены переменных по формуле

ω = tτ, dω = tdτ + τdt

интегрирование последнего уравнения сведётся к интегрированию уравнения
Бернулли вида

a1(t)
dτ

dt
= a2(t)τ + a3(t)τ3,

где

a1(t) = −(1+βH1)t2+(β+H1)t−1, a2(t) = (1+βH1)t−β, a3(t) = β−βH1t−βt2.
После применения классической замены переменных p = 1

τ2 исследуемое
уравнение сведётся к линейному однородному уравнению вида

dp

dt
= c1(t)p+ c2(t),

где

c1(t) =
2t(1 + βH1) − 2β

(1 + βH1)t2 − (β +H1)t+ 1
, c2(t) =

2β − 2βH1t− 2βt2

(1 + βH1)t2 − (β +H1)t+ 1
.

Вид решения p1 однородной части исследуемого уравнения зависит от D.
Возможны три случая:

1) D = (β −H1)2 − 4 > 0:

p1 = k[(1 + βH1)t2 − (β +H1)t+ 1] ·
∣∣∣∣∣2(1 + βH1)t− (β −H1) −

√
D

2(1 + βH1)t− (β −H1) +
√
D

∣∣∣∣∣
H1−β√

D

;
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2) D = (β −H1)2 − 4 < 0:

p1 = k[(1 + βH1)t2 − (β +H1)t+ 1] · exp
{

arctg
2(1 + βH1)t− (β +H1)√

−D

}
;

3) D = (β −H1)2 − 4 = 0:

p1 = k[(1 + βH1)t2 − (β +H1)t+ 1] · exp
{

2L1√
1 + βH1 ± 1

}
,

L1 =
β√

1 + βH1
± 1.

Понятно, что для поиска частного решения исследуемого уравнения нужно, при-
меняя метод вариации постоянных, считать величину k функцией t. Уравнение
разрешимо в классе элементарных функций. Из-за громоздкости вычислений
данные выкладки не приводятся.

5.2. Системы из пространственной динамики твёрдого тела,
взаимодействующего со средой

5.2.1. Движение твёрдого тела при наличии следящей силы
в неконсервативном поле при наличии дополнительных
диссипативных добавок

Рассмотрим пространственное движение однородного осесимметричного
твёрдого тела массы m с передним круглым торцом в поле силы сопротивления
в условиях квазистационарности. Если (v, α, β)— сферические координаты неко-
торой характерной точки твёрдого тела, {Ωx,Ωy,Ωz}—компоненты его угловой
скорости, I1, I2, I2 — главные моменты инерции в некоторой системе коорди-
нат, связанной с телом, то динамическая часть уравнений движения в случае
функций Чаплыгина воздействия среды при учёте дополнительного линейного
демпфирующего воздействия со стороны среды примет вид

v̇ cosα− α̇v sinα+ Ωyv sinα sinβ − Ωzv sinα cosβ + σ(Ω2
y + Ω2

z) = Fx,

v̇ sinα cosβ + α̇v cosα cosβ − β̇v sinα sinβ + Ωzv cosα−
− Ωxv sinα sinβ − σΩxΩy − σΩ̇z = 0,

v̇ sinα sinβ + α̇v cosα sinβ + β̇v sinα cosβ + Ωxv sinα cosβ −
− Ωyv cosα− σΩxΩz + σΩ̇y = 0,

Ω̇x = 0, I2Ω̇y + (I1 − I2)ΩxΩz = −ABv2 sinα cosα sinβ − hΩy

v
,

I2Ω̇z + (I2 − I1)ΩxΩy = ABv2 sinα cosα cosβ − hΩz

v
,

(5.14)

где

Fx = −Bv
2

m
cosα, A,B, σ, h > 0.
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Если же рассматривается более общая задача о движении тела в сопротив-
ляющейся среде при наличии некоторой следящей силы T, проходящей через
ось симметрии и обеспечивающей во всё время движения выполнение равен-
ства (5.2), то в системе (5.14) вместо Fx будет стоять величина

(T −B cosα)v2

m
,

при этом благодаря связи (5.2) при Ωx ≡ 0 система (5.14) приведётся к системе
четвёртого порядка.

Действительно, если положить

z1 = Ωy cosβ + Ωz sinβ, z2 = −Ωy sinβ + Ωz cosβ

и ввести безразмерные переменные wk, k = 1, 2, и параметры по формулам
h1 = hB, σh1

I2
= H1, b = σ2AB

I2
, σzk = vwk (при этом σα̇ = vα′ и т. д.), получаем

динамическую систему четвёртого порядка

α′ = −(1 +H1)ω + b sinα,

w′
2 = b sinα cosα− (1 +H1)w2

1

cosα
sinα

−H1w2 cosα,

w′
1 = (1 +H1)w1w2

cosα
sinα

H1w1 cosα,

(5.15)

β′ = (1 +H1)w1
cosα
sinα

, (5.16)

в которой имеется независимая подсистема третьего порядка (5.15).
При β = H1 дивергенция правой части системы (5.15) ((5.15), (5.16)) по-

сле замены переменных w∗
1 = ln |w1| тождественно равна нулю, что позволяет

считать данную систему (системы) консервативной (консервативными).

Теорема 5.2.1. Система (5.15), (5.16) обладает полным набором первых ин-
тегралов, являющихся элементарными трансцендентными функциями своих фа-
зовых переменных. Два из них образуют полный набор первых интегралов си-
стемы (5.15).

Действительно, поставим в соответствие системе (5.15), (5.16) следующую
неавтономную систему второго порядка:

dw2

dα
=
b sinα cosα− (1 +H1)w2

1 ctgα−H1w2 cosα
−(1 +H1)w2 + b sinα

,

dw1

dα
=

(1 +H1)w1w2 ctgα−H1w1 cosα
−(1 +H1)w2 + b sinα

.

(5.17)

Применяя подстановку τ = sinα, преобразуем систему (5.17) к виду

dw2

dτ
=
bτ − (1 +H1)w2

1/τ −H1w2

−(1 +H1)w2 + bτ
,

dw1

dτ
=

(1 +H1)w1w2/τ −H1w1

−(1 +H1)w2 + bτ
.

(5.18)
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Вводя в дальнейшем замену wk = ukτ , k = 1, 2, характерную для однородных си-
стем, поставим в соответствие системе (5.18) неавтономное дифференциальное
уравнение

du2

du1
=
b+ (1 +H1)(u2

2 − u2
1) − (b+H1)u2

2(1 +H1)u1u2 − (H1 + b)u1
. (5.19)

Оно обладает первым интегралом вида

(1 +H1)u2
2 − (H1 + b)u2 + (1 +H1)u2

1 + b

u1
= C1. (5.20)

Пользуясь (5.19), заключаем, что система (5.15), (5.16) имеет первый инте-
грал вида

(1 +H1)w2
2 − (H1 + b)w2 sinα+ (1 +H1)w2

1 + b sin2 α

w1 sinα
= C1. (5.21)

Как уже отмечалось, при b = H1 динамическая система (5.15) (впрочем, как
и (5.15), (5.16)) является консервативной. Действительно, соотношение (5.21)
преобразуется к инвариантному соотношению

w2
2 + (1 + b)w2

1 + b[w2 − sinα]2

w1 sinα
= C1. (5.22)

Более того, легко проверить, что и числитель, и знаменатель соотношения (5.22)
являются первыми интегралами системы (5.15) при b = H1:

w2
2 + (1 + b)w2

1 + b[w2 − sinα]2 = C∗
1 , w1 sinα = C∗

1 .

В случае же b �= H1 система (5.15) перестает быть консервативной. При этом
ни числитель, ни знаменатель инвариантного соотношения (5.21) первыми инте-
гралами не являются. Последний факт проверять необязательно, поскольку у си-
стемы (5.15) имеются притягивающие и отталкивающие предельные множества,
что не позволяет исследуемой системе иметь полный набор даже непрерывных
первых интегралов.

Дополнительный первый интеграл для системы (5.15) находится из квадра-
туры ∫

dτ

τ
=
∫

[b− (1 +H1)u2]du2

b− (H1 + b)u2 + (1 +H1)[u2
2 − U(u2, C1)]

, (5.23)

где

U(u2, C1) =
1

2(1 +H1)

{
C1 ±

√
C2

1 − 4D1

}
на уровне

C1 > 4(1 +H1)D1

интеграла (5.21), где

D1 = (1 +H1)u2
2 − (H1 + b)u2 + b.
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Общий структурный вид дополнительного первого интеграла системы (5.15)
можно вывести из (5.23):

F1(w1, w2, sinα) = C2.

В силу (5.16), (5.20) дополнительный первый интеграл для системы
(5.15), (5.16) четвёртого порядка найдётся из решения уравнения

du1

dβ
+
b− (1 +H1)u2

1 +H1
= u2 −

H1

1 +H1
,

что приводит к соотношению

sin2{2(1 +H1)2(β + C3)} =
[2(1 +H1)w1 − 2C1 sinα]2

[(H1 + b)2 − 4b(1 +H1) + C2
1 ] sin2 α

.

Замечание. Вообще говоря, проинтегрированная система (5.15) рассматри-
вается в трёхмерной области S1{α mod 2π}\{α = 0, α = π}×R

2{w1, w2} (такая
система приводится к эквивалентной системе на касательном расслоении T∗S2

к двумерной сфере S2).
Итак, система (5.15) является системой с переменной диссипацией с нулевым

средним, она обладает двумя первыми интегралами (т. е. полным списком),
являющимися трансцендентными функциями, выражающимися через конечную
комбинацию элементарных функций. Последнее, как указывалось выше, и стало
возможным после постановки ей в соответствие (вообще говоря, неавтономной)
системы уравнений (5.18) с алгебраической (полиномиальной) правой частью.

5.2.2. Движение твёрдого тела с постоянной скоростью центра масс
в неконсервативном поле

Рассмотрим пространственное движение однородного осесимметричного
твёрдого тела массы m с передним круглым торцом в поле силы сопротивле-
ния в условиях квазистационарности. Если (v, α, β)— сферические координаты
характерной точки твёрдого тела, Ω = {Ωx,Ωy,Ωz}—компоненты его угловой
скорости, I1, I2, I2 — главные моменты инерции в некоторой системе коорди-
нат, связанной с телом, то динамическая часть уравнений движения в случае
функций Чаплыгина воздействия среды при учёте дополнительного линейного
демпфирующего воздействия со стороны среды примет вид (5.14), где

F4 = −Bv
2

m
cosα, A,B, σ > 0, h = 0.

Если же рассматривается более общая задача о движении тела в сопротив-
ляющейся среде при наличии некоторой следящей силы T, проходящей через
ось симметрии и обеспечивающей во всё время движения выполнение равен-
ства (5.4), то в системе (5.14) вместо Fx будет стоять величина, тождественно
равная нулю, обеспечивающая движение тела в среде, при котором на тело
действует пара сил.
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При некоторых условиях благодаря связи (5.4) система (5.14) приведётся
к системе, в которой произойдёт отделение системы более низкого порядка.

Выбор фазовых переменных позволяет рассматривать систему динамических
уравнений шестого порядка как независимую. Более того, как видно из урав-
нений движения, сохраняется компонента продольной составляющей угловой
скорости:

Ωx = Ωx0 = const. (5.24)

Ограничимся далее движением тела без собственного вращения, т. е. случа-
ем

Ωx0 = 0.

Введём следующие обозначения:

z1 = Ωy cosβ + Ωz sinβ, z2 = −Ωy sinβ + Ωz cosβ,

zi = Ziv, i = 1, 2, α̇ = vα′, β̇ = vβ′, v̇ = vv′.

Cистему (5.14) в случае (5.4) при Ωx0 = 0 можно преобразовать к виду

v′ = vΨ(α,Z1, Z2), (5.25)

α′ = −Z2 + σn2
0 sinα cos2 α+ σ(Z2

1 + Z2
2 ) sinα,

Z ′
2 = n2

0 sinα cosα− Z2Ψ(α,Z1, Z2) − Z2
1

cosα
sinα

,

Z ′
1 = −Z1Ψ(α,Z1, Z2) + Z1Z2

cosα
sinα

,

(5.26)

β′ = Z1
cosα
sinα

, (5.27)

Ψ(α,Z1, Z2) = −σ(Z2
1 + Z2

2 ) cosα+ σn2
0 sin2 α cosα, n2

0 =
AB

I2
.

Рассмотрим (как и выше) вопросы полной интегрируемости (в элементарных
функциях) динамической системы (5.25)—(5.27) с аналитическими правыми ча-
стями.

Поскольку мы рассматриваем такой класс движений тела, при котором вы-
полнено свойство (5.4), то система (5.25)—(5.27) пятого порядка имеет (наряду
с (5.24)) аналитический первый интеграл.

Действительно, скорость центра C масс в рассматриваемой системе коорди-
нат можно представить в виде

VC = {v cosα, v sinα cosβ − σΩz, v sinα sinβ + σΩy}.
Тогда следующее соотношение является инвариантным для системы (5.14) при
условиях (5.24) (Ωx0 = 0) и (5.4):

v2 − 2σvz2 sinα+ σ2(z2
1 + z2

2) = V 2
C0. (5.28)

Более того, соотношение (5.28), в котором линейная и угловые скорости
образуют однородную форму степени 2, позволяет выписать полиномиальный
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интеграл по указанным скоростям для системы (5.25)—(5.27):

v2(1 − 2σZ2 sinα+ σ2(Z2
1 + Z2

2 )) = V 2
C0, (5.29)

и соотношение (5.29) позволяет явно найти зависимость v от других квазиско-
ростей:

v2 =
V 2

C0

1 − 2σZ2 sinα+ σ2(Z2
1 + Z2

2 )
. (5.30)

Видно, что соотношение (5.30) позволяет рассматривать вопросы интегриру-
емости в элементарных функциях системы (5.25)—(5.27) уже более низкого
порядка— четвёртого.

Систему третьего порядка (5.26) перепишем в виде

α′ = −Z2 + b sinα cos2 α+ b(Z2
1 + Z2

2 ) sinα,

Z ′
2 = sinα cosα+ bZ2(Z2

1 + Z2
2 ) cosα− bZ2 sin2 α cosα− Z2

1

cosα
sinα

,

Z ′
1 = bZ1(Z2

1 + Z2
2 ) cosα− bZ1 sin2 α cosα+ Z1Z2

cosα
sinα

,

(5.31)

где b = σn0, а также введено новое дифференцирование 〈′〉 �→ n0〈′〉.
Применяя часто используемую подстановку τ = sinα, систему (5.31) можно

привести к следующей системе с алгебраическими правыми частями:

dZ2

dτ
=
τ + bZ2(Z2

1 + Z2
2 ) − bZ2τ

2 − Z2
1/τ

−Z2 + bτ(1 − τ2) + bτ(Z2
1 + Z2

2 )
,

dZ1

dτ
=
bZ1(Z2

1 + Z2
2 ) − bZ1τ

2 + Z1Z2/τ

−Z2 + bτ(1 − τ2) + bτ(Z2
1 + Z2

2 )
.

(5.32)

Произведём переход к однородным координатам uk, k = 1, 2, по формулам
uk = Zkτ . Тогда система (5.32) приведётся к виду

τ
du2

dτ
=

1 − bu2 + u2
2 − u2

1

−u2 + bτ2(u2
1 + u2

2) + b(1 − τ2)
,

τ
du1

dτ
=

2u1u2 − bu1

−u2 + bτ2(u2
1 + u2

2) + b(1 − τ2)
.

(5.33)

Системе (5.33) можно поставить в соответствие следующее уравнение пер-
вого порядка:

du2

du1
=

1 − bu2 + u2
2 − u2

1

2u1u2 − bu1
. (5.34)

Данное уравнение интегрируется в элементарных функциях, поскольку инте-
грируется тождество, полученное из уравнения (5.34):

d

(
1 − bu2 + u2

2

u1

)
+ du1 = 0.

В координатах (τ, Z1, Z2) оно соответствует трансцендентному первому интегра-
лу вида

Z2
1 + Z2

2 − bZ2τ + τ2

Z1τ
= const. (5.35)



196 В. В. Трофимов, М. В. Шамолин

Используя равенство (5.35), заключаем, что система (5.26) обладает транс-
цендентным первым интегралом, выражающимся через конечную комбинацию
элементарных функций:

Z2
1 + Z2

2 − bZ2 sinα+ sin2 α

Z1 sinα
= const. (5.36)

Теперь, пользуясь найденным первым интегралом (5.36), перепишем первое
уравнение системы (5.33) в виде

τ
du2

dτ
=

2 − 2bu2 + 2u2
2 − C1U1(C1, u2)

−u2 + b− 2bτ2 + bτ2(C1U1(C1, u2) + bu2)
, (5.37)

U1(C1, u2) =
C1 ±

√
C2

1 − 4(u2
2 − bu2 + 1)

2
,

или в виде уравнения Бернулли

dτ

du2
=

(b− u2)τ + bτ3(C1U1(C1, u2) + bu2 − 2)
2 − 2bu2 + 2u2

2 − C1U1(C1, u2)
. (5.38)

Уравнение (5.38) (при помощи (5.37)) легко приводится к линейному неод-
нородному уравнению

dp

du2
=

2(u2 − b)p− 2b(C1U1(C1, u2) + bu2 − 2)
2 − 2bu2 + 2u2

2 − C1U1(C1, u2)
, p =

1
τ2
. (5.39)

Последний факт означает, что может быть найден ещё один трансцендентный
первый интеграл в явном виде (т. е. через конечную комбинацию квадратур).
При этом общее решение уравнения (5.39) зависит от произвольной постоян-
ной C2. Полные выкладки мы не приводим.

Для поиска последнего дополнительного первого интеграла системы
(5.25)—(5.27) (т. е. интеграла, привязывающего уравнение на угол β) заме-
тим, что поскольку

dβ

dτ
=

Z1/τ

−Z2 + bτ(Z2
1 + Z2

2 ) + bτ(1 − τ2)
,

то к равенству
dβ

dτ
=

u1

−u2τ + bτ3(u2
1 + u2

2) + bτ(1 − τ2)
(5.40)

можно добавить равенство

τ
du1

dτ
=

2u1u2 − bu1

−u2 + bτ2(u2
1 + u2

2) + b(1 − τ2)
, (5.41)

взятое из системы (5.33).
Полученная система (5.40), (5.41) позволяет выписать уравнение для полу-

чения искомого интеграла:
du1

dβ
= 2u1 − β. (5.42)
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Используя теперь первый интеграл уравнения (5.34) (C1 — его постоянная
интегрирования) и уравнение (5.42), можно получить, что

du1

dβ
= ±

√
b2 − 4(u2

1 − C1u1 + 1), (5.43)

а следовательно, искомая квадратура в силу (5.43) принимает вид

±
∫

du1√
b2 − 4(u2

1 − C1u1 + 1)
= β + C3, C3 = const. (5.44)

Левая часть (5.44) (без знака) имеет вид

1
2

arcsin
(u1 − b

2 )2√
C2

1 + (b2 − 4)
. (5.45)

После подстановок из величины (5.45) имеем искомое инвариантное соотно-
шение

cos2[2(β + C3)] =

(
u2 − b

2

)2
u2

1

G1
, (5.46)

где
G1 = [u2

2 − bu2]2 + 2[u2
2 − bu2][u2

1 + 1] + [u2
1 + 1]2 + b2u2

1.

В частности, если b = 2, то равенство (5.46) примет вид

cos2[2(β + C3)] =
(Z2 − sinα)Z1

(Z2 − sinα)2 + Z2
1

.

Правая часть как нечётная функция от

ζ =
Z2 − sinα

Z1

имеет при ζ = 1 глобальный максимум, равный 1/2.
Итак, мы доказали следующее утверждение.

Теорема 5.2.2. Система (5.25)—(5.27) обладает полным набором первых ин-
тегралов, один из которых является аналитической функцией, а два других
являются элементарными трансцендентными функциями своих фазовых пере-
менных.

В заключение отметим, что для поиска первых интегралов рассматриваемых
систем нужно привести системы вида (4.1) к соответствующим системам (4.2)
с полиномиальными правыми частями, от вида которых зависит возможность
интегрирования в элементарных функциях исходной системы. Поэтому далее
пойдём следующим путём: будем искать достаточные условия интегрируемо-
сти в элементарных функциях систем уравнений с полиномиальными правыми
частями, исследуя при этом системы наиболее общего вида.
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5.3. Инвариантные индексы, характеризующие счётные
семейства неэквивалентных фазовых портретов

Результаты по «кодированию» счётного числа топологически неэквивалент-
ных фазовых портретов были уже получены ранее для разного рода систем (см.,
например, [194]). Материал же данного раздела в приведённом виде ранее не
публиковался, и поэтому авторы сочли нужным привести его.

Вводимые инвариантные индексы в данном случае появились вновь из кон-
кретных задач динамики (см. также [194]).

Как известно, задача о движении твёрдого тела в безграничном объёме среды
из-за своей сложности требует введения целого ряда упрощающих предположе-
ний, при этом основным является введение таких гипотез, которые позволили бы
изучать движение твёрдого тела отдельно от движения среды, в которую данное
тело помещено. Подобные действия были предприняты в классической задаче
Кирхгофа, но и она не исчерпывает возможностей моделирования подобного
типа.

Данная работа представляет собой исследование задачи плоскопараллель-
ного движения симметричного твёрдого тела, взаимодействующего со средой
лишь через плоский участок (кавитатор) его внешней поверхности. При постро-
ении силового поля используется информация о свойствах струйного обтекания
в условиях квазистационарности, при этом движение среды не изучается.

В отличие от предыдущих работ (см. [157]), в которых зависимостью момен-
та силы воздействия среды от угловой скорости тела пренебрегалось, в данной
работе, в соответствие с экспериментом, учитываются эффекты от влияния вра-
щательных производных момента гидроаэродинамических сил по компонентам
угловой скорости тела [194].

С практической точки зрения важен вопрос исследования устойчивости пря-
молинейного поступательного движения, при котором скорости точек тела пер-
пендикулярны кавитатору (угол атаки при этом тождественно равен нулю).

Необходимость же полного нелинейного исследования подтверждается важ-
ностью нахождения таких условий, при которых существуют колебания ограни-
ченной амплитуды возле прямолинейного поступательного движения, которое
является неустойчивым по отношению к углу атаки и угловой скорости.

5.3.1. Динамическая часть уравнений движения

Рассмотрим плоскопараллельное движение симметричного однородного твёр-
дого тела массы m с передним плоским торцом (пластиной) в сопротивляющейся
среде (см. также [194]). В случае отсутствия касательных сил воздействие среды
на тело сводится к силе S (приложенной в некоторой точке N), ортогональной
пластине.

В динамической модели органично вводятся следующие три фазовые коор-
динаты: v = |v|—величина скорости центра D пластины относительно среды,
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α—угол атаки, Ω—алгебраическое значение проекции угловой скорости тела
на ось, перпендикулярную движению.

Величина силы S квадратично зависит от v,

S = s1v
2,

с некоторым коэффициентом s1 (ньютоновское сопротивление). Воздействие
среды на тело определяется двумя знакопеременными функциями фазовых пе-
ременных:

yN = DN

и
s1 = s sgn cosα.

Будем считать величину s функцией α, а величину yN —функцией пары без-
размерных переменных (α, ω),

ω =
Ω∆
v
,

где ∆—характерный размер.
Фазовое состояние системы определяется с помощью шести функций, три

из которых— v, α, ω—рассматриваются в качестве квазискоростей системы, а
три другие (кинематические переменные) являются циклическими, что приво-
дит к понижению порядка общей системы уравнений движения. В неё также
входят функции yN (α, ω) и s(α), определяющие воздействие среды на тело. Как
уже отмечалось, функция yN зависит от угла атаки и от приведённой угловой
скорости ω. Если последней зависимостью пренебречь (как было в ряде преды-
дущих работ), то величина yN является функцией лишь угла атаки: yN = y(α),
а её зависимость от единственного аргумента определяется с помощью экспери-
ментальной информации о свойствах струйного обтекания. Тогда в дальнейшем
применяется метод «погружения» задачи в более общий класс задач.

Нашей основной целью является учёт влияния вращательных производных
момента силы воздействия среды по угловой скорости тела, требующий введе-
ния в функции воздействия среды дополнительного аргумента, что само по себе
является нетривиальной задачей моделирования. В данной работе ограничимся
введением угловой скорости в качестве аргумента лишь в функцию yN , а подоб-
ным её введением в приведённый коэффициент сопротивления s пренебрежём.

В дальнейшем величину yN будем рассматривать в следующем виде:

yN (α, ω) = yN

(
α,

Ω∆
v

)
= y(α) −H

Ω
v
,

при этом H > 0 согласно результатам эксперимента. Тогда уравнение об изме-
нении кинетического момента запишется как

IΩ̇ = F (α)v2 −Hs(α)Ωv, F (α) = y(α)s(α),

при этом, поменяв дифференцирование, динамическую часть уравнений движе-
ния можно привести к виду
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v′ = vΨ(α, ω), (5.47)

α′ = ω + σω2 sinα+
σ

I
F (α) cosα+

s(α)
m

sinα+
σ

I
hωs(α) cosα,

ω′ = −1
I
F (α) + σω3 cosα− σ

I
ωF (α) sinα+ ω

s(α)
m

cosα−

− B

I
hω cosα− σ

I
hω2s(α) sinα,

(5.48)

где

Ψ(α, ω) = −σω2 cosα+
σ

I
F (α) sinα− s(α)

m
cosα+

σ

I
hωs(α) sinα.

Два последних уравнения (5.48) системы (5.47), (5.48) образуют независимую
подсистему второго порядка на фазовом цилиндре S1{α mod 2π} × R

1{ω}.

5.3.2. «Погружение» задачи в более широкий класс задач

Система (5.47), (5.48) содержит функции F (α), s(α), явный вид которых,
даже для пластин простой формы, аналитически описать довольно трудно. По
этой причине используется приём «погружения» данной задачи в более широкий
класс задач, учитывающий лишь качественные свойства функций F (α), s(α).

Опорным для нас является результат С. А. Чаплыгина, получившего для пло-
скопараллельного струйного обтекания пластины бесконечной длины функции
y(α), s(α) в аналитическом виде [165]:

y(α) = y0(α) = A sinα, A > 0, (5.49)

s(α) = s0(α) = B cosα, B > 0. (5.50)

Этот результат помогает построить функциональные классы {y}, {s}, а за-
тем и {F}. Сочетая (5.49), (5.50) с экспериментальной информацией о свойствах
струйного обтекания, опишем необходимые классы, состоящие из функций до-
статочно гладких, 2π-периодических (y(α) нечётная, а s(α) чётная), удовлетво-
ряющих следующим условиям:

y(α) > 0, α ∈ (0, π), y′(0) > 0, y′(π) < 0

(класс функций {y}),

s(α) > 0, α ∈
(
0,
π

2

)
, s(α) < 0, α ∈

(π
2
, π
)
, s(0) > 0, s′(0) < 0

(класс функций {s}). Как y, так и s меняют знак при замене α на α+ π. Таким
образом, мы определили, каким образом выполняется вложение

y ∈ {y} = Y, s ∈ {s} = Σ.

Из перечисленных условий следует, что F —достаточно гладкая нечётная
π-периодическая функция, удовлетворяющая условиям

F (α) > 0, α ∈
(
0,
π

2

)
, F ′(0) > 0, F ′

(π
2

)
< 0
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(класс функций {F}). Таким образом, мы определили, каким образом выполня-
ется вложение

F ∈ {F} = Φ.

В частности, аналитическая функция

F (α) = F0(α) = AB sinα cosα ∈ Φ (5.51)

является типичным представителем класса функций Φ (см. [165]).
В связи с отмеченной в [194] неустойчивостью прямолинейного поступатель-

ного торможения можно поставить следующий вопрос: существуют ли угловые
колебания оси симметрии тела конечной (ограниченной) амплитуды? Сформули-
руем этот вопрос в более общем виде: существует ли пара функций y и s воздей-
ствия среды, такая что для некоторого решения динамической части уравнений
движения выполняется ограничение

0 < α(t) < α∗ <
π

2

начиная с некоторого момента времени t = t1?
При простейшем предположении на функции yN и s воздействия среды на

тело ранее показано [194], что при квазистационарном описании взаимодействия
среды с симметричным телом (когда величины yN и s зависят лишь от угла ата-
ки (H = 0)) для любой допустимой пары функций y(α) и s(α) воздействия среды
во всём диапазоне (0 < α < π/2) конечных углов атаки в системе отсутствуют
какие-либо колебательные решения конечной (ограниченной) амплитуды.

Таким образом, для возможного положительного ответа на вопрос, постав-
ленный выше, необходимо «привлекать» зависимость момента силы воздействия
среды от приведённой угловой скорости. Как будет показано далее, при неко-
торых предположениях в принципе можно ожидать положительный ответ на
данный вопрос.

Конечно, с практической точки зрения важен анализ динамических урав-
нений лишь в окрестности прямолинейного поступательного торможения, по-
скольку при некоторых углах атаки происходит замыв боковой поверхности и
настоящая модель воздействия среды на тело перестаёт быть достоверной. Но,
во-первых, для тел с боковой поверхностью различной формы величины крити-
ческих углов атаки, вообще говоря, различны и неизвестны. Поэтому приходит-
ся исследовать весь диапазон углов. Во-вторых, исходная система (5.47), (5.48)
является механической системой маятникового типа, обладающей интересными
нелинейными свойствами, что побуждает проводить полный нелинейный анализ.

Итак, для исследования плоскопараллельного обтекания пластины средой ис-
пользуются классы динамических систем, определённые с помощью пары функ-
ций воздействия среды, что значительно усложняет проведение качественного
анализа.
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5.3.3. Многопараметрическое семейство фазовых портретов системы
на двумерном цилиндре

Динамическая система (5.48) имеет на двумерном фазовом цилиндре следу-
ющие положения равновесия:

(0, 0), (π, 0), (5.52)(π
2
, 0
)
,

(
3π
2
, 0
)
, (5.53)(

π

2
,
1
σ

)
,

(
−π
2
,
−1
σ

)
. (5.54)

Необходимо заметить, что положения равновесия (5.53) при любых допусти-
мых параметрах задачи являются сёдлами, а положения равновесия (5.54) —
притягивающими.

Для системы вида (5.47), (5.48) удобно ввести следующие три безразмерных
параметра:

µ1 = 2
B

mn0
, µ2 = σn0, µ3 =

Bh

In0
, n2

0 =
AB

I
, B = s(0), AB = F ′(0). (5.55)

Введём обозначения для полос на фазовом цилиндре:

Π =
{

(α, ω) ∈ R
2 : − π

2
< α <

π

2

}
, Π′ =

{
(α, ω) ∈ R

2 :
π

2
< α <

3π
2

}
.

Теорема 5.3.1. В бесконечномерном пространстве параметров системы
(5.48) имеется область J положительной меры, которая соответствует следу-
ющему поведению траекторий данной системы:

1) других положений равновесия, кроме (5.52)—(5.54), система (5.48) не име-
ет;

2) в полосе Π′ система (5.48) не имеет замкнутых фазовых характеристик;
3) в полосе Π около положения равновесия (0, 0) при изменении парамет-

ров (5.55) может происходить бифуркация рождения единственного устой-
чивого предельного цикла из слабого фокуса.

Рассмотрим следующую подобласть области J:

J1 = {(µ1, µ2, µ3) ∈ R
3 : 0 < µ3 − µ2 < 2}.

В данной работе рассматривается лишь следующая бесконечномерная область
параметров системы (5.48):

J ∩ J1. (5.56)

Замечание. Области параметров (5.56) соответствует следующее поведение
фазовых траекторий возле положений равновесия (5.52):

1) положение равновесия (π, 0) является отталкивающим;
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2) положение равновесия (0, 0) является отталкивающим, если µ1 > µ3 − µ2,
и притягивающим, если µ1 � µ3 − µ2, при этом если µ1 = µ3 − µ2, то
положения равновесия является слабым притягивающим фокусом.

Замкнутые кривые, состоящие из фазовых траекторий системы (5.48), для
области параметров (5.56) могут существовать лишь в полосе Π [166].

Основным вопросом классификации портретов является вопрос о поведении
устойчивых и неустойчивых сепаратрис имеющихся гиперболических сёдел.

Рассмотрим ключевые вопросы— о глобальном поведении следующих сепа-
ратрис:

а) выходящей из точки (π/2, 0) в полосу Π′;
б) входящей в точку (−π/2, 0) из полосы Π;
в) выходящей из точки (π/2, 0) в полосу Π.

Под независимостью поведения данных сепаратрис будем понимать ситуа-
цию, при которой они имеют предельные множества, независимо выбираемые
из области определения всех логически возможных их предельных множеств
с учётом характера расположения всех изоклин системы и имеющихся положе-
ний равновесия.

Теорема 5.3.2. Глобальное поведение любых двух сепаратрис а)—в) неза-
висимо, т. е. поведение третьей сепаратрисы определяется через поведение двух
других.

Выберем в качестве пары ключевых сепаратрис, поведение которых незави-
симо, сепаратрисы а) и б).
Определение 5.3.3. Индексом k1 сепаратрисы а) назовём рациональное чис-

ло, выбираемое из множества{
r ∈ Q : r =

1
4

+m, r =
1
2

+m, m ∈ N0

}
.

Скажем, что k1 = r, если сепаратриса а) имеет в качестве ω-предельного
множества точку (

2πr,
1
σ

)
,

если r = 1/4 +m, и точку
(2πr − 0,+∞),

если r = 1/2 +m.
Определение 5.3.4. Индексом k2 сепаратрисы б) назовём натуральное чис-

ло j, выбираемое из множества

{j ∈ N : j = 1, 2, 3, 4, 5}.
Скажем, что k2 = j, если сепаратриса б) имеет в качестве α-предельного

множества точку (0, 0) или устойчивый предельный цикл (j = 1); точку (π/2, 0)
(j = 2); точку (π, 0) (j = 3); точку (−0,−∞) (j = 4); точку (−π, 0) (j = 5).
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Таким образом, видно, что глобальное поведение сепаратрисы в) действи-
тельно зависит от индексов k1 и k2, т. е. от поведения сепаратрис а) и б)
в каждом конкретном случае.
Замечание. Если фиксировать индекс k1, то индекс k2 может в некоторых

случаях выбираться из более узкого множества, описанного в определении 5.3.4.

Теорема 5.3.5. Для любого k = (k1, k2) из (возможно, усечённой) области
определения допустимо соответствующее глобальное поведение сепаратрис а) и
б).

Итак, определения 5.3.3 и 5.3.4 корректны, и строится бесконечное семейство
фазовых портретов, содержащее портреты с предельными циклами, при этом все
портреты имеют различные качественные свойства.

Теорема 5.3.5 позволяет сделать следующий вывод: любое достаточно ма-
лое возмущение, дающее искомую систему в рассматриваемой области пара-
метров, описывающей физический маятник на плоскости, бесконечно много раз
перестраивает глобальный тип гамильтонового фазового портрета физического
маятника.

Некоторые из портретов (индекс k принимает значения (1/4, 2)∗, (1/4, 4)∗,
(1/4, 5), (1/2, 3)∗, (1/4, 5)∗, (1/4, 3)∗, (1/4, 3), (1/4, 4)) показаны на рис. 1—8
соответственно. Здесь звёздочкой помечены фазовые портреты, имеющие в по-
лосе Π простые или сложные предельные циклы.

Рис. 1. (k1, k2) = (1/4, 2)∗
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Рис. 2. (k1, k2) = (1/4, 4)∗

Рис. 3. (k1, k2) = (1/4, 5)

Рис. 4. (k1, k2) = (1/2, 3)∗
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Рис. 5. (k1, k2) = (1/4, 5)∗

Рис. 6. (k1, k2) = (1/4, 3)∗

Рис. 7. (k1, k2) = (1/4, 3)
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Рис. 8. (k1, k2) = (1/4, 4)

Для системы частного вида (5.48) при выполнении условий (5.49), (5.50)
(или (5.51)) имеем, таким образом, некоторое трёхпараметрическое семейство
фазовых портретов.

Двухпараметрическое семейство, построенное в [171], не содержит предель-
ных циклов, в отличие от только что построенного семейства. Но эти два се-
мейства объединяет тот факт, что каждым значениям безразмерных параметров
задачи соответствует пара независимых индексов (в данном случае k1, k2), «ко-
дирующих» топологический тип фазового портрета.

Заметим, что многие утверждения данного раздела справедливы и в более
широких областях параметров.

6. Случаи полной интегрируемости
в динамике симметричного четырёхмерного
твёрдого тела в неконсервативном поле

Рассмотрим уравнения движения динамически симметричного четырёхмер-
ного твёрдого тела в двух логически возможных случаях вида его тензора инер-
ции, находящегося в неконсервативном поле сил, построенном из поля силы
сопротивления, взятого из динамики трёхмерного твёрдого тела, взаимодейству-
ющего со средой.

6.1. Различные варианты движения

Конечно, исследованию случаев полной интегрируемости уравнений движе-
ния четырёхмерного твёрдого тела посвящено огромное количество работ. Мы
не претендуем в данном вопросе на первенство. Однако при исследовании «ма-
ломерных» уравнений движения вполне конкретных (двумерных и трёхмерных
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твёрдых тел в неконсервативном поле сил, а именно в поле сил сопротивле-
ния) появилась идея обобщить уравнения на случай движения четырёхмерного
твёрдого тела в аналогичном поле неконсервативных сил. В результате такого
обобщения получились два случая интегрируемости в задаче о движении тела
в сопротивляющейся среде, заполняющей четырёхмерное пространство, при на-
личии некоторой следящей силы, позволяющей методическим образом понизить
порядок общей системы динамических уравнений движения.

Более того, на наш взгляд, полученные результаты интересны из-за присут-
ствия в системе (сильно) неконсервативной силы.

Ранее в [122] была показана полная интегрируемость уравнений плоскопа-
раллельного движения тела в сопротивляющейся среде в условиях струйного
обтекания, когда у системы динамических уравнений существует первый ин-
теграл, являющийся трансцендентной (в смысле теории функций комплексного
переменного, имеющей существенно особые точки) функцией квазискоростей.
Тогда предполагалось, что всё взаимодействие среды с телом сосредоточено на
той части поверхности тела, которая имеет форму (одномерной) пластины.

Позднее [174] плоская задача была обобщена на пространственный (трёхмер-
ный) случай, при этом у системы динамических уравнений существует полный
набор трансцендентных первых интегралов. Здесь уже предполагалось, что всё
взаимодействие среды с телом сосредоточено на той части поверхности тела,
которая имеет форму плоского (двумерного) диска.

В данной работе исследуются уравнения движения динамически симметрич-
ного твёрдого тела в двух логически возможных случаях, в зависимости от
расстановки главных моментов инерции. Структура таких уравнений движения
в некотором смысле сохраняется при переносе на случаи большей размерности.

6.2. Два случая динамической симметрии
четырёхмерного тела

Пусть четырёхмерное твёрдое тело Θ массы m с гладкой трёхмерной гра-
ницей ∂Θ движется в сопротивляющейся среде, заполняющей четырёхмерную
область евклидова пространства. Предположим, что оно является динамиче-
ски симметричным, при этом имеются две логические возможности представ-
ления его тензора инерции: в некоторой связанной с телом системе координат
Dx1x2x3x4 оператор инерции имеет вид

diag{I1, I2, I2, I2} (6.1)

или вид

diag{I1, I1, I3, I3}. (6.2)

Во втором случае двумерные плоскости Dx1x2 и Dx3x4 —плоскости динамиче-
ской симметрии тела.
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6.3. Физические предположения и уравнения на so(4)

Предположим, что расстояние от точки N приложения неконсервативной
силы S до точки D является функцией лишь одного параметра— угла α:

DN = R(α)

(в случае движения в трёхмерном пространстве это угол атаки). В случае (6.1)
этот угол измеряется между скоростью vD точки D и осью Dx1. В случае (6.2)
смысл угла будет понятен из уравнений.

Неконсервативная сила (сопротивления) S имеет величину

S = s(α) sgn cosα · v2, |vD| = v,

где s—некоторая функция, характеризующая в системе как рассеяние, так и
подкачку энергии [194].

Для получения явного вида динамической части уравнений движения опре-
делим функции R и S, используя при этом информацию о свойствах движения
трёхмерных тел, следующим образом (при этом используется также известный
аналитический результат С. А. Чаплыгина):

R = R(α) = A sinα, S = Sv(α) = Bv2 cosα, A,B > 0.

Если Ω— тензор угловой скорости четырёхмерного твёрдого тела, Ω ∈ so(4),
то та часть уравнений движения, которая отвечает алгебре so(4), имеет вид
[191, 194]

Ω̇Λ + ΛΩ̇ + [Ω,ΩΛ + ΛΩ] = M, (6.3)

где

Λ = diag{λ1, λ2, λ3, λ4},

λ1 =
−I1 + I2 + I3 + I4

2
, λ2 =

I1 − I2 + I3 + I4
2

,

λ3 =
I1 + I2 − I3 + I4

2
, λ4 =

I1 + I2 + I3 − I4
2

,

M —момент внешних сил, действующих на тело в R
4, спроектированный на

естественные координаты в алгебре so(4), [ , ]—коммутатор в so(4). Кососим-
метрическую матрицу Ω ∈ so(4) будем представлять в виде


0 −ω6 ω5 −ω3

ω6 0 −ω4 ω2

−ω5 ω4 0 −ω1

ω3 −ω2 ω1 0


 ,

где ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6 —компоненты тензора угловой скорости в проекциях
на координаты в алгебре so(4). При этом, очевидно, выполнены равенства

λi − λj = Ij − Ii

для любых i, j = 1, . . . , 4.
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При вычислении момента внешней силы необходимо построить отображение

R
4 × R

4 → so(4),

переводящее пару векторов из R
4 в некоторый элемент из алгебры so(4).

6.4. Динамика в R
4

Поскольку исследуемые системы не являются консервативными, нам потре-
буется практически «в лоб» исследовать часть основного уравнения динамики,
в данном случае уравнение Ньютона. Здесь, конечно же, оно предстаёт перед
нами как уравнение движения центра масс.

Что касается уравнения движения центра масс C четырёхмерного твёрдого
тела, то оно представится в виде

mwC = F, (6.4)

где по многомерной формуле Ривальса (которую в данном случае несложно
вывести операторным методом) справедливы следующие равенства:

wC = wD + Ω2DC + EDC, wD = vD + ΩvD, E = Ω̇,

F—внешняя сила, действующая на тело (в нашем случае F = S), E— тензор
углового ускорения.

6.5. Обобщённая задача о движении тела
под действием следящей силы

Несколько расширим задачу. Предположим, что по прямой Dx1 (в слу-
чае (6.1)) или в плоскости Dx1x2 (в случае (6.2)) действует некоторая сле-
дящая сила T, линия действия которой проходит через центр масс C. Введение
данной силы используется для рассмотрения интересующих нас классов дви-
жений, в результате чего порядок динамической системы может быть понижен
(см. также [194]).

6.6. Случай (6.1)

Предполагая, что на тело действует следящая сила T, рассмотрим такой
класс движений тела, при котором всё время выполнено условие

v = const. (6.5)

Вполне определённым выбором величины следящей силы выполнение усло-
вия (6.5) может быть достигнуто.

Если (0, x2N , x3N , x4N )—координаты точки N в системе Dx1x2x3x4,
{−S, 0, 0, 0}—координаты вектора силы сопротивления в той же системе, то
для поиска момента силы строится вспомогательная матрица(

0 x2N x3N x4N

−S 0 0 0

)
,
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которая позволяет получить в проекциях на координаты в алгебре so(4) момент
силы сопротивления:

{0, 0, x4NS, 0,−x3NS, x2NS} ∈ R
6 ∼= M ∈ so(4).

Здесь необходимо учесть, что если (v, α, β1, β2)— сферические координаты в R
4,

то

x2N = R(α) cosβ1, x3N = R(α) sinβ1 cosβ2, x4N = R(α) sinβ1 sinβ2.

С учётом всего можно записать уравнение (6.3) в виде

(λ4 + λ3)ω̇1 + (λ3 − λ4)(ω3ω5 + ω2ω4) = 0,
(λ2 + λ4)ω̇2 + (λ2 − λ4)(ω3ω6 − ω1ω4) = 0,
(λ4 + λ1)ω̇3 + (λ4 − λ1)(ω2ω6 + ω1ω5) = x4N ,

(λ3 + λ2)ω̇4 + (λ2 − λ3)(ω5ω6 + ω1ω2) = 0,
(λ1 + λ3)ω̇5 + (λ3 − λ1)(ω4ω6 − ω1ω3) = −x3NS,

(λ1 + λ2)ω̇6 + (λ1 − λ2)(ω4ω5 + ω2ω3) = x2NS.

(6.6)

Очевидно, что в случае (6.1) у уравнений (6.6) существуют три циклических
первых интеграла:

ω1 = ω0
1 , ω2 = ω0

2 , ω4 = ω0
4 . (6.7)

Рассмотрим для простоты движения на нулевых уровнях:

ω0
1 = ω0

2 = ω0
4 = 0.

В результате оставшиеся уравнения на алгебре so(4) примут следующий вид
(здесь n2

0 = AB/2I2):

ω̇3 = n2
0v

2 sinα cosα sinβ1 sinβ2,

ω̇5 = −n2
0v

2 sinα cosα sinβ1 cosβ2,

ω̇6 = n2
0v

2 sinα cosα cosβ1.

Если ввести замену угловых скоростей по формулам

z1 = ω3 cosβ2 + ω5 sinβ2,

z2 = −ω3 sinβ2 cosβ1 + ω5 cosβ2 cosβ1 + ω6 sinβ1,

z3 = ω3 sinβ2 sinβ1 − ω5 cosβ2 sinβ1 + ω6 cosβ1,

то «совместные» уравнения движения на касательном расслоении TS
3 трёхмер-

ной сферы (после учёта четырёх условий (6.5) и (6.7), которые помогают снизить
порядок общей системы динамических уравнений движения десятого порядка до
шестого) примут симметричный вид (σ = DC):

α̇ = −z3 + σn2
0v sinα,

ż3 = n2
0v

2 sinα cosα− (z2
1 + z2

2) ctgα,

ż2 = z2z3 ctgα+ z2
1 ctgα ctg β1,

ż1 = z1z3 ctgα− z1z2 ctgα ctg β1,

(6.8)
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β̇1 = z2 ctgα,

β̇2 = −z1 ctgα cscβ1

(6.9)

В системе (6.8), (6.9) шестого порядка существует независимая подсистема
пятого порядка (6.8). Для полного интегрирования данной системы необходи-
мо, вообще говоря, знать пять независимых первых интегралов. Однако после
замены переменных

z1, z2 → z =
√
z2
1 + z2

2 , z∗ =
z2
z1

система (6.8), (6.9) распадается следующим образом:

α̇ = −z3 + σn2
0v sinα,

ż3 = n2
0v

2 sinα cosα− z2 ctgα,
ż = zz3 ctgα,

(6.10)

ż∗ =
√

1 + z2∗z ctgα ctg β1,

β̇1 =
zz∗√
1 + z2∗

cosα cscβ1,
(6.11)

β̇2 = −z1(z, z∗) ctgα cscβ1. (6.12)

Видно, что система (6.8) распалась на независимые подсистемы ещё более
низкого порядка: систему (6.10) третьего порядка и систему (6.11) (конечно,
после замены независимого переменного) второго. Таким образом, для полной
интегрируемости системы (6.10)—(6.12) достаточно указать два независимых
интеграла системы (6.10): один— системы (6.11) и дополнительный интеграл,
«привязывающий» уравнение (6.12). При этом заметим, что систему (6.10) мож-
но рассматривать на касательном расслоении TS

2 двумерной сферы.
Система (6.10) появляется в динамике трёхмерного твёрдого тела [187]. Она

обладает двумя трансцендентными интегралами:

z2 + z2
3 − σn2

0vz3 sinα+ n2
0v

2 sin2 α

z sinα
= C1 = const,

G
( z

sinα
,
z3

sinα
, sinα

)
= C2 = const.

Система (6.11) имеет первый интеграл вида√
1 + z2∗

sinβ1
= C3 = const.

Дополнительный первый интеграл имеет вид

± cosβ1√
C2

3 − 1
= sin{C3(β2 + C4)}, C4 = const.
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Необходимо также заметить, что в приведённых системах в знаменателях
содержатся функции sinα и sinβ1, лишь несущие информацию о том, что ко-
ординаты (v, α, β1, β2) являются сферическими, при sinα = 0 и sinβ1 = 0 они
(кинематически) вырождаются.

6.7. Случай (6.2)

Неконсервативная сила (сопротивления) S = {S1, S2, 0, 0} и координаты точ-
ки её приложения N = (0, 0, x3N , x4N ) в системе Dx1x2x3x4 определяются сле-
дующим образом:

S1 = S sin γ, S2 = −S cos γ, γ = const,
x3N = R cosβ1, x4N = R sinβ1

(при этом γ—угол, измеряемый в плоскости Dx1x2, и β1 —угол, измеряемый
в плоскости Dx3x4). Таким образом, для нахождения момента силы строится
вспомогательная матрица (

0 0 x3N x4N

S1 S2 0 0

)
.

Если прямая CD лежит в плоскости Dx1x2 и вектор DC определяет поло-
жение центра масс:

DC = {σ sin γ,−σ cos γ, 0, 0},
то вектор скорости vD точки D можно представить в виде

vD = {v cosα sinβ2, v cosα cosβ2, v sinα cosβ1, v sinα sinβ1}, |vD| = v,

где β2 —угол, измеряемый в плоскости Dx1x2.
Теперь можно получить уравнения движения в рассмотренном поле внешней

силы, переписав соответствующим образом уравнение (6.3):

(λ4 + λ3)ω̇1 + (λ3 − λ4)(ω3ω5 + ω2ω4) = 0,
(λ2 + λ4)ω̇2 + (λ2 − λ4)(ω3ω6 − ω1ω4) = x4NS2,

(λ4 + λ1)ω̇3 + (λ4 − λ1)(ω2ω6 + ω1ω5) = −x4NS1,

(λ3 + λ2)ω̇4 + (λ2 − λ3)(ω5ω6 + ω1ω2) = −x3NS2,

(λ1 + λ3)ω̇5 + (λ3 − λ1)(ω4ω6 − ω1ω3) = x3NS1,

(λ1 + λ2)ω̇6 + (λ1 − λ2)(ω4ω5 + ω2ω3) = 0,

(6.13)

где
{0, x4NS2, −x4NS1, −x3NS2, x3NS1, 0} ∈ R

6 ∼= M ∈ so(4)—

момент силы сопротивления.
Очевидно, что система (6.13) допускает наличие двух циклических интегра-

лов:
ω1 = ω0

1 = const, ω6 = ω0
6 = const. (6.14)
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Будем рассматривать динамику системы на нулевых уровнях интегралов (6.14):

ω0
1 = ω0

6 = 0.

Тогда оставшиеся уравнения на алгебре so(4) перепишутся как

ω̇2 = −n2
0v

2 sinα cosα sinβ1 cos γ,

ω̇3 = −n2
0v

2 sinα cosα sinβ1 sin γ,

ω̇4 = n2
0v

2 sinα cosα cosβ1 cos γ,

ω̇5 = n2
0v

2 sinα cosα cosβ1 sin γ,

при этом n2
0 = AB/(I1 + I3).

Мы по-прежнему подразумеваем, что на тело действует следящая сила T, и
рассмотрим такой класс движений тела, при котором во всё время выполнены
условия (неинтегрируемые связи)

v = const, β2 = const. (6.15)

Для этого следящую силу достаточно выбрать так, чтобы первые два уравне-
ния векторного уравнения (6.4) выполнялись тождественно. Это соответствует
тому, что результирующая внешняя сила S + T, действующая на тело, будет
обеспечивать выполнение равенств (6.15), которые становятся инвариантными
соотношениями. Тем самым порядок независимой системы восьмого порядка
вновь снижается до шести.

Итак, выбирая соответствующим образом величину следящей силы, первые
два уравнения векторного уравнения (6.4) можно удовлетворить тождественно,
при этом, в принципе, могут выполняться инвариантные соотношения (6.15).

Поскольку выполнены равенства

ΩvD = v




ω5 sinα cosβ1 − ω3 sinα sinβ1

−ω4 sinα cosβ1 + ω2 sinα sinβ1

−ω5 cosα sinβ2 + ω4 cosα cosβ2

ω3 cosα sinβ2 − ω2 cosα cosβ2


 ,

EDC =




0
0

−σω̇5 sin γ − σω̇4 cos γ
σω̇3 sin γ + σω̇2 cos γ


 ,

Ω2DC =



−σω2

5 sin γ − σω4ω5 cos γ − σω2
3 sin γ − σω2ω3 cos γ

σω4ω5 sin γ + σω2
4 cos γ + σω2ω3 sin γ + σω2

2 cos γ
0
0


 ,

то два последних скалярных уравнения векторного уравнения (6.4) примут вид

vα̇ cosα cosβ1 − vβ̇1 sinα sinβ1 −
− ω5v cosα sinβ2 + ω4v cosα cosβ2 − σω̇5 sin γ − σω̇4 cos γ = 0, (6.16)
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vα̇ cosα sinβ1 + vβ̇1 sinα cosβ1 +
+ ω3v cosα sinβ2 − ω2v cosα cosβ2 + σω̇3 sin γ + σω̇2 cos γ = 0. (6.17)

Уравнения (6.16), (6.17) дополняют оставшиеся четыре уравнения на so(4) до
замкнутой динамической системы шестого порядка.

В результате замены угловых скоростей по формулам

z1 = ω3 cosβ1 + ω5 sinβ1, z2 = ω3 sinβ1 − ω5 cosβ1,

z3 = ω2 cosβ1 + ω4 sinβ1, z4 = ω2 sinβ1 − ω4 cosβ1,

w1 = −z1 sinβ2 + z3 cosβ2, w2 = z3 sinβ2 + z1 cosβ2,

w3 = z2 sinβ2 − z4 cosβ2, w4 = z4 sinβ2 + z2 cosβ2

исследуемая система шестого порядка приводится к виду

α̇ = −w3 + σn2
0v sinα,

β̇1 = w1 ctgα,
ẇ1 = w3w1 ctgα,
ẇ2 = −w4w1 ctgα,

ẇ3 = −n2
0v

2 sinα cosα(sin γ sinβ2 − cos γ cosβ2) − w2
1 ctgα,

ẇ4 = −n2
0v

2 sinα cosα(cos γ sinβ2 + sin γ cosβ2) + w1w2 ctgα.

(6.18)

Иными словами, у системы шестого порядка (6.18) появляется независимая под-
система третьего порядка

α̇ = −w3 + σn2
0v sinα,

ẇ3 = n2
0v

2 sinα cosα cos(γ + β2) − w2
1 ctgα,

ẇ1 = w3w1 ctgα,

(6.19)

а также могут быть выделены система второго порядка

ẇ4 = −n2
0v

2 sinα cosα sin(γ + β2) + w1w2 ctgα,
ẇ2 = −w4w1 ctgα

(6.20)

и уравнение
β̇1 = w1 ctgα. (6.21)

Как было показано ранее, система (6.19), (6.21) обладает тремя, вообще го-
воря независимыми, первыми интегралами следующего вида:

Φ1(w1, w3, sinα) =

=
w2

1 + w2
3 − σn2

0vw3 sinα+ n2
0v

2 cos(γ + β2) sin2 α

w1 sinα
= C1 = const, (6.22)

Φ2(w1, w3, sinα) = C2 = const, (6.23)

Φ3(w1, w3, sinα, β1) = C3 = const. (6.24)

Все три указанных первых интеграла являются трансцендентными функциями
своих фазовых переменных (с точки зрения комплексного анализа, имеющими
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после формального их продолжения в комплексную область существенно особые
точки), выражающимися через элементарные функции.

После указанных редукций в рассматриваемой системе шестого порядка для
полного её интегрирования достаточно указать ещё один первый интеграл, не
зависящий от интегралов (6.22)—(6.24).

После замены переменных

w∗ = w3 sin(γ + β2) + w4 cos(γ + β2), w∗∗ = w1 sin(γ + β2) − w2 cos(γ + β2)

система (6.20) может быть приведена к виду

dw∗
dβ1

= −w∗∗,
dw∗∗
dβ1

= w∗,

который предполагает наличие аналитического первого интеграла

w2
∗ + w2

∗∗ = C4 = const.

Итак, исследуемая динамическая система вполне интегрируема в классе (вообще
говоря, трансцендентных) функций.

7. Заключение

Ранее в основном рассматривались лишь такие движения четырёхмерного
тела, когда M ≡ 0 (или имеется ненулевой момент консервативной силы— см.,
например, работы О. И. Богоявленского [32—34], А. П. Веселова, С. В. Манако-
ва и многих других авторов (нет возможности упомянуть всех)). Данная работа
открывает новое направление в исследовании уравнений движения твёрдого тела
на so(4) × R

4 при наличии момента неконсервативной внешней силы.
Методика интегрирования рассматриваемых динамических систем часто мо-

жет быть распространена и на пространство so(n) × R
n произвольного динами-

чески симметричного n-мерного твёрдого тела (при данных модельных предпо-
ложениях).

Автор выражает искреннюю благодарность профессору А. В. Михалёву за
обсуждение результатов и ценные замечания.
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