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Аннотация

Получены оценки снизу для целочисленных линейных форм от значений некоторых
q-рядов.

Abstract

K. Väänänen, Remarks on linear independence of certain q-series, Fundamentalnaya
i prikladnaya matematika, vol. 16 (2010), no. 5, pp. 41—47.

We obtain lower bounds for linear forms in values of certain q-series with integer
coefficients.

Памяти А. О. Гельфонда, к 100-летию со дня рождения

1. Введение

В серии работ [4, 5, 10] был развит метод доказательства линейной незави-
симости значений компонентов аналитического решения системы

zsȳ(z) = a(z)Cȳ(qz) + b̄(z), (1)

где s ∈ Z+, C —невырожденная постоянная матрица с алгебраическими эле-
ментами, a(z) и компоненты b̄(z)—многочлены с алгебраическими коэффици-
ентами степеней не выше s с условием a(0) �= 0, q, |q| > 1, — алгебраическое
число, удовлетворяющее ряду дополнительных условий. Цель настоящей за-
метки— применение этих результатов к специальному случаю недавней работы
П. Бундшу [7], в которой изучается линейная независимость значений функции

f(z, x) =
∞∑

j=0

zmj

j−1∏
i=0

P (xq−im),
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где m ∈ Z+, P —многочлен степени l � 1 с рациональными коэффициентами,
удовлетворяющий условию P (0) = 1, и q ∈ Z, |q| > 1. Положим

fh(x) = f(q−h, x), h ∈ Z+.

Основная теорема работы [7] даёт нижнюю границу для размерности векторного
пространства (над Q), порождённого числами

1, fh(1), fh(q−1), . . . , fh

(
q−(m−1)

)
. (2)

В специальном случае l = 1 теорема утверждает, что по крайней мере m из этих
m + 1 чисел линейно независимы. В своём доказательстве П. Бундшу строит
линейные формы от чисел (2), искусно используя комплексное интегрирование,
и затем применяет критерий линейной независимости Ю. В. Нестеренко [3].
В настоящей работе мы доказываем, что из результатов работ [5, 10] можно по-
лучить утверждения о линейной независимости q-рядов, откуда в свою очередь
следует линейная независимость всех чисел набора (2) в случае l = 1. По-види-
мому, наш подход неприменим при l � 2, по крайней мере в такой форме. В этом
случае мы отсылаем читателя к работе [7], где можно найти другие результаты
об оценках размерности.
Также отметим, что предмет нашей статьи связан с двумя работами

А. О. Гельфонда [1, 2], в которых рассматриваются целые функции, принимаю-
щие целые значения в точках геометрической прогрессии. Точнее, А. О. Гель-
фонд доказывает, что если q > 1—целое число и f(z)—целая функция, удо-
влетворяющая условиям f(qn) ∈ Z, n = 1, 2, . . . , и

log max
|z|=r

|f(z)| <
1

4 log q
log2 r − 1

2
log r − ω(r),

где lim
r→∞ω(r) = ∞, то f(z)—многочлен.

2. Результаты

Пусть a1, . . . , at—рациональные числа, удовлетворяющие условиям

aν �= 0,−qn, n ∈ N, aν �= aµqk, k ∈ Z, (3)

при всех ν и µ �= ν. Тогда функции

gµν(z) =
∞∑

j=0

zmj

j−1∏
i=0

(
1 +

aν

qµ+mi

)
, µ = 0, 1, . . . ,m − 1, ν = 1, . . . , t, (4)

определены при |z| < 1. Отметим, что fh(q−µ) = gµ1(q−h) для P (x) = 1 + a1x,
и следовательно, линейная независимость чисел (2) для этого P (x) вытекает из
следующего результата.
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Теорема. Пусть q ∈ Z, |q| > 1, a1, . . . , at—рациональные числа, удовлетво-
ряющие (3), β �= 0—рациональное число, |β| < 1. Тогда числа

1, gµν(β), µ = 0, 1, . . . ,m − 1, ν = 1, . . . , t, (5)

линейно независимы над Q. Более того, существуют положительные постоян-
ные C, D, H0, зависящие от функций (4) и β, такие что для произвольного
ненулевого набора чисел h0, hµν ∈ Z выполнено

∣∣∣∣h0 +
m−1∑
µ=0

t∑
ν=1

hµνgµν(β)
∣∣∣∣ > CH−Γ−D/

√
log H ,

где H = max{|h0|, |hµν |,H0} и

Γ =
8mt

8mt − 1

(
8m3t2 + (m + 4)mt +

m

3
+ 2

)
.

Результаты об иррациональности чисел из (5) можно найти в [6,8].
При доказательстве теоремы мы пользуемся специальным случаем теоре-

мы 5.1 из [5]. Для того чтобы сформулировать этот результат, отметим, что
система (1) имеет единственное решение f̄(z) с компонентами fi(z), аналити-
ческими в некоторой окрестности нуля в C (см. [5]). Используя (1), мы можем
доопределить fi(z) для всех z ∈ C, удовлетворяющих условию a(q−kz) �= 0 при
всех k = 1, 2, . . . . Тогда теорема 5.1 работы [5] влечёт следующий результат
о линейной независимости значений fi(z).

Теорема АМВ. Допустим, что в (1) элементы матрицы C и коэффициенты
многочлена a(z) и полиномиальных компонентов b̄(z) рациональны, q ∈ Z удо-
влетворяет условию |q| > 1. Пусть f̄(z) =

(
f1(z), . . . , fM (z)

)T
—решение (1).

Предположим, что функции 1, f1(z), . . . , fM (z) линейно независимы над Q(z).
Если α ∈ Q∗ удовлетворяет условиям a(αq−k) �= 0, k = 1, 2, . . . , то числа
1, f1(α), . . . , fM (α) линейно независимы над Q. Более того, существуют по-
ложительные постоянные C1, D1, H1, зависящие от системы (1) и α, такие
что для произвольного ненулевого набора чисел h0, h1, . . . , hM ∈ Z мы имеем

∣∣∣∣h0 +
M∑

µ=1

hµfµ(α)
∣∣∣∣ > C1H

−Γ−D1/
√

log H ,

где H = max{|hµ|,H1} и

Γ =
8M

8M − 1

(
8sM2 + (s + 4)M +

s

3
+ 2

)
.

Замечание. Теорема АМВ в [5] сформулирована для произвольного поля ал-
гебраических чисел K, а также в неархимедовом случае, однако для простоты
мы приводим только нужный нам частный случай. Метод работ [5,10] использу-
ет приближения типа Паде второго рода для компонентов решения системы (1),
а также идеи теории Зигеля—Шидловского.
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3. Доказательство

Сначала приведём некоторые свойства решений функционального уравнения

azsg(z) = p(z)g(qz) − r(z), s ∈ Z+, p, r ∈ Q[z], p(0) �= 0, (6)

которое изучалось в [4,5, 10]. Из [4, с. 393] следует, что если a �= 0 рациональ-
но и g(z)—решение, являющееся рациональной функцией, то g(z)—многочлен.
Далее, если deg p(z) = s и степень r(z) �≡ 0 меньше s, то полиномиальных ре-
шений не существует при условии, что a �= psq

n, n ∈ N, где ps— старший
коэффициент p(z). Следовательно, в этом случае уравнение (6) не имеет раци-
ональных решений.
Теперь рассмотрим систему функциональных уравнений

aνzmGµν(z) = (1 − zm)Gµν(qz) − (qz)µ, µ = 0, 1, . . . , m − 1, ν = 1, . . . , t. (7)

Отметим, что это частный случай (1). Если

Gµν(z) =
∞∑

n=0

gµνnzn

удовлетворяет (7), то

qngµνn = (aν + qn−m)gµν,n−m + δnµqµ, n = 0, 1, . . . ,

где δnµ— символ Кронекера и gµνn = 0 при n < 0. Значит, gµνn = 0 при
n �= µ + jm и

gµν,µ+jm = q−jm

j−1∏
i=0

(
1 +

aν

qµ+im

)
, j = 0, 1, . . . .

Следовательно, функции

Gµν(z) = zµ
∞∑

j=0

(
z

q

)jm j−1∏
i=0

(
1 +

aν

qµ+im

)
= zµgµν

(
z

q

)
,

µ = 0, 1, . . . ,m − 1, ν = 1, . . . , t, (8)

согласно (4) дают единственное решение системы (7), аналитическое при
|z| < |q|. Из сказанного выше и (3) следует, что ни одна из этих функций
не является рациональной.
Результат работы [10] можно непосредственно применить к системе (7) толь-

ко при m = 1, поскольку доказательство необнуления из леммы 3 работы [10]
не работает в случае m > 1. Тем не менее можно применить теорему АМВ,
если все функции 1, Gµν(z) линейно независимы над Q(z). Таким образом,
справедливость основной теоремы вытекает из следующей леммы.

Лемма. Если числа aν и q удовлетворяют условиям теоремы, то функции

1, Gµν(z), µ = 0, 1, . . . , m − 1, ν = 1, . . . , t, (9)

линейно независимы над Q(z).
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Доказательство. Из (3) и рассуждений в начале этого раздела мы знаем,
что ни одна из функций Gµν(z) не является рациональной, в частности, 1 и
G01(z) линейно независимы над Q(z).
Допустим, что функции

1, G01(z), . . . , Gk−1,1(z) (k < m) (10)

линейно независимы, однако при добавлении к ним Gk,1(z) эти функции стано-
вятся линейно зависимыми над Q(z). Тогда

P−1(z) +
k∑

µ=0

Pµ(z)Gµ1(z) = 0 (11)

тождественно по z, где Pµ(z) ∈ Q[z], µ = −1, 0, . . . , k, Pk(z) �≡ 0. Из (7) и (11)
следует

(1 − zm)P−1(qz) +
k∑

µ=0

Pµ(qz)(a1z
mGµ1(z) + (qz)µ) = 0.

Исключая Gk1(z) из этого уравнения и (11), получаем

(1 − zm)Pk(z)P−1(qz) − a1z
mPk(qz)P−1(z) +

k∑
µ=0

Pk(z)Pµ(qz)(qz)µ +

+
k−1∑
µ=0

a1z
m

(
Pk(z)Pµ(qz) − Pk(qz)Pµ(z)

)
Gµ1(z) = 0.

Из предположения о линейной независимости функций (10) вытекают соотно-
шения

Pk(z)Pµ(qz) − Pk(qz)Pµ(z) = 0, µ = 0, 1, . . . , k − 1.

Если Pµ(z) �≡ 0, то

Pµ(z)
Pk(z)

=
∞∑

n=M

dnzn =
Pµ(qz)
Pk(qz)

, dM �= 0.

Следовательно, M = 0 для всех µ и Pµ(z) = cµPk(z) при µ = 0, 1, . . . , k − 1, где
cµ ∈ Q. Подставляя эти равенства в (11), получаем

P−1(z) + Pk(z)
k∑

µ=0

cµGµ1(z) = 0, ck = 1.

Это означает, что функция

G(z) =
k∑

µ=0

cµGµ1(z)
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является рациональной. С другой стороны, согласно (7)

a1z
mG(z) = (1 − zm)G(qz) −

k∑
µ=0

cµ(qz)µ,

а из (3) и рассуждений в начале этого раздела следует, что последнее функцио-
нальное уравнение не имеет рациональных решений. Полученное противоречие
доказывает, по индукции, что функции 1, G01(z), . . . , Gm−1,1(z) линейно неза-
висимы над Q(z).
Теперь для завершения доказательства леммы допустим, что функции 1,

Gµν(z), µ = 0, 1, . . . , m − 1, ν = 1, . . . , s − 1 (2 � s < t), линейно зависимы
над Q(z), и покажем, что отсюда следует их линейная независимость с Gµs,
µ = 0, 1, . . . ,m − 1. Допустим, что, напротив, функции

1, Gµν(z), G0,s(z), . . . , Gk−1,s(z), µ = 0, 1, . . . ,m − 1, ν = 1, . . . , s − 1, (12)

линейно независимы над Q(z), однако линейно зависимы с Gks(z). Тогда имеем

P00(z) +
m−1∑
µ=0

s−1∑
ν=1

Pµν(z)Gµν(z) +
k∑

µ=0

Pµs(z)Gµs(z) = 0 (13)

для некоторых многочленов Pµν ∈ Q[z], Pks(z) �≡ 0. Согласно (7) и (13)

(1 − zm)P00(qz) +
m−1∑
µ=0

s−1∑
ν=1

Pµν(qz)(aνzmGµν(z) + (qz)µ) +

+
k∑

µ=0

Pµs(qz)(asz
mGµs(z) + (qz)µ) = 0.

Исключая Gks(z) из этого уравнения и (13) и используя наше предположение
о линейной независимости функций (12), получаем

aνPks(z)Pµν(qz) − asPks(qz)Pµν(z) = 0, (14)

µ = 0, 1, . . . , m − 1, ν = 1, . . . , s − 1,

Pks(z)Pµs(qz) − Pks(qz)Pµs(z) = 0, µ = 0, 1, . . . , k − 1. (15)

Если Pµν(z) �≡ 0 в (14), то

Pµν(z)
Pks(z)

=
∞∑

n=M

dnzn =
aν

as

Pµν(qz)
Pks(qz)

, dM �= 0,

и следовательно,
dM =

aν

as
qMdM ,

или as = aνqM при некотором ν < s. Согласно (3) это невозможно, поэтому
Pµν(z) ≡ 0 при всех µ, ν в (14).
Отсюда получаем, что (13) имеет тот же вид, что и (11), и мы снова приходим

к противоречию с использованием (15), как и в случае уравнения (11) (просто
заменяем a1 на as). Таким образом, лемма доказана.
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Замечание. В случае m = 1 функциональные уравнения (7) имеют вид (обо-
значим G0ν(z) = Gν(z))

aνzGν(z) = (1 − z)Gν(qz) − 1, ν = 1, . . . , t. (16)

Как было отмечено в [4], решение (16) связано с q-экспоненциальной функцией

Eq(z) =
∞∑

n=0

zn

(q − 1) · · · (qn − 1)
.

А именно, используя (16), получаем

aνGν(1) + 1 = Eq(aνq), ν = 1, . . . , t,

и следовательно, согласно (8)

Eq(aq) = 1 + a

∞∑
j=0

q−j

j−1∏
i=0

(
1 +

a

qi

)
.

Недавно эта связь была использована в [9] для получения точных оценок мер
линейной независимости значений Eq(z).
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