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Аннотация

Мы в явном виде решаем уравнение Axn − Byn = ±1. Кроме того, мы по-
лучаем ряд новых результатов для семейств уравнений вида Axn − Byn = zm

с m ∈ {3, n}, где x, y, z, A, B, n—неизвестные ненулевые целые числа, такие
что n � 3, AB = pαqβ с натуральными α, β, 2 � p < q < 30—простые чис-
ла. В доказательствах используется ряд глубоких методов, в том числе модулярный
подход и современные оценки линейных форм от логарифмов. В некоторых случа-
ях используются локальный анализ и компьютерное решение уравнений Туэ малых
степеней.

Abstract

K. Győry, Á. Pintér, Binomial Thue equations, ternary equations, and power val-
ues of polynomials, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 16 (2010), no. 5,
pp. 61—77.

We explicitly solve the equation Axn −Byn = ±1 and, along the way, we obtain new
results for a collection of equations Axn−Byn = zm with m ∈ {3, n}, where x, y, z, A,
B, and n are unknown nonzero integers such that n � 3, AB = pαqβ with nonnegative
integers α and β and with primes 2 � p < q < 30. The proofs require a combination
of several powerful methods, including the modular approach, recent lower bounds for
linear forms in logarithms, somewhat involved local considerations, and computational
techniques for solving Thue equations of low degree.
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1. Естественное обобщение уравнения в S-единицах
и биномиальное уравнение Туэ
с неизвестным показателем

Рассмотрим конечное множество простых чисел S = {p1, . . . , ps}. Обозначим
через S множество всех таких натуральных чисел, которые не имеют простых
делителей, не принадлежащих множеству S. Другими словами, множество S
состоит из тех целых рациональных чисел, которые являются S-единицами в Q.
Рассмотрим уравнение

Axn − Byn = C с неизвестными x, y, A, B, C, n,

такими что |xy| � 1, A,B,C ∈ S , n � 3. (1)

Мы можем предполагать, что

НОД(Ax,By,C) = 1. (2)

Уравнение (1) является естественным обобщением уравнения в S-единицах
над Q и биномиального уравнения Туэ с неизвестным показателем. Действи-
тельно, при фиксированных значениях A, B, C уравнение (1) — биномиальное
уравнение Туэ. В то же время при фиксированных x, y и n рассматриваемое
уравнение является уравнением в S-единицах. В обоих этих частных случа-
ях известны различные эффективные границы для решений соответствующих
уравнений. Обзор такого рода результатов и их различных приложений можно
найти в [5,8, 10—13,21,23] (см. также библиографию в этих работах).

Пусть
QS = p1 · · · ps.

В [14, 15] мы доказали следующую эффективную теорему об ограниченности
решений.

Теорема. Для всякого решения x, y, A, B, C, n уравнения (1) с услови-
ем (2) величины |Axn|, |Byn|, |C| ограничены сверху некоторой эффективно
вычислимой постоянной, зависящей только от QS .

В [14] также было доказано, что из соотношений (1), (2) при условии |xy| > 1
вытекает неравенство n � c1Q

3
S . Отметим, что в этом случае эффективный ва-

риант ABC-гипотезы даёт оценку n � c2 log QS . Здесь c1, c2 (а в дальнейшем
и c3) обозначают эффективно вычислимые абсолютные постоянные. Легко пока-
зать, что последняя верхняя оценка является точной по порядку относительно
величины QS . Действительно, для любого n можно подобрать соответствующее
конечное множество простых чисел S и числа A,B,C ∈ S , такие что уравне-
ние (1) имеет решение, для которого выполнены соотношения (2), |xy| > 1 и
n � c3 log QS .

При доказательстве сформулированной теоремы основным инструментом яв-
ляется теория линейных форм от логарифмов. Получить эффективную границу
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для решений не так сложно. Однако такого рода граница оказывается слишком
большой для того, чтобы выписать все решения уравнения (1) в конкретных
случаях.

2. Решение уравнения (1) в конкретных случаях

Для уравнения (1) с неизвестным n � 3 и с неизвестными S-единичными
коэффициентами A, B решение было получено в различных случаях. Но всякий
раз предполагалось, что C = ±1, т. е. рассматривалось уравнение

Axn − Byn = ±1 с неизвестными x, y, A, B, n,

такими что |xy| � 1, A,B ∈ S , n � 3, (3)

где можно предполагать, что 1 � A < B, а x, y —положительные целые числа.
Для случая S = {p} с простым

p ∈ {3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 53, 59}
из работ А. Вайлса [24], К. Рибета [19]] и Г. Дармона и Л. Мерела [7] об урав-
нениях типа Ферма (см. также раздел 4) следует, что рассматриваемое урав-
нение (3) не имеет иных решений, кроме решения (A,B) = (1, 2), x = y = 1.
Доказательства этих авторов основаны на модулярном методе. Для S = {2, 3}
уравнение (3) было решено М. А. Беннетом [2]. Этот результат был обобщён
в [3] на случай S = {p, q}, где 2 � p < q � 13. Независимо Я. Бюжо, М. Ми-
ньотт и С. Сиксек [6] решили уравнение (3) в случае, когда A = 2α, B = qβ ,
где q —некоторое простое число, 3 � q < 100, и когда A = pα, B = qβ , где
p, q —простые числа, 3 � p < q � 31. В [2, 3, 6] модулярный подход сочетался
с использованием современных оценок линейных форм от логарифмов.

Наша теорема 1 обобщает упомянутые работы [2, 3], связанные с уравнени-
ем (3).

Теорема 1. Пусть S = {p, q}, где p и q —простые числа, 2 � p, q < 30. Пусть
A, B, x, y, n—натуральные числа, причём A, B — S-единицы, A < B и n � 3.
Тогда единственными решениями уравнения (3) будут

n � 3, A ∈ {1, 2, 3, 4, 7, 8, 16}, x = y = 1,

и

n = 3, (A, x) = (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 8), (1, 9), (1, 18), (1, 19), (1, 23),
(2, 2), (3, 2), (5, 3), (5, 11), (11, 6),

n = 4, (A, x) = (1, 2), (1, 3), (1, 5), (3, 2),
n = 5, (A, x) = (1, 2), (1, 3), (9, 2),
n = 6, (A, x) = (1, 2).
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В случае q � 13 сформулированное утверждение содержит теорему 1.1 из [3].
Для p, q < 30 наша теорема 1 обобщает результат работы [6] на случай A = 1,
B = pαqβ с неотрицательными целыми α, β. Наконец, теорема 1 находит все
решения x, y, n уравнения (3) для каждой пары A, B, 1 � A < B < 30, что
является обобщением теоремы 3 из [15].

3. Применение к суперэллиптическим уравнениям

К суперэллиптическим уравнениям могут быть применены не только резуль-
таты работы [6], но и перечисленные выше результаты, касающиеся уравнений
(1) и (3). Например, из сформулированной нами выше основной теоремы выте-
кает, что для всякого решения уравнения

x(x + 1) = wyn в целых x, w, y, n, где w ∈ S , n � 3 (4)

величины |x| и |wyn| ограничены эффективно вычислимой постоянной, зави-
сящей только от QS . Результаты работ [2] и [3], касающиеся уравнения (3),
позволили решить уравнение (4) для S = {2, 3} и в более общей ситуации для
S = {p, q} с 2 � p < q � 13 соответственно. Наша теорема 1 эквивалентна
следующему обобщению этих результатов.

Теорема 2. Пусть S то же, что и в теореме 1. Если x— такое натуральное
число, что уравнение (4) имеет решение в целых y, n, w, где w —некоторая
S-единица и n � 3, то

x ∈ {1, 2, 3, 4, 7, 8, 15, 16, 17, 24, 26, 27, 32, 48, 63, 64, 80, 135, 242, 287,

512, 624, 728, 2375, 5831, 6655, 6859, 12167}.
Этот результат включает в себя как частный случай теорему 1.2 из [3].

4. Тернарные уравнения и кривые Фрея

Для S = {p, q} с различными простыми 2 � p, q < 30 мы определим все
те натуральные решения x, y, A, B, n уравнения (3), для которых xy > 1, а
A и B — S-единицы. Прежде всего нам необходима разумная верхняя граница
для n. Чтобы получить её, рассмотрим общее уравнение вида

Axn − Byn = zm где m ∈ {3, n}, (5)

где z также неизвестное целое число.
Подходы к решению подобного рода уравнений, аналогичные подходу, ко-

торый был применён А. Вайлсом [24] для доказательства последней тео-
ремы Ферма, можно найти в различных недавних работах (см., например,
[2—4, 7, 16, 17, 19, 20]. В этих подходах используется связь между решением
тернарного уравнения вида (5), кривыми Фрея и некоторыми модулярными фор-
мами.
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При помощи модулярного метода мы получаем новые результаты об уравне-
нии (5) в обоих случаях m = n и m = 3. Сформулированные ниже теоремы 3—5
будут использованы при z = ±1 в доказательстве теоремы 1.

Теорема 3. Пусть AB = 2αqβ , где q —простое число, 3 � q < 30, α, β —
неотрицательные целые числа. Если n > 11—простое число, то уравнение

Axn − Byn = zn (6)

не имеет целочисленных решений (x, y, z) с |xy| > 1 и с попарно взаимно про-
стыми Ax, By и z, кроме, быть может, случая

(q, α) ∈ {(3, 1), (3, 2), (3, 3), (5, 2), (5, 3), (7, 2), (7, 3), (17, 4)}, xy нечётно.

Для q � 13, n > 11 из этого результата следует теорема 2.2 из [3]. Кроме
того, нашу теорему 3 можно сравнить с соответствующими результатами из
[2, 19,20,24].

Теорема 4. Пусть AB = pαqβ , где p, q —простые числа, 5 � p < q < 30,
α, β —неотрицательные целые числа. Если n > 11—простое число, то уравне-
ние (6) не имеет целочисленных решений (x, y, z) с |xy| > 1 с попарно взаимно
простыми Ax, By и z, кроме, быть может, случаев (p, q, n) = (19, 29, 13) и

(p, q) ∈ {(5, 7), (5, 13), (7, 11), (7, 13), (7, 17), (7, 23), (13, 17), (13, 19), (17, 23)}.
Теорема 4 является первым результатом, когда в явном виде решается урав-

нение вида (6) в случае, когда A и B тоже неизвестные и произведение AB
делится на два различных простых числа.

Для m = 3 мы получаем следующий результат.

Теорема 5. Пусть AB = pαqβ , где α, β —неотрицательные целые числа и
p, q —простые числа, 3 � p < q < 30. Пусть либо p � 7, либо

(p, q) ∈ {(11, 13), (11, 17), (11, 19), (13, 17), (13, 19), (17, 23)}.
Если n > 11—простое число, то уравнение

Axn − Byn = z3 (7)

не имеет целочисленных решений (x, y, z) с |xy| > 1, чётным xy и попарно
взаимно простыми Ax, By и z, кроме, быть может, случаев

(p, q, n) ∈ {(3, 23, 13), (5, 19, 13), (5, 23, 23), (5, 29, 13),
(5, 29, 23), (7, 17, 17), (7, 17, 19), (7, 19, 13), (11, 13, 13),
(11, 17, 23), (11, 19, 13), (11, 19, 31), (13, 17, 17), (13, 19, 13)}.

Для q � 13, n > 11 из этого результата вытекает теорема 2.1 из [3].

5. Вспомогательные результаты

Следующее предложение A включает в себя недавние результаты, получен-
ные А. Краусом [17] и М. А. Беннетом, В. Ватсалом, С. Яздани [4], касающиеся
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тернарного уравнения вида (5), где A и B — заданные ненулевые целые, n > 3,
x, y, z —неизвестные целые числа. Обзор этой тематики имеется в [1, 22].

Для заданного простого q и ненулевого целого u положим

Radq(u) =
∏

p|u, p �=q

p,

где произведение взято по всем простым p. Будем обозначать через ordq(u)
наибольшее неотрицательное целое k, такое что qk | u. Предположим, что для
некоторых A, B и n > 3 имеется решение (x, y, z) уравнения (5) в ненулевых
целых числах.

Если m = 3 (см. [4]), мы можем предположить, не ограничивая общности,
что 3 � Ax, Byn �≡ 2 (mod 3) и A и B не содержат n-х степеней. Рассмотрим
эллиптическую кривую

E : Y 2 + 3zXY + BynY = X3

и положим
Nn(E) = Rad3(AB)ε3,

где

ε3 =




1, если ord3(B) = 3,
3, если ord3(Byn) > 3 и ord3(B) �= 3,

32, если 9 | (2 + Byn − 3z),
33, если 3 || (2 + Byn − 3z) или ord3(B) = 2,
34, если ord3(B) = 1.

Если m = n (см. [17]), то, не ограничивая общности, можно предположить,
что Axn ≡ −1 (mod 4) и Byn ≡ 0 (mod 2). Соответствующая кривая Фрея зада-
ётся уравнением

E : Y 2 = X(X − Axn)(X + Byn).

Положим
Nn(E) = Rad2(AB) εn,

где

εn =




1, если ord2(AB) = 4,
2, если ord2(AB) = 0 или ord2(AB) � 5,

2, если 1 � ord2(AB) � 3 и y чётно,

23, если ord2(AB) = 2 или ord2(AB) = 3 и y нечётно,

25, если ord2(AB) = 1 и y нечётно.

Заметим, что и в случае m = 3, и в случае m = n величины Nn(E) связаны
с кондукторами соответствующих кривых (см. [4, 17]).

Предложение A. Предположим, что A, B, x, y, z, где Ax, By, z попарно
взаимно просты, xy �= ±1, — ненулевые целые числа, удовлетворяющие урав-
нению (5) с простым n � 5. Тогда в указанных выше предположениях и



Биномиальные уравнения Туэ и тернарные уравнения 67

обозначениях существует параболическая форма f =
∞∑

k=1

ckqk (q := e2πiz) ве-

са 2 с тривиальным характером типа Небена, имеющая уровень Nn(E), где
Nn(E) определено выше. Более того, если через Kf обозначить поле, над кото-
рым определены коэффициенты Фурье ck этой формы, и предположить, что r —
простое число, взаимно простое с nNn(E), то

NormKf /Q(cr − ar) ≡ 0 (mod n),

где ar = ±(r + 1) (если r | xy) или ar ∈ Sr,m (если r � xy),

Sr,3 = {u : |u| < 2
√

r, u ≡ r + 1 (mod 3)},
Sr,n = {u : |u| < 2

√
r, u ≡ r + 1 (mod 4)}.

Доказательство. Утверждение является комбинацией нескольких глубоких
результатов из [4] и [17]. Обзор результатов по этой тематике можно найти
также в [1] и [22].

Предложение B. Предположим, что AB = 2αqβ , где q ∈ {3, 5, 7, 11, 13}.
Если n > 7—простое число, взаимно простое с q, то уравнение (6) не имеет
целочисленных решений (x, y, z) с |xy| > 1 и попарно взаимно простыми Ax,
By, z за возможным исключением случаев

(q, α) ∈ {(3, 1), (3, 2), (3, 3), (5, 2), (5, 3), (7, 2), (7, 3)} и xy нечётно.

Доказательство. См. [3, теорема 2.2].

Обозначим через Φ(B) функцию Эйлера.

Предложение C. Пусть n > 3—простое число, B —чётное натуральное чис-
ло, такое что (Φ(B), n) = 1 и

Bn−1 �≡ 2n−1 (mod n2).

Тогда для A = 1 уравнение (6) не имеет решений в попарно взаимно простых
целых числах x, y, z с n � y.

Доказательство. Утверждение немедленно следует из [9, предложение 1].
Доказательство основано на теореме взаимности Эйзенштейна для циклотоми-
ческих полей.

Предложение D. Предположим, что AB = pαqβ , где p, q ∈ {3, 5, 7, 11, 13}.
Если n > 7—простое число, взаимно простое с pq, то уравнение (7) не имеет
целочисленных решений (x, y, z) с |xy| > 1, чётным значением произведения xy
и попарно взаимно простыми Ax, By и z.

Доказательство. Сформулированное утверждение— это теорема 2.1 из [3].
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Предложение E. Пусть S = {p, q}, p и q —простые числа, такие что
2 � p, q � 13. Если A, B, x, y, n—натуральные числа, причём A, B — S-едини-
цы, A < B, n � 3, то единственными решениями уравнения (3) будут решения с

n � 3, A ∈ {1, 2, 3, 4, 7, 8}, x = y = 1,

и

n = 3, (A, x) = (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 9), (1, 19), (1, 23), (3, 2), (5, 11),
n = 4, (A, x) = (1, 2), (1, 3), (1, 5), (3, 2),
n = 5, (A, x) = (1, 2), (1, 3),
n = 6, (A, x) = (1, 2).

Доказательство. Сформулированное утверждение— это теорема 1.1 из [3].

Предложение F. Предположим, что A = 2α, B = qβ , где q —простое число
из интервала 3 � q < 30. Тогда все решения уравнения (3) в целых числах x, y,
α, β с x, y > 0, α, β � 0 и n � 3 перечислены в следующей таблице.

q (α, β) n (x, y)
произвольное (1, 0) произвольное (1, 1)

3 (1, 1) произвольное (1, 1)
3 (2, 1) произвольное (1, 1)
3 (3, 2) произвольное (1, 1)
3 (0, 2) 3 (2, 1)
5 (2, 1) произвольное (1, 1)
5 (0, 1) 4 (3, 2)
7 (3, 1) произвольное (1, 1)
7 (0, 1) 3 (2, 1)
17 (4, 1) произвольное (1, 1)
17 (0, 1) 3 (18, 7)
17 (1, 1) 3 (2, 1)
17 (0, 1) 4 (2, 1)
19 (0, 1) 3 (8, 3)

Доказательство. Сформулированное утверждение является частным случа-
ем теоремы 1 из [6].

Предложение G. Предположим, что A = pα, B = qβ , где p, q —простые
числа, удовлетворяющие неравенствам 3 � p < q < 30. Тогда все решения урав-
нения (3) в целых числах x, y, α, β, удовлетворяющих неравенствам x, y > 0,
α, β � 0 и n � 3, приведены в следующей таблице.
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p, q (α, β) n (x, y)
p = 3, 5 � q < 30 (2, 0) 3 (1, 2)
p = 5, 7 � q < 30 (1, 0) 4 (2, 3)

p = 3, q = 5 (0, 1) 4 (3, 2)
p = 7, 11 � q < 30 (1, 0) 3 (1, 2)

p = 3, 5, q = 7 (0, 1) 3 (2, 1)
p = 17, 19 � q < 30 (1, 0) 3 (7, 18)
3 � p � 13, q = 17 (0, 1) 3 (18, 7)
p = 17, 19 � q < 30 (1, 0) 4 (1, 2)
3 � p � 13, q = 17 (0, 1) 4 (2, 1)
p = 19, 23 � q < 30 (1, 0) 3 (3, 8)
3 � p � 17, q = 19 (0, 1) 3 (8, 3)

p = 3, q = 5 (1, 2) 3 (2, 1)
p = 3, q = 7 (1, 2) 4 (2, 1)
p = 5, q = 13 (1, 1) 3 (11, 8)
p = 3, q = 17 (2, 2) 5 (2, 1)
p = 5, q = 17 (1, 1) 3 (3, 2)
p = 11, q = 19 (1, 1) 3 (6, 5)
p = 3, q = 23 (1, 1) 3 (2, 1)

Доказательство. Сформулированное утверждение является частным случа-
ем теоремы 2 из [6].

6. Доказательства

В доказательствах мы будем использовать предложения A—G. Мы также
модифицируем некоторые рассуждения из наших работ [3,15]. Сначала докажем
теоремы 3—5. В каждом случае нас интересуют нетривиальные решения, для
которых выполнено |xy| > 1.

Доказательство теоремы 3. Согласно предложению B можно считать, что
q = n = 13 или q ∈ {17, 19, 23, 29}. Предположим, что для некоторого простого
n > 11 и для некоторых рассматриваемых A, B уравнение (6) имеет нетриви-
альное решение (x, y, z) со взаимно простыми Ax, By, z. Если AB = 2αqβ и
β = 0, то из результатов работ [7, 19, 24] следует, что нетривиальных решений
нет. Стало быть, мы можем предположить, что β > 0. Согласно предложению A
существует форма f уровня N = 2γq с γ ∈ {0, 1, 3, 5}. Используя обозначения
предложения A для m = n, положим

Ar,n :=NormKf /Q

(
cr − (r +1)

)
NormKf /Q

(
cr +(r +1)

) ∏
ar∈Sr,n

NormKf /Q(cr −ar),
(8)
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где r —простое число, которое взаимно просто с 2nq. Заметим, что величи-
на Ar,n не зависит от n и что индекс n в Ar,n используется только для того,
чтобы отметить, что мы имеем дело со случаем m = n. Согласно предложе-
нию A число n должно быть делителем произведения из (8). Используя пакет
программ «MAGMA», мы получили таблицу 1, в которой представлены общие
простые делители ненулевых значений величин A3,n, A5,n и A7,n для каждого
рассматриваемого уровня.

Таблица 1

q/2γ 1 2 8 32
13 форм нет 3, 5, 7 2, 3, 5 2, 3, 5
17 — 2, 3 2, 3, 5 2, 3, 5
19 2 3, 5 2, 3, 5 2, 3, 5, 7
23 5, 11 2, 3, 5 2, 3, 5 2, 3, 7
29 7 3, 5 2, 3, 5, 7 2, 3, 5

Таблица 1 показывает, что n � 11, за исключением значения уровня N = 17,
когда q = 17 и когда в уравнении (1) имеет место AB = 2α17β с α = 4. В этом ис-
ключительном случае легко показать, что произведение xy должно быть нечёт-
ным. Действительно, так же, как в [3], мы получаем, что в случае чётного xy
наше уравнение приводится к случаю кондуктора, равного 34. Остаётся вос-
пользоваться тем фактом, что эллиптические кривые над Q с кондуктором 34
не имеют полного 2-рационального кручения. Это завершает доказательство
теоремы 3.

Доказательство теоремы 4. Предположим, что для простого n > 11 и для
некоторых A, B, имеющих рассматриваемые свойства, уравнение (6) обладает
нетривиальным решением. Согласно теореме 3 можно предположить, что в вы-
ражении AB = pαqβ и α, β положительны. Снова применим предложение A
с m = n. В предположениях теоремы 4 уровень N соответствующих моду-
лярных форм есть 2pq. В таблице 2 мы перечисляем общие простые делители
(ОПД) величин Ar,n для малых простых значений r, взаимно простых с pq.

Согласно предложению A число n должно быть делителем Ar,n для каждого
рассматриваемого значения r. Однако, как видно из таблицы 2, это невозможно,
поскольку n > 11, за исключением случаев (p, q, n) = (11, 23, 17) и (p, q, n) =
= (19, 23, 31).

В случаях (p, q, n) = (11, 23, 17) и (19, 23, 31) мы можем проверить, что 17 и
31 не делят наибольший простой делитель для A3,n, A5,n, A7,n, A13,n и A3,n,
A5,n, A7,n, A11,n, A13,n для любой формы уровня 2 · 11 · 23 и 2 · 19 · 23 соответ-
ственно. Следовательно, за исключением случаев, перечисленных в теореме 4,
уравнение (6) не имеет нетривиальных решений.
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Таблица 2

(p, q) r ОПД (p, q) r ОПД

(5, 11) 3, 7 2, 3, 5 (11, 23) 3, 5, 7 3, 5, 7, 11, 17
(5, 17) 3, 7 2, 3, 5 (11, 29) 3, 5, 7 2, 3, 5, 7
(5, 19) 3, 7 2, 3, 5 (13, 23) 3, 5, 7 2, 3, 5, 7, 11
(5, 23) 3, 7, 11 2, 3, 5, 7, 11 (13, 29) 3, 5, 7 2, 3, 5, 7
(5, 29) 3, 7, 11 2, 3, 5, 7 (17, 19) 3, 5, 7 2, 3, 5, 7, 11
(7, 19) 3, 11 2, 3, 5, 7 (17, 29) 3, 5, 7 2, 3, 5, 7
(7, 29) 3, 5, 11 2, 3, 5, 7, 11 (19, 23) 3, 5, 7 2, 3, 5, 7, 11, 31
(11, 13) 3, 7 2, 3, 5 (19, 29) 3, 5, 7 2, 3, 5, 7, 13
(11, 17) 3, 5, 7 2, 3, 5, 7 (23, 29) 3, 5, 7 2, 3, 5, 7, 11
(11, 19) 3, 5, 7 2, 3, 5, 7

Доказательство теоремы 5. Предположим, что для некоторых рассматри-
ваемых значений n, A, B уравнение (7) имеет нетривиальное решение (x, y, z)
с чётным xy. Так как n > 11, то предложение D доказывает нашу теорему при
p, q � 13, за исключением случая q = n = 13. Мы снова используем предло-
жение A, но теперь с m = 3. Сначала рассмотрим случай, когда в выражении
AB = pαqβ либо p = 3, α > 0, q ∈ {13, 17, 19, 23, 29}, либо α = 0, q � 13. Этим
также покрывается случай β = 0, p � 13. Мы должны рассматривать модуляр-
ные формы f уровня 3γq с γ ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. В обозначениях предложения A
положим

Br,3 := NormKf /Q

(
cr − (r + 1)

)
NormKf /Q

(
cr + (r + 1)

)
.

В таблице 3 приведены простые общие делители B2,3, A5,3, A7,3. Достаточно
рассмотреть формы, не являющиеся рациональными. Иначе из того, что произ-
ведение xy чётно, и оценки Хассе—Вейля следовало бы неравенство n � 2

√
2+3.

Заметим, что все модулярные формы уровней N = 17, 19, 3 ·19 одномерны. А по-
скольку xy чётно, то вместо произведения

A2,3 = NormKf /Q(c2 − 3)NormKf /Q(c2)NormKf /Q(c2 + 3)

достаточно рассмотреть B2,3.
Учитывая предложение A заключаем, что в предположениях теоремы 5 в слу-

чаях, рассмотренных выше, уравнение (7) не имеет нетривиальных решений, за
возможным исключением случаев

(p, q, n) ∈ {(3, 13, 19), (3, 17, 23), (3, 23, 19)}.
Первый исключительный случай невозможен по предложению D. Остальные два
случая мы исключим позже.
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Таблица 3

q/3γ 1 3 9 27 81
13 форм нет 2, 7 2, 3, 7 3, 5, 11, 19 2, 3, 5, 11
17 — 2 2, 3, 5 2, 3, 5, 11 2, 3, 5, 11, 23
19 — — 2, 3, 5 2, 3, 5 2, 3, 5
23 5, 11 2 2, 5, 7, 11 2, 3, 5, 7, 11 2, 3, 7, 13, 19
29 2, 7 2, 5, 11 2, 5, 7, 11 2, 3, 5, 7 2, 3, 5, 11

В оставшихся случаях в выражении AB = pαqβ мы имеем p � 5 и α > 0,
β > 0. Нужно рассмотреть только пары (p, q), не рассмотренные в предло-
жении D. Для каждой такой пары (p, q) мы снова применяем предложение A
с m = 3 и программу «MAGMA». В таблице 4 собраны все общие простые
делители для B2,3 и Ar,3 для малых простых значений r. Соответствующие
уровни—N = 3pq, 9pq, 27pq.

Таблица 4

(p, q) r 3pq 9pq 27pq

(5, 17) 7, 11 2, 3, 7 2, 3, 5, 7, 11 3, 5, 7, 11
(5, 19) 7, 11 2, 3, 7 2, 3, 5, 7 2, 3, 5, 7, 11, 13
(5, 23) 7, 11 2, 3, 5, 7, 11 2, 3, 5, 7, 11 2, 3, 5, 7, 11, 23
(5, 29) 7, 11 2, 3, 5, 7 2, 3, 5, 7, 11, 13 2, 3, 5, 7, 23
(7, 17) 5, 11 2, 7, 17 2, 3, 5, 7, 17 2, 3, 5, 19
(7, 19) 5, 11 2, 3, 5 2, 3, 5 2, 3, 5, 13
(7, 23) 5, 11 2, 5, 11 2, 3, 5, 7, 11 2, 3, 5, 7
(7, 29) 5, 11 2, 5, 7 2, 3, 5, 7 2, 3, 5, 7, 11
(11, 13) 5, 7 2, 5, 7, 13 2, 3, 5, 7, 13 2, 3, 5, 7
(11, 17) 5, 7 2, 3, 5, 11 2, 3, 5, 11 2, 3, 5, 23
(11, 19) 5, 7, 13 2, 3, 5, 7, 11, 31 2, 3, 5, 7, 11, 13, 31 2, 3, 5, 7, 13
(13, 17) 5, 11 2 2, 3, 5, 7 3, 5, 7, 17
(13, 19) 5, 11 2, 3, 5, 7, 11 2, 3, 5, 7, 11, 17 2, 3, 5, 7, 13
(17, 23) 5, 11 2, 3, 5, 11 2, 3, 5, 11 2, 3, 7

Предложение A обеспечивает, что уравнение (7) не имеет решений для тех
троек (p, q, n), для которых n не встречается в таблице 4 в качестве общего
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простого делителя. Как видно из таблиц 3 и 4, имеется 18 троек (p, q, n), для
которых n > 11. Тройка (3, 13, 19) уже была исключена выше. Из оставшихся
троек 14 были перечислены в теореме 5 как исключения. Для оставшихся троек

(p, q, n) ∈ {(3, 17, 23), (3, 23, 19), (13, 19, 17)}
мы можем использовать более сильное решето. Посчитав наибольший общий
простой делитель для B2,3, A5,3, A7,3, A11,3, мы можем исключить соответству-
ющие значения n. Это доказывает теорему 5.

Доказательство теоремы 1. Для того чтобы доказать нашу теорему, доста-
точно решить уравнение (3) для n = 4 и для нечётных простых n. Из вида
полученных решений станет ясно, что не существует решений для других зна-
чений n � 3.

В условиях нашей теоремы предложения F и G дают все решения уравне-
ния (3) для 1 < A < B. Предложение E находит все решения для q � 13.
Следовательно, можно предположить, что A = 1 и q � 17. В случае A = 1,
x = y = 1 имеются только тривиальные решения. Поэтому можно предпо-
ложить, что xy > 1. Наконец, применяя теоремы 3—5 к уравнению (3) при
z = ±1, мы получаем все решения, кроме тех, которые являются решениями
следующих уравнений:

xn − 16 · 17βyn = ±1, n > 11 простое, (9)

xn − pαqβyn = ±1, (p, q, n) ∈ {(19, 29, 13), (3, 23, 13), (7, 17, 17),
(7, 17, 19), (13, 17, 17), (13, 19, 13)}, (10)

xn − pαqβyn = ±1, 2 � p < q, 17 � q < 30, n ∈ {3, 4, 5, 7, 11}. (11)

Для решения уравнения (9) мы применяем метод, развитый в [3]. Предполо-
жим, что (9) имеет нетривиальное решение x, y с xy > 1 для некоторого β. Ис-
пользуя оценку Миньотта для линейных форм от трёх логарифмов (см. [18]), мы
так же, как при доказательстве предложения 3.5 из [3], выводим, что n < 108.
Применяя предложение C или теорему 4.1 из [3] к уравнению (9), мы заключаем,
что либо n | y, либо

(8 · 17β)n−1 ≡ 1 (mod n2), (12)

где 1 � β � n − 1. Если n | y, то мы можем применить соображения из первой
части доказательства теоремы 4.1 из [3]. Действительно, тот факт, что един-
ственная параболическая форма f веса 2 уровня 17 является одномерной (т. е.
Kf = Q), и оценка Хассе—Вейля приводят к противоречию. Остаётся рассмот-
реть β, n, удовлетворяющие сравнению (12). Так же как и в [3], для каждого
простого n из интервала 13 � n < 108 можно однозначно определить β = β(n)
в (9), которое удовлетворяет (12). При исследовании уравнения (9) мы использо-
вали тот факт, что 17n−1 �≡ 1 (mod n2) для n = 1093 и n = 3511. Следовательно,
имеется π(108) − 5 пар (β, n), которые надо изучить. Если l = 2kn + 1 простое
для достаточно малого k (по сравнению с n), то естественно ожидать, что из
уравнения (9) должно следовать соотношение l | Y . Если это действительно так,
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то получается, что соответствующая кривая Фрея имеет мультипликативную ре-
дукцию в l. Следовательно, для эллиптической кривой над Q с кондуктором 17
l-й коэффициент Фурье cl удовлетворяет соотношению

cl ≡ ±(l + 1) ≡ ±2 (mod n). (13)

Если k не очень большое, то из оценки Хассе—Вейля следует, что cl = ±2.
Мы написали простую программу на языке Pari GP для нахождения для

каждой рассматриваемой пары (β, n) простого число l, такого что l | y, но cl не
удовлетворяет (13). Это заняло всего несколько минут на старом «Sun Sparc».
Если, скажем, n = 10000019, то β = 5943848. Тогда выбираем l = 80000153 и
замечаем, что если l не делит xy, то

xn, yn ≡ ±1, ±538808, ±6494373, ±13435164 (mod l).

Следовательно,

x10000019 − 16 · 175943848y10000019 �≡ 1 (mod l),

если не выполнено l | xy. Но l-й коэффициент Фурье для эллиптической кри-
вой с кондуктором 17 должен удовлетворять соотношению c80000153 = − 9846,
что противоречит (13). Мы показали, что уравнение (9) не имеет решений
с n = 10000019 и xy > 1. Аналогично приходим к такому же заключению
для каждого рассматриваемого значения n.

Теперь рассмотрим уравнения (10). Если

(p, q, n) ∈ {(13, 19, 13), (7, 17, 17)},
то мы можем применить теорему 4.2 из [3] к соответствующим уравнениям (10).
В результате мы, так же как в [3], придём к выводу, что эти уравнения не имеют
нетривиальных решений, за возможным исключением случаев

x13 − 13α19βy13 = ±1, (14)

где α = 2, 3, 1 � β � 12 и 13 � y, и

x17 − 7α17βy17 = ±1, (15)

где β = 2, 3, 1 � α � 16 и 17 � y.
Используя модулярный подход, мы решаем уравнения (14) и (15) без усло-

вия делимости на y. Мы должны снова применить предложение A с m = n.
Сначала рассмотрим уравнение (14). Легко найти для каждой пары (α, β) неко-
торое «локализирующее» простое число p = p(α, β), такое что p | xy. Можно
проверить, что в каждом случае p ∈ {53, 79}. Имеются восемь параболических
форм f уровня 2 · 13 · 19. Используя пакет программ «MAGMA», мы получаем,
что

13 � NormKf /Q(c53−54)NormKf /Q(c53+54)NormKf /Q(c79−80)NormKf /Q(c79+80)

для шести форм f . Для двух оставшихся форм f получаем

13 � A3,n = NormKf /Q(c3 − 4)NormKf /Q(c3)NormKf /Q(c3 + 4).

Теперь из предложения A следует, что (14) не имеет решений с xy > 1.
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Для уравнения (15) соответствующие «локализирующие» простые p, для
которых выполнено p | xy, могут быть выбраны из конечного множества
{103, 137, 239, 307, 1667}. Имеются шесть форм f уровня N = 2 · 7 · 17. Если
p = 103, 239, 307, то для каждой формы f имеем 17 � Bp,17, где в обозначениях
предложения A

Bp,n := NormKf /Q

(
cp − (p + 1)

)
NormKf /Q

(
cp + (p + 1)

)
.

Если p = 137, 1667, то рассмотренное выше произведение не делится на 17 для
всех форм, кроме двух. Однако для этих двух исключительных форм 17 � A3,n.
Значит, предложение A обеспечивает отсутствие решений с xy > 1.

Для оставшихся четырёх уравнений из (10) мы не можем применить теоре-
му 4.2 из [3]. Решим эти уравнения.

1. x17 − 13α17βy17 = ±1, 1 � α, β � 16.
Имеем девять форм уровня N = 2 · 13 · 17. Мы обнаружили, что для «лока-

лизирующих» простых

p ∈ {103, 239, 307, 443, 613, 919, 1021, 1328}
имеет место 17 � Bp,17, или 17 � A3,17, или 17 � A11,17 для каждой рассматри-
ваемой формы, где Ar,n определены в (8). Значит, предложение A обеспечивает
отсутствие решений с xy > 1.

2. x13 − 3α23βy13 = ±1, 1 � α, β � 12.
Мы имеем четыре формы уровня 2 · 3 · 23. Для этого случая мы нашли

«локализирующие» простые

p ∈ {79, 131, 157, 313, 521, 547, 599}.
Мы не можем использовать 313, 547 и 599, поскольку для этих простых p выпол-
нено 13 | Bp,13 и мы не найдём Ar,13 с 13 � Ar,13. Пары (α, β), соответствующие
этим «плохим» простым, — это

(α, β) = (4, 5), (4, 7), (7, 2), (7, 9), (7, 11).

Мы решили соответствующие уравнения с помощью пакета программ «PARI»
за разумное время. Для остальных простых p получается, что 13 не делит Bp,13.
Таким образом, мы видим, что наше уравнение может иметь только тривиальные
решения.

3. x13 − 19α29βy13 = ±1, 1 � α, β � 12.
Мы снова применяем тот же самый метод. Имеем 15 форм уровня N =

= 2 · 19 · 29. Для всех пар, кроме пары (α, β) = (11, 7), мы используем «локали-
зирующие» простые

p ∈ {79, 131, 157, 313, 443, 859}.
С помощью «MAGMA» мы проверили, что 13 не делит по крайней мере одно
из чисел Bp,13, A3,13, A7,13, A11,13. Мы не смогли найти «локализирующее»
простое для уравнения x13 − 1911297y13 = ±1. Однако в этом случае снова
можно применить «PARI». Для каждой пары (α, β) мы получили, что y = 0.
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4. x19 − 7α17βy19 = ±1, 1 � α, β � 18.
В этом случае уровень равен N = 2·7·17 и мы имеем шесть форм этого уров-

ня. Мы не смогли найти «локализирующее» простое для пары (α, β) = (2, 10).
Для всех пар, кроме пары (α, β) = (9, 9), мы можем применить тот же метод,
что и в предыдущих случаях, с «локализирующими»

p ∈ {191, 419, 457, 571, 647, 761, 1217, 2053, 2129}.
Нами было проверено, что 19 не делит по крайней мере одно из чисел Bp,19 и
A3,19. Для оставшихся пар (α, β) = (2, 10) и (α, β) = (9, 9) два исключительных
диофантовых уравнения снова решаются с помощью «PARI». Снова получа-
ем, что для всех рассматриваемых пар (α, β) наше уравнение имеет только
тривиальные решения.

Наконец, длительные непосредственные вычисления с помощью «PARI» по-
казали, что уравнения (11) имеют только тривиальные решения

83 − 19 · 33 = −1 и 183 − 17 · 73 = 1.

Наше уравнение (3) теперь решено для n = 4 и для простых нечётных n. Полу-
чившиеся решения как раз и перечислены в теореме. Зная эти решения, легко
проверить, что для других значений n решений нет. Доказательство теоремы 1
завершено.
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[10] Győry K. On the number of solutions of linear equations in units of an algebraic number
field // Comment. Math. Helv. — 1979. —Vol. 54. — P. 583—600.
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