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Аннотация

В работе доказаны две предельные теоремы в смысле слабой сходимости вероят-
ностных мер на пространстве мероморфных функций и в комплексной плоскости для
подкласса L-функций из класса Сельберга. Указан явный вид предельных мер.

Abstract

R. Macaitienė, On value-distribution of L-functions from the Selberg class, Funda-
mentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 16 (2010), no. 5, pp. 103—116.

In this paper, two limit theorems in the sense of the weak convergence of probability
measures in the space of meromorphic functions and on the complex plane are proved for
L-functions from a subclass of the Selberg class. The explicit form of the limit measures
are given.

1. Введение

В [23] А. Сельберг определил общий класс S рядов Дирихле

L(s) =
∞∑

m=1

am

ms
, s = σ + it,

удовлетворяющих следующим предположениям:

1) для любого ε > 0 справедливо a(m) � mε (гипотеза Рамануджана);
2) существует такое целое r � 0, что (s−1)rL(s)—целая функция конечного
порядка (аналитическое продолжение);

3) существуют вещественные положительные числа Q и λj , комплексные чис-
ла µj , Re µj � 0, j = 1, . . . , l, и w, |w| = 1, такие что функция

ΛL(s) = L(s)Qs
l∏

j=1

Γ(λjs + µj)
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удовлетворяет функциональному уравнению

ΛL(s) = wΛL(1 − s̄)

(функциональное уравнение);
4) существуют числа b(pα), b(pα) � pαθ для некоторого θ < 1/2, такие что

L(s) =
∏
p

exp
{ ∞∑

α=1

b(pα)
pαs

}
,

где произведение берётся по всем простым числам p (эйлерово произведе-
ние).

Из 1) следует, что функция L(s) аналитическая в полуплоскости

{s ∈ C : σ > 1}.
А. Сельберг также сформулировал несколько гипотез о классе S. В послед-

ние годы много работ было посвящено гипотезам Сельберга и структуре клас-
са S (см. обзорные статьи [12, 21, 22]). Параллельно были введены и изучены
некоторые подклассы класса Сельберга [4—7, 20, 24, 25]. Мы будем работать
с подклассом класса Сельберга S̃, определённым Д. Штойдингом в [24, 25].
Функция L принадлежит S̃ ⊂ S, если справедливы следующие утверждения:
1) для каждого простого числа p и j = 1, . . . , k существуют комплексные
числа cj(p), |cj(p)| � 1, такие что

L(s) =
∏
p

k∏
j=1

(
1 − cj(p)

ps

)−1

;

2) существует положительная постоянная κ, такая что

lim
x→∞

1
π(x)

∑
p�x

|a(p)|2 = κ,

где
π(x) =

∑
p�x

1.

Примерами функций из S̃ являются дзета-функция Римана, L-функции Дирих-
ле, L-функции Гекке, дзета-функция Дедекинда.
Из фундаментальных работ Г. Бора и Б. Ессена [2, 3] следует, что асим-

птотическое поведение функций, задаваемых рядами Дирихле, описывается ве-
роятностными предельными теоремами (результаты и ссылки читатель может
найти в [11,13—15,18]). Предельные теоремы в смысле слабой сходимости веро-
ятностных мер на пространстве аналитических функций также применяются при
доказательстве универсальности рядов Дирихле. В [24,25] предельные теоремы
такого типа были доказаны для L-функций из класса S̃. Пусть

D0 =
{

s ∈ C : max
(

1
2
, 1 − 1

dL

)
< σ < 1

}
,
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где dL— степень L ∈ S, определённая как

dL = 2
r∑

j=1

λj .

Известно [19], что для 1 �= L ∈ S выполняется dL � 1.
Пусть G—область в комплексной плоскости. Обозначим через H(G) про-

странство аналитических в G функций с топологией равномерной сходимости
на компактах. Чтобы сформулировать предельную теорему из [24, 25], нам по-
требуется следующее обозначение. Пусть meas{A}—мера Лебега измеримого
множества A ⊂ R, и для T > 0 положим

νT (. . .) =
1
T

meas{τ ∈ [0;T ] : . . .},

где многоточие заменяет условия, которым удовлетворяет τ . Обозначим че-
рез B(U) класс борелевских множеств пространства U , а через γ— единичную
окружность {s ∈ C : |s| = 1} в комплексной плоскости и определим

Ω =
∞∏
p

γp,

где γp = γ для каждого простого p. С топологией произведения и поточечным
перемножением бесконечномерный тор Ω по теореме Тихонова является ком-
пактной топологической абелевой группой. Таким образом, на

(
Ω,B(Ω)

)
можно

определить вероятностную меру Хаара mH и получить вероятностное простран-
ство (Ω,B(Ω),mH). Обозначим через ω(p) проекцию ω ∈ Ω на координатное
пространство γp и для s ∈ D0 положим

L0(s, ω) =
∏
p

k∏
j=1

(
1 − cj(p)ω(p)

ps

)−1

. (1)

Тогда L0(s, ω)—H(D0)-значный случайный элемент, определённый на веро-
ятностном пространстве (Ω,B(Ω),mH). Обозначим через PL0 распределение
L0(s, ω):

PL0(A) = mH(ω ∈ Ω: L0(s, ω) ∈ A), A ∈ B(
H(D0)

)
.

Теорема A [24,25]. Пусть L ∈ S̃. Тогда вероятностная мера
νT (L(s + iτ) ∈ A), A ∈ B(

H(D0)
)
,

слабо сходится к мере PL0 при T → ∞.
Заметим, что для доказательства теоремы A используется только гипотеза 1)

для подкласса S̃. Таким образом, имеет смысл рассматривать расширение S̃ ′

класса S̃, определяемое только гипотезой 1) для S̃.
В общем случае S — это класс мероморфных функций с полюсом в точ-

ке s = 1 порядка r. Поэтому асимптотические свойства L-функций из класса S
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лучше отражаются предельными теоремами в пространстве мероморфных функ-
ций. Нашей целью будет доказательство теоремы такого типа для L-функций
из класса S̃ ′.
Пусть C∞ = C∪{∞}— сфера Римана с метрикой d, определённой формулами

d(s1, s2) =
2|s1 − s2|√

1 + |s1|2
√

1 + |s2|2
, d(s,∞) =

2√
1 + |s|2 , d(∞,∞) = 0,

где s, s1, s2 ∈ C. Для области G в C обозначим через M(G) пространство ме-
роморфных в G функций g : G → (C∞, d) с топологией равномерной сходимости
на компактах. В этой топологии последовательность {gn} ⊂ M(G) сходится
к функции g ∈ M(G) при n → ∞, если для любого компактного подмноже-
ства K в G

lim
n→∞ sup

s∈K
d
(
gn(s), g(s)

)
= 0.

Отметим, что пространство H(G) есть подпространство M(G).
Пусть теперь

D =
{

s ∈ C : σ > max
(

1
2
, 1 − 1

dL

)}
и L(s, ω)—H(D)-значный случайный элемент на вероятностном пространстве
(Ω,B(Ω),mH), определённый при s ∈ D формулой (1). Обозначим через PL

распределение L(s, ω) и на
(
M(D),B(

M(D)
))
определим вероятностную меру

PT,L:
PT,L(A) = νT (L(s + iτ) ∈ A), A ∈ B(

M(D)
)
.

Теорема 1. Пусть L ∈ S̃ ′. Тогда вероятностная мера PT,L слабо сходится
к мере PL при T → ∞.
Для

σ > max
(

1
2
, 1 − 1

dL

)
определим

L(σ, ω) =
∏
p

k∏
j=1

(
1 − cj(p)ω(p)

pσ

)−1

.

Тогда L(σ, ω)—комплекснозначная случайная величина на (Ω,B(Ω),mH).

Следствие 2. Пусть L ∈ S̃ ′ и

σ > max
(

1
2
, 1 − 1

dL

)
.

Тогда вероятностная мера

νT (L(σ + it) ∈ A), A ∈ B(C),

слабо сходится к распределению случайной величины L(σ, ω) при T → ∞.
Доказательство теоремы 1 основано на предельной теореме для пространства

H(D).
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2. Предельная теорема в пространстве H(D)

При σ > 1 определим функцию L1(s) равенством

L1(s) = (1 − 21−s)rL(s).

Поскольку точка s = 1 есть полюс порядка r функции L(s), функция L1(s),
очевидно, целая. Кроме того, при σ > 1 функция L1(s) может быть записана
в виде

(1 − 21−s)r
∞∑

m=1

am

ms
=

r∑
j=0

∞∑
m=1

am,j
1

ms

1
2js

с некоторыми коэффициентами am,j � |am| при m ∈ N и j = 0, 1, . . . , r.
Для s ∈ D определим

L1(s, ω) =
(

1 − 2ω(2)
2s

)r ∏
p

k∏
j=1

(
1 − cj(p)ω(p)

ps

)−1

.

Тогда L1(s, ω)—H(D)-значный случайный элемент на вероятностном простран-
стве (Ω,B(Ω),mH). Кроме того, стандартным образом (см., например, [13]) мо-
жет быть доказано, что для s ∈ D и почти всех ω ∈ Ω

L1(s, ω) =
r∑

j=0

∞∑
m=1

am,j
ω(m)
ms

ω(2j)
2js

.

Обозначим через PL1 распределение случайного элемента L1(s, ω) и определим
вероятностную меру

PT,L1(A) = νT (L1(s + iτ) ∈ A), A ∈ B(
H(D)

)
.

Теорема 3. Вероятностная мера PT,L1 слабо сходится к мере PL1 при
T → ∞.
Мы начнём доказательство теоремы 3 с предельной теоремы для одного

абсолютно сходящегося ряда. Пусть

σ1 > max
(

1
2
, 1 − 1

dL

)
—

фиксированное число, и пусть для m,n ∈ N

vn(m) = exp
{
−

(m

n

)σ1
}

.

При n ∈ N положим

ln,j(s) =
s

σ1
Γ

(
s

σ1

)
ns2js

и определим при σ > 1/2

L1,n(s) =
1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

L1(s + z)ln,j(z)
xz

z
dz. (2)
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Положив

kn,j(m) =
1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

ln,j(z) dz

zmz2jz
,

имеем оценку

kn,j(m) � m−σ12−jσ1

∞∫
−∞

|ln(σ1 + it)|dt �n m−σ12−jσ1 .

Следовательно, ряд
r∑

j=0

∞∑
m=1

am,jkn,j(m)
ms2js

сходится абсолютно при σ > 1/2. Из представления

L1(s + z) =
r∑

j=0

∞∑
m=1

am,j
1

ms+z

1
2j(s+z)

,

меняя порядки суммирования и интегрирования в (2), получаем, что

L1,n(s) =
r∑

j=0

∞∑
m=1

am,j
1

ms

1
2js

(
1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

ln,j(z)
dz

zmz2jz

)
=

=
r∑

j=0

∞∑
m=1

am,jkn,j(m)
1

ms2js
. (3)

Из формулы Меллина

1
2πi

c+i∞∫
c−i∞

Γ(z)b−z dz = e−b, b, c > 0,

следует равенство

kn,j(m) =
1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

z

σ1
Γ

(
z

σ1

) (m

n

)−z d z

z
= vn(m),

которое вместе с (3) показывает, что ряд

L1,n(s) =
r∑

j=0

∞∑
m=1

am,j
vn(m)
ms2js

сходится абсолютно при σ > 1/2.
Для ω̂ ∈ Ω определим

L1,n(s, ω̂) =
r∑

j=0

∞∑
m=1

am,j
vn(m)ω̂(m)ω̂(2j)

ms2js
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и рассмотрим слабую сходимость вероятностных мер

PT,n,L1(A) = νT (L1,n(s + iτ) ∈ A), A ∈ B(
H(D)

)
,

и
P̂T,n,L1(A) = νT (L1,n(s + iτ, ω̂) ∈ A), A ∈ B(

H(D)
)
.

Теорема 4. Вероятностные меры PT,n,L1 и P̂T,n,L1 слабо сходятся к одной и

той же вероятностной мере на
(
H(D),B(

H(D)
))
при T → ∞.

Для доказательства теоремы 4 применим следующее утверждение. Опреде-
лим на

(
Ω,B(Ω)

)
вероятностную меру

QT (A) = νT

(
(p−iτ : p простое) ∈ A

)
.

Лемма 5. Вероятностная мера QT слабо сходится к мере Хаара mH при
T → ∞.

Доказательство. Дуальная группа тора Ω изоморфна⊕
Zp,

где Zp = Z для каждого простого числа p (через Z обозначается множество
целых чисел). Элемент k = (k2, k3, . . .) ∈ ⊕

Zp, где лишь конечное число kp

отлично от нуля, действует на Ω следующим образом:

ω → ωk =
∏
p

ωkp(p).

Поэтому преобразование Фурье gT (k) меры QT имеет вид

gT (k) =
∫
Ω

∏
p

ωkp(p) dQT =
1
T

T∫
0

∏
p

p−iτkp dt =
1
T

T∫
0

exp
{
−iτ

∑
p

kp log p

}
dτ,

где только конечное число чисел kp отлично от нуля. Поскольку система
{log p : p простое} линейно независима над полем рациональных чисел, име-
ем

gT (k) =


1, если k = 0,

exp
{
−iT

∑
p

kp log p
}
−1

−iT
∑
p

kp log p
, если k �= 0.

Поэтому

lim
T→∞

gT (k) =

{
1, если k = 0,

0, если k �= 0,

и утверждение леммы следует из теоремы 1.4.2 в [10].
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Доказательство теоремы 4. Определим функцию hn : Ω → H(D) форму-
лой

hn(ω) =
r∑

j=0

∞∑
m=1

am,j
vn(m)ω(m)ω(2j)

ms2js
.

Функция hn непрерывна, более того,

hn

(
(p−iτ : p простое)

)
= L1,n(s + iτ).

Следовательно, PT,n,L1 = QT h−1
n , и согласно теореме 5.1 из [1] и лемме 5 полу-

чаем, что PT,n,L1 слабо сходится к мере mHh−1
n при T → ∞.

Для доказательства аналогичного утверждения для меры P̂T,n,L1 мы опреде-
лим функцию h : Ω → Ω:

h(ω) = ωω̂−1.

Тогда

hn

(
h
(
(p−iτ : p простое)

))
= L1,n(s + iτ, ω̂).

Подобно тому, как это сделано выше, мы получим, что мера P̂T,n,L1 слабо схо-
дится к mH(hnh)−1 = (mHh−1)h−1

n = mHh−1
n вследствие инвариантности меры

Хаара mH. Теорема доказана.

Аппроксимируем в среднем функцию L1(s) функциями L1,n(s). Прежде все-
го определим на H(D) метрику. Из леммы 1.7.1 в [13] следует, что существует
последовательность компактных подмножеств {Kl} ⊂ D, таких что

D =
∞⋃

l=1

Kl,

Kl ⊂ Kl+1 и если K —компактное подмножество в D, то K ⊆ Kl при некото-
ром l. Для f, g ∈ H(D) мы положим


(f, g) =
∞∑

l=1

2−l

sup
s∈Kl

|f(s) − g(s)|
1 + sup

s∈Kl

|f(s) − g(s)| .

Тогда 
 есть метрика на H(D), индуцирующая топологию равномерной сходи-
мости на компактах.

Лемма 6. Пусть K —компактное подмножество в полуплоскости D. Тогда

lim
n→∞ lim sup

T→∞
1
T

T∫
0

sup
s∈K

|L1(s + iτ) − L1,n(s + iτ)|dτ = 0.

Доказательство. В [25] показано, что при

σ > max
(

1
2
, 1 − 1

dL

)
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функция L(s) имеет конечный порядок и

T∫
0

|L(σ + it)|2 dt � T.

Отсюда следует, что в этой же области функция L1(s)—функция конечного
порядка и

T∫
0

|L1(σ + it)|2 dt � T.

Таким образом, можно завершить доказательство стандартным применением
контурного интегрирования (см. доказательство теоремы 5.4.2 в [13], где рас-
сматривается дзета-функция Римана).

Подобное утверждение справедливо для функций L1(s, ω) и L1,n(s, ω).

Лемма 7. Пусть K —компактное подмножество в полуплоскости D. Тогда
для почти всех ω ∈ Ω

lim
n→∞ lim sup

T→∞
1
T

T∫
0

sup
s∈K

|L1(s + iτ, ω) − L1,n(s + iτ, ω)|dτ = 0.

Доказательство. Будем использовать оценку

T∫
0

|L1(σ + it, ω)|2 dt � T,

которая справедлива в области

σ > max
(

1
2
, 1 − 1

dL

)
для почти всех ω ∈ Ω и следует из оценки среднего для функции L(s, ω) в [25].
Дальнейшие рассуждения повторяют доказательство леммы 6.

Доказательство теоремы 3. Определим ещё одну вероятностную меру на
H(D):

P̂T,L1(A) = νT (L1(s + iτ, ω) ∈ A).

Сперва докажем, что меры PT,L1 и P̂T,L1 слабо сходятся к одной и той же

вероятностной мере на
(
H(D),B(

H(D)
))
при T → ∞.

Из теоремы 4 следует, что меры PT,n,L1 и P̂T,n,L1 слабо сходятся к одной
и той же мере Pn,L1 при T → ∞. Через Xn,L1(s) обозначим H(D)-значный
случайный элемент с распределением Pn,L1 и определим

XT,n,L1(s) = L1,n(s + iθT ),
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где θ— случайная величина, определённая на некотором вероятностном про-
странстве (Ω̂,B(Ω̂), P) и равномерно распределённая на [0, 1]. Теперь, используя
обозначение D−→ для сходимости по распределению, имеем

XT,n,L1(s)
D−→

T→∞
Xn,L1(s). (4)

Нетрудно заметить, что семейство вероятностных мер {Pn,L1} плотное и, следо-
вательно, относительно компактное (см. определения в [1]). Таким образом,
существует подпоследовательность {Pn1,L1} ⊂ {Pn,L1}, такая что мера Pn1

слабо сходится к некоторой мере P на
(
H(D),B(

H(D)
))
при n1 → ∞. Это

эквивалентно тому, что

Xn1,L1

D−→
n1→∞ P. (5)

Определим
XT,L1(s) = L1(s + iθT ).

Используя лемму 6, найдём, что для любого ε > 0

lim
n→∞ lim sup

T→∞
νT

(


(
XT,L1(s),XT,n,L1(s)

)
� ε

)
�

� lim
n→∞ lim sup

T→∞
1
T

T∫
0



(
L1(s + iτ), L1,n(s + iτ)

)
dτ = 0.

Отсюда, из (4), (5) и теоремы 4.2 в [1] имеем

XT,L1(s)
D−→

T→∞
P, (6)

т. е. мера PT,L1 слабо сходится к P при T → ∞. Кроме того, из (6) следует, что
мера P не зависит от последовательности {Pn1,L1}. Следовательно,

Xn,L1(s)
D−→

n→∞ P. (7)

Теперь определим

X̂T,n,L1(s) = L1,n(s + iθT, ω)

и
X̂T,L1(s) = L1(s + iθT, ω).

Используя (7) и лемму 7 и повторяя приведённые выше рассуждения для слу-
чайных элементов X̂T,n,L1 и X̂T,L1 , мы получим, что мера P̂T,L1 также слабо
сходится к P при T → ∞.
Осталось доказать, что P совпадает с PL1 . Определим aτ ={p−iτ: p простое},

τ ∈ R, и положим ϕτ (ω) = aτω, ω ∈ Ω. Тогда {ϕτ : τ ∈ R}— 1-параметрическая
группа измеримых сохраняющих меру преобразований на Ω. Кроме того, из
теоремы 5.3.6 в [13] следует эргодичность группы {ϕτ : τ ∈ R}.
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Пусть теперь A—фиксированное множество непрерывности меры P , опре-
делённое при доказательстве теоремы 3. По теореме 3 и теореме 2.1 из [1]
имеем

lim
T→∞

νT (L1(s + iτ, ω) ∈ A) = P (A). (8)

Определим случайную величину ξ на (Ω,B(Ω),mH):

ξ(ω) =

{
1, если L1(s, ω) ∈ A,

0, если L1(s, ω) /∈ A.

Поскольку группа {ϕτ : τ ∈ R} эргодична, то процесс ϕτ

(
ξ(ω)

)
также эргоди-

чен. Таким образом, обозначая через EX математическое ожидание случайного
элемента X, по теореме Биркгофа—Хинчина (см., например, [8]) имеем

lim
T→∞

1
T

T∫
0

ξ
(
ϕτ (ω)

)
dτ = Eξ. (9)

Кроме того, из определений ξ и ϕτ следует, что

Eξ =
∫
Ω

ξ(ω) dmH = mH(ω ∈ Ω: L1(s, ω) ∈ A) = PL1(A)

и

1
T

T∫
0

ξ
(
ϕτ (ω)

)
dτ = νT (L1(s + iτ, ω) ∈ A).

Следовательно, по (9)

lim
T→∞

νT (L1(s + iτ, ω) ∈ A) = PL1(A),

и ввиду (8) мы получаем, что P (A) = PL1(A) для всех множеств непрерывно-
сти A меры P . Поскольку множества непрерывности составляют определяющий
класс, то справедливо равенство P (A) = PL1(A) для всех A ∈ B(

H(D)
)
. Теоре-

ма доказана.

3. Двумерная предельная теорема

Пусть H2(D) = H(D) × H(D) и

gr(s) = (1 − 21−s)r.

Тогда gr(s)—полином Дирихле и из доказательства теоремы 4 следует, что
вероятностная мера

νT (gr(s + iτ) ∈ A), A ∈ B(
H(D)

)
, (10)
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слабо сходится к распределению случайного элемента

gr(s, ω) =
(

1 − 2ω(2)
2s

)r

при T → ∞.
На

(
H2(D),B(

H2(D)
))
определим

P
(2)
T (A) = νT

((
gr(s + iτ), L1(s + iτ)

) ∈ A
)

и положим
F (s, ω) =

(
gr(s, ω), L1(s, ω)

)
.

Используя слабую сходимость меры (10), теорему 3 и модифицированный кри-
терий Крамера—Вальда, пример применения которого читатель может найти
в [9, 16, 17], мы приходим к следующему утверждению.

Теорема 8. Вероятностная мера P
(2)
T слабо сходится к распределению PF

случайного элемента F (s, ω).

4. Доказательство теоремы 1

Определим функцию u : H2(D) → M(D) формулой

u(g1, g2) =
g2

g1
, (g1, g2) ∈ H2(D).

Эта функция непрерывна всюду, за исключением множества PF -меры нуль, по-
скольку метрика d из определения пространства M(D) удовлетворяет равенству

d(g1, g2) = d

(
1
g1

,
1
g2

)
, g1, g2 ∈ H(D).

Более того, PT,L = P
(2)
T u−1. Таким образом, из теоремы 8 и теоремы 5.1 в [1]

следует, что мера PT,L слабо сходится к распределению случайного элемента

L1(s, ω)
gr(s, ω)

= L(s, ω)

при T → ∞.
Доказательство следствия 2. Функция v : M(D) → C, определённая фор-

мулой
v
(
g(s)

)
= g(σ), g ∈ M(D),

непрерывна. Следовательно, утверждение следствия вытекает из теоремы 1,
непрерывности v и теоремы 5.1 в [1].
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