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Аннотация

Работа содержит результаты о существовании плохо приближаемых чисел в зада-
чах с лакунарными и сублакунарными последовательностями. Основные результаты
получены с помощью метода Переса—Шлага.

Abstract

N. G. Moshchevitin, Density modulo 1 of lacunary and sublacunary sequences: ap-
plication of Peres–Schlag’s construction, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika,
vol. 16 (2010), no. 5, pp. 117—138.

The paper is concerned with the existence of badly approximable numbers in problems
involving lacunary or sublacunary sequences. The principal results depend upon Peres–
Schlag’s method.

Введение

Последовательность {tj}, j = 1, 2, 3, . . . , положительных вещественных чи-
сел называется лакунарной, если для некоторого M > 0 выполнено

tj+1

tj
� 1 +

1
M

для всех j ∈ N. (1)

А. Я. Хинчин в 1924 году доказал, что для любой последовательности, удовле-
творяющей (1), найдутся такие вещественное число α и положительное число γ,
что будет выполнено

‖tnα‖ � γ для всех n ∈ N.
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Этот результат опубликован в [17, лемма III]. Его можно также найти в недавнем
переиздании трудов А. Я. Хинчина [7]. Отметим, что конструкция А. Я. Хин-
чина позволяет установить существование вещественного α и положительной
абсолютной постоянной γ, таких что

‖tnα‖ � γ

(M log M)2
для всех n ∈ N.

50 лет спустя, в 1974 году, П. Эрдёш [13] высказал гипотезу, что для произ-
вольной лакунарной последовательности найдётся такое вещественное число α,
что дробные доли {αtj}, j ∈ N, не будут всюду плотны в [0, 1]. Ответ на во-
прос П. Эрдёша естественно следовал из упомянутой теоремы А. Я. Хинчина.
Однако этот результат А. Я. Хинчина был забыт. Решение гипотезы П. Эрдёша
опубликовали А. Поллингтон [22] и Б. де Матан [18]. Позже количественные
уточнения дали И. Кацнельсон [16], Р. К. Ахунжанов и Н. Г. Мощевитин [1],
А. Дубицкас [10]. Наилучший известный количественный результат принадле-
жит И. Пересу и В. Шлагу [21]. Они доказали, что при некоторой положитель-
ной постоянной γ > 0 для каждой рассматриваемой последовательности {tj}
найдётся такое вещественное число α, что

‖αtj‖ � γ

M log M
для всех j ∈ N.

И. Перес и В. Шлаг использовали оригинальную конструкцию, связанную с при-
менением специального варианта локальной леммы Ловаса.
С другой стороны, Р. К. Ахунжанов и Н. Г. Мощевитин в [2] обобщи-

ли конструкцию на случай сублакунарных последовательностей. Они доказали,
в частности, что для последовательности {tj}, удовлетворяющей условию

tj+1

tj
� 1 +

γ

nβ
для всех j ∈ N, γ > 0, β ∈

(
0,

1
2

]
,

найдётся такое иррациональное вещественное число α, что

lim inf
n→∞(‖tnα‖ × n2β) > 0.

Другой результат работы [2] связан с последовательностью натуральных чисел
вида 2m3n, m,n ∈ N ∪ {0}.
В первом разделе этой статьи мы докажем (следуя конструкции из [21])

многомерный вариант приведённой выше теоремы Переса—Шлага. Раздел 2 по-
свящён некоторым приложениям оценки Переса—Шлага и её уточнений в те-
ории хроматических чисел дистанционных графов. В разделе 3 мы применим
конструкцию из [21] для усиления приведённый результатов из работы [2].
Наши доказательства не будут использовать терминологию теории вероятно-
стей. Основные результаты настоящей работы анонсированы в препринтах ав-
тора [19,20].
Автор считает своим приятным долгом сообщить, что на работу А. Я. Хин-

чина [17] ему указал И. Рочев.
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1. Лакунарные последовательности

1.1. Обозначения и параметры

Обозначим через µ(·) меру Лебега. Для множества A ⊂ R
d пусть

Ac = [0, 1]d \ A.

Пусть M � 8 и t1 � 2. Нам понадобятся параметры

δ =
1

211(M log M)1/d
, δ1 = 24d+1δd, h = �23dM log M�

и

lj =
⌊
log2

tj
2δ

⌋
. (2)

Отметим, что

1 − (16δ)dh � 1
2
, (3)

1 − 2δ1h � 1
2
, (4)

и из условия лакунарности

tj+1

tj
� 1 +

1
M

для всех j ∈ N

имеем
ti+h

ti
�
(

1 +
1
M

)h

� M23d log 2 � 1
δ
. (5)

Для доказательства наших результатов нам потребуются множества

E(j, a) =
{

x ∈ [0, 1] :
∣∣∣∣x − a

tj

∣∣∣∣ � δ

tj

}
.

Для целой точки a = (a1, . . . , ad) ∈ R
d обозначим

E(j,a) = E(j, a1) × . . . × E(j, ad).

Каждое множество Ej,a покрывается открытым двоичным интервалом вида(
b

2lj
,
b + ε

2lj

)
, ε ∈ {1, 2}.

Таким образом, множество ⋃
0�a1,...,ad��tj�

E(j,a) ∩ [0, 1]d

покрыто объединением двоичных кубиков вида(
b1

2lj
,
b1 + ε1

2lj

)
× . . . ×

(
bd

2lj
,
bd + εd

2lj

)
, εk ∈ {1, 2}.
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Обозначим это объединение через Aj . Таким образом,⋃
0�a1,...,ad��tj�

E(j,a) ∩ [0, 1]d ⊆ Aj ,

и дополнение Ac
j = [0, 1]d \ Aj можно представить как объединение

Ac
j =

⋃
1�ν�Tj

Iν

замкнутых двоичных кубиков вида[
b1

2lj
,
b1 + 1

2lj

]
× . . . ×

[
bd

2lj
,
bd + 1

2lj

]
. (6)

Более того, множество ⋂
j�i

Ac
j

также может быть представлено в виде⋂
j�i

Ac
j =

⋃
1�ν�Ti

Iν ,

где двоичные интервалы Iν имеют вид (6). Отметим, что

µ(Aj) �
(

4δ

tj

)d

(�tj� + 1)d � (16δ)d. (7)

1.2. Результаты

Теорема 1.1. Пусть d ∈ N и t1 � 2, M � 8. Тогда для любой последователь-
ности {tj}, удовлетворяющей условию (1), найдётся такой набор вещественных
чисел (α1, . . . , αd), что

max
1�k�d

‖αktj‖ � 1
211(M log M)1/d

для всех j ∈ N.

Доказательство теоремы 1.1 приведено в разделах 1.3, 1.4.
Для вектора ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ R

d обозначим

‖ξ‖ = max
1�j�d

min
aj∈Z

|ξj − aj |.

Теорема 1.2. Пусть d ∈ N и t1 � 2, M � 8. Пусть последовательность
{tj} удовлетворяет условию (1). Пусть {Sj} ⊂ Od —последовательность орто-
гональных матриц и Gj = tjSj . Тогда найдётся такой вещественный вектор
α = (α1, . . . , αd), что

‖Gjα‖ � 1
213(dM log M)1/d

для всех j ∈ N.

Конечно, постоянные в теоремах 1.1, 1.2 могут быть улучшены.
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Следствие. Найдётся эффективная положительная постоянная ∆ со следу-
ющим свойством. Для любого комплексного числа θ = a + bi, |θ| > 1, найдётся
такое комплексное число α, что для расстояния до ближайшего гауссова целого
(в sup-норме) будет справедливо неравенство

‖θjξ‖ � ∆min
{

(|θ| − 1)
log(2 + 1/(|θ| − 1))

; 1
}

для всех j ∈ N.

Следствие вытекает из теоремы 1.2 для d = 2, лакунарной последовательно-
сти |θj | и последовательности матриц Sj ,

S =
1
|θ|
(

a b
b −a

)
.

Случай |θ| > 1 легко сводится к случаю |θ| > 8.
Мы хотим отметить, что недавно А. Дубицкас [11] доказал следующее утвер-

ждение. Пусть t0, t1, t2, . . .—последовательность ненулевых комплексных чисел,
удовлетворяющая условию |tj+1| � a|tj | с некоторым вещественным a > 1. Пусть
ν —некоторое комплексное число. Тогда найдётся такое комплексное число α,
что все комплексные числа αtj , j = 0, 1, 2, . . ., находятся вне квадратов с цен-
трами в точках ν + Z[i] со сторонами, параллельными вещественной и мнимой
осям, длины которых равны (a− 1)/20, если a ∈ (1, 11− 4

√
5], и (a− 2)/(a− 1),

если a > 11 − 4
√

5.

1.3. Основная лемма

Лемма 1.1. Пусть

µ

(⋂
j�i

Ac
j

)
�= 0.

Тогда

µ

(
Ai+h ∩

(⋂
j�i

Ac
j

))
� δ1µ

(⋂
j�i

Ac
j

)
.

Доказательство. Доказательство аналогично доказательству формулы (3.9)
из работы [21]. Имеем

µ

(
Ai+h ∩

(⋂
j�i

Ac
j

))
=

Ti∑
ν=1

µ(Ai+h ∩ Iν).

Так как

µ

(⋂
j�i

Ac
j

)
�= 0,

то сумма здесь непустая, и Ti � 1. Множество Ai+h может быть покрыто объ-
единением замкнутых двоичных кубиков вида[

b1

2lj+h
,
b1 + 1
2lj+h

]
× . . . ×

[
bd

2lj+h
,
bd + 1
2lj+h

]
.
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Пусть J —двоичный кубик из покрытия множества Ai+h (его мера равна
2−dli+h). Если µ(J ∩ Iν) �= 0, то J ⊆ Iν . Пусть

Iν =
[

b1

2li
,
b1 + 1

2li

]
× . . . ×

[
bd

2li
,
bd + 1

2li

]

и кубик J встретился в покрытии кубика E(i + h,a). Тогда

a
ti+h

∈
(

b1

2li
− δ

ti+h
,
b1 + 1

2li
+

δ

ti+h

)
× . . . ×

(
bd

2li
− δ

ti+h
,
bd + 1

2li
+

δ

ti+h

)
.

Пусть Wν —количество целых точек a, удовлетворяющих указанному условию.
Тогда

Wν �
(⌊(

1
2li

+
2δ

ti+h

)
ti+h

⌋
+ 1
)d

� (2−liti+h + 2)d. (8)

Теперь мы убедимся, что

µ

(
Ai+h ∩

(⋂
j�i

Ac
j

))
� 2d

Ti∑
ν=1

2dWν

2dli+h
�

Ti∑
ν=1

(2−liti+h + 2)d

2dli+h
�

� 22d
Ti∑

ν=1

(
max

(
2−liti+h

2li+h
,

1
2li+h−1

))d

�

� 22d

( Ti∑
ν=1

µ(Iν)
(

ti+h

2li+h

)d

+
Ti∑

ν=1

(
1

2li+h−1

)d)
. (9)

Но
Ti∑

ν=1

µ(Iν)
(

ti+h

2li+h

)d

= µ

(⋂
j�i

Ac
j

)(
ti+h

2li+h

)d

.

Применяя (2), получаем, что

li+h � log2

ti+h

2δ
− 1,

и
Ti∑

ν=1

µ(Iν)
(

ti+h

2li+h

)d

� (4δ)dµ

(⋂
j�i

Ac
j

)
. (10)

С другой стороны,

Ti∑
ν=1

(
1

2li+h−1

)d

=
2dTi

2dli+h
= 2dµ

(⋂
j�i

Ac
j

)(
2li

2li+h

)d

,

поскольку

µ

(⋂
j�i

Ac
j

)
= Ti2−dli .
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Теперь из (2) вытекает, что
2li

2li+h
� 2

ti
ti+h

.

Применим (5) и получим

Ti∑
ν
( ⋂

j�i

Ac
j

)
=1

(
1

2li+h−1

)d

� 2d+1δdµ

(⋂
j�i

Ac
j

)
. (11)

Лемма 1.1 вытекает из (9)—(11).

1.4. Доказательство теоремы 1.1

Используемые здесь рассуждения аналогичны применявшемуся в [21] вари-
анту локальной леммы Ловаса.
Докажем по индукции, что для всех натуральных i выполнено неравенство

µ

(⋂
j�i

Ac
j

)
� 1

2
µ

( ⋂
j�i−h

Ac
j

)
> 0. (12)

1. Основание индукции. Для i � 0 определим Ac
i = [0, 1]d. Тогда утверждение

тривиально для i � 0. Проверим, что (12) выполнено для 0 � i � h. Достаточно
установить, что

µ

( ⋂
1�j�h

Ac
j

)
� 1

2
. (13)

Но

µ

( ⋂
1�j�h

Ac
j

)
� 1 −

h∑
j=1

µ(Aj).

Учтём (7). Теперь (13) вытекает из (3).
2. Шаг индукции. Предположим, что (12) выполнено для всех i � t. Имеем⋂

j�t+1

Ac
j =

(
. . .

(( ⋂
j�t+1−h

Ac
j

)
\ At+1−h+1

)
\ . . .

)
\ At+1.

Значит,

µ

( ⋂
j�t+1

Ac
j

)
� µ

( ⋂
j�t+1−h

Ac
j

)
−

h∑
v=1

µ

(
At−h+1+v ∩

( ⋂
j�t+1−h

Ac
j

))
. (14)

Заметим, что для рассматриваемых значений v выполнено неравенство t+1−h �
� t + 1 + v − 2h. Таким образом,⋂

j�t+1−h

Ac
j ⊆

⋂
j�t+1+v−2h

Ac
j .
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Теперь по лемме 1.1 имеем

µ

(
At−h+1+v ∩

( ⋂
j�t+1−h

Ac
j

))
� µ

(
At−h+1+v ∩

( ⋂
j�t+1+v−2h

Ac
j

))
�

� δ1µ

( ⋂
j�t+1+v−2h

Ac
j

)
.

Таким образом, для 1 � v � h получаем

µ

(
At−h+1+v ∩

( ⋂
j�t+1−h

Ac
j

))
� δ1µ

( ⋂
1�t+1−2h+v

Ac
j

)
� δ1µ

( ⋂
1�t+2−2h

Ac
j

)
.

Но h � 2, и по индуктивному предположению для t + 2 − h мы имеем

µ

( ⋂
j�t+1−h

Ac
j

)
� µ

( ⋂
j�t+2−h

Ac
j

)
� 1

2
µ

( ⋂
j�t+2−2h

Ac
j

)
.

Следовательно,

µ

( ⋂
j�t+2−2h

Ac
j

)
� 2µ

( ⋂
j�t+1−h

Ac
j

)
.

Теперь

µ

(
At+1+h−v ∩

( ⋂
j�t+1−h

Ac
j

))
� 2δ1µ

( ⋂
1�t+1−h

Ac
j

)
. (15)

Из (14), (15) выводим, что

µ

( ⋂
j�t+1

Ac
j

)
� (1 − 2δ1h)µ

( ⋂
j�t+1−h

Ac
j

)
,

и (12) вытекает из неравенства (4). Теперь из (12) и замкнутости множеств Ac
i

сразу следует утверждение теоремы 1.1.

1.5. Комментарии к доказательству теоремы 1.2

Доказательство теоремы 1.2 аналогично приведённому доказательству. Вме-
сто параметров δ, δ1, h нужно использовать величины

δ′ =
1

212(dM log M)1/d
, δ′1 = 24d+1dd(δ′)d, h′ = �23d+3M log M�.

Неравенства, аналогичные неравенствам (3)—(5), будут выполнены. Но теперь
надо работать с множествами E′(j,a) = S−1

j E(j,a) и их покрытиями двоичными
кубиками A′

j . Теперь вместо (7) будет выполняться неравенство

µ(A′
j) �

(
2(�√d� + 1)δ′

tj

)d

(�
√

dtj� + 1)d � (16δ′)d.

Вместо леммы 1.1 будет использоваться следующая лемма.
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Лемма 1.2. Пусть

µ

(⋂
j�i

(A′
j)

c

)
�= 0.

Тогда

µ

(
A′

i+h ∩
(⋂

j�i

(A′
j)

c

))
� δ′1µ

(⋂
j�i

(A′
j)

c

)
.

Приведём схему доказательства леммы 1.2. Для числа W ′
ν кубиков

E′(j + h,a), пересекающихся с кубиком Iν , имеем неравенство

W ′
ν � (2−liti+h + 2

√
d)d

вместо (8). Тогда вместо (9) получаем

µ

(
A′

i+h ∩
(⋂

j�i

(A′
j)

c

))
� (2

√
d)d

Ti∑
ν=1

2dW ′
ν

2dli+h
�

� 22ddd

( Ti∑
ν=1

µ(Iν)
(

ti+h

2li+h

)d

+
Ti∑

ν=1

(
1

2li+h−1

)d)
.

Из этих неравенств выводим лемму 1.2.
Вывод теоремы 1.2 из леммы 1.2 практически дословно повторяет рассужде-

ния раздела 1.4.

2. Дистанционные графы в R
d

В этом разделе мы приведём следствия, которые получаются применением
подхода Переса—Шлага [21] к задачам, рассматривавшимся в [4].

2.1. Хроматические числа пространств
с запрещёнными расстояниями,
образующими лакунарную последовательность

Напомним понятие хроматического числа метрического пространства.
Пусть (X, ρ)—некоторое метрическое пространство и A ⊂ R+—некоторое мно-
жество. Хроматическим числом пространства (X, ρ) с множеством запрещённых
расстояний A называется минимальное число χ

(
(X, ρ), A

)
цветов, в которые

можно раскрасить пространство X так, чтобы между любыми точками одного
цвета не было расстояния в метрике ρ, величина которого принадлежит мно-
жеству A. Задача об отыскании и оценках хроматических чисел различных
пространств в настоящее время очень популярна (см. обзоры [5,25]).
В этом разделе рассматривается пространство X = R

d, в котором метри-
ка порождена некоторой нормой, а множество A = {tn}∞n=1 представляет собой
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лакунарную последовательность. Общеизвестно, что в случае d = 1 (задача о ко-
нечности рассматриваемого хроматического числа восходит к Эрдёшу; историю
вопроса можно найти, например, в [16,21]) существование такого вещественно-
го α, что ‖αtn‖ � h для всех натуральных n, влечёт оценку χ

(
(R, | · |), A) � h.

Для лакунарных последовательностей, удовлетворяющих (1), оценка

χ
(
(R, | · |), A)� M log M

имеется в работе [21]. Из нашей теоремы получается неравенство

χ
(
(R, | · |), A) � 211M log M.

Хорошо известно, что эти оценки точны (с точностью до логарифмического
множителя). С другой стороны, И. Кацнельсон и Б. Вайс [15] доказали, что
если рассматривается двумерная плоскость с евклидовой метрикой, а множе-
ство A неограниченно, то измеримое хроматическое число χµ

(
(R2, l2), A

)
равно

бесконечности (когда речь идёт об измеримом хроматическом числе, предпола-
гается, что точки, раскрашенные в одинаковый цвет, образуют измеримое по
Лебегу множество). Более изящное доказательство более общего утверждения
(использующее гармонический анализ) имеется у Ж. Бургена [9].

Теорема 2.1. Рассмотрим в пространстве R
d такую норму F (x), что область

F = {x : F (x) � 1} представляет собой центрально симметричный многогран-
ник с 2g гипергранями. Пусть f(x,y) = F (x−y). Тогда если задано бесконечное
множество A = {t1, . . . , tn, . . .}, представляющее собой лакунарную последова-
тельность, и выполнено (1) при M � 8, то

χ
(
(Rd, f), A

)
� (211M log M)g.

Из теоремы 2.1, применённой для l1-нормы, сразу вытекает неравенство

χ
(
(Rn, l1), A

)
� (211M log M)2

n−1
.

Приведём результат о нижних оценках рассматриваемых хроматических чи-
сел из [4], полученный А. М. Райгородским методом альтернирования (см. [6]).

Теорема (А. М. Райгородский). Пусть p ∈ {1, 2}. Каково бы ни было M ,
найдётся такой набор чисел a1 > 0, . . . , ak > 0, удовлетворяющих условию

1 +
1
M

� ai

ai−1
� 1 +

1
c log M

для всех i = 2, . . . , k

при некотором постоянном c > 0, что

χ
(
(Rd, lp), {a1, . . . , ak}

)
� (c1M)c2d,

где c1, c2 > 0—абсолютные константы.

2.2. Монохроматические барицентрические наборы

В [4] обсуждалась ещё одна задача. Рассмотрим пространство R
d с ев-

клидовой нормой и через x2 обозначим скалярный квадрат вектора x ∈ R
d.
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Пусть B = {b1, . . . ,bt}— такой набор точек d-мерного пространства R
d, что

b1 + . . . + bt = 0, и V = B ∪ 0. Определим

σ(V) =
t∑

i=1

b2
i .

Теорема 2.2. Пусть M1 = �M2/(2M + 1)� � 8, A = {tn}n∈N ⊂ R+—
лакунарная последовательность, удовлетворяющая (1), а множество точек V
устроено так, как описано выше. Тогда пространство R

d можно раскрасить
в �211dM1 log M1� цветов так, что любая изометрическая копия каждого из
множеств tnV не будет являться монохроматической.
Доказательство теорем 2.1, 2.2 можно получить, если в рассуждениях из [4]

применить новую оценку теоремы 1.1 вместо оценки Ахунжанова—Мощевитина.

3. Сублакунарные последовательности

В этом разделе мы докажем результаты, аналогичные теореме Переса—Шла-
га [21], для последовательностей сублакунарного роста.

3.1. Результаты

Пусть 1 � t1 < t2 < . . . tn < tn+1 < . . .— строго возрастающая последова-
тельность и lim

n→∞ tn = +∞. Для последовательности {tn} определим функцию
H(n, τ):

H(n, τ) = min
{

k ∈ N :
tn+k

tn
� τ

}
. (16)

Теорема 3.1. Пусть 0 < η < 1. Рассмотрим такую последовательность на-
туральных чисел {h(n)}∞n=1 ⊂ N, что для каждого натурального n при усло-
вии n > h(n) функция n �→ n − h(n) будет возрастающей. Пусть {δ(n)}∞n=1—
убывающая последовательность вещественных чисел. Пусть последовательность
натуральных чисел {nk}K

k=0 удовлетворяет равенству

nk = nk+1 − h(nk+1) (17)

для 0 � k � K − 1. Пусть наши последовательности удовлетворяют также
следующим условиям:
(i) для натурального n, такого что n > h(n), выполнено неравенство

h(n) � H

(
n − h(n),

1
δ

(
n − h(n)

))
;

(ii) для произвольного k � K − 1 выполнено неравенство
nk+1−1∑
v=nk+1

δ(v) � (1 − η)η
4

;
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(iii) для k = 0 выполнено неравенство
n0∑

v=1

δ(v) � 1 − η

16
.

Тогда для множества

AK = {α ∈ [0, 1] : ‖tnα‖ > δ(n) для каждого n � nK}
будет выполнено

µ(AK) � ηK+1.

Отметим, что множества AK являются замкнутыми и вложенными друг
в друга: AK+1 ⊆ AK . Более того, для произвольного натурального N мы
можем построить такую последовательность {nk}, что nK = N , выполнены
равенства (17), n0 = n1 − h(n1) � 1, но n0 − h(n0) � 0. Таким образом, в каче-
стве следствия теоремы 3.1 мы немедленно получаем следующее утверждение.

Теорема 3.2. Пусть 0 < η < 1. Рассмотрим такую последовательность на-
туральных чисел {h(n)}∞n=1 ⊂ N, что для натуральных n, удовлетворяющих
условию n > h(n), функция n �→ n − h(n) является возрастающей. Пусть по-
следовательность вещественных чисел {δ(n)}∞n=1 убывает. Пусть эти последо-
вательности удовлетворяют следующим условиям:
(i ′) для любого натурального n, такого что n > h(n), выполнено неравенство

h(n) � H

(
n − h(n),

1
δ

(
n − h(n)

))
;

(ii ′) для любого натурального n, такого что n > h(n), выполнено неравенство
n−1∑

v=n−h(n)+1

δ(v) � (1 − η)η
4

;

(iii ′) для любого натурального n, такого что n � h(n), выполнено неравенство
n∑

v=1

δ(v) � 1 − η

16
.

Тогда множество

A = {α ∈ [0, 1] : ‖tnα‖ > δ(n) для каждого n ∈ N}
непусто.

Теорема 3.3. Пусть выполнены условия теоремы 3.2 и для некоторой беско-
нечной последовательности {nk}∞k=0 натуральных чисел, удовлетворяющей (17),
мы знаем, что ряд

∞∑
k=1

1
ηk

·
(

tnk

δ(nk)

)ν

/

(
tnk−1

δ(nk−1)

)
(18)

сходится при всех ν < ν0. Тогда размерность Хаусдорфа множества A не мень-
ше, чем ν0.
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Подробное доказательство теоремы 3.1 приводится в разделах 3.2, 3.3. В раз-
деле 3.4 мы приводим схему доказательства теоремы 3.3. В разделе 3.5 мы
рассматриваем некоторые примеры использования общих результатов.

3.2. Леммы

Для n � 1 определим

ln =
⌊
log2

(
tn

2δ(n)

)⌋
. (19)

Из монотонности последовательностей tn и δ(n) вытекает, что ln+1 � ln. Поло-
жим

E(n, a) =
[

a

tn
− δ(n)

tn
,

a

tn
+

δ(n)
tn

]
.

Пусть An —объединение двоичных интервалов вида(
b

2ln
,
b + ε

2ln

)
, b ∈ Z, ε ∈ {1, 2},

покрывающих множество ⋃
0�a��tn�

E(n, a) ∩ [0, 1].

Таким образом, ⋃
0�a��tn�

E(n, a) ∩ [0, 1] ⊆ An.

Пусть снова Ac
n = [0, 1] \ An. Отметим, что

µ(An) � (�tn� + 1)
2δ(n)

tn
� 16δ(n)

и

µ

( ⋂
n�n0

Ac
n

)
� 1 − 16

n0∑
n=1

δ(n). (20)

Лемма 3.1. Пусть n > h(n). Пусть выполнено условие (i) и

µ

( ⋂
j�n−h(n)

Ac
j

)
> 0.

Тогда

µ

( ⋂
j�n−h(n)

Ac
j ∩ An

)
� 4δ(n)µ

( ⋂
j�n

Ac
j

)
. (21)

Доказательство. Множество ⋂
j�n−h(n)

Ac
j
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может быть представлено в виде объединения

⋂
j�n−h(n)

Ac
j =

T⋃
ν=1

Iν (22)

двоичных интервалов Iν = I
(n−h(n))
ν вида[

b

2ln−h(n)
,

b + 1
2ln−h(n)

]
, b ∈ Z,

где T � 1. Теперь множество An ∩ Iν можно представить в виде объединения

An ∩ Iν =
Wν⋃
i=1

Ji

интервалов Ji вида [
b

2ln)
,
b + 1
2ln

]
.

Более того,

Wν �
⌊(

1
2ln−h(n)

+
δ(n)
2ln

)
tn

⌋
+ 1 � tn

2ln−h(n)
+ 2.

Таким образом,

µ(An ∩ Iν) =
Wν

2ln

и

µ

( ⋂
j�n−h(n)

Ac
j ∩ An

)
� T

2ln

(
tn

2ln−h(n)
+ 2
)

=

= µ

( ⋂
j�n−h(n)

Ac
j

)
2ln−h(n)

2ln

(
tn

2ln−h(n)
+ 2
)

=

= µ

( ⋂
j�n−h(n)

Ac
j

)(
tn
2ln

+ 2 · 2ln−h(n)

2ln

)
.

Но
tn
2ln

� 2δ(n) (23)

следует из определения величины ln (формула (19)). Для второго слагаемого из
условия (i) и определения (16) функции H(·, ·) имеем

2ln−h(n)

2ln
� 2 · tn−h(n)

tn
· δ(n)
δ(n − h(n))

� 2δ(n). (24)

Теперь лемма 3.1 вытекает из соотношений (23), (24).

Для натурального τ и 0 � v � h(τ) определим τv = τ − h(τ) + v. Заметим,
что τh(τ) = τ и τ0 = τ − h(τ). Заметим также, что τ0 � τv � τ .
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Лемма 3.2. Пусть функция n − h(n) возрастает и выполнено условие (i).
Пусть для τ0 > h(τ0) при некотором положительном η выполнено неравенство

µ

( ⋂
j�τ0

Ac
j

)
� ηµ

( ⋂
j�τ0−h(τ0)

Ac
j

)
> 0. (25)

Тогда

µ

( ⋂
j�τ

Ac
j

)
�
(

1 − 4
η

τ−1∑
v=τ1

δ(v)
)
× µ

( ⋂
j�τ0

Ac
j

)
. (26)

Доказательство. Имеем

µ

( ⋂
j�τ

Ac
j

)
= µ

((
. . .

(( ⋂
j�τ−h(τ)

Ac
j

)
\ Aτ−h(τ)+1

)
\ . . .

)
\ Aτ

)
�

� µ

( ⋂
j�τ−h(τ)

Ac
j

)
−

h(τ)∑
v=1

µ

(
Aτv

∩
( ⋂

j�τ−h(τ)

Ac
j

))
.

Но поскольку τv � τ , то из условия монотонности n−h(n) получаем τ −h(τ) �
� τv − h(τv). Таким образом,⋂

j�τ−h(τ)

Ac
j ⊆

⋂
j�τv−h(τv)

Ac
j . (27)

Теперь мы видим, что

µ

( ⋂
j�τ

Ac
j

)
� µ

( ⋂
j�τ−h(τ)

Ac
j

)
−

h(τ)∑
v=1

µ

(
Aτv

∩
( ⋂

j�τv−h(τv)

Ac
j

))
.

Воспользуемся леммой 3.1 для n = τv, v = 1, . . . , h(τ). Это возможно, поскольку
из (27) и

µ

( ⋂
j�τ−h(τ)

Ac
j

)
> 0

следует, что неравенство

µ

( ⋂
j�τv−h(τv)

Ac
j

)
> 0

выполняется для всех v. Получаем неравенство

µ

(
Aτv

∩
( ⋂

j�τv−h(τv)

Ac
j

))
� 4δ(τv)µ

( ⋂
j�τv−h(τv)

Ac
j

)
.
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Теперь

µ

( ⋂
j�τ

Ac
j

)
� µ

( ⋂
j�τ−h(τ)

Ac
j

)
− 4
( h(τ)∑

v=1

δ(τv)
)

max
1�v<h(τ)

µ

( ⋂
j�τv−h(τv)

Ac
j

)
�

� µ

( ⋂
j�τ−h(τ)

Ac
j

)
− 4
( h(τ)∑

v=1

δ(τv)
)

max
0�v<h(τ)

µ

( ⋂
j�τv−h(τv)

Ac
j

)
.

Но у нас есть условие монотонности функции n−h(n), поэтому максимум здесь
достигается при v = 0. Следовательно,

µ

( ⋂
j�τ

Ac
j

)
� µ

( ⋂
j�τ−h(τ)

Ac
j

)
− 4
( h(τ)∑

v=1

δ(τv)
)

µ

( ⋂
j�τ0−h(τ0)

Ac
j

)
.

Применим неравенство (25):

µ

( ⋂
j�τ

Ac
j

)
� µ

( ⋂
j�τ−h(τ)

Ac
j

)
− 4

η

( h(τ)∑
v=1

δ(τv)
)

µ

( ⋂
j�τ0

Ac
j

)
.

Вспомним, что τ0 = τ − h(τ), и сразу получим утверждение леммы 3.2.

3.3. Доказательство теоремы 3.1

Из условия (iii) теоремы 3.1 и (20) следует, что

µ

( ⋂
j�n0

Ac
j

)
� η � ηµ

( ⋂
j�n0−h(n0)

Ac
j

)
.

Это неравенство представляет собой основание индукции. Неравенство индук-
тивного шага

µ

( ⋂
j�nk+1

Ac
j

)
� ηµ

( ⋂
j�nk

Ac
j

)

вытекает из условия (ii) и леммы 3.2: надо положить τ = nk+1, тогда τ0 = nk.
По индуктивному предположению имеем (25). Условие (ii) влечёт выполнение
неравенства

1 − 4
η

τ−1∑
v=τ1

δ(v) � η.

3.4. Схема доказательства теоремы 3.3

Для того чтобы доказать теорему 3.3, нужно сделать следующее. В до-
казательстве теоремы 3.1 вместо неравенства (21) леммы 3.1 нужно доказать
неравенство

µ
(
I(n−h(n))
ν ∩ An

)
� 4δ(n)µ

(
I(n−h(n))
ν

)
,
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где I
(n−h(n))
ν из разбиения (22). Затем при условии

µ
(
I
(τ0−h(τ0))
ν′ ∩ Aτ0

)
� ηµ

(
I(τ0−h(τ0))
ν

)
> 0

нужно доказать вместо неравенства (26) леммы 3.2 неравенство

µ

(
I(τ0)
ν ∩

( ⋂
j�τ

Ac
j

))
�
(

1 − 4
η

τ−1∑
v=τ1

δ(v)
)

µ
(
I(τ0)
ν

)
.

Последнее неравенство означает, что в каждом интервале I
(τ0)
ν найдётся не ме-

нее чем

N =

µ
(
I
(τ0)
ν ∩ ( ⋂

j�τ

Ac
j

))
µ(I(τ)

ν′ )
� η2lτ−lτ0

попарно непересекающихся интервалов вида I
(τ)
ν′ . Затем (так же, как это было

сделано в [2]) нужно использовать сходимость ряда (18) и применить следую-
щую хорошо известную теорему.

Теорема (Х. Эгглестон [12]). Рассмотрим при каждом натуральном k мно-
жества

Ak =
Rk⊔
i=1

Ik(i),

где Ik(i)—отрезки вещественной прямой длины |Ik(i)| = ∆k. Пусть каждый ин-
тервал Ik(i) содержит в точности Nk+1 > 1 попарно непересекающихся подын-
тервалов Ik+1(i′) длины ∆k+1 из множества Ak+1. Пусть Rk+1 = Rk · Nk+1.
Предположим, что 0 < ν0 � 1 и что для каждого 0 < ν < ν0 ряд

∞∑
k=2

∆k−1

∆k
(Rk(∆k)ν)−1

сходится. Тогда хаусдорфова размерность HD(A) множества

A =
∞⋂

k=1

Ak

не меньше ν0.
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3.5. Примеры

В этом разделе мы приводим ряд применений наших общих результатов.

A. Сублакунарные последовательности

Пусть последовательность {tn}∞n=1 удовлетворяет условию

tn+1

tn
� 1 +

γ

nβ
, 0 � β < 1, γ > 0. (28)

Возьмём η < 1, близкое к 1, и

h(n) = �c1n
β log(n + c2)�, δ(n) =

(1 − β)(1 − η)η
25c1(n + c2)β log(n + c2)

. (29)

Здесь большие положительные постоянные c1, c2 (зависящие от β и η) определя-
ются следующим образом. В нашем случае при условии n > h(n) для некоторого
γ1 < γ1 имеем

tn
tn−h(n)

�
n−1∏

j=n−h(n)

(
1 +

γ

jβ

)
�

� exp
( n−1∑

j=n−h(n)

log
(

1 +
γ

jβ

))
� exp

(
ω

h(n)
nβ

)
� (n + c2)ωc1 ,

где ω = ω(β, γ1). Пусть c1 = c1(β, η)—большая положительная постоянная,
такая что для всех положительных y � 2 выполнено

yωc1 � 25c1y
β log y

(1 − β)(1 − η)η
.

Тогда

tn
tn−h(n)

� (n + c2)ωc1 � 25c1(n + c2)β log(n + c2)
(1 − β)(1 − η)η

=
1

δ(n)
� 1

δ(n − h(n))
,

и условие (i ′) теоремы 3.2 выполнено.
Итак, мы определили c1, теперь определим c2. Постоянная c2 = c2(β) берётся

настолько большой, чтобы выполнялись неравенства

max
n∈N

4c1 log(n + c2)
(n + c2)1−β

� 1, (30)

h

(
1

25δ(0)

)
=
⌊
c1

(
c1c

β
2 log c2

(1 − β)(1 − η)η

)β

log
(

22c1c
β
2 log c2

1 − β
+ c2

)⌋
�

� 1
25δ(0)

=
c1c

β
2 log c2

(1 − β)(1 − η)η
, (31)

min
y�1

(
(1 − β) log(y + c2) − y

y + c2

)
> 0. (32)
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Тогда из (30) следует, что
h(n)

n + c2
� 1

2
,

и при n > h(n) мы имеем

n−1∑
v=n−h(n)+1

δ(v) � (1 − β)(1 − η)η
25c1 log(n − h(n) + c2)

n−1∑
v=n−h(n)+1

1
vβ

�

� (1 − η)η
n1−β − (n − h(n))1−β

24c1 log(n − h(n) + c2)
� (1 − η)ηh(n)

24c1nβ log(n − h(n) + c2)
�

� (1 − η)η log(n + c2)
23 log(n − h(n) + c2)

=
(1 − η)η

23

log(n + c2)

log(n + c2) + log
(
1 − h(n)

n+c2

) �

� (1 − η)η
23

log(n + c2)
log(n + c2) − log 2

� (1 − η)η
4

.

Таким образом, условие (ii′) теоремы 3.2 выполняется.
Более того, для величины

n0 = n0(β, c1, c2) = max{n ∈ N : n � h(n)}
из (31) получаем, что

n0 � 1
25δ(0)

,

и условие (iii′) теоремы 3.2 тоже выполняется.
Также мы должны отметить, что если y � 1 и y > h(y) � c1y

β log(y + c2), то
функция y − c1y

β log(y + c2) возрастает, поскольку из (32) вытекает, что

(
y − c1y

β log(y + c2)
)′ = 1 − βc1y

β−1 log(y + c2) − c1y
β

y + c2
=

= c1y
β−1

(
(1 − β) log(y + c2) − y

y + c2

)
> 0.

Таким образом, выполнены все условия теоремы 3.2. Согласно этой теореме
множество

B =
{

α ∈ [0, 1] : найдётся такое κ > 0,
что для каждого n ∈ N справедливо ‖tnα‖ >

κ

nβ log(n + 1)

}

непусто (и, очевидно, несчётно).
Заметим, что множество

{n ∈ N : n � h(n)}
в нашем случае конечно. Следовательно, легко можно построить последователь-
ность {nk}, удовлетворяющую равенствам (17).
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Если в дополнение к (28) известно, что

tn+1

tn
� 1 +

γ2

nβ
(33)

при некотором γ2 > γ, то для последовательности {nk} получаем, что tnk
�

� tnk−1n
γ3 и k � γ4n

1−β
k при некоторых положительных γ3, γ4. Тогда

1
ηk

· tνnk

tnk−1

� 1

eγ5n1−β
k

· 1
ηk

� 1
(eγ5ηγ5)n1−β

(здесь ни одна постоянная γj не зависит от η), и для η, близкого к 1, ряд (18)
будет сходиться. Из теоремы 3.3 теперь будет следовать, что хаусдорфова раз-
мерность множества B равна 1.
Следует отметить, что можно выбрать функцию h(n) так, чтобы условия

теоремы 3.3 выполнялись без дополнительного предположения (33) о скорости
роста последовательности tn (фактически, так, как это было сделано в [2]).
Автору кажется интересным исследовать свойства типа выигрышности рас-

сматриваемых множеств (определение и свойства выигрышных множеств можно
найти в [23,24], некоторый частичный результат имеется в [3]).

B. Субэкспоненциальные последовательности

Пусть последовательность {tn}∞n=1 удовлетворяет условию

exp(γ1n
β) � tn � exp(γ2n

β), 0 < β < 1, γ1,2 > 0. (34)

Тогда по аналогии с примером A мы получаем, что размерность Хаусдорфа
множества{

α ∈ [0, 1] : найдётся такое κ > 0,
что для каждого n ∈ N справедливо ‖tnα‖ >

κ

n1−β log(n + 1)

}

равна 1.

C. Последовательность Фюрстенберга

Рассмотрим множество натуральных чисел вида 2n3m, составляющих воз-
растающую последовательность

s1 = 1, s2 = 2, s3 = 3, s4 = 4, s5 = 6, s6 = 8, . . . .

Х. Фюрстенберг [14] (см. также [8]) доказал, что для любого вещественного
иррационального α множество дробных долей {2n3mα} всюду плотно в отрезке
[0, 1]. В частности,

lim inf
n→∞ ‖snα‖ = 0.
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Следует отметить, что автору ничего не известно о скорости стремления к нулю
в этом предельном равенстве. Если α = 1/5, то, очевидно, ‖sn/5‖ � 1/5. Но
1/5—это рациональное число.
Последовательность {sn} удовлетворяет условию (34) при β = 1/2. Следова-

тельно, из примера B вытекает, что размерность Хаусдорфа множества{
α ∈ [0, 1] : найдётся такое κ > 0,

что для каждого n ∈ N справедливо ‖snα‖ >
κ√

n log(n + 1)

}
равна 1.
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