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Аннотация

В работе анонсируются новые эффективные оценки снизу значений линейных форм
от значений рядов специального вида в неархимедовых полях. Результаты связаны
с обобщением метода Зигеля—Шидловского.

Abstract

T. R. Azamatov, Effective bounds for generalized linear global relations, Fundamen-
talnaya i prikladnaya matematika, vol. 16 (2010), no. 6, pp. 3—6.

This paper puts forward new effective lower bounds for the values of linear forms
from certain series in non-Archimedian fields. The results obtained are related to the
generalization of Siegel–Shidlovski’s method.

В работе использован p-адический вариант метода Зигеля—Шидловского [6].
Пусть K—алгебраическое числовое поле конечной степени κ над полем Q,

V —множество всех нормирований поля K. Для v ∈ V обозначим через Kv

пополнение поля K по этому нормированию. Если p—простое число, v | p, то
считаем, что |p|v = p−κv/κ, где κv = [Kv : Qp].

В 1981 г. Э. Бомбьери [8] ввёл понятие глобального соотношения. Пусть
многочлен P (y1, . . . , ym) имеет коэффициенты из K, степенные ряды f1(z), . . . ,
fm(z) имеют коэффициенты из K, ξ ∈ K. Соотношение

P
(
f1(ξ), . . . , fm(ξ)

)
= 0

называется глобальным, если оно выполняется во всех тех полях Kv, где схо-
дятся ряды f1(ξ), . . . , fm(ξ). В [8] это понятие было исследовано для так назы-
ваемых G-функций.

В 1990 г. В. Г. Чирский [3] исследовал F -ряды, естественно дополняющие
E- и G-функции Зигеля (определение E- и G-функций дано в [6]). Ряд

f(z) =
∞∑

n=0

ann! zn
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принадлежит классу F (K, c1, c2, c3, q), если
1) |an| = O

(
exp(c1n)

)
, n → ∞;

2) существует последовательность натуральных чисел dn = qnd0,n, где q ∈ N,
такая что для всех n и k = 0, 1, . . . , n числа dnak принадлежат ZK. При
этом натуральные числа d0,n делятся только на простые числа p, не пре-
восходящие c2n, и ordp d0,n � c3(logp n + n/p2).

В [3,4] с помощью модификации метода Зигеля—Шидловского в p-адическом
варианте получен критерий отсутствия глобальных соотношений для F -рядов,
удовлетворяющих дифференциальным уравнениям. В 2004 г. в [7] установлен
критерий, в котором входящие в него оценки полностью эффективны.

В 1970 г. А. И. Галочкин [1] опубликовал теорему об алгебраической неза-
висимости значений E-функций в трансцендентных точках, допускающих до-
статочно хорошие приближения алгебраическими числами. В 2000 г. В. Г. Чир-
ский [4] рассмотрел обобщение понятия глобального соотношения на случай
ряда, сходящегося в каждом из полей Kv к элементу этого поля, хорошо при-
ближаемому числами из K.

В настоящей работе сформулирована теорема, в которой все входящие ве-
личины явно выражены через параметры классов, системы дифференциальных
уравнений и рассматриваемых точек.

Теорема. Пусть f1(z) ≡ 1, f2(z), . . . , fm(z)— F -ряды, составляющие реше-
ние системы D линейных дифференциальных уравнений

y′
i(z) =

m∑

j=1

Qj,i(z)yj(z), i = 1, . . . , m, Qj,i(z) ∈ K(z), i, j = 1, . . . , m, (1)

и линейно независимые над K(z). Пусть

ξ =
∞∑

k=0

θk,

где θk —целые числа из K. Пусть

Θn =
n∑

i=1

θi.

Пусть ε > 0, 0 < δ < 1 и существует бесконечное множество таких номеров n,
что для всех простых чисел p, удовлетворяющих неравенству

p � m exp
(
ln1+ε |Θn|

)
,

и любого нормирования v, продолжающего p-адическое нормирование в поле K,
выполняется неравенство

|ξ − Θn|v < exp
(−(m − 1 + δ) exp

(
ln1+ε |Θn|

)
ln1+ε |Θn|

)
.

Пусть последовательность hn определена равенством

ln hn = δ exp
(
ln1+ε |Θn|

)
ln1+ε |Θn| − c4 exp

(
ln1+ε |Θn|

)
ln

1+ε
2 |Θn|,
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где c4 = 2+c5 при ε � 1 и c4 = 2 при ε < 1, c5 = m2(c1 logp q+1, 25c2c3+2c3+5).
Тогда для любой нетривиальной линейной формы

L(y1, y2, . . . , ym) = a1y1 + a2y2 + . . . + amym,

где ai ∈ ZK, i = 1, . . . , m, и max
i=1,m

|ai| = h � H0, такой что hn−1 < h � hn

при n > n0, где n0 — эффективная постоянная, определённая ниже в замечании
к теореме (также см. [7]), существуют простое p в интервале

|Θn| � p � m exp
(
ln1+ε |Θn|

)

и нормирование v, продолжающее p-адическое нормирование в поле K, такие
что в поле Kv выполняется неравенство

∣∣L
(
f1(ξ), . . . , fm(ξ)

)∣∣
v

� h−1h
1−m

δ − c4(m−1)(1−δ)

δ(ln ln hn)ε/(1+ε)

n = exp−Bl(h,hn) (2)

Замечание. Для n0 имеется полностью эффективная оценка сверху

n0 � C(κ,m, σ)H(D)c(κ,m,σ),

где
c(κ,m, σ) = log2 C(κ,m, σ) = (2κ(σ + 1)m)(2(σ+1)m)8m

,

а H(D) и σ = deg(D) определены следующим образом. Пусть Q̄—алгебраи-
ческое замыкание Q над C, и пусть Z̄—кольцо алгебраических целых чисел.
Введём следующие определения.
1. Высотой H(α) алгебраического числа α называется максимум из чи-
сел den(α) ∈ N и size(α), где den(α)—наименьшее положительное целое
d ∈ Z, такое что dα ∈ Z̄, и size(α)—максимум всех архимедовых абсолют-
ных величин α

2. Высотой H(P ) совокупности P = {P1, . . . , Pt} многочленов Pi ∈ Q̄(X)
называется наименьший общий знаменатель всех коэффициентов всех Pi

и всех высот их коэффициентов; степенью deg(P ) совокупности P назы-
вается максимум степеней Pi.

3. Высотой H(Q) (степенью deg Q) совокупности Q = {Q1, . . . , Qt} раци-
ональных функций, где Qi ∈ Q̄(X), называется высота (соответственно
степень) совокупности многочленов T, TQ1, . . . , TQt, где T —приведённый
многочлен минимальной степени над Q̄(X), такой что все TQi принадле-
жат Q̄(X). Это определение применимо, в частности, к множеству коэф-
фициентов Q = {Qi,j , 1 � i, j � m} дифференциальной системы D (1).
Таким образом, понятие высоты H(D) = H(Q) и степени deg(D) = deg(Q)
для D корректно определено.

Предложение 1. Пусть n ∈ N,

p � m exp(ln1+ε |Θn|).
Рассмотрим Kv —поле, в котором выполнено неравенство (2), где v | p. Тогда
неравенство (2) выполняется не только для самих fi(ξ), но и для некоторых N -х
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частичных сумм этих рядов. При этом достаточно рассмотреть N , не превосхо-
дящие

p2(p − 1)
κBl(h, hn)
κvc3 ln p

− 1.

Предложение 2. Теорема применима к точкам вида

ξ =
∞∑

n=1

αn

n∏

k=1

p
γk(n)
k , (3)

где αn ∈ ZK, pk — k-е простое число, а γk(n)—возрастающая последователь-
ность натуральных чисел, удовлетворяющих условию

γk(n + 1) >
Bl(h, hn)

ln1+ε |Θn| + ln m
.

Предложение 3. Точки вида (3) являются трансцендентными элементами
поля Kv для любого простого p, удовлетворяющего условию

p � exp(ln1+2ε |Θn|),
и любого v | p.
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