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Аннотация

Получены новые оценки снизу для линейных форм с целыми коэффициентами от
значений некоторых гипергеометрических функций.

Abstract

P. L. Ivankov, On the differentiation of a hypergeometric function with respect to the
parameter, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 16 (2010), no. 6, pp. 91—94.

A new lower bound for integer-valued linear forms of values of certain hypergeometric
functions is established.
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где λ—дробное рациональное число. Функции (1) и (2) удовлетворяют системе
линейных дифференциальных уравнений
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Теорема. Пусть ξ—ненулевое рациональное число, h0, h1, h2—нетривиаль-
ный набор целых чисел, и пусть

H = max(3, |h1|, |h2|).
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Тогда выполняется неравенство∣∣∣∣h0 + h1ϕλ(ξ) + h2
∂ϕλ(ξ)

∂λ

∣∣∣∣ > H−2− γ
ln ln H ,

где положительная постоянная γ зависит от λ и ξ.

Ранее арифметические свойства значений функций (1) и (2) рассматривались
в работах [1, 5]. Доказательство сформулированной теоремы опирается на эф-
фективную конструкцию функциональной приближающей формы, имеющей при
z = 0 максимально возможный порядок нуля. Пусть

R(z) = P0(z) + P1(z)ϕλ(z) + P2(z)
∂ϕλ(z)

∂λ
, (4)

где
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многочлены степени n с неопределёнными коэффициентами. Если
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Рассмотрим вспомогательную функцию (построенную по аналогии с соот-
ветствующей функцией статьи [3]):
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где ν —неотрицательное целое число, а Γ—положительно ориентированная
окружность радиуса 2n с центром в начале координат. Если n + 1 � ν � 3n + 1,
то степень числителя подынтегральной функции по крайней мере на две еди-
ницы меньше степени знаменателя, а все полюсы (при достаточно большом n)
лежат внутри контура интегрирования. Следовательно,

Φ(ν) = 0, n + 1 � ν � 3n + 1. (8)

При ν = 3n + 2 значение функции Φ(ν) равно умноженному на −1 вычету
подынтегральной функции из правой части (7) в точке ζ = −3n − 2, т. е.

Φ(3n + 2) = − 1
n∏

s=0
(−3n − 2 − λ + s)2

�= 0. (9)
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Применив теорему о вычетах, получим
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Мы видим, что если в (6) положить

p1s = As, p2s = Bs,

то при ν � n + 1 получим, что vν = Φ(ν). С учётом (8) и (9) получаем отсюда,
что если при этом

P0(z) = −
n∑

ν=0

vνzν ,

то форма (4) будет отлична от тождественного нуля и будет иметь при z = 0 по-
рядок нуля, равный 3n + 2. Пострoение функциональной приближающей формы
на этом заканчивается.
Осталось оценить модули и наименьший общий знаменатель коэффициентов

многочленов (5). Несложная вычислительная процедура приводит к следующим
результатам. Модули оцениваются сверху величиной eγ1nnn, а оценкой наи-
меньшего общего знаменателя служит eγ1n, где положительная постоянная γ1

зависит лишь от λ. Для получения оценки наименьшего общего знаменателя
коэффициентов p2s можно применить лемму 2 книги [4, с. 194], а для коэф-
фициентов p0s и p1s используются также леммы 3 и 4 статьи [2]. При этом
существенным обстоятельством является рациональность числа λ.
Дальнейшие рассуждения носят стандартный характер. Функции ϕλ(z) и

∂ϕλ(z)
∂λ линейно независимы над полем рациональных дробей (см. [1, 5]) и удо-

влетворяют системе дифференциальных уравнений (3). Поэтому в данном слу-
чае применимы рассуждения из § 10, 11 главы 5 книги [4]. Эти рассуждения
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позволяют, опираясь на приведённое выше построение функциональной формы
R(z), получить следующий результат.
Если ξ �= 0—рациональное число, то существуют числовые линейные формы

lk = ak0 + ak1ϕλ(ξ) + ak2
∂ϕλ(ξ)

∂λ
, k = 0, 1, 2,

с целыми коэффициентами, по модулю не превосходящими eγ2nnn и такими,
что определитель |akj |k,j=0,1,2 отличен от нуля. При этом |lk| � eγ2nn−2n. По-
ложительная постоянная γ2 зависит от λ и ξ.
Из последнего утверждения рассматриваемая теорема выводится хорошо из-

вестным приёмом.
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