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Аннотация

В статье рассматриваются типичные множества континуантов, встречающиеся
в приложениях. Для каждого из этих множеств решается задача нахождения миниму-
ма и максимума. Методы нахождения этих экстремумов выявляются и объединяются
по группам. Так возникают различные методы: базовых перестановок, квадратичных
иррациональностей, единичной вариации аргументов и мажорирующих неравенств.
Из них только последний основан на существенно новых идеях, остальные частично
рассматривались ранее.

Abstract

I. D. Kan, Methods for estimating of continuants, Fundamentalnaya i prikladnaya
matematika, vol. 16 (2010), no. 6, pp. 95—108.

The paper is concerned with special sets of continuants occuring in applications. For
each of these sets, the problem of finding the maximal and minimal continuants is solved.
Methods of finding these extrema are singled out and grouped. This results in the methods
of basic permutations, quadratic irrationalities, unit variation, and majorizing inequalities.
The lasted named one is the only method involving new ideas, the remaining ones were
already examined in parts.

1. Введение

Для целого t � 0 и натуральных a1, a2, . . . , at континуант Kt(a1, a2, . . . , at)
индуктивно определён соотношениями K0() = 1, K1(a1) = a1,

Kj+1(a1, a2, . . . , aj+1) =
= aj+1Kj(a1, a2, . . . , aj) + Kj−1(a1, a2, . . . , aj−1), j = 1, . . . , t − 1. (1)

Для цепной дроби [a0; a1, a2, . . . , at] = a0 + 1/(a1 + 1/(a2 + . . . + 1/at) . . .)
известно (см., например, [1]) соотношение

[a0; a1, a2, . . . , at] =
Kt+1(a0, a1, . . . , at)
Kt(a1, a2, . . . , at)

(2)

Цепная дробь от пустого множества аргументов считается равной нулю.
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Часто рассматриваются задачи с континуантами, аргументы которых ограни-
чены сверху некоторой величиной n (см., например, [2,6—11]). В теоретико-чи-
словых приложениях (см., например, [9]) встречаются ограничения вида

a1, a2, . . . , at = S,
S

t
� const.

Такие типы ограничений порождают соответствующие множества континуантов,
для которых ставится задача нахождения их минимумов и максимумов. Эта
тема была частично затронута в [3,4,12] и получила своё развитие в настоящей
работе.

Автор выражает глубокую благодарность профессору Н. Г. Мощевитину за
постановку задач настоящего исследования.

2. Обозначения и параметры

Для произвольных a, b ∈ N0 положим

a〈b〉 =




{
a, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸

b чисел

}
, если b � 1,

∅, если b = 0.

Для любого количества конечных последовательностей A1, A2, . . . , Ak через
(A1, A2, . . . , Ak) обозначим последовательность, образованную всеми записан-
ными подряд друг за другом элементами последовательностей A1, A2, . . . , Ak.
Для f натуральных чисел h1 < h2 < . . . < hf и для их кратностей
p1, p2, . . . , pf � 1 определим множество

Wf = Wf (h̄, p̄) =
{
(a1, a2, . . . , at) : ai ∈ {h1, h2, . . . , hf}, �{i : ai = hj} = pj}

}
,

где t = p1 + . . . + pf . Для произвольного разбиения каждого из чисел p1, . . . , pf

на сумму
pj = lj + rj (3)

двух неотрицательных слагаемых lj и rj положим

Df = Df (l̄, r̄) =
{

h
〈lf 〉
f , h

〈lf−1〉
f−1 , . . . , h

〈l2〉
2 , h

〈l1〉
1 , h

〈r1〉
1 , h

〈r2〉
2 , . . . , h

〈rf 〉
f

}
.

Положим также

Vf = Vf (h̄, p̄) = {(a1, a2, . . . , at) ∈ Wf (h̄, p̄) : a1 = h1}.
Кроме того, для произвольных S, t, n ∈ N положим

U(S, t, n) = {(a1, a2, . . . , at) : ai ∈ {1, 2, . . . , n}, a1 + a2 + . . . + at = S},
Un(S) =

⋃
t

U(S, t, n), U(S, t) =
⋃
n

U(S, t, n).

Через [ξ] и {ξ} обозначаются соответственно целая и дробная части числа ξ ∈ R.
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Выделим из множества Wf (h̄, p̄) две монотонные последовательности

b0 � b1 � . . . � bt−1, c1 � c2 � . . . � ct. (4)

При этом для j = 0, 1, . . . , t и ν = 1, 2, . . . , 2[t/2] положим

nj =

{
bj , если j ≡ 0 (mod 2),
cj , если j ≡ 1 (mod 2),

mν =

{
cν , если ν ≡ 0 (mod 2),
bν , если ν ≡ 1 (mod 2).

Для m ∈ N0 положим m− = [m/2], m+ = m − m−. Для x ∈ Z, n, z ∈ N

положим, кроме того,

Nz(x) =

{{
n〈x〉} , если x � 0,{
1〈−1−x〉, z, 1

}
, если x < 0,

(5)

Tz(m,x) = K2m+x+1

(
1, n, 1, n, . . . , 1, n︸ ︷︷ ︸

2m+ чисел

, Nz(x), n, 1, n, 1 . . . , n, 1︸ ︷︷ ︸
2m− чисел

)
. (6)

Для S, n ∈ N положим

S
(n)
0 = max

{
1, (n + 1)

{
S

n + 1

}}
, S

(n)
1 = n

{
S

n

}
+ min {1, z − 1}. (7)

Подмножество P (S) интервала целых чисел {1, 2, . . . , n − 1} определим равен-
ством

P (S) =



{1, 2, . . . , n − 1}, если S � n2 − 1,{
S

(n)
0 , S

(n)
0 , . . . , S

(n)
1

}
, если S < n2 − 1

и S
(n)
0 � S

(n)
1 ,{

1, 2, . . . , S
(n)
1

} ∪ {
S

(n)
0 , S

(n)
0 + 1, . . . , n − 1

}
иначе.

(8)

3. Основные результаты

Теорема 1 [10]. Максимальный континуант на множестве Vf (h̄, p̄) может
быть найден по формуле

max
Vf

Kt(a1, a2, . . . , at) = Kt(b0, b1, . . . , bt−1). (9)

Теорема 2. Максимальный континуант на множестве Wf (h̄, p̄) может быть
найден по формуле

max
Wf

Kt(a1, a2, . . . , at) = Kt

(
Df (l̄, r̄)

)
, (10)

где числа lj и rj (j = 1, 2, . . . , f) из (3) подчинены условию

1 =

{
lj , если j ≡ f (mod 2),
rj , если j ≡ f − 1 (mod 2).

(11)
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Теорема 3. Минимальный континуант на множестве Wf (h̄, p̄) может быть
найден по формуле

min
Wf

Kt(a1, a2, . . . , at) = Kt

(
n0, n1, . . . , nϕ, b

〈t+−t−〉
t− ,mµ,mµ−1, . . . , m2,m1

)
, (12)

где ϕ = 2[(t + 2)/4] − 1, µ = 2[t/2].

Теорема 4. Максимальный континуант на множестве Un(S) может быть
найден по формуле

max
Un(S)

Kt(a1, . . . , at) = KS

(
1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

S чисел

)
.

Теорема 5. При 2 � t � S < nt максимальный континуант на множестве
U(S, t) может быть найден по формуле

max
U(S,t)

Kt(a1, . . . , at) =

{
Kt

(
h
〈t〉
1

)
, если S ≡ 0 (mod t),

Kt

(
h2, h

〈c〉
1 , h

〈d−1〉
2

)
в противном случае,

(13)

где

h1 =
[
S

t

]
, h2 = h1 + 1, c = t

{
−S

t

}
, d = t

{
S

t

}
. (14)

Теорема 6. При 2 � t � S минимальный континуант на множестве U(S, n, t)
может быть найден по формуле

min
U(S,n,t)

Kt(a1, a2, . . . , at) = Tz(m,x), (15)

где

z ∈ {1, 2, . . . , n − 1}, z ≡ S − t − 1 (mod n − 1), (16)

x = 1 − t +
2(S − t + 1 − z)

n − 1
, m = t − |x| − 1. (17)

Теорема 7. При n � 2, S � 2n + 2 минимальный континуант на множестве
Un(S) может быть найден по формуле

min
Un(S)

Kt(a1, . . . , at) = min
z∈P (S)

Tz(m,x), (18)

где

0 � x � n, x ≡ z − S (mod n + 1), m =
S − z − nx

n + 1
, (19)

P ∗(S) = {z ∈ P (S) : m(z) � 1}. (20)

Следствие 1. При 2 � n � S − 2 имеет место оценка

min
Un(S)

Kt(a1, . . . , at) � 1
e2

(
n+1
√

µn

)S−n+1
, (21)

где

µn =
n + 2 +

√
n2 + 4n

2
. (22)
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Замечание 1. В работе [2] для минимума из следствия 1 при n = 4 дана
нижняя оценка в виде

(√
2 + 10−6

)S
, в то время как формула (21) даёт величины

порядка
(

5
√

3 +
√

8
)S

. Для больших S (точнее, для S � 350) эта оценка более
точная, поскольку

5
√

3 +
√

8 = 1,424 . . . > 1,414 . . . =
√

2 + 10−6.

4. Вспомогательные утверждения

4.1. Метод базовых перестановок

Рассмотрим неравенство

Kα+β+γ(u1, u2, . . . , uα, v1, v2, . . . , vβ , w1, w2, . . . , wγ) �
� Kα+β+γ(u1, u2, . . . , uα, vβ , vβ−1, . . . , v2, v1, w1, w2, . . . , wγ). (23)

Лемма 1A [12]. При v1 �= vβ , uα �= w1 неравенство (23) выполнено тогда и
только тогда, когда

(v1 − v2)(uα − w1) < 0. (24)

Положим

[Ū ] = [0;uα, uα−1, . . . , u2, u1], [W̄ ] = [0;uα, w1, w2, . . . , wγ ]. (25)

Чтобы использовать лемму 1A при [Ū ] = 0 или [W̄ ] = 0, удобно в этих
случаях формально положить uα = +∞ или w = +∞. Добавленные бесконеч-
ности не меняют, по определению, значений континуанта или цепной дроби от
совокупности остальных аргументов, но могут участвовать в неравенстве (24).

Лемма 1B [3]. При v1 �= vβ неравенство (23) выполнено тогда и только
тогда, когда выполнена одна из двух следующих групп условий: либо

v1 > vβ , [Ū ] � [W̄ ],

либо

v1 < vβ , (26)

[Ū ] � [W̄ ]. (27)

Кроме того, неравенство (23) выполняется как равенство тогда и только тогда,
когда [Ū ] = [W̄ ], где [Ū ], [W̄ ] определены формулами (25).

Определение 1. Пусть α + β + γ = t,

{a1, a2, . . . , at} = {u1, u2, . . . , uα, v1, v2, . . . , vβ , w1, w2, . . . , wγ}. (28)
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Пусть Π—перестановка на множестве индексов {1, 2, . . . , t}, переводящая по-
следовательность (28) в последовательность{

aΠ(1), aΠ(2), . . . , aΠ(t)

}
= {u1, u2, . . . , uα, vβ , vβ−1, . . . , v2, v1, w1, w2, . . . , wγ}.

(29)
Тогда назовём Π базовой перестановкой с серединой (v1, . . . , vβ) или, кратко,
(α + 1, α + β)-перестановкой.

Простейшими свойствами континуантов (см., например, [12]), необходимыми
для дальнейшего изложения, являются симметрия:

Kt(a1, a2, . . . , at) = Kt(at, at−1, . . . , a2, a1) (30)

и отщепление единицы:

Kt(a1 + 1, a2, . . . , at) = Kt+1(1, a1, a2, . . . , at). (31)

Определение 2. Базовую перестановку Π назовём тривиальной для последо-
вательности (28), если равенство континуантов последовательностей (28) и (29)
имеет место и может быть доказано путём применения равенств (30) и (воз-
можно) (31).

Пример 1. Перестановка Π : (2, 4, 5, 1, 1) �→ (2, 5, 4, 1, 1) тривиальна, посколь-
ку ввиду (30) и (31)

K5(2, 4, 5, 1, 1) = K6(1, 1, 4, 5, 1, 1) = K6(1, 1, 5, 4, 1, 1) = K5(2, 5, 4, 1, 1).

Замечание 2. Всякая базовая перестановка, сохраняющая значение конти-
нуанта, тривиальна.

Определение 3. Базовую перестановку Π с серединой (v1, . . . , vβ) при стро-
гом (или нестрогом) выполнении неравенства (23) назовём повышающей (непо-
нижающей соответственно) для последовательности (28). При строгом или
нестрогом выполнении неравенства, противоположного к (23), назовём базовую
перестановку Π понижающей (неповышающей соответственно) для последова-
тельности (28).

Пусть 1 � k < l � t. Тогда последовательность {ak, ak+1, . . . , al} назовём
(k, l)-фрагментом последовательности {a1, a2, . . . , at} с краями ak и al. При k �= 1
или l �= t края ak и al назовём собственными.

Замечание 3. Повышающая (понижающая) базовая перестановка для фраг-
мента последовательности с серединой, не содержащей собственных краёв фраг-
мента, является также повышающей (понижающей соответственно) и для всей
последовательности. (Обобщение данного свойства на случай тривиальных пе-
рестановок, вообще говоря, неверно.)

Лемма 2. Для целых чисел r, h, g, таких что r � 0, 0 < h < g � +∞, имеет
место неравенство [

0;h〈r〉, g
]

� 1
h

, (32)

причём равенство в (32) возможно лишь при r = 1, g = +∞.
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Лемма 3. Максимальный континуант на множестве Wf (h̄, p̄) достигается
на некоторой последовательности Df (l̄, r̄), аргументы которой подчинены усло-
вию (3).

Доказательство. Пусть максимальный континуант на множестве Wf (h̄, p̄)
достигается на последовательности D = {a1, . . . , at}, и пусть для некоторого
ν ∈ {1, 2, . . . , t} выполняется равенство aν = h1. Пусть Π и Φ—произвольные
базовые перестановки на (1, ν)- и (ν, t)-фрагментах D соответственно, удовле-
творяющие условию aΠ(ν) = aΦ(ν) = h1. Тогда Π и Φ неповышающие для этих
фрагментов. Поэтому, как следует из теоремы 1, вид рассматриваемых фраг-
ментов определяется теоремой 1. (Ниже теорема 1 доказывается без ссылок на
лемму 3 или какие-либо следствия из неё.) Ввиду замечания 3 лемма доказа-
на.

Лемма 4. Пусть для последовательности Df (l̄, r̄), аргументы которой удо-
влетворяют условиям

lf = 1, rf = 0, rf−1 > 0, (33)

не существует повышающих базовых перестановок. Тогда аргументы последова-
тельности Df удовлетворяют условию (11).

Доказательство. Предположим, что f � 3 (иначе всё доказано), и прове-
дём индукцию по f . По условию равенство (11) выполнено для j = f . Докажем,
что rf−1 = 1 и lf−2 > 0. Допустим противное: пусть rf−1 > 1 или выпол-
нено rf−1 = 1 и lf−2 = 0. В каждом из этих случаев рассмотрим базовую
(lf−1 + 2, t − 1)-перестановку Π и применим к ней лемму 1B. Тогда неравен-
ство (26) имеет место по построению, а неравенство (27) выполнено строго
по лемме 2. Следовательно, перестановка Π повышающая, что противоречит
условию. Таким образом, для (lf−1 + 2, t)-фрагмента последовательности Df ,
рассматриваемого как отдельная последовательность, доказано, что

rf−1 = 1, lf−1 = 0, lf−2 > 0. (34)

Равенства (34) с точностью до симметрии континуанта совпадают с условия-
ми (33) для меньшего значения f . Согласно замечанию 3 мы вправе применить
индуктивное предложение. Лемма доказана.

Пусть для некоторого i � 0 для последовательностей {bj} и {cj}, определён-
ных неравенствами (4), выполняются соотношения

bi+1 = hu � hv = ci+1, (35)

где {hi}—последовательность из определения Wf . Положим

H(i) = {hu, hu+1, . . . , hv}.
Тогда H(i) �= ∅.
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Лемма 5. При условии (35) для чисел s1, s2, . . . , sk ∈ H(i), k � 0, имеют
место неравенства

[0;ni, ni−1, . . . , n0] − [0; s1, s2, . . . , sk,mi,mi1 , . . . , m1]

{
� 0, если i ≡ 0 (mod 2),
� 0, если i ≡ 1 (mod 2),

[0;mi,mi−1, . . . , m1] − [0; s1, s2, . . . , sk, ni, ni1 , . . . , n0]

{
� 0, если i ≡ 0 (mod 2),
� 0, если i ≡ 1 (mod 2).

(36)

Доказательство. По определению для каждого j = 1, 2, . . . , k выполняются
неравенства

c1 � c2 � . . . � ci+1 � sj � bi+1 � bi � . . . � b1 > b0.

Поэтому неравенства (36) вытекают из стандартного правила пошагового срав-
нения цепных дробей с учётом чётности шага (при этом случаи чётного и нечёт-
ного k рассматриваются по отдельности). Лемма доказана.

4.2. Метод квадратичных иррациональностей

Определим по индукции величины Kl,n:

K0,n = 1, K1,n = n + 2, Kj+1,n = (n + 2)Kj,n − Kj−1,n, j = 1, 2, . . . , n − 1.

Лемма 6. Для l � 1 имеют место равенства

K2l−1(1, n, 1, n, . . . , 1) = Kl−1,n,

K2l−1(n, 1, n, 1, . . . , n) = nKl−1,n,

K2l(1, n, 1, n, . . . , 1, n) = Kl,n − Kl−1,n.

(37)

Доказательство леммы легко получается применением индукции по l.
Положим

kl,n = Kl(n〈l〉), λn =
n +

√
n2 + 4
2

.

Лемма 7. Имеют место равенства

kl,n =
∥∥∥∥ λl+2

n

λ2
n + 1

∥∥∥∥ , Kl,n =
[

µl+2
n

µ2
n − 1

]
, (38)

где µn определено равенством (22).

Для Kl,n доказательство равенства, близкого к (38), имеется в [2]. Равен-
ство (38) для kl,n доказывается аналогично.

Лемма 8. Для n > 8 имеет место оценка

1 + (1/λ2
n)

1 − (1/µ2
n)

(
µn

λn

)n

<
41
40

e2. (39)
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Доказательство состоит в применении оценок

n � λn � n + 1 � µn � n + 2

и неравенства (1 + 1/n)n < e, известного из курса математического анализа.

Лемма 9. Имеют место неравенства

Kn,n < kn+1,n, Kn−1,n < kn,n, (40)

n >
nKn−1,n − kn,n

kn+1,n − Kn,n
. (41)

Доказательство. При n � 8 неравенства (40), (41) проверяются непосред-
ственно. При n > 8 следует заменить величины из этих неравенств соответ-
ствующими выражениями из леммы 7 и разделить на λn

n, после чего применить
оценку (39). Лемма доказана.

4.3. Метод мажорирующих неравенств

Для i, k ∈ N, j ∈ N0 рассмотрим

L = Ki+j(x1, . . . , xi, z1, . . . , zj), M = Kk+j(y1, y2, . . . , yk, z1, z2, . . . , zj)

с общим окончанием (z1, z2, . . . , zj).
Определение 4. Скажем, что континуант M мажорируется континуантом L

(обозначение M 
 L), если имеют место неравенства

Kk(y1, y2, . . . , yk) � Ki(x1, x2, . . . , xi), (42)

Kk−1(y1, y2, . . . , yk−1) � Ki−1(x1, x2, . . . , xi−1). (43)

Если при выполнении неравенств (42), (43) имеют место строгость в (43) или
же строгость в (42), но ещё дополненная условием j � 1, то скажем, что M
строго мажорируется L (обозначение M ≺ L).

Лемма 10. При i � 2 имеет место строгое мажорирование

Ki+j(x1, x2, . . . , xi−1, 1, z1, z2, . . . , zj) � Ki+j−1(x1, x2, . . . , xi−1+1, z1, z2, . . . , zj).

Лемма 11. Если M 
 L, то M � L. Кроме того, если M ≺ L, то M < L.

Доказательство следует из известной (см., например, [1]) формулы

Ki+j(x1, . . . , xi, z1, . . . , zj) =
= Ki(x1, . . . , xi)Kj(z1, . . . , zj) + Ki−1(x1, . . . , xi−1)Kj−1(z1, . . . , zj−1) (44)

и неравенств (42), (43).

Лемма 12. Пусть jz1 > 1, неравенство (42) выполнено строго и, кроме того,

Kk(y1, y2, . . . , yk−1, yk + 1) � Ki(x1, x2, . . . , xi−1, xi + 1). (45)

Тогда M ≺ L.
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Доказательство. Достаточно доказать, что неравенство

Kk+1(y1, y2, . . . , yk, z1) � Ki+1(x1, x2, . . . , xi, z1) (46)

имеет место и выполнено строго при z1 > 1.
По (1)

Kk+1(y1, y2, . . . , yk, z1) = Kk+1(y1, y2, . . . , yk, 1) + (z1 − 1)Kk(y1, y2, . . . , yk),
Ki+1(x1, x2, . . . , xi, z1) = Ki+1(x1, x2, . . . , xi, 1) + (z1 − 1)Ki(x1, x2, . . . , xi).

По свойству (31) и условию (45) почленное сравнение двух последних равенств
приводит к неравенству (46). Лемма доказана.

Лемма 13. Пусть неравенство (42) выполнено строго и, кроме того,

[zj ; zj−1, zj−2, . . . , z2, z1] >
Kk−1(y2, . . . , yk) − Ki−1(x2, . . . , xi)

Ki(x1, . . . , xi) − Kk(y1, . . . , yk)
.

Тогда выполняется неравенство

Ki+j(z1, z2, . . . , zj , x1, x2, . . . , xi) > Kk+j(z1, z2, . . . , zj , y1, y2, . . . , yk). (47)

Доказательство легко получается применением равенств вида (44) к конти-
нуантам из неравенства (47) и использованием свойства (2).

Положим

J(l) =
{

1, n, 1, n, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
2l−1 чисел

}
, G = {z, n, J(m−)}.

Лемма 14. Для любых n,m ∈ N имеют место неравенства

[n;J(m+)] >
K2n−1(n, J(n − 1), n) − Kn(n〈n〉)

Kn+1(n〈n+1〉 − K2n(J(n), n))
, (48)

Kn

(
n〈n〉) > K2n−1

(
J(n)

)
, (49)

Kn+1

(
n〈n+1〉) > K2n(J(n), n), (50)

K2m++n

(
J(m+), n〈n+1〉) > K2m++2n−1

(
J(m+), n, J(n)

)
, (51)

K2m++n+1

(
J(m+), n〈n+2〉) > K2m++2n(J(m+), n, J(n), n). (52)

Кроме того, для x � n + 1 имеет место неравенство

K2m++x+1

(
J(m+), n〈x+1〉, G

)
> K2m++x+n

(
J(m+), n, J(n), n〈x−n〉, G

)
. (53)

Доказательство. Неравенство (48) вытекает непосредственно из неравен-
ства (41) и леммы 6. Неравенства (49) и (50), являющиеся лёгким следствием
равенств (37) и неравенства (40), доказывают мажорирование

K2m+n

(
n〈n+1〉, J(m+)

) � K2m++2n−1

(
J(n), n, J(m+)

)
. (54)

В силу симметрии (30) и леммы 11 свойство (54) доказывает неравенство (51).
Для доказательства неравенства (52) воспользуемся леммой 13, условия которой
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выполнены ввиду неравенств (48) и (50). Наконец, неравенствами (51) и 52
доказано строгое мажорирование в неравенстве (53), которое теперь следует из
леммы 11. Лемма доказана.

4.4. Метод единичной вариации аргументов

Лемма 15 [2]. Последовательность Q, на которой достигается минимальное
значение континуанта на любом из множеств U(S, n, t) или Un(S), может иметь
не более одного элемента, отличного от 1 и n.

Доказательство. Допустим противное и выберем в Q два элемента a и b,
отличные от 1 и n. Зафиксируем все остальные элементы и сумму a + b = τ и
рассмотрим континуант

Fτ (a) = Kt(. . . , a, . . . , τ − a, . . .).

Тогда, как можно вывести из формулы (44), функция Fτ (a) является квадратным
трёхчленом от a с отрицательным старшим коэффициентом и поэтому строго
выпукла вверх. Следовательно,

Fτ (a) > min{Fτ (a − 1), Fτ (a + 1)}
(этим объясняется термин «единичная вариация»). Это неравенство противоре-
чит минимальности Q. Лемма доказана.

Лемма 16. Для любых a, b, c ∈ N, p ∈ N0, если a � c + 1, то

Kp+2

(
a, b〈p〉, c

)
� Kp+2

(
a − 1, b〈p〉, c + 1

)
; (55)

если, кроме того, a > c + 1, то неравенство (55) выполнено строго.

Доказательство. При a = c + 1 равенство в (55) очевидно ввиду симмет-
рии (30). При a > c + 1 ввиду (31) и леммы 1A имеем

Kp+2

(
a, b〈p〉, c

)
= Kp+3

(
1, a − 1, b〈p〉, c

)
< Kp+3

(
1, c, b〈p〉, a − 1

)
=

= Kp+2

(
c − 1, b〈p〉, a − 1

)
= Kp+2

(
a − 1, b〈p〉, c + 1

)
.

Лемма 17. Если a � c + 2, p � 0, jz1 > 1, то

Kp+2+j

(
a, b〈p〉, c, z1, z2, . . . , zj

) ≺ Kp+2+j

(
a − 1, b〈p〉, c + 1, z1, z2, . . . , zj

)
.

Лемма доказывается применением леммы 12, условие которой проверяется
с помощью леммы 16.

4.5. Леммы о системах

Лемма 18. Для заданных S, t ∈ N, если S �= 0 (mod t), то система уравнений


ch1 + dh2 = S,

c + d = t,

h2 = h1 + t
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имеет единственное решение в целых числах c, d, h1, h2. Это решение опреде-
ляется равенствами (14).

Лемма 19. При 2 � t � S < nt ровно одна из следующих двух систем
уравнений и неравенств



m(n + 1) + nx + z = S,

2m + x + 1 = t,

m � 0,

x � 0,

1 � z � n − 1,




m(n + 1) − x + z = S,

2m − x + 1 = t,

m � 0,

x < 0,

1 � z � n − 1

имеет решение в целых числах m, x, z. Это решение единственно и определяется
соотношениями (16), (17).

Лемма 20. Пусть 2 � t � S < nt. Тогда для каждого z ∈ P (S) существует
ровно одно решение системы уравнений и неравенств


m(n + 1) + nx + z = 1,

m � 0,

0 � x � n

(56)

в целых числах m, x. Это решение определяется соотношениями (19). Обрат-
но, если S � n2 − 1, z ∈ {1, 2, . . . , n − 1} и система (56) имеет решение, то
выполняется условие z ∈ P (S).

5. Доказательство теорем

Доказательство теоремы 1. Проведём индукцию по t. Пусть

A = {a1, a2, . . . , at}—
последовательность из Vf , любая базовая перестановка которой неповышаю-
щая. Тогда a1 = b0 по условию. Если a2 = b1, то (2, t)-фрагмент последова-
тельности A принадлежит какому-то Vg для некоторого g � f и состоит из
t − 1 элемента. Применив к этому фрагменту индуктивное предположение и
замечание 3, получаем, что равенство (9) в этом случае доказано. Если же
a2 �= b1 (и, следовательно, a2 > b1), то рассмотрим базовую (2, γ)-переста-
новку Π, γ = max{j : aj = b1}. Тогда Π повышающая в силу леммы 1A, что
противоречит условию. Этим доказано равенство a2 = b1. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 2. Согласно лемме 3 данный максимум достига-
ется на некоторой последовательности Df . Ввиду симметрии (30) мы можем
предложить, что из двух чисел lf и rf одно, скажем второе, больше нуля.
Чтобы свести доказательство к лемме 4, формально дополним континуант фик-
тивным элементом hf+1 = +∞, положив по определению

Kt+1(+∞,Df ) = Kt(Df ).
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Тогда выполняются условия

lf+1 = 1, rf+1 = 0, rf > 0,

соответствующие условиям (33) для большего значения f . Ввиду леммы 4 тео-
рема доказана.

Доказательство теоремы 3. Предположим противное: пусть минимальный
континуант на множестве Wf достигается на последовательности

B = {a1, a2, . . . , at},
ни одна из тривиальных перестановок которой не соответствует формуле (12).
Тогда существует число

j = j(B) = min{k � 0: (ak−+1 �= nk− , k− � ϕ) ∨
∨ (ak−+1 = nk− , at+1−kt

�= mk+ , 1 � k+ � µ)},
где, как всегда, k− = [k/2], k+ = k − k−. Среди всех последовательностей,
равных B с точностью до тривиальных перестановок, выберем в качестве B
последовательность с максимальным значением j(B). Возможны два случая:
aj−+1 �= nj− или выполнено aj−+1 = nj− , at+1−j+ �= mj+ . В первом из них
через ν обозначим тот индекс, для которого aν = nj− , и рассмотрим базовую
(j− + 1, ν)-перестановку Π. Во втором случае положим aν = mj+ и в каче-
стве Π выберем (ν, t + 1− j+)-перестановку. Ввиду лемм 1B и 5 перестановка Π
неповышающая, а ввиду минимальности B она непонижающая. Поэтому по
замечанию 2 перестановка Π тривиальна. Однако по построению

j
({

aΠ(1), aΠ(2), . . . , aΠ(t)

})
> j(B),

что противоречит выбору j. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 4. Применяя леммы 10 и 11 к континуантам по-
следовательностей, содержащих отличные от 1 и n элементы, приходим к ра-
венству (9). Теорема доказана.

Доказательство теоремы 5. Если бы последовательность C с максималь-
ным на U(S, t) континуантом принадлежала некоторому Wf при f � 3, то вид
этой последовательности определялся бы формулами (10), (11). Однако согласно
лемме 17

Kt

(
hf , h

〈lf−1〉
f−1 , hf−2, . . .

) ≺ Kt

(
hf − 1, h

〈lf−1〉
f−1 , hf−2 + 1, . . .

)
,

что согласно лемме 11 противоречит максимальности C = Df . Следовательно,
f � 2. При f = 2 аналогично имеем h2 = h1+1. Оставшиеся детали соотношений
(13), (14) вытекают из леммы 18 и из принадлежности C ∈ U(S, t). Теорема
доказана.

Доказательство теоремы 6. Пусть на последовательности E достигается
минимум континуантов на множестве U(S, n, t), и пусть E ∈ Wf . Тогда согласно
лемме 15 f � 3. Минимизация континуантов от трёхэлементных расстановок
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производится по теореме 3. Оставшиеся детали соотношений (5), (6) и (15)—(17)
выводятся из леммы 19 и из принадлежности E ∈ U(S, n, t). Теорема доказана.

Доказательство теоремы 7. Этот минимум также сводится к минимизации
континуантов трёхэлементных расстановок с помощью теоремы 3, что приводит
к минимуму в форме (6). Однако здесь t не фиксировано. Ввиду неравенства (53)
для минимального континуанта в виде (6) неравенство x � n не может быть на-
рушено. Наконец, поскольку x � 0 и континуант в (6) взят от последовательно-
сти из множества Un(S), то число S−z должно быть представимо в виде суммы
нескольких слагаемых, каждое из которых равно n или n+1, что обеспечивается
выбором множества P (S) в (7), (8). Оставшиеся детали соотношений (5)—(8) и
(18), (19) следуют из леммы 20 и из принадлежности множеству Un(S). Теорема
доказана.

Замечание 4. Экстремумы из теорем 1—6, как следует из доказательства,
достигаются на последовательностях, единственных с точностью до применения
свойств симметрии (30) и отщепления единицы (31).
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