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Аннотация

В настоящей статье мы доказываем аналог критерия нормальности Пятецкого-Ша-
пиро для цепных дробей, а также для f -расширений с конечным начальным разбиени-
ем. Полученные результаты уточняют некоторые теоремы из работы Н. Г. Мощевитина
и И. Д. Шкредова «О критерии нормальности Пятецкого-Шапиро».

Abstract

I. D. Shkredov, On the Pyatetskii-Shapiro normality criterion for continued frac-
tions, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 16 (2010), no. 6, pp. 177—188.

Analogues of the Pyatetskii-Shapiro normality criterion for continued fractions and
for f -expandings with finite initial tiling are established, improving some results by
Moshchevitin and Shkredov obtained in the 2002 paper “On Pyatetskii-Shapiro criterion
of normality.”

1. Введение

Пусть X —пространство с сигма-алгеброй измеримых множеств Φ и мерой µ,
а T —измеримое эргодическое отображение пространства X в себя, сохраняю-
щее эту меру. Всюду ниже будем считать, что µ(X) = 1.

Для произвольной измеримой функции f(x) рассмотрим биркгофовское сред-
нее

Sl(T, x, f) = Sl(x, f) =
l−1∑
m=0

f(Tmx).
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Возьмём произвольное δ > 0 и произвольное натуральное l. Рассмотрим
множества

Al(T, f, δ) = Al(f, δ) =
{
x ∈ X :

∣∣∣∣Sl(T, x, f)
l

−
∫
f dµ

∣∣∣∣ > δ

}
.

Как утверждает статистическая эргодическая теорема, для любого δ > 0 ме-
ра множеств Al(f, δ) стремится к нулю при l → ∞ (относительно скорости
сходимости см. [2, 13]).

Пусть {Cn}—не более чем счётное семейство измеримых подмножеств X,
а ϕ(t)—монотонно возрастающая положительнозначная функция аргумента
t ∈ R+. Определим меру Hϕ(·) для множества E относительно этого семей-
ства как

inf
{∑

ϕ
(
µ(Ci)

)}
,

где инфимум берётся по не более чем счётным покрытиям E.
Обозначим через Γ семейство µ-измеримых множеств {V }, которые с любой

точностью аппроксимируются множествами семейства {Cn}. Иными словами,
для произвольного V из Γ и любого ε > 0 существуют наборы непересекающих-
ся множеств {Mi} и {Ni} из семейства {Cn}, такие что⊔

Mi ⊆ V ⊆
⊔
Ni

и ∑
µ(Ni) − ε < µ(V ) <

∑
µ(Mi) + ε.

Пусть χI —характеристическая функция измеримого множества I. Знаме-
нитая эргодическая теорема Биркгофа (см., например, [1]) утверждает что для
почти всех точек x0 выполнено

lim
ν→∞

Sν(x0, χI)
ν

= µ(I). (1)

Если для точки x0 выполнено (1), то x0 называется нормальной.
Для динамической системы, порождённой отображением x → {qx}, q ∈ N,

q > 1, интервала [0, 1) в себя, И. И. Пятецкий-Шапиро в [6] дал критерий
справедливости (1) для данной точки x0. Ряд последующих работ И. И. Пя-
тецкого-Шапиро и А. Г. Постникова [4—7] содержал обобщения и усиления
первоначального критерия из работы [6].

Наиболее общая формулировка была доказана в [3].

Теорема 1. Пусть x0 ∈ X. Если для произвольного множества I из семейства
{Cn} выполнено неравенство

lim sup
ν→∞

Sν(x0, χI)
ν

� ϕ
(
µ(I)

)

и для любого δ > 0
Hϕ

(
Al(χI , δ)

) → 0 при l → ∞,
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то для произвольного множества I из Γ имеет место асимптотическое равенство

lim
ν→∞

Sν(x0, χI)
ν

= µ(I). (2)

В [3] также были получены неулучшаемые аналоги теоремы 1 для некото-
рых конкретных динамических систем (в том числе и для рассматривавшиеся
в [4]): например, для конечных цепей Маркова и обобщённого сдвига Бернул-
ли. В настоящей заметке мы докажем окончательный вариант теоремы 1 для
динамической системы, связанной с цепными дробями, а также для некоторо-
го класса динамических систем с конечным начальным разбиением. В нашем
доказательстве мы будем опираться на работу [11].

2. Динамические системы с ψ-перемешиванием

Часто оказывается, что семейство {Cn} имеет специальный вид.
Пусть ξ—не более чем счётное измеримое разбиение пространства X. Если

ξ и η—два разбиения, то их совместное разбиение определяется следующим
образом:

ξ ∨ η := {A ∩B | A ∈ ξ, B ∈ η}.
Для измеримого разбиения ξ, сохраняющего меру преобразования T , и произ-
вольного натурального n определим итерированное разбиение

ξT
−n := ξ ∨ T−1ξ ∨ . . . ∨ T−n+1ξ, ξT

0 = ξ.

Разбиение ξ мы будем называть начальным разбиением.
Мы будем считать, что семейство {Cn} есть совокупность элементов разби-

ений
ξT
−∞ = {ξT

−n}∞n=0

(именно эта ситуация рассматривалась в [4]). Как и прежде, Γ обозначает се-
мейство µ-измеримых множеств {V }, которые с любой точностью аппроксими-
руются множествами семейства {Cn}.

Теорема 1 для систем с {Cn} = ξT
−∞ выглядит следующим образом (см. [3]).

Теорема 2. Пусть x0 ∈ X. Если для любого n и характеристической функ-
ции χI произвольного элемента I ∈ ξT

−n выполняется

lim sup
ν→∞

Sν(x0, χI)
ν

� ϕ
(
µ(I)

)
(3)

и, кроме того, для любого δ > 0 имеем

Hϕ

(
Al(Tn, χI , δ)

) → 0 при l → ∞,

то для характеристической функции χ произвольного множества V ∈ Γ спра-
ведливо асимптотическое равенство

lim
ν→∞

Sν(x0, χ)
ν

= µ(E). (4)
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Пусть теперь ξ—конечное измеримое разбиение пространства X, |ξ| = q.
Пусть ϕ(t)—монотонно возрастающая положительнозначная функция, такая

что для любого ε > 0 выполняется

lim inf
t→0

ϕ(t)
t1−ε

= 0. (5)

Пусть функция ϕ представляется в виде ϕ(t) = tω(t), где ω(t)—невозрастающая
функция, удовлетворяющая следующему условию: для произвольных δ > 0,
n ∈ N и для всех характеристических функций χ элементов разбиения ξT

−n

выполнено

lim
l→∞

µ
(
Al(Tn, χ, δ)

)
ω

(
1
qln

)
= 0. (6)

Для систем с конечным начальным разбиением в [3] был доказан следующий
результат.

Теорема 3. Пусть x0 ∈ X. Если для любого n и характеристической функ-
ции χ произвольного элемента I ∈ ξT

−n выполнено

lim sup
ν→∞

Sν(x0, χ)
ν

� µ(I)ω
(
µ(I)

)
, (7)

то для характеристической функции χ произвольного множества E ∈ Γ имеет
место асимптотическое равенство

lim
ν→∞

Sν(x0, χ)
ν

= µ(E). (8)

Пусть k, l ∈ {0, 1, . . .} и k � l. Обозначим через ξl
k итерированное разбиение

T−kξ ∨ . . . ∨ T−lξ.

Определение 4. Динамическая система обладает свойством ψ-перемешива-
ния, если существует функция ψ : N → R, такая что ψ(m) → 0, когда m → ∞,
и для произвольных k, l,m ∈ N и A ∈ ξk

0 , B ∈ ξk+m+l
k+m имеем

|µ(A ∩B) − µ(A)µ(B)| � ψ(m)µ(A)µ(B). (9)

Для систем с ψ-перемешиванием в работе [11] была получена оценка для
мер множеств Al(T, f, δ).

Предложение 5. Пусть n—натуральное число и χ—характеристическая
функция произвольного элемента I разбиения ξT

−n. Тогда существует такое
l0 = l0(δ, n, I), что для всех l � l0 выполнено

µ
(
Al(T, χ, δ)

)
� 2M(δ, n)e−

δ2l
2M(δ,n) , (10)

где

M(δ, n) = min
{
m ∈ N : ψ(m− n) � δ2

2

}
.
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Следствие 6. Пусть динамическая система (X,T, µ) с конечным начальным
разбиением ξ обладает свойством ψ-перемешивания. Пусть x0 ∈ X. Пусть так-
же для всякого положительного η выполнено ω(t) = O(t−η), t → 0. Если для
любого n и характеристической функции χ произвольного элемента I ∈ ξT

−n

выполнено

lim sup
ν→∞

Sν(x0, χ)
ν

� µ(I)ω
(
µ(I)

)
,

то для характеристической функции χ произвольного множества E ∈ Γ имеет
место асимптотическое равенство

lim
ν→∞

Sν(x0, χ)
ν

= µ(E).

Доказательство. Достаточно воспользоваться оценкой (10) и применить те-
орему 3.

Вероятно, наиболее общим примером динамических систем с ψ-перемешива-
нием, обладающих конечным начальным разбиением, являются f -растяжения.

Пусть M ∈ {2, 3, . . .}. Пусть непрерывная функция f либо строго убывает
на [1,M + 1], так что f(1) = 1 и f(M) = 0, либо строго возрастает на [0,M ],
так что f(0) = 0 и f(M) = 1. Существует обширная литература (см., например,
[9,12,15]), в которой изучается вопрос о представлении числа x ∈ (0, 1) в форме

x = f(α1(x) + f(α2(x) + f(α3(x) + . . .) . . .), (11)

где цифры αi(x) ∈ N и остатки ri(x) определяются рекуррентно по формулам
α0(x) = 0, r0(x) = x и αi+1(x) =

[
f−1

(
ri(x)

)]
, ri+1(x) =

{
f−1

(
ri(x)

)}
, где

i � 0. Здесь мы обозначаем через [·] и {·} целую и дробную части соответ-
ственно. Если rj(x) = 0, то для всех i > j имеем αi(x) = 0. В этом случае мы
будем говорить, что число x ∈ (0, 1) имеет конечное f -представление. Ясно, что
для фиксированного f количество таких x не более чем счётно. А. Реньи [15]
показал, что если функция f удовлетворяет некоторым условиям регулярности,
то для всех x ∈ (0, 1) правая часть (11) сходится к x. Если f строго убывает, то
условия регулярности состоят в том, что найдётся такое κ ∈ (0, 1), для которого
выполнено |f(t) − f(s)| � κ|t − s| для всех s, t, таких что 1 + f(2) < s < t,
и |f(t) − f(s)| � |t − s| для всех s, t, таких что 0 � s < t. Если же f строго
возрастает, то условие регулярности состоит в том, что |f(t)−f(s)| < |t− s| для
всех 0 � s < t.

Пусть Ik = f(k, k+ 1) для 1 � k � M , если f убывает, и Ik = f(k, k+ 1) для
0 � k � M − 1, если f возрастает. Тогда преобразование Tx = f−1x − [f−1x]
гомеоморфно отображает каждый интервал Ik на (0, 1). Кроме того, для каж-
дого x ∈ ⋃

k

Ik мы имеем αi(Tx) = αi+1(x). Если T ix ∈ Iki
для всех i � 0,

то x единственным образом представляется в виде последовательности цифр
αi+1(x) = ki, i � 0. Следуя [17], предположим дополнительно, что

1) ограничение T на каждый интервал Ik принадлежит классу C2;
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2) существует такое l, что

inf
x∈Ik, k∈N

|(T l)′(x)| = β > 1;

3) справедливо

sup
x,y,z∈Ik, k∈N

∣∣∣∣ T ′′(x)
T ′(y)T ′(z)

∣∣∣∣ = Q <∞.

Тогда согласно теореме 22 из [17] существует T -инвариантная мера µT , такая
что

0 <
dµT

dx
∈ C[0, 1].

Кроме того, преобразование T обладает свойством ψ-перемешивания, причём
для некоторых констант C > 0 и λ ∈ (0, 1) выполнено

ψ(m) � Cλm.

Таким образом, для f -расширений с указанными выше условиями на функцию f
выполнено следствие 6.

3. Критерий нормальности Пятецкого-Шапиро
для цепных дробей

Цепной дробью, соответствующей числу α, называется выражение

α = a0 +
1

a1 +
1

a2 + . . .

= [a0; a1, a2, . . .].

Число an называется n-м неполным частным числа α, а рациональное число
pk/qk = [a0; a1, a2, . . . , ak]—подходящей дробью порядка k. Если α ∈ [0, 1), то
будем писать α = [a1, a2, . . .]. Интервалом k-го ранга Ik = Ik(a1, . . . , ak) называ-
ется множество всех чисел α, у которых цепные дроби начинаются с a1, . . . , ak.
Обозначим через Sν(α, Ik) число повторений комбинации (a1, . . . , ak) в разло-
жении α до ν-го места. Обозначим через χIk

характеристическую функцию
множества Ik.

Как известно, преобразование Гаусса Tx = {1/x}, x �= 0, T0 = 0, является
левым сдвигом при разложении в цепную дробь и сохраняет меру

µ(A) =
1

ln 2

∫
A

1
1 + x

dx,

которая эквивалентна мере Лебега dx. Соответствующая динамическая система
обладает свойством ψ-перемешивания (см. [8,10,14,16]) c ψ(m) = Kλm, K > 0,
0 < λ < 1. Поэтому для мер множеств Al(χIk

, δ) выполнена оценка (10). Все
необходимые сведения о цепных дробях можно найти в [8].

Сформулируем основной результат настоящей статьи.
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Теорема 7. Пусть x0 ∈ [0, 1). Пусть функция ω : R
+ → R

+ не возрастает
и для всякого положительного η выполнено ω(t) = O(t−η), t → 0. Если для
произвольного интервала k-го ранга Ik имеем

lim sup
ν→∞

Sν(x0, Ik)
ν

� µ(Ik)ω
(
µ(Ik)

)
,

то для характеристической функции χ произвольного интервала I = (a, b) спра-
ведливо асимптотическое равенство

lim
ν→∞

Sν(x0, χ)
ν

= µ(I). (12)

Замечание 8. В работе [3] на функцию ω(t) накладывалось более сильное
условие, а именно для всякого положительного η требовалось, чтобы ω(t) =
= O

(
eη
√

log 1/t
)
, t→ 0.

Замечание 9. В ходе доказательства теоремы 7 будет оценена сверху раз-
мерность Хаусдорфа множества цепных дробей, не являющихся нормальными.
Впервые такая оценка была получена в [11] с использованием метода термоди-
намического формализма. Наше доказательство вполне элементарно.

Доказательство. Возьмём любое δ > 0, и пусть Ik —произвольный интер-
вал k-го ранга. Обозначим через El(g) (g � 1) множество чисел отрезка [0, 1],
для которых a1a2 . . . al � g. Рассматриваемое множество El(g) представляет со-
бой систему интервалов ранга l. Длина |Il| произвольного интервала ранга l
равна 1/

(
ql(ql + ql−1)

)
, и 1/(2q2l ) � |Il| � 1/q2l . Для чисел ql (см. [8]) выполнено

a1a2 . . . al � ql � 2la1a2 . . . al. (13)

Оценим хаусдорфову меру множества El(g) относительно функции ϕ, т. е.
сумму

Hϕ

(
El(g)

)
=

∑
a1a2...al�g

|Il|ω(|Il|).

По условию теоремы для любого η > 0 выполнено ω(t) = O(t−η), t→ 0. Возьмём
произвольное η, η ∈ (0, 1/8). Пусть ρ(t) = tη. Пользуясь оценками (13) для ql и
монотонностью функции ρ(t), получаем, что

Hϕ

(
El(g)

) 

∑

a1a2...al�g

ρ((2l+1a1a2 . . . al)2)
(a1a2 . . . al)2

= ρ(4l+1)
∑

a1a2...al�g

l∏
i=1

ρ(a2
i )

a2
i

. (14)

Оценим (14), следуя методу из [8].

Вычисляя интеграл
a+1∫
a

dx
x2 , легко убедиться, что для любого a > 0 выполнена

оценка

ρ(a2)
a(a+ 1)

�
a+1∫
a

ρ(x2)
x2

dx. (15)
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Пользуясь неравенством (15), находим, что

l∏
i=1

ρ(a2
i )

a2
i

=
l∏

i=1

(
1 +

1
ai

)
ρ(a2

i )
ai(ai + 1)

� 2l
l∏

i=1

ai+1∫
ai

ρ(x2
i )

x2
i

dxi.

Тогда

Hϕ

(
El(g)

) 
 2lρ(4l+1)
∫
. . .

∫
ρ(x2

1 . . . x
2
l ) dx1 . . . dxl

x2
1 . . . x

2
l

= 2lρ(4l+1)Jl(g),

где интегрирование в Jl(g) распространяется на область xi � 1, i = 1, . . . , l, и
x1x2 . . . xl � g. Пусть C = Cη = 1/(1 − 2η). Если g � 1, то для любого l � 1
выполнено

Jl(g) =
( ∞∫

1

ρ(x2)
x2

)l

= Cl.

Если g > 1, то J1(g) = Cρ(g2)/g. Кроме того, интегралы Jl(g) связаны соотно-
шением

Jl+1(g) =
ρ(g2)
g

g∫
0

Jl(u)ρ
(

1
u2

)
du. (16)

Действительно,

Jl+1(g) =

+∞∫
1

ρ(x2
l+1)

x2
l+1

Jl

(
g

xl+1

)
dxl+1 =

ρ(g2)
g

g∫
0

Jl(u)ρ
(

1
u2

)
du.

Докажем, что для всех g > 1 и для всех l � 1 справедлива формула

Jl(g) = C
ρ(g2)
g

( l−1∑
k=0

Cl−k−1 logk g

k!

)
. (17)

Для l = 1 и g > 1 выражение (17) превращается в верное равенство. Пред-
положим, что формула (17) справедлива для l = m. Пользуясь (16), находим,
что

Jm+1(g) =
ρ(g2)
g

1∫
0

Jm(u)ρ
(

1
u2

)
du+

ρ(g2)
g

g∫
1

Jm(u)ρ
(

1
u2

)
du.

Если u � 1, то, как было отмечено выше, Jm(u) = Cm. Тогда

Jm+1(g) =
ρ(g2)
g

Cm

1∫
0

ρ

(
1
u2

)
du+

ρ(g2)
g

g∫
1

Jm(u)ρ
(

1
u2

)
du =

=
ρ(g2)
g

(
Cm+1 +

g∫
1

Jm(u)ρ
(

1
u2

)
du

)
.
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Применяя формулу (17) для вычисления Jm, получаем

Jm+1(g) =
ρ(g2)
g

(
Cm+1 + C

g∫
1

m−1∑
k=0

Cm−k−1 logk u

k!
· du
u

)
=

= C
ρ(g2)
g

( m∑
k=0

Cm−k logk g

k!

)
,

что и доказывает формулу (17) для произвольного l.

Таким образом,

Hϕ

(
El(g)

) 
 ρ(g2)2lρ(4l+1)
g

( l−1∑
k=0

Cl−k−1 logk g

k!

)
.

Полагая g = eAl, где A > 1—абсолютная константа, которую мы выберем позже,
находим, что

Hϕ

(
El(g)

) 
 el(ln 2+2η ln 4+2ηA−A)

( l−1∑
k=0

Cl−k−1 (Al)k

k!

)
. (18)

В сумме (18), как легко заметить, каждый член меньше, чем Cl(Al)l/l!. Поль-
зуясь формулой Стирлинга, получаем, что

Hϕ

(
El(g)

)
 lel(ln 2+2η ln 4+2ηA−A)Cl (Al)l

lle−l
√
l

 e−l(A−ln 2−2η ln 4−2ηA−ln A−ln C−2).

Так как η ∈ (0, 1/8), то lnC = lnCη < 1. Выберем A настолько большим, чтобы
выполнялось неравенство

A− ln 2 − ln 4 − 1
4
A− lnA− 3 > 0.

Тогда

Hϕ

(
El(eAl)

) 
 e−Bl, (19)

где B—некоторая новая абсолютная константа.

Обозначим через χ характеристическую функцию интервала Ik. Для любых
натуральных ν и l справедлива формула

Sν(x0, χ) =
1
l

ν−1∑
t=0

Sl(T tx0) +O(l). (20)
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Используя формулу (20), получаем, что∣∣∣∣Sν(x0, χ)
ν

− µ(Ik)
∣∣∣∣ =

1
ν

∣∣∣∣
ν−1∑
t=0

(
Sl(T tx0, χ)

l
− µ(Ik)

)∣∣∣∣ +O

(
l

ν

)
�

� 1
ν

∑
t

∣∣∣∣Sl(T tx0, χ)
l

− µ(Ik)
∣∣∣∣ +

1
ν

∑̂
t

∣∣∣∣Sl(T tx0, χ)
l

− µ(Ik)
∣∣∣∣ +O

(
l

ν

)
�

� δ +
Rν

ν
+O

(
l

ν

)
, (21)

где суммирование в первой сумме из (21) распространено на те слагаемые, для
которых

∣∣Sν(T tx0)
l

∣∣ � δ, а Rν обозначает количество слагаемых во второй сумме.
Число Rν/ν представляет собой частоту попадания орбиты T tx0 в множество
Al(χ, δ). Заметим, что множество Al(χ, δ) разбивается на объединение неко-
торых элементов τ1, . . . , τm разбиения ξT

−l. Пусть τ —произвольный элемент
разбиения ξT

−l. Обозначим через Rν(τ) число тех t ∈ {1, . . . , ν} для которых

выполнено T tx0 ∈ τ . Тогда Rν =
m∑

i=1

Rν(τi). По условию теоремы для любого

элемента τ разбиения ξT
−l выполнено

lim sup
ν→∞

Rν(τ)
ν

� µ(τ)ω
(
µ(τ)

)
. (22)

Отсюда

lim sup
ν→∞

Rν

ν
�

m∑
i=1

lim sup
ν→∞

Rν(τi)
ν

�
m∑

i=1

µ(τi)ω
(
µ(τi)

)
= σ.

Разобьём σ на сумму по всем τi ∈ Al(χ, δ) ∩ El(g) и на сумму по всем τi ∈
∈ Al(χ, δ) \ El(g). Если τi /∈ El(g), то |τi| � 1/2(2lg)2 = 1/eKl, где K > 0—
некоторая новая константа. Используя последнее неравенство и оценку (19),
получаем, что

lim sup
ν→∞

Rν

ν

 e−Bl + ω

(
1
eKl

)
µ
(
Al(χ, δ)

)
. (23)

По условию для любого η > 0 выполнено ω(t) = O(t−η), t→ 0. Применяя оцен-
ку (10) и выбирая η достаточно маленьким, находим, что для всех достаточно
больших l справедливо неравенство

e−Bl + ω

(
1
eKl

)
µ
(
Al(χ, δ)

)
� δ. (24)

Подставляя эту оценку в (21), получаем∣∣∣∣Sν(x0, χ)
ν

− µ(Ik)
∣∣∣∣ � 2δ +O

(
l

ν

)
.

Так как δ—произвольное число, то

lim sup
ν→∞

∣∣∣∣Sν(x0, χ)
ν

− µ(Ik)
∣∣∣∣ = 0,
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поэтому

lim
ν→∞

∣∣∣∣Sν(x0, χ)
ν

− µ(Ik)
∣∣∣∣ = 0.

Мы доказали асимптотическое равенство (12) для всех интервалов ранга k.
Возьмём теперь произвольный интервал I = (a, b). Длины интервалов In

(экспоненциально) убывают, следовательно, интервал I может быть аппрокси-
мирован такими интервалами с любой точностью. Пусть χI —характеристиче-
ская функция интервала I. Для всякого положительного ε > 0 найдётся набор
непересекающихся интервалов Ikj

рангов kj , таких что I ⊆ ⊔
j

Ikj
и b − a >

>
∑
µ(Ikj

) − ε. Пусть χj = χIkj
. Пользуясь асимптотическим равенством (12)

для интервалов Ikj
, получаем, что

lim sup
ν→∞

Sν(T, x0, χI)
ν

�
∑

j

lim sup
ν→∞

Sν(T, x0, χj)
ν

=
∑

j

µ(Ikj
) < b− a+ ε.

Иными словами,

lim sup
ν→∞

Sν(x0, I)
ν

� b− a.

Аналогично получаем, что

lim inf
ν→∞

Sν(x0, I)
ν

� b− a.

Значит, для I выполнено (12). Теорема 7 доказана.
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