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Аннотация

Пусть T —некоторое бесконечное множество простых чисел, M—множество
групп {Z(p) | p ∈ T}. Абелева группа A называется M-большой, если

Hom

(
A,

⊕
p∈T

Z(p)

)
= Hom

(
A,

∏
p∈T

Z(p)

)
.

Даётся характеризация M-больших групп без кручения и смешанных M-больших
групп.

Abstract

O. M. Babanskaya (Katerinchuk), P. A. Krylov, On a property of Abelian groups
related to direct sums and products, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika,
vol. 16 (2010), no. 7, pp. 39—47.

Let T be an infinite set of prime numbers, M be a set of groups {Z(p) | p ∈ T}. An
Abelian group A is said to be M-large if

Hom

(
A,

⊕
p∈T

Z(p)

)
= Hom

(
A,

∏
p∈T

Z(p)

)
.

This paper presents a characterization of M-large torsion-free and mixed groups.

Введение

Между группами гомоморфизмов и прямыми суммами и произведениями
абелевых групп имеются разнообразные соотношения. Например, часто исполь-
зуются естественные изоморфизмы

Hom
(
A,

∏
i∈I

Bi

)
∼=

∏
i∈I

Hom(A,Bi)
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и

Hom
(⊕

i∈I

Bi, A

)
∼=

∏
i∈I

Hom(Bi, A).

Если же существует естественный изоморфизм

Hom
(
A,

⊕
i∈I

Bi

)
∼=

⊕
i∈I

Hom(A,Bi),

то говорят, что группа A обладает некоторым свойством малости. Наличие изо-
морфизма

Hom
(∏

i∈I

Bi, A

)
∼=

⊕
i∈I

Hom(Bi, A)

связано с понятием узкой группы. В данной статье, как и в [1], рассматривается
ситуация, когда

Hom
(
A,

⊕
i∈I

Bi

)
= Hom

(
A,

∏
i∈I

Bi

)
,

т. е. для всякого гомоморфизма

ϕ : A→
∏
i∈I

Bi

выполняется включение
ϕA ⊆

⊕
i∈I

Bi.

Это эквивалентно также существованию естественного изоморфизма

Hom
(
A,

⊕
i∈I

Bi

)
∼=

∏
i∈I

Hom(A,Bi).

Пусть T —некоторое бесконечное множество простых чисел, M = {Z(p) |
p ∈ T}. Если для группы A имеет место равенство

Hom
(
A,

⊕
p∈T

Z(p)
)

= Hom
(
A,

∏
p∈T

Z(p)
)
,

то A называется большой относительно множества групп M или, кратко,
M-большой. Свойство, близкое к свойству быть M-большой группой, играет
заметную роль в работах [2, 4]. Отметим, что эти свойства служат аналогом
того факта, что

⊕
p∈T

Z(p)—вполне инвариантная подгруппа в
∏

p∈T

Z(p). Здесь мы

характеризуем произвольные M-большие абелевы группы.
Сделаем одно уточнение по поводу статьи [1]. В ней изучаются группы,

большие относительно множества

K = {Jp | Jp — группа целых p-адических чисел, p ∈ T},
т. е. под группами Cp, фигурирующими в статье, следует понимать группы Jp.
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Через P будем обозначать множество всех простых чисел, через T —произ-
вольное (но фиксированное) бесконечное множество простых чисел. Положим

V =
⊕
p∈T

Z(p), V̄ =
∏
p∈T

Z(p).

Существенным для дальнейшего является то, что V̄ — сервантно инъективная
группа [3].

1. M-большие группы без кручения

Для некоторой группы X положим π(X) = {p ∈ P | pX �= X}.
Несложно проверить, что всякая периодическая группа является M-боль-

шой.
Перейдём к значительно более содержательному случаю групп без кручения.
Для ненулевого элемента x группы без кручения X определим множество

θ(x) = {p ∈ P | hp(x) = 0}, где hp(x)— p-высота элемента x в группе X.
Замечание. Если X — группа без кручения и ненулевые элементы x, y ∈X

линейно зависимы (т. е. существуют такие ненулевые числа s, t∈Z, что sx= ty),
то θ(x)∩T —конечное множество тогда и только тогда, когда θ(y)∩T —конечное
множество.

Действительно, почти для всех p ∈ P имеем hp(x) = hp(y).

Лемма 1.1. Группа X без кручения ранга 1 является M-большой тогда и
только тогда, когда θ(x) ∩ T —конечное множество для некоторого ненулевого
элемента x ∈ X.

Доказательство. Необходимость. Пусть X —M-большая группа. Предпо-
ложим противное, что существует такой ненулевой элемент a ∈ X, что θ(a)∩T —
бесконечное множество. Тогда для любого p ∈ θ(a)∩T подгруппа 〈a〉 p-сервантна
в X. Из теории сервантно инъективных групп получается следующее. Возьмём
группу

G =
∏

p∈θ(x)∩T

Z(p),

и пусть ψ : 〈a〉 → G— такой гомоморфизм, что ψ(a) = (cp), где 0 �= cp ∈ Z(p).
Тогда ψ продолжается до гомоморфизма ϕ : X → G ⊆ V̄ . Так как по пред-
положению θ(a) ∩ T —бесконечное множество, то ϕX �⊂ V , что противоречит
условию. Значит, θ(a) ∩ T —конечное множество для любого элемента a ∈ X.

Достаточность. Допустим, что X не является M-большой группой. Значит,
существует гомоморфизм ϕ : X → V̄ со свойством ϕX �⊂ V . Следовательно,
найдётся a ∈ X с образом ϕ(a) = (yp) ∈ V̄ и (yp) /∈ V . Тогда yp �= 0 для бес-
конечного множества чисел из T . Пусть σp :

∏
p∈T

Z(p) → Z(p)—проекция. Тогда

(σpϕ)a = yp. Если yp �= 0, то hp(yp) = 0, значит, и hp(a) = 0. Следователь-
но, θ(a) ∩ T —бесконечное множество, что противоречит условию. Итак, если
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θ(x) ∩ T —конечное множество для некоторого ненулевого элемента x ∈ X, то
X —M-большая группа, что и требовалось доказать.

На основании замечания выше получается, что при рассмотрении вопросов
о M-больших группах можно заменять элементы на линейно зависимые от них
элементы.

Теорема 1.2. Группа A без кручения является M-большой тогда и только то-
гда, когда для каждого ненулевого элемента x ∈ A множество θ(x)∩T является
конечным.

Доказательство. Необходимость. Пусть группа A является M-большой.
Допустим, что существует ненулевой элемент x ∈ A, для которого θ(x) ∩ T —
бесконечное множество.

Пусть X = 〈x〉∗ — сервантная подгруппа ранга 1 группы A. По лемме 1.1
существует гомоморфизм ψ : X → V̄ со свойством ψX �⊂ V . Так как V̄ — сер-
вантно инъективная группа, то ψ продолжается до гомоморфизма ϕ : A → V̄ со
свойством ϕA �⊂ V . Но это противоречит условию. Таким образом, множество
θ(x) ∩ T является конечным.

Достаточность. Пусть θ(x) ∩ T —конечное множество для каждого ненуле-
вого элемента x ∈ A. Предположим, что группа A не является M-большой.
Существует гомоморфизм ϕ : A → V̄ со свойством ϕA �⊂ V . Следовательно,
имеется такой элемент a ∈ A, что ϕ(a) = (cp) ∈ V̄ , где cp ∈ Z(p), но ϕ(a) =
= (cp) /∈ V . В частности, cp �= 0 для бесконечного множества чисел p из T . Если
cp �= 0, то p-высота элемента cp равна нулю. Но тогда и hp(a) = 0. Получили, что
θ(x) ∩ T —бесконечное множество, что противоречит условию. Следовательно,
группа A является M-большой.

Теорема 1.3. Пусть A—M-большая группа. Тогда любая сервантная под-
группа B группы A также M-большая.

Доказательство. Пусть A—M-большая группа. Допустим, что сервантная
подгруппа B группы A не являетсяM-большой группой. Тогда существует гомо-
морфизм ϕ : B → V̄ , причём ϕB �⊂ V . Гомоморфизм ϕ продолжается до гомомор-
физма ψ : A→ V̄ , что невозможно, поскольку ψA �⊂ V . Значит, B—M-большая
группа.

Теперь применим теорему 1.2 к некоторым группам без кручения.

Следствие 1.4.

1. Сепарабельная группа A без кручения является M-большой большой то-
гда и только тогда, когда любое её прямое слагаемое ранга 1 является
M-большой группой.

2. Вполне разложимая группа A =
⊕
i∈I

Ai (r(Ai) = 1 для всех i ∈ I) является

M-большой тогда и только тогда, когда каждая Ai M-большая.
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3. Группа A =
∏
i∈I

Ai (Ai — группы без кручения произвольного ранга для

любого i ∈ I) является M-большой тогда и только тогда, когда для лю-
бого набора элементов ai ∈ Ai (i ∈ I) множество

⋃
i∈I

(θ(ai) ∩ T ) является
конечным.

Следствие 1.5. Группа A без кручения конечного ранга n является M-боль-
шой тогда и только тогда, когда существует максимальная линейно независимая

система элементов a1, . . . , an группы A, для которой множество
n⋃

i=1

(θ(ai) ∩ T )
является конечным.

Доказательство. Необходимость. Пусть A—M-большая группа. По теоре-
ме 1.2 множества θ(a1) ∩ T, . . . , θ(an) ∩ T являются конечными. Следовательно,
n⋃

i=1

(θ(ai)∩T )—конечное множество, где a1, . . . , an —какая-то максимальная ли-

нейно независимая система элементов группы A.

Достаточность. Пусть
n⋃

i=1

(θ(ai) ∩ T )—конечное множество. Возьмём произ-

вольный ненулевой элемент x ∈ A. Существуют m ∈ N и t1, . . . , tn ∈ Z со
свойством mx = t1a1 + . . . + tnan. Заметим, что θ(tiai) ∩ T —конечное множе-
ство для любого i ∈ 1, . . . , n. Пусть p ∈ θ(mx)∩T , и следовательно, hp(mx) = 0.
Существует некоторый индекс i, для которого hp(tiai) = 0. Тогда p ∈ θ(tiai)∩ T
или p ∈

n⋃
i=1

(θ(tiai) ∩ T ), где
n⋃

i=1

(θ(tiai) ∩ T )—конечное множество. Следова-

тельно, θ(mx) ∩ T —конечное множество. Так как элементы x и mx линейно
зависимы, то, используя замечание выше, заключаем, что θ(x) ∩ T —конечное
множество. Применяя теорему 1.2, получаем, что A—M-большая группа, что
завершает доказательство.

Пусть T —множество всех простых чисел и A—почти делимая группа, т. е.
pA = A для почти всех p ∈ T или, что равносильно, π(A)—конечное множе-
ство. Тогда для каждого ненулевого элемента a ∈ A множество θ(a) является
конечным. Следовательно, A—M-большая группа.

Рассмотрим множество K групп без кручения

K = {Jp | Jp — группа целых p-адических чисел, p ∈ T}
(см. [1]). Какова связь между K-большими и M-большими группами?

Если группа A без кручения является K-большой, то она является M-боль-
шой. В самом деле, из θ(x) ⊆ π(X) выводим θ(x)∩T ⊆ π(X)∩T . По теореме 3.2
из [1] π(X)∩T —конечное множество, значит, и θ(x)∩T —конечное множество.

Обратное не всегда выполнимо. Рассмотрим группу A без кручения ранга 1
типа t(A) = [(1, 1, . . . , 1, . . .)] и будем считать, что T = P. Тогда для каждого
ненулевого элемента a ∈ A множество θ(a) = {p ∈ P | hp(a) = 0} являет-
ся конечным, а π(A) = {p ∈ P | pA �= A} = P —бесконечное множество.
Следовательно, согласно теореме 3.3 из [1] группа A не является K-большой.
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2. Случай смешанной группы A

Сохраняются все обозначения и соглашения, принятые в разделе 1.
Найдём необходимые и достаточные условия того, чтобы произвольная сме-

шанная группа A была M-большой. Что интересно, эти условия имеют вид
условий расщепления некоторых смешанных групп, связанных с A.

Если A— смешанная M-большая группа, то A/t(A) также M-большая груп-
па. Из дальнейшего будет видно, что обратное, вообще говоря, не верно. Правда,
в одном важном случае это так.

Для смешанной группы A введём ещё одно множество простых чисел (кроме
P и T ). Для этого запишем t(A) =

⊕
p∈S

Ap, где Ap — (ненулевая) p-компонента

группы A. Буква S сохраняет этот смысл до конца раздела.

Теорема 2.1. Если для смешанной группы A множество T ∩S конечно, то A
является M-большой в точности тогда, когда A/t(A)—M-большая группа.

Доказательство. Требует проверки лишь достаточность. Предположим, что
A/t(A)—M-большая группа. Принимая во внимание равенство

V̄ =
∏

p∈T∩S

Z(p) ⊕
∏

p∈T\S

Z(p),

достаточно убедиться, что

Hom
(
A,

⊕
p∈T\S

Z(p)
)

= Hom
(
A,

∏
p∈T\S

Z(p)
)
.

Поскольку

Hom
(
t(A),

∏
p∈T\S

Z(p)
)

= 0,

то любой гомоморфизм A→ ∏
p∈T\S

Z(p) аннулирует t(A). Поэтому группу

Hom
(
A,

∏
p∈T\S

Z(p)
)

можно стандартным образом отождествить с

Hom
(
A/t(A),

∏
p∈T\S

Z(p)
)
,

а

Hom
(
A,

⊕
p∈T\S

Z(p)
)
—

с

Hom
(
A/t(A),

⊕
p∈T\S

Z(p)
)
.
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Ввиду предположения получаем

Hom
(
A,

∏
p∈T\S

Z(p)
)

= Hom
(
A,

⊕
p∈T\S

Z(p)
)
,

и доказательство закончено.

Простейшей ситуацией для смешанных групп является ситуация расщепля-
ющейся группы. Пусть A расщепляется, т. е. A = t(A) ⊕ C, где группа без
кручения C изоморфна A/t(A). Из равенства

Hom(A, V̄ ) = Hom(t(A), V̄ ) ⊕ Hom(C, V̄ )

и аналогичного равенства для V выводим, что A есть M-большая группа, если
и только если C (т. е. A/t(A)) M-большая. Чуть ниже мы увидим, что для
любой M-большой группы имеет место некоторая расщепляемость.

Периодическая группа G называется элементарной, если порядок каждого её
ненулевого элемента свободен от квадратов. Запишем элементарную группу G
в виде G =

⊕
p∈S

Gp, где Gp — p-компонента. Тогда Gp —элементарная p-груп-

па. Это означает, что порядки её ненулевых элементов равны p. Как хорошо
известно, Gp =

⊕
Z(p).

Пусть A—некоторая смешанная группа. Сначала рассмотрим наиболее со-
держательный случай, когда S ⊆ T , где по-прежнему S—множество простых
чисел p с Ap �= 0.

Теорема 2.2. Предположим, что A— такая смешанная группа, что t(A)—
элементарная группа и S ⊆ T . Тогда если A M-большая, то она расщепляется.

Доказательство. Приведём сначала один простой факт о M-больших груп-
пах. Пусть Cp (p ∈ T ) — некоторая элементарная p-группа. Положим C =

⊕
p∈T

Cp

и C̄ =
∏

p∈T

Cp. Проверим, что если A—M-большая группа, то A является боль-

шой относительно множества групп {Cp | p ∈ T}. Под этим мы понимаем, что
Hom(A, C̄) = Hom(A,C). Допустим, напротив, существование гомоморфизма
ψ : A → C̄ со свойством ψA �⊂ C. Найдётся такой элемент a ∈ A, что ψ(a) /∈ C.
Если ψ(a) = (xp) ∈ ∏

p∈T

Cp, xp ∈ Cp, то xp �= 0 для бесконечного множества T ′

чисел из T . Запишем Cp = 〈xp〉 ⊕ C ′
p, p ∈ T ′. Образуем сумму X =

⊕
p∈T ′

〈xp〉 и
произведение X̄ =

∏
p∈T ′

〈xp〉. Можно записать разложения

C =
⊕
p∈T ′

〈xp〉 ⊕
⊕
p∈T ′

C ′
p ⊕

⊕
p∈T\T ′

Cp = X ⊕ C ′

и
C̄ =

∏
p∈T ′

〈xp〉 ⊕
∏

p∈T ′
C ′

p ⊕
∏

p∈T\T ′
Cp = X̄ ⊕ C̄ ′.
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Наконец, возьмём гомоморфизм ϕ = πψ : A → X̄, где π—проекция C̄ → X̄.
Для него справедливо ϕ(a) /∈ ⊕

p∈T ′
〈xp〉. Последнее невозможно ввиду того, что

A M-большая. Итак, A—большая относительно {Cp | p ∈ T}.
Установим расщепляемость A. Тождественное отображение 1t(A) группы t(A)

можно рассматривать как гомоморфизм t(A) → ∏
p∈T

Ap. На основании сервант-

ной инъективности группы
∏

p∈T

Ap это отображение продолжается до гомомор-

физма τ : A→ ∏
p∈T

Ap. Как замечено выше, A большая относительно множества

групп {Ap | p ∈ T}, что влечёт τA ⊆ ⊕
p∈T

Ap = t(A). Таким образом, τ — эндо-

морфизм группы A со свойствами τ |t(A) = 1 и τA ⊆ t(A). Значит, τ —проекция,
т. е. τ2 = τ . Тогда

A = Im τ ⊕ Ker τ = t(A) ⊕ Ker τ,

что означает расщепляемость A. Теорема доказана.

Рассмотрим теперь произвольную смешанную группу A. Напомним, что
буква P означает множество всех простых чисел. Введём ещё обозначение
Pt(A) для суммы

⊕
p∈S

pAp. Ясно, что любой гомоморфизм A → V̄ переводит

Pt(A) в ноль. Это даёт равенство Hom(A, V̄ ) = Hom(A/Pt(A), V̄ ). Положим
Ā = A/Pt(A). Из соотношения t(Ā) = t(A)/Pt(A) заключаем, что t(Ā)—эле-
ментарная группа. Справедливы также соотношения

Ā/t(Ā) =
(
A/Pt(A)

)
/
(
t(A)/Pt(A)

) ∼= A/t(A).

Можно сформулировать следующий результат.

Теорема 2.3. Пусть A— такая смешанная группа, что S ⊆ T . Следующие
утверждения эквивалентны:

1) A M-большая;
2) Ā M-большая;
3) A/t(A) M-большая и Ā расщепляется.

Доказательство. Равносильность утверждений 1) и 2) вытекает из равен-
ства Hom(A, V̄ ) = Hom(Ā, V̄ ), так как для любого гомоморфизма ϕ : A → V̄
образ ϕPt(A) = 0. Импликация 2) =⇒ 3) содержится в теореме2.2.

Докажем импликацию 3) =⇒ 2). Имеем Ā = t(Ā) ⊕ C, где C ∼= Ā/t(Ā) ∼=
∼= A/t(A). Очевидно, что Ā M-большая, что и требовалось доказать.

Наконец, пусть A— смешанная группа без всяких добавочных предположе-
ний. Случай, когда множество S ∩ T конечно, разобран в теореме 2.1. Поэтому
считаем это множество бесконечным. Запишем t(A) = U⊕W , где U =

⊕
p∈S\T

Ap,

W —дополнительное слагаемое. Тогда ϕU = 0 для всех ϕ : A → V̄ . Значит,
Hom(A, V̄ ) = Hom(A/U, V̄ ). Положим A′ = A/U . Можно утверждать, что груп-
па A M-большая тогда и только тогда, когда A′ M-большая. Кроме того, A′
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удовлетворяет условиям предыдущей теоремы и

A′/t(A′) = (A/U)/(t(A)/U) ∼= A/t(A).

Таким образом, мы располагаем необходимыми и достаточными условиями того,
чтобы произвольная смешанная группа была M-большой.
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