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Аннотация

Даётся описание инъективных и конечно порождённых проективных модулей над
так называемым csp-кольцом.

Abstract

E. G. Zinov’ev, Modules over generalized rings of pseudo-rational numbers, Funda-
mentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 16 (2010), no. 7, pp. 61—67.

A description of injective and finitely generated projective modules over the so-called
csp-ring is presented.

Пусть P —некоторое бесконечное множество простых чисел. Для каждого
p ∈ P пусть Rp = Zpk , где k ∈ N, или Rp = Ẑp (здесь Zpk —кольцо вычетов по
модулю pk, Ẑp —кольцо целых p-адических чисел). Положим

K =
∏
p∈P

Rp, T =
⊕
p∈P

Rp.

Подкольцо R кольца K назовём csp-кольцом, если T ⊂ R и R/T —некоторое
поле. Отметим, что R —коммутативное кольцо.

R будет кольцом псевдорациональных чисел, когда R/T ∼= Q (см. [4, 5, 7, 8].
Приведём кратко некоторые результаты работ [1] и [2].

Свойства кольца R.

1. Для произвольного идемпотента ε кольца R справедливо следующее: либо
он является суммой единичных элементов некоторых колец Rp, либо 1− ε
имеет подобное строение.
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2. Обозначим через εp идемпотент кольца R, у которого p-я компонента рав-
на 1, а все остальные компоненты равны 0. Положим

ε = εp1 + . . . + εpk
,

где p1, . . . , pk —различные простые числа, k ∈ N. Тогда каждый отличный
от 0 элемент r ∈ R можно представить в виде

r = εr + (1 − ε)r

для некоторого ε, где εr ∈ T , а (1 − ε)r —элемент, каждая ненулевая
координата которого является обратимым элементом в соответствующем
кольце Rp.

Далее под ε понимаем введённый выше элемент.

3. Пусть I —идеал кольца R. Тогда справедливы следующие утверждения:

а) если I ⊂ T , то
I =

⊕
p∈P

(I ∩ Rp);

б) если I �⊂ T , то
I = (1 − ε)R ⊕

⊕
p∈S

(I ∩ Rp),

где 1 − ε —идемпотент кольца R, S —некоторое конечное множество
простых чисел;

в) любой конечно порождённый идеал кольца R является главным, т. е.
R —кольцо Безу.

4. Идеал I кольца R является максимальным тогда и только тогда, когда
I = T или I = (1 − εp)R ⊕ pRp для некоторого p ∈ P .

5. Радикал Джекобсона кольца R равен
⊕
p∈P

pRp.

6. Изучение фактор-колец достаточно провести для ситуации, когда I ⊂ T .
При этом возможны три случая:

а) если I ⊂ Rp1 ⊕ . . . ⊕ Rpn
, где n ∈ N, то

R/I ∼= R1 ⊕
n⊕

i=1

Rpi
/I ∩ Rpi

,

где R1 —некоторый идеал в R, являющийся прямым слагаемым;
б) если I ∩ Rp �= 0 и I ∩ Rp �= Rp для бесконечного множества чисел p

из P , то R/I является некоторым csp-кольцом;
в) если I ∩ Rp = Rp для почти всех чисел p из P , то

R/I ∼= R/T ⊕
n⊕

i=1

Rpi
/I ∩ Rpi

.

7. R-модуль M прост тогда и только тогда, когда M ∼= Zp для некоторого
p ∈ P или M ∼= R/T .
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Справедлива также следующая теорема (см. [1, 2]).

Теорема 1. Всякий R-модуль M равен A ⊕ D, где D —наибольший под-
модуль в M , являющийся F -пространством, а A —подмодуль, не содержащий
ненулевых F -пространств.

Для кольца псевдорациональных чисел теорема 1 доказана в [8]. Далее рас-
смотрим ряд других вопросов о модулях над csp-кольцами.

Пусть R — csp-кольцо. Для каждого p ∈ P имеет место разложение R =
= Rp ⊕ Kp, где Kp —дополнительное прямое слагаемое. Если A — R-модуль,
то A = RpA ⊕ KpA. Нетрудно убедиться, что либо RpA = 0, либо RpA —
наибольший Rp-подмодуль в A. Далее RpA будем обозначать через Ap.
Определение 1. Подмодуль A R-модуля B называется чистым подмодулем

в B, если для любого неделителя нуля r ∈ R и любого элемента a ∈ A из
разрешимости уравнения rx = a в B следует его разрешимость в A.

Предложение 1. Пусть A — R-модуль, не содержащий F -пространств. Тогда
справедливы следующие утверждения:

1) существуют естественные вложения R-модулей
⊕
p∈P

Ap ⊆ A ⊆
∏
p∈P

Ap;

2)
( ∏

p∈P

Ap

)
/A — F -пространство;

3) A —чистый подмодуль в
∏

p∈P

Ap.

Доказательство. Пусть A — R-модуль, не содержащий F -пространств. До-
кажем первое утверждение. Поскольку Ap = εpA, то Aq ∩ ∑

p�=q

Ap = 0 для всех

p ∈ P . Поэтому
∑

p∈P

Ap —прямая сумма и
⊕
p∈P

Ap ⊆ A. Рассмотрим отображение

f : A → ∏
p∈P

Ap, действующее по правилу f(a) = (ap), a ∈ A. Здесь (ap) —век-

тор, у которого ap = εpa при всех p ∈ P . Тогда Ker f = {a ∈ A | εpa = 0 для
всех p ∈ P} = 0, поскольку A не содержит F -пространств.

Второе утверждение следует из того, что T
(( ∏

p∈P

Ap

)
/A

)
= 0.

Покажем, что A —чистый R-модуль в
∏

p∈P

Ap. Пусть r —неделитель нуля

кольца R, a ∈ A и существует такой элемент a1 ∈ ∏
p∈P

Ap, что ra1 = a. По-

скольку R/T —поле, то существует такой элемент s ∈ R, что rs = 1R + t, где
t ∈ T . Тогда sa = sra1 = a1 + ta1. Из ta1 ∈ ⊕

p∈P

Ap, sa ∈ A выводим a1 ∈ A, что
показывает нужную чистоту.

R-модуль C будем называть делимым, если rC = C для всех неделителей
нуля r из R.
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Всякое F -пространство является, очевидно, делимым R-модулем. Поэтому
описание делимых R-модулей достаточно провести для R-модулей, не содержа-
щих F -пространств (см. теорему 1). Для этого потребуются следующие хорошо
известные результаты.

Предложение 2. p-адический модуль делим тогда и только тогда, когда он
инъективен.

Предложение 3. Каждый модуль над Zpk , где k ∈ N, делим.

Отметим, что модуль над Zpk (k ∈ N) инъективен тогда и только тогда, когда
он является прямой суммой групп, изоморфных группе Z(pk).

Следующая лемма является простым обобщением соответствующей леммы
в [7].

Лемма 1. Справедливы следующие утверждения.
1. Если Rp = Ẑp, то делимый p-адический модуль является инъективным

R-модулем.
2. Если Rp = Zpk , то инъективный модуль над Zpk , где k ∈ N, является

инъективным R-модулем.

Лемма 2. Пусть k ∈ N и Rp = Zpk . Тогда делимый Zpk -модуль является
делимым R-модулем.

Доказательство. Пусть C —делимый Zpk -модуль. Поскольку существует
проекция ϕ : R → Zpk , то C — R-модуль. Пусть c ∈ C, r ∈ R. Тогда суще-
ствуют такие α ∈ Zpk и c1 ∈ C, что αc1 = c и ϕ(r) = α. Тогда rc1 = c. Таким
образом, CR —делимый R-модуль.

Теорема 2. R-модуль C, не содержащий F -пространств, делим тогда и толь-
ко тогда, когда εpC —делимый Rp-модуль для всех таких p ∈ P , что Rp = Ẑp.

Доказательство. Необходимость очевидна. Докажем достаточность. Если
εpC —делимый Rp-модуль, то εpC —делимый R-модуль для любого p ∈ P (лем-
ма 2). Тогда

∏
p∈P

Cp —делимый R-модуль. Используя предложение 1, получаем,

что C —делимый R-модуль.

Следствие. Пусть для всех p ∈ P Rp = Zpk , где k ∈ N. Тогда каждый
R-модуль делим.

Определение 2. Модуль M называется инъективным, если он удовлетворяет
следующим эквивалентным условиям:

1) каждый мономорфизм ξ : M → B является расщепляющимся (т. е. im(ξ) —
прямое слагаемое в B);

2) для каждого мономорфизма α : A → B и каждого гомоморфизма
ϕ : A → M существует такой гомоморфизм λ : B → M , что ϕ = λα.

Учитывая, что каждый R-модуль, являющийся F -пространством, инъекти-
вен, достаточно рассмотреть R-модули, не содержащие F -пространств. Следую-
щий факт известен.
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Предложение 4. Для всякого делимого p-адического модуля D имеет место
разложение D = Dp ⊕Ap, где Dp —векторное пространство над полем p-адиче-
ских чисел Q̂p, Ap —делимый периодический Ẑp-модуль.

Описание инъективных модулей над кольцом псевдорациональных чисел да-
но в [7], оно допускает обобщение на случай csp-колец.

Теорема 3. R-модуль, не содержащий F -пространств, инъективен тогда и
только тогда, когда он имеет вид

∏
p∈P

Cp, где Cp —инъективный модуль над Zpk ,

если Rp = Zpk , или Cp = Dp ⊕Ap, если Rp = Ẑp, где Dp —векторное простран-
ство над полем p-адических чисел Q̂p, Ap —делимый периодический Ẑp-модуль.

Доказательство. Заметим, что
∏

p∈P

Cp —инъективный R-модуль (лемма 1).

Обратно, пусть M —инъективный редуцированный R-модуль. Тогда εpM —инъ-
ективный Ẑp-модуль или инъективный Zpk -модуль. В первом случае εpM —де-
лимый p-адический модуль, и тогда εpM = Dp ⊕ Ap (предложение 4). Каждый
редуцированный R-модуль A содержится в R-модуле

∏
p∈P

εpA (предложение 1).

Поэтому M ⊆ ∏
p∈P

Cp, где модули Cp такие, как в условии теоремы. Посколь-

ку M инъективен, то
∏

p∈P

Cp = M ⊕ N для некоторого R-модуля N . Но тогда

εp

∏
p∈P

Cp = Cp = εpM ⊕ εpN . Отсюда следует, что εpN = 0 для каждого p ∈ P .

Учитывая, что N ⊆ ∏
p∈P

εpN , получаем, что N = 0, т. е. M =
∏

p∈P

Cp. Теорема
доказана.

Рассмотрим строение конечно порождённых проективных R-модулей. Пусть
Ri —копия кольца R для i = 1, . . . , n, n ∈ N.

Предложение 5. Пусть A —подмодуль R-модуля
n⊕

i=1

Ri. Тогда A = P ⊕ N ,

Rn = P ⊕ K для некоторых модулей N и K, причём N ⊆ Tn ∩ K.

Доказательство. При n = 1 A = (1 − ε)R ⊕ L (свойство 3). Полагаем
P = (1 − ε)R, N = L, K = εR. При n > 1 воспользуемся индукцией по n.
Рассмотрим канонический гомоморфизм π : A → R1 ⊕ . . . ⊕ Rn−1. По предпо-
ложению индукции πA = P1 ⊕ X, Rn−1 = P1 ⊕ K1, где X ⊆ Tn−1, X ⊆ K1.
Пусть ϕ : P1 ⊕ X → P1 —проекция. Тогда ϕπ : A → P1 —расщепляющийся го-
моморфизм и A = Ker(ϕπ) ⊕ Y , где Y ∼= P1. Поскольку Ker ϕπ ⊆ X ⊕ Rn, а
X ⊆ Ker ϕπ, то

Ker ϕπ = X ⊕ (Rn ∩ Ker ϕπ) = X ⊕ (1 − ε)Rn ⊕ Ln.

Таким образом, A = X⊕ (1−ε)Rn⊕Ln⊕Y . Теперь полагаем P = (1−ε)Rn⊕Y ,
N = X⊕Ln и окончательно получаем A = P ⊕N , Rn = P ⊕K, где K = K1⊕Ln,
N ⊆ Tn, N ⊆ K.
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Предложение 6. Пусть A —подмодуль R-модуля
n⊕

i=1

Ri и A �
n⊕

i=1, i �=j

Ri ⊕T

для всех j = 1, . . . , n. Тогда A —конечно порождённый R-модуль.

Доказательство. Рассмотрим случай n = 1. Имеем A ⊆ R и A � T . Тогда

A = (1 − ε)R ⊕
k⊕

i=1

riRpi
(свойство 3). При n > 1 воспользуемся индукцией

по n. Обозначим K =
n⊕

i=1

Ri и K ′ =
n−1⊕
i=1

Ri. Тогда K̄ = K/K ′ — свободный

циклический модуль. Он содержит подмодуль Ā = (A + K ′)/K ′. Если Ā = 0,
то A ⊆ K ′, и утверждение верно по предположению индукции. Пусть Ā �= 0.
Поскольку K̄ ∼= R, то R-подмодуль Ā изоморфен идеалу в R, не содержащемуся
в T , т. е. Ā обладает образующим ā1 = a1 + K ′, где a ∈ A (свойство 3 в)).
Далее, если A ∩ K ′ = 0, то для a ∈ A имеем ā = a + K ′. Тогда ā = rā1 для
некоторого r ∈ R. Отсюда следует, что a − ra1 ∈ K ′ и a = ra1 (K ′ ∩ A = 0).
Если же A ∩ K ′ �= 0, то по предположению индукции A ∩ K ′ = 〈a2, . . . , al〉, где
l ∈ N. Аналогично для a ∈ A имеем ā = a + K ′, ā = rā1, r ∈ R. Следовательно,
a − ra1 ∈ K ′ и a − ra1 ∈ K ′ ∩ A, т. е. a − ra1 = r2a2 + . . . + rlal, где ri ∈ R,
i = 1, . . . , l. Окончательно получаем

a = ra1 = r2a2 + . . . + rlal.

Таким образом, A —конечно порождённый R-модуль.

Теорема 4. Пусть A —конечно порождённый проективный R-модуль. Тогда
либо A —конечная прямая сумма циклических Rp-модулей, либо существуют
прямые разложения A = P ⊕ N , Rs ∼= P ⊕ K, где N , K —конечные прямые
суммы циклических Rp-модулей, s ∈ N.

Доказательство. Можно считать, что Rs = A ⊕ M , где s ∈ N, а M —
некоторый модуль. Если A ⊆ T s, то A —конечная прямая сумма циклических
Rp-модулей. Нужно учесть, что конечно порождённые Rp-модули являются пря-
мыми суммами циклических Rp-модулей. Далее предполагаем, что A � T s.

Доказательство теоремы проведём индукцией по s. При s = 1 по свойству 3
можно написать A = (1 − ε)R ⊕ L, где L —прямая сумма конечного числа
циклических Rp-модулей. Полагаем P = (1− ε)R, N = L, K = εR. Пусть s > 1.
Рассмотрим проекцию π : A → R1 ⊕ . . . ⊕ Rs−1.

Возможны два случая.
1. Если π(A) ⊆ T s−1, то πA —конечная прямая сумма циклических

Rp-модулей. Рассмотрим проекцию πs : A → Rs. Учитывая, что A � T s,
получаем πs(A) = (1 − ε)Rs ⊕ L, где 1 �= ε2 = ε ∈ Rs. Пусть
ϕ : (1 − ε)Rs ⊕ L → (1 − ε)Rs —проекция. Тогда ϕπs : A → (1 − ε)Rs —рас-
щепляющийся эпиморфизм и A = Ker ϕπs ⊕ Y , где Y ∼= (1 − ε)Rs. Поскольку
Ker ϕπs ⊆ L ⊕ T s−1, L ⊆ Ker ϕπs, то Ker ϕπs = L ⊕ (Ker ϕπs ∩ T s−1). Отсю-
да следует, что A = L ⊕ (Ker ϕπs ∩ T s−1) ⊕ Y . Осталось положить P = Y ,
N = L ⊕ (Ker ϕπs ∩ T s−1), K = εRs.
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2. Пусть теперь π(A) � T s−1. По предположению индукции π(A) = P1 ⊕N1,
Rs−1 ∼= P1⊕K1, где N1, K1 —конечные прямые суммы циклических Rp-модулей.
Обозначим через ϕ проекцию P1 ⊕ N1 → P1. Тогда ϕπ : A → P1 —расщепля-
ющийся эпиморфизм. Следовательно, A = Ker ϕπ ⊕ Y , где Y ∼= P1. Поскольку
Ker ϕπ ⊆ N1 ⊕Rs, а N1 ⊆ Ker ϕπ, то Ker ϕπ = N1 ⊕ (Ker ϕπ∩Rs). Здесь второе
слагаемое— идеал в Rs. Учитывая, что A —конечно порождённый R-модуль,
получаем

Ker ϕπ ∩ Rs = (1 − ε)Rs ⊕ L,

где L —конечная прямая сумма циклических Rp-модулей. Полученное представ-
ление для Ker ϕπ подставим в A:

A = N1 ⊕ (1 − ε)Rs ⊕ L ⊕ Y, Rs ∼= P1 ⊕ K1 ⊕ Rs.

Полагаем P = Y ⊕(1−ε)Rs, N = N1⊕L, K = K1⊕εRs. Здесь N , K —конечные
прямые суммы циклических Rp-модулей.

Следствие. Пусть P —конечно порождённый проективный R-модуль. Тогда
либо P —конечная прямая сумма циклических Rp-модулей, либо Rn ⊕ A ∼=
∼= P ⊕B, где A и B —конечные прямые суммы циклических Rp-модулей, n ∈ N.

Доказательство. Считаем, что P —прямое слагаемое в Rn. Если P ⊆ Tn,
то P —конечная прямая сумма циклических Rp-модулей. Если P � Tn, то
P = R1 ⊕ t(P ), Rn = R1 ⊕ t(R1), где t(P ), t(R1) —конечные прямые суммы
циклических Rp-модулей, n ∈ N. Тогда полагаем A = t(P ), B = t(R1).
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