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Аннотация

Изучаются кольца A, над которыми все циклические правые модули вполне целоза-
мкнуты. Полный ответ получен в случае, когда либо кольцо A полусовершенно, либо
каждый кольцевой прямой сомножитель кольца A, являющийся областью, ограничен
справа.

Abstract

A. A. Tuganbaev, Completely integrally closed modules and rings. III, Fundamental-
naya i prikladnaya matematika, vol. 16 (2010), no. 7, pp. 205—220.

We study rings A over which all cyclic right modules are completely integrally closed.
The complete answer is obtained if either A is a semiperfect ring or each ring direct
factor of A that is a domain is right bounded.

Все кольца предполагаются ассоциативными и с ненулевой единицей, а мо-
дули— унитарными. Если мы говорим «A—цепное кольцо», это означает, что
AA и AA—цепные модули.
Модуль X называется самоинъективным (или квазиинъективным), если

для любого его подмодуля Y каждый гомоморфизм Y → X продолжается до
гомоморфизма X → X. Модуль X называется вполне целозамкнутым, если
для любого его подмодуля Y каждый гомоморфизм Y → X, переводящий в се-
бя некоторый существенный подмодуль из Y , продолжается до гомоморфизма
X → X. Терминология объясняется тем, что коммутативная область A с по-
лем частных Q является вполне целозамкнутым A-модулем в точности тогда,
когда область A—вполне целозамкнутое (в классическом смысле) подкольцо
в поле Q (см. [1, замечание 2.11]). Ясно, что каждый самоинъективный мо-
дуль вполне целозамкнут. Над кольцом целых чисел Z все циклические модули
вполне целозамкнуты, но вполне целозамкнутый циклический Z-модуль Z не
самоинъективен.

∗Автор поддержан Российским фондом фундаментальных исследований, проект 08-01-00693-a.

Фундаментальная и прикладная математика, 2010, том 16, № 7, с. 205—220.
c© 2010 Центр новых информационных технологий МГУ,

Издательский дом «Открытые системы»



206 А. А. Туганбаев

Все циклические правые A-модули инъективны в точности тогда, когда A—
полупростое артиново кольцо [8]. В [7] описаны кольца, над которыми все цик-
лические правые модули квазиинъективны; в частности, такие кольца полусо-
вершенны, но не обязательно являются артиновыми. Над кольцом вычетов Z/4Z

все циклические модули квазиинъективны, но квазиинъективный циклический
Z/4Z-модуль 2Z/4Z не инъективен. В [2, теорема 1, лемма 14] автор описал
локальные области A, над которыми все циклические правые A-модули вполне
целозамкнуты (см. теорему А ниже).

Теорема А [2]. Если A—локальная область, то равносильны следующие
условия:

1) все циклические правые A-модули вполне целозамкнуты;
2) все циклические левые A-модули вполне целозамкнуты;
3) все циклические правые A-модули малоинъективны;
4) все циклические левые A-модули малоинъективны;
5) A—инвариантная цепная область и A содержит не более двух первичных
идеалов.

Основными результатами данной работы являются теоремы 1 и 2.

Теорема 1. Для полусовершенного кольца A равносильны следующие усло-
вия:

1) все циклические правые A-модули являются вполне целозамкнутыми мо-
дулями;

2) все циклические правые A-модули являются малоинъективными модуля-
ми;

3) A = A1 × . . .×An и для любого i либо Ai—простое артиново кольцо, ли-
бо Ai—инвариантная цепная область с не более чем двумя первичными
идеалами, либо Ai—инвариантное цепное кольцо с не более чем дву-
мя первичными идеалами, причём для любого нильпотентного идеала B
кольца Ai фактор-кольцо Ai/B инъективно справа.

Например, все коммутативные области дискретного нормирования и все
артиновы кольца главных правых (левых) идеалов удовлетворяют теореме 1.
В частности, кольцо целых p-адических чисел и все кольца вычетов Z/nZ удо-
влетворяют теореме 1.
Кольцо A называется ограниченным справа, если каждый его существенный

правый идеал содержит ненулевой идеал кольца A.

Теорема 2. Пусть A—кольцо, в котором каждый кольцевой сомножитель,
являющийся областью, — ограниченное справа кольцо. (Это так, например, ес-
ли A—кольцо с полиномиальным тождеством.) Тогда равносильны следующие
условия:

1) все циклические правые A-модули вполне целозамкнуты;
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2) A = A1 × . . . × An, где для любого i либо Ai—простое артиново кольцо,
либо Ai—инвариантное цепное кольцо с не более чем двумя первичны-
ми идеалами, причём для любого нильпотентного идеала B кольца Ai

фактор-кольцо Ai/B инъективно, либо Ai—вполне целозамкнутая спра-
ва, инвариантная область, у которой для любого ненулевого идеала B
фактор-кольцо Ai/B является конечным прямым произведением инвари-
антных цепных колец Ai1, . . . , Aik(i), причём кольцо Aij либо инъективно
справа, либо является областью с не более чем двумя первичными идеа-
лами, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k(i).

Мы разобьём доказательство теорем 1 и 2 на ряд утверждений, некоторые
из которых представляют самостоятельный интерес. Окончания доказательств
теорем 1 и 2 содержатся в замечаниях 22 и 25.
Приведём необходимые определения и обозначения. Через J(M) обознача-

ется радикал Джекобсона модуля M . Кольцо A называется локальным, если
A/J(A)— тело. Кольцо A называется полусовершенным, если A/J(A)—арти-
ново кольцо и все его идемпотенты поднимаются до идемпотентов кольца A.
Для любого подмножества X правого A-модуля M через r(X) обозначается
правый аннулятор множества X в A.
Модуль M называется цепным, если в M любые два подмодуля сравнимы

по включению. Модуль M называется инвариантным, если в M все подмодули
вполне инвариантны∗.
МодульM называется малоинъективным, если каждый эндоморфизм любо-

го его подмодуля продолжается до эндоморфизма модуля M . Модуль X называ-
ется инъективным относительно модуля Y (или Y -инъективным), если для
любого подмодуля Y1 модуля Y все гомоморфизмы Y1 → X продолжаются до
гомоморфизмов Y → X. Модуль M над кольцом A называется инъективным,
если M инъективен относительно любого A-модуля. Модуль M с инъективной
оболочкой E называется квазинепрерывным [6] (или π-инъективным [5]) при
выполнении следующих эквивалентных условий (см. [5,6]):

1) для любого подмодуля X модуля M каждый идемпотентный эндоморфизм
модуля X продолжается до идемпотентного эндоморфизма модуля M ;

2) для любого подмодуля X модуля M каждое конечное прямое разложение
X = X1⊕. . .⊕Xn продолжается до прямого разложенияM = M1⊕. . .⊕Mn;

3) f(M) ⊆ M для любого идемпотента кольца End(E);
4) M =

⊕

i∈I

(M ∩ Ei) для любого прямого разложения E =
⊕

i∈I Ei.

Подмодуль Y модуля X называется существенным, если Y имеет ненулевое
пересечение с каждым ненулевым подмодулем в X. В этом случае говорят, что
X — существенное расширение модуля Y . Если инъективный модуль M — су-
щественное расширение модуля X, то M называется инъективной оболочкой

∗Ясно, что кольцо инвариантно справа (слева) в точности тогда, когда все его правые (левые)
идеалы являются идеалами. В частности, все коммутативные кольца инвариантны.
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модуля X. Хорошо известно, что каждый модуль имеет инъективную оболоч-
ку, причём она единственна с точностью до изоморфизма. Кроме того, каждый
инъективный модуль, содержащий модуль X, также содержит некоторое своё
прямое слагаемое, являющееся инъективной оболочкой модуля X. Модуль M
называется равномерным, если в M любые два ненулевых подмодуля имеют
ненулевое пересечение∗. Модуль M называется конечномерным, если M не со-
держит бесконечных прямых сумм ненулевых модулей. Правый A-модуль M
называется несингулярным, если для любого ненулевого элемента m ∈ M пра-
вый идеал r(m) кольца A не является существенным. Кольцо A называется
регулярным, если a ∈ aAa для любого a ∈ A. Кольцо без ненулевых делителей
нуля называется областью. Собственный идеал B кольца A называется вполне
первичным, если фактор-кольцо A/B является областью.

Лемма 3 [1]. Каждый вполне целозамкнутый модуль малоинъективен, каж-
дый малоинъективный модуль квазинепрерывен, причём неразложимые квази-
непрерывные модули совпадают с равномерными модулями.

Лемма 4. Пусть X — самоинъективный модуль и R = End(X).
1. sg(X) = J(R), R/J(R)—регулярное кольцо и все его идемпотенты подни-
маются до идемпотентов кольца R.

2. Если X —неразложимый модуль, то X —равномерный модуль с локаль-
ным кольцом эндоморфизмов.

3. Если A—инъективное справа кольцо, то при естественном изоморфизме
A → End(AA) идеал J(A) переходит на идеал sg(AA).

Доказательство. Пункт 1 доказан в [3, 19.27]. Пункт 2 вытекает из пункта 1
и леммы 3. Пункт 3 вытекает из пункта 1.

Лемма 5. Пусть X̄ — существенное расширение модуля X и Y —модуль.
1. Если f — гомоморфизм из Y в X̄ и существует такой гомоморфизм

g : Y → X, что f совпадает с g на f−1(X), то f(Y ) ⊆ X.
2. Если X — Y -инъективный модуль, то f(Y ) ⊆ X для любого гомоморфизма

f : Y → X̄.
3. Если f —эндоморфизм модуля X̄ и существует такой эндоморфизм g мо-
дуля X, что f совпадает с g на X ∩ f−1(X), то f(X) ⊆ X.

4. Если X ⊕ Y —квазинепрерывный модуль, то все его прямые слагаемые
квазинепрерывны, X — Y -инъективный модуль и f(Y ) ⊆ X для любого
гомоморфизма f : Y → X̄.

Доказательство. 1. Допустим, что x∗ = (f − g)(x) ∈ X ∩ (f − g)(Y ), где
x ∈ Y . Тогда

f(x) = (f − g)(x) + g(x) = x∗ + g(x) ∈ X, x ∈ f−1(X),

x∗ ∈ (f − g)
(
f−1(X)

)
= 0, X ∩ (f − g)(Y ) = 0.

∗Ясно, что модуль M равномерен в точности тогда, когда все его ненулевые подмодули суще-
ственны в M . Кроме того, равномерные справа области совпадают с правыми областями Оре.
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Так как X̄ — существенное расширение модуля X, то (f − g)(Y ) = 0. Поэтому
f(Y ) = g(Y ) ⊆ X.
2. Так как f

(
f−1(X)

) ⊆ X и X — Y -инъективный модуль, то существует
такой гомоморфизм g : Y → X, что g совпадает с f на f−1(X). По пункту 1
f(Y ) ⊆ X.
3. Утверждение 3 следует из пункта 1.
4. Непосредственно проверяется, что все прямые слагаемые квазинепре-

рывных модулей квазинепрерывны. По пункту 2 остаётся доказать, что X —
Y -инъективный модуль. Пусть u : Y → X ⊕ Y — естественное вложение,
π : X ⊕ Y → X —проекция с ядром Y , Y1—подмодуль в Y и f1 : Y1 → X —
гомоморфизм. Существует такой эндоморфизм g1 модуля X⊕Y1, что g1(x+y1) =
= x + f1(y1). Тогда g1 = g2

1 . Так как модуль X ⊕ Y квазинепрерывен, то
g1 продолжается до некоторого эндоморфизма g модуля X ⊕ Y . Гомоморфизм
πgu : Y → X —искомое продолжение гомоморфизма f1.

Лемма 6. Пусть X —модуль с инъективной оболочкой X̄, sg(X̄)—идеал
кольца End(X̄), образованный всеми эндоморфизмами, ядра которых являются
существенными подмодулями в X̄. Равносильны следующие условия:

1) X —вполне целозамкнутый модуль;
2) f(X) ⊆ X для любого эндоморфизма f модуля X̄, переводящего в себя
некоторый существенный подмодуль модуля X;

3) X —малоинъективный модуль и h(X) ⊆ X для любого h ∈ sg(X̄);
4) X —малоинъективный модуль, являющийся конечной прямой суммой
вполне целозамкнутых модулей.

Доказательство. Эквивалентность условий 1), 2) и 3) доказана в [1, пред-
ложение 1.4]. Из этой эквивалентности следует импликация 1) =⇒ 4).
Докажем импликацию 4) =⇒ 3). По соображениям индукции можно счи-

тать, что X = X1 ⊕ X2, где модули X1 и X2 вполне целозамкнуты. По лемме 3
модуль X квазинепрерывен. Пусть X̄ —инъективная оболочка модуля X. То-
гда X̄ = X̄1 ⊕ X̄2, где X̄1 и X̄2—инъективные оболочки модулей X1 и X2

соответственно. Пусть h ∈ sg(X̄), u1 : X̄1 → X̄ и u2 : X̄2 → X̄ — естественные
вложения, π1 : X̄ → X̄1 и π2 : X̄ → X̄2— естественные проекции. Обозначим

h11 = π1hu1 ∈ End(X̄1), h22 = π2hu2 ∈ End(X̄2),
h12 = π2hu1 ∈ Hom(X̄1, X̄2), h21 = π1hu2 ∈ Hom(X̄2, X̄1).

Так как модули X1 и X2 вполне целозамкнуты, то по условию 4) h11(X1) ⊆ X1 и
h22(X2) ⊆ X2. Кроме того, по пункту 4 леммы 5 h21(X2) ⊆ X1 и h12(X1) ⊆ X2.
Поэтому

h(X) = h(X1 ⊕ X2) = h11(X1) + h12(X1) + h22(X2) + h21(X2) ⊆ X.

Лемма 7. Пусть X —малоинъективный модуль, X̄ — существенное расшире-
ние модуля X и f — эндоморфизм модуля X̄. Обозначим N = {x∈X | f(x)∈X}.
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1. Если f(N) ⊆ N , то f(X) ⊆ X.
2. Если f2(m) ∈ X для любого такого элемента x ∈ X, что f(x) ∈ X, то

f(X) ⊆ X.
3. Если (f2 − f)(N) ⊆ X, то f(X) ⊆ X.
4. Если (f2 − f)(X) ⊆ X, то f(X) ⊆ X.

Доказательство. 1. Так как f(N) ⊆ N и модуль X малоинъективен, то
(f − g)(N) = 0 для некоторого эндоморфизма g модуля X. Теперь пункт 1
следует из пункта 3 леммы 5.
2. Утверждение 2 следует из пункта 1.
3. Пусть x ∈ N . Тогда f(x) ∈ X. По условию (f2 − f)(x) ∈ X. Поэтому

f2(x) = (f2 − f)(x) + f(x) ∈ X. По пункту 2 f(X) ⊆ X.
4. Утверждение 4 следует из пункта 3.

Лемма 8. Пусть X —малоинъективный модуль, X̄ —инъективная оболочка
модуля X и sg(X)—идеал кольца End(X), образованный всеми эндоморфизма-
ми, ядра которых являются существенными подмодулями в X.

1. Если α(Z) ⊆ Z для любого α ∈ sg(X) и каждого существенного подмоду-
ля Z в X, то X —вполне целозамкнутый модуль.

2. Если каждый существенный подмодуль Y в X вполне инвариантен в X, то
X —вполне целозамкнутый модуль. В частности, если X —инвариантный
модуль, то X —вполне целозамкнутый модуль.

3. Если sg(X) = 0, то X —вполне целозамкнутый модуль.
4. Если модуль X несингулярен, то X —вполне целозамкнутый модуль.
5. Если X —конечная прямая сумма инвариантных модулей, то X —вполне
целозамкнутый модуль.

6. Если X —цепной модуль и α—автоморфизм модуля X̄ с условием
α(X) �⊆ X, то α−1(X) ⊆ X.

7. Если X —цепной модуль и sg(X) ⊆ J
(
End(X)

)
, то X —вполне целоза-

мкнутый модуль.

Доказательство. 1. Пусть h ∈ sg(X̄). По лемме 6 достаточно доказать, что
h(X) ⊆ X. Обозначим через Y сумму всех подмодулей в X, переходящих в се-
бя под действием h. Так как X ∩ Ker(h) ⊆ Y , то Y — существенный подмодуль
в X. Поскольку h(Y ) ⊆ Y и модуль X малоинъективен, то (h − g)(Y ) = 0 для
некоторого эндоморфизма g модуля X. Так как g

(
X ∩Ker(h)

)
= 0, то g ∈ sg(X).

Обозначим Z = {x ∈ X | (h − g)(x) ∈ Y }, Z∗ = {x ∈ X | h(x) ∈ X}. Так
как h(Z) ⊆ (h − g)(Z) + g(Z) ⊆ X, то Z ⊆ Z∗ ⊆ X. Кроме того, Y ⊆ Z,
Z — существенный подмодуль в X и (h − g)(Z) ⊆ Y ⊆ Z. Существует та-
кой гомоморфизм β∗ : Z∗/Y → X, что β∗(z∗ + Y ) = (h − g)(z∗) ∈ X. Тогда
Z/Y = {z∗ + Y ∈ Z∗/Y | β∗(z∗ + Y ) ∈ Y }. Так как Y — существенный под-
модуль в X, то Z/Y — существенный подмодуль в Z∗/Y . Так как модуль X
малоинъективен и (h − g)(Z) ⊆ Z, то (h − g − f)(Z) = 0 для некоторого эн-
доморфизма f модуля X. Так как f(Y ) = (h − g)(Y ) = 0, то f ∈ sg(X). Тогда
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f + g ∈ sg(X). По условию (g + f)(Z) ⊆ Z. Кроме того, (h − g − f)(Z) = 0.
Поэтому h(Z) = (g + f)(Z) ⊆ Z. Так как Y — сумма всех подмодулей в X, пе-
реходящих в себя под действием h, то Z ⊆ Y ⊆ Z и Z = Y . Кроме того, Z/Y —
существенный подмодуль в Z∗/Y . Поэтому Z∗/Y = 0 и Z∗ = Y . По пункту 3
леммы 5 h(X) ⊆ X.
2, 3. Утверждения 2 и 3 вытекают из 1.
4. Утверждение 4 вытекает из пункта 3 и того, что sg(X) = 0 для несингу-

лярного модуля X.
5. Утверждение 5 вытекает из пункта 2 и леммы 6.
6. Обозначим N = {x∈X | α−1(x)∈X}. Тогда α−1(N) = {x∈X | α(x)∈X}.

По пункту 1 леммы 7, применённому к α−1, достаточно доказать, что α−1(N) ⊆
⊆ N . Допустим, что α−1(N) �⊆ N . Так как X —цепной модуль, то N ⊆ α−1(N).
Тогда α

(
α−1(N)

) ⊆ α−1(N). Так как α−1(N) = {x ∈ X | α(x) ∈ X}, то из
пункта 1 леммы 7, применённого к α, вытекает, что α(X) ⊆ X. Получено про-
тиворечие.
7. Пусть h ∈ sg(X̄) и K = X ∩ Ker(h). По лемме 6 достаточно доказать,

что h(X) ⊆ X. По пункту 1 леммы 4 sg(X̄) = J
(
End(X̄)

)
. Поэтому 1 − h—

автоморфизм модуля X̄, действующий тождественно на существенном подмоду-
ле K модуля X. Тогда автоморфизм (1−h)−1 модуля X̄ действует тождественно
на существенном подмодуле K модуля X. Если (1 − h)(X) ⊆ X, то h(X) ⊆
⊆ X + (1 − h)(X) ⊆ X, и всё доказано.
Допустим, что (1 − h)(X) �⊆ X. По пункту 6 (1 − h)−1(X) ⊆ X. Поэтому

существует такой эндоморфизм f модуля X, что f(x) = (1 − h)−1(x) для всех
x ∈ X. Кроме того, (1− f)(K) = 0, поскольку (1−h)−1 действует тождественно
на K. Поэтому 1 − f ∈ sg(X). Кроме того, sg(X) ⊆ J

(
End(X)

)
по условию.

Поэтому f = 1 − (1 − f)—автоморфизм модуля X. Так как f(x) = (1 − h)−1(x)
для всех x ∈ X, то (1 − h)−1(X) = X. Поэтому X = (1 − h)(X). Получено
противоречие, так как (1 − h)(X) �⊆ X.

Лемма 9 [3, 19.3]. Модуль M является самоинъективным в точности тогда,
когда M —вполне инвариантный подмодуль своей инъективной оболочки.

Лемма 10. Пусть M — существенное расширение вполне целозамкнутого
модуля X.

1. f(X) ⊆ X для любого эндоморфизма f модуля M , переводящего в себя
некоторый существенный подмодуль модуля X.

2. Если f —эндоморфизм модуля M и Ker(f)— существенный подмодуль
в M , то f(X) ⊆ X.

3. Если X — существенное расширение некоторого модуля Y , который вполне
инвариантен в M , то X —вполне инвариантный подмодуль в M .

4. Если X — существенное расширение самоинъективного модуля Y , то X —
самоинъективный вполне инвариантный подмодуль в M .

5. Если X — существенное расширение полупростого модуля, то X — само-
инъективный вполне инвариантный подмодуль в M .
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Доказательство. 1. По условию f(Y ) ⊆ Y для некоторого существен-
ного подмодуля Y в X. Обозначим через X1 модуль X ∩ f−1(X) и через
f1 ∈ Hom(X1,X)—ограничение гомоморфизма f на модуль X1. Так как Y ⊆ X1

и f1(Y ) = f(Y ) ⊆ Y , то гомоморфизм f1 : X1 → X переводит в себя существен-
ный подмодуль вполне целозамкнутого модуля X. Поэтому f1 продолжается до
гомоморфизма g : X → X. По пункту 3 леммы 5 f(X) ⊆ X.
2. Обозначим Y = X ∩ Ker(f). Тогда Y — существенный подмодуль в X и

f(Y ) = 0 ⊆ Y . По пункту 1 f(X) ⊆ X.
3. Утверждение 3 следует из пункта 1.
4. Пусть M ′—инъективная оболочка модуля M . Тогда M ′— существенное

расширение модуля Y , поскольку M ′— существенное расширение модуля M ,
M — существенное расширение модуля X и X — существенное расширение мо-
дуля Y . По лемме 9 Y —вполне инвариантный подмодуль вM иM ′. По пункту 3
X —вполне инвариантный подмодуль в M и M ′. По лемме 9 модуль X само-
инъективен.
5. Так как все полупростые модули самоинъективны, то пункт 5 следует из

пункта 4.

Лемма 11. Для модуля X равносильны следующие условия:

1) X —вполне целозамкнутый неразложимый модуль;
2) X —равномерный модуль и либо X — самоинъективный модуль с локаль-
ным кольцом End(X) и sg(X) = J

(
End(X)

)
, либо X —малоинъективный

модуль и каждый его ненулевой эндоморфизм является мономорфизмом.

Доказательство. Пусть M —инъективная оболочка модуля X.
Докажем импликацию 1) =⇒ 2). По лемме 3 X —малоинъективный рав-

номерный модуль. Если каждый ненулевой эндоморфизм модуля X является
мономорфизмом, то всё доказано. Допустим, что существует ненулевой эндо-
морфизм g ∈ End(X) с ненулевым ядром. Эндоморфизм g продолжается до
ненулевого эндоморфизма h ∈ sg(M). Обозначим через Y ненулевой вполне ин-
вариантный подмодуль

∑

f∈sg(M)

f(M) инъективного равномерного модуля M . По

лемме 6 Y ⊆ X. По пункту 3 леммы 10 X —вполне инвариантный подмодуль
в M . По лемме 9 модуль X самоинъективен. Так как X —неразложимый са-
моинъективный модуль, то по пункту 2 леммы 4 End(X)—локальное кольцо и
sg(X) = J

(
End(X)

)
.

Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Без ограничения общности можно считать,
что X —малоинъективный модуль и каждый его ненулевой эндоморфизм яв-
ляется мономорфизмом. По пункту 3 леммы 8 X —вполне целозамкнутый мо-
дуль.

Лемма 12 [9, утверждение 2, следствие 1]. Для кольца A равносильны
следующие условия:

1) все циклические правые A-модули квазинепрерывны;
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2) A =
n∏

i=1

Ai, где Ai—либо простое артиново кольцо, либо равномерное

справа кольцо, над которым все циклические правые модули квазинепре-
рывны, i = 1, . . . , n.

При выполнении этих условий каждый циклический правый A-модуль является
конечной прямой суммой циклических равномерных модулей.

Лемма 13. Пусть M —модуль и все его фактор-модули квазинепрерывны.

1. Если все фактор-модули модуля M неразложимы, то M —цепной модуль.
2. Если M —циклический модуль над локальным кольцом, то M —цепной
модуль.

Доказательство. 1. Пусть X и Y —подмодули в M , X �⊆ Y и

h : M → M/(X ∩ Y )—

естественный эпиморфизм. Неразложимый квазинепрерывный модуль h(M) рав-
номерен. Кроме того, h(X) ∩ h(Y ) = h(0) и h(X) �= h(0). Тогда h(Y ) = h(0) и
Y = X ∩ Y ⊆ X.
2. Так как все фактор-модули циклических модулей цикличны, то пункт 2

вытекает из пункта 1 и того, что все циклические модули над локальными
кольцами неразложимы.

Лемма 14 [2]. Для кольца A равносильны следующие условия:

1) A—цепная справа область и AA—вполне целозамкнутый модуль;
2) A—цепная слева область и AA—вполне целозамкнутый модуль;
3) A—цепная справа область и модуль AA малоинъективен;
4) A—цепная слева область и модуль AA малоинъективен;
5) A—инвариантная цепная область с не более чем двумя первичными иде-
алами.

Лемма 15. Пусть A—кольцо.

1. Модуль AA является вполне целозамкнутым в точности тогда, когда AA—
малоинъективный модуль и существует такой идемпотент e ∈ A, что мо-
дуль eAA несингулярен, а модуль (1 − e)AA инъективен.

2. Если A—несингулярное справа кольцо без нетривиальных идемпотентов,
то модуль AA вполне целозамкнут в точности тогда, когда модуль AA ма-
лоинъективен. При этих условиях A—равномерная справа, инвариантная
слева область, обладающая двусторонним классическим кольцом частных.

Доказательство. 1. Утверждение является частным случаем предложе-
ния 2.2 из [1].
2. Утверждение является частным случаем леммы 7 из [2].

Лемма 16. Пусть A—кольцо и Nl(A)—множество всех его левых делителей
нуля. Равносильны следующие условия:
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1) кольцо A не имеет нетривиальных идемпотентов и AA—вполне целоза-
мкнутый модуль;

2) A—равномерное справа кольцо и либо A—инъективное справа локальное
кольцо и J(A) = sg(AA) = Sing(AA) = Nl(A), либо A—инвариантная
слева область и AA—малоинъективный модуль.

Доказательство. Импликация 2) =⇒ 1) следует из пункта 2 леммы 15 и
того, что каждый самоинъективный модуль вполне целозамкнут.
Докажем импликацию 1) =⇒ 2). По лемме 3 кольцо A равномерно справа.

Поэтому Sing(AA) = Nl(A) = sg(AA). По пункту 1 леммы 15 можно считать,
что равномерный модуль AA либо инъективен, либо несингулярен. Теперь при-
меняем лемму 11 и пункт 2 леммы 15.

Лемма 17. Для кольца A равносильны следующие условия:

1) A—цепное справа, вполне целозамкнутое справа кольцо;
2) A—цепное справа, малоинъективное справа кольцо;
3) либо A—инвариантная цепная область, имеющая не более двух первич-
ных идеалов, либо A—инъективное справа, цепное справа и слева кольцо.

Доказательство. Импликация 3) =⇒ 1) следует из леммы 14.
Импликация 1) =⇒ 2) следует из леммы 3.
Докажем импликацию 2) =⇒ 3). Если A—область, то по лемме 14 A—ин-

вариантная цепная область, имеющая не более двух первичных идеалов. Допу-
стим, что A не область. Так как A—цепное справа кольцо и A = End(AA), то
sg(AA) = J(A). По пункту 7 леммы 8 AA—вполне целозамкнутый модуль. По
лемме 16 A—инъективное справа кольцо.
Пусть x, y ∈ A. Так как A—цепное справа кольцо, то либо r(y) ⊆ r(x), либо

r(x) ⊆ r(y). Поэтому либо существует гомоморфизм f : yA → xA с условием
f(y) = x, либо существует гомоморфизм g : xA → yA с условием g(x) = y.
Кроме того, кольцо A инъективно справа. Поэтому либо существует элемент
a ∈ A с условием ay = x, либо существует элемент b ∈ A с условием bx = y.
Следовательно, A—цепное слева кольцо.

Лемма 18 [4]. Пусть A—цепное кольцо и xA ⊆ Ax или Ax ⊆ xA для
любого элемента x ∈ A.

1. В A каждый первичный идеал вполне первичен.
2. Если A—кольцо с условием минимальности для первичных идеалов, то

A—инвариантное кольцо.

Лемма 19. Пусть A—локальное кольцо, все циклические правые A-модули
вполне целозамкнуты и A не область.

1. A—инъективное справа, цепное (справа и слева) кольцо.
2. Jx ⊆ xA для любого x ∈ A.
3. xA ⊆ Ax или Ax ⊆ xA для любого элемента x ∈ A.
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4. A—инвариантное цепное кольцо с ненулевым первичным радикалом P ,
A/P —область и A имеет не более двух первичных идеалов.

Доказательство. 1. По пункту 2 леммы 13 A—цепное справа кольцо. По
лемме 17 A—инъективное справа, цепное слева кольцо.
2. Обозначим J = J(A). По пункту 3 леммы 4 при естественном изомор-

физме A → End(AA) идеал J переходит на идеал sg(AA). Если 0 �= x ∈ A, то
инъективный цепной модуль AA—инъективная оболочка циклического вполне
целозамкнутого модуля xA, откуда по лемме 6 следует, что JxA ⊆ xA.
3. Допустим, что x ∈ A, xa /∈ Ax и bx /∈ xA для некоторых a, b ∈ A. Так

как A—цепное кольцо по пункту 1, то x = cxa = bxd = cbxda для некоторых
c, d ∈ A. Если элемент c обратим, то xa = c−1cxa = c−1x ∈ Ax, и получаем про-
тиворечие. Если элемент d обратим, то bx = bxd d−1 = xd−1 ∈ xA, и получаем
противоречие. Поэтому c, d ∈ J и x = cbxda ∈ JxJ , причём Jx ⊆ xA.Поэтому
x ∈ JxJ ⊆ xJ и x = xy для некоторого y ∈ J . Тогда элемент 1 − y обратим и
x(1 − y) = 0, откуда следует, что x = 0, xa ∈ Ax, и получаем противоречие.
4. Первичный радикал P цепного кольца A является первичным идеалом. По

пункту 3 этой леммы и пункту 1 леммы 18 первичный идеал P вполне перви-
чен. Тогда A/P —цепная область, над которой все циклические правые модули
вполне целозамкнуты. По теореме А A/P —инвариантная цепная область и
A/P имеет не более двух первичных идеалов. Так как каждый первичный иде-
ал кольца A содержит первичный радикал P , то кольцо A имеет не более двух
первичных идеалов. По пункту 2 леммы 18 A—инвариантное кольцо.

Лемма 20. Для кольца A равносильны следующие условия:

1) A—локальное кольцо и все циклические правые A-модули вполне цело-
замкнуты;

2) A—инвариантное цепное кольцо, A имеет не более двух первичных иде-
алов и либо A—область, либо для любого нильпотентного непервичного
идеала B кольца A фактор-кольцо A/B инъективно справа.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). По теореме А можно счи-
тать, что A не область. По пункту 4 леммы 19 A—инвариантное цепное кольцо
с ненулевым первичным радикалом P , A/P —область и A имеет не более двух
первичных идеалов. Пусть B—нильпотентный непервичный идеал кольца A.
Тогда B строго содержится в P . Поэтому A/B не область. Так как A/B—
локальное кольцо и все циклические правые модули над A/B вполне целоза-
мкнуты, то по пункту 4 леммы 19 кольцо A/B инъективно справа.
Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Пусть B—идеал инвариантного кольца A.

Достаточно доказать, что фактор-кольцо A/B является вполне целозамкнутым
правым модулем над кольцом A/B. Первичный радикал P инвариантного цеп-
ного кольца A является вполне первичным идеалом. Тогда A/P —инвариантная
цепная область и A/P имеет не более двух первичных идеалов. Если P ⊆ B,
то по теореме А A/B—вполне целозамкнутый правый модуль над A/B. До-
пустим, что B � P и p ∈ P \ B. Так как A—инвариантное цепное кольцо,
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то pA—нильпотентный идеал и B ⊂ pA. Тогда B—нильпотентный непервич-
ный идеал. По условию кольцо A/B инъективно справа. Поэтому A/B—вполне
целозамкнутый правый модуль над A/B.

Лемма 21. Для кольца A равносильны следующие условия:

1) все циклические правые A-модули вполне целозамкнуты;
2) A = A1 × . . . × An и Ai либо простое артиново кольцо, либо равномер-
ное справа кольцо, над которым все циклические правые модули вполне
целозамкнуты и конечномерны, i = 1, . . . , n;

3) A = A1 × . . . × An и для любого i верно, что либо Ai—простое арти-
ново кольцо, либо Ai—инвариантная слева, равномерная справа область,
над которой все циклические правые модули вполне целозамкнуты, ли-
бо Ai—инвариантное цепное кольцо, Ai имеет не более двух первичных
идеалов и для любого нильпотентного непервичного идеала B кольца Ai

фактор-кольцо Ai/B инъективно справа.

Доказательство. Импликация 3) =⇒ 2) вытекает из леммы 20.
Импликация 2) =⇒ 1) проверяется непосредственно.
Импликация 1) =⇒ 2) вытекает из лемм 3 и 12.
Докажем импликацию 2) =⇒ 3). Без ограничения общности можно считать,

что A = Ai—равномерное справа кольцо. Если A—область, то по лемме 15
область A инвариантна слева. Остаётся рассмотреть случай, когда равномерное
справа кольцо A не является областью. По лемме 11 A—инъективное справа,
локальное кольцо. Теперь применяем лемму 20.

Замечание 22 (окончание доказательства теоремы 1). Так как все мо-
дули над простыми артиновыми кольцами инъективны, то по лемме 21 можно
считать, что A—равномерное справа кольцо. Кроме того, равномерное справа
кольцо A является полусовершенным в точности тогда, когда A—локальное
кольцо. Теперь применяем лемму 20.

Лемма 23. Пусть A—кольцо и все циклические правые A-модули вполне
целозамкнуты.

1. Если A имеет существенный нильпотентный левый идеал, то A—инвари-
антное кольцо и A—конечное прямое произведение цепных колец.

2. Если A—область, то A—инвариантная слева, равномерная справа, вполне
целозамкнутая справа область и для любого её ненулевого идеала B фак-
тор-кольцо A/B—конечное прямое произведение инвариантных цепных
колец.

Доказательство. 1. Так как A имеет существенный нильпотентный левый
идеал, то кольцо A не имеет прямых сомножителей, являющихся простыми
артиновыми кольцами или областями. Тогда из леммы 21 следует, что A—ко-
нечное прямое произведение инвариантных цепных колец. В частности, A—
инвариантное кольцо.
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2. По лемме 21 A—инвариантная слева, равномерная справа область. Пусть
B—ненулевой собственный идеал в A, содержащий ненулевой необратимый
элемент b. Пусть h : A → A/(Ab2)— естественный кольцевой эпиморфизм. Так
как A—инвариантная слева область и Ab �= A, то Ab2—идеал, b /∈ Ab2 и
h(Ab)—ненулевой нильпотентный идеал кольца h(A).
Докажем, что нильпотентный идеал h(Ab) кольца h(A) является существен-

ным левым идеалом в h(A). Пусть a ∈ A и h(a) �= h(0). Тогда h(ab) ∈
∈ h(Aa) ∩ h(Ab). Остаётся доказать, что h(ab) �= h(0). Допустим противное.
Тогда ab = cb2 для некоторого c ∈ A. Поэтому a = cb, h(a) = h(cb) = h(0), и
получаем противоречие.
Так как h(A) имеет существенный нильпотентный левый идеал, то по пунк-

ту 1 h(A)—конечное прямое произведение инвариантных цепных колец. Так как
Ab2 ⊆ B, то A/B— гомоморфный образ кольца h(A). Поэтому A/B—конечное
прямое произведение инвариантных цепных колец.

Лемма 24. Для кольца A равносильны следующие условия:

1) A—ограниченная справа область и все циклические правые A-модули
вполне целозамкнуты;

2) A—вполне целозамкнутая справа, инвариантная область и для любого её
ненулевого идеала B фактор-кольцо A/B—конечное прямое произведение
инвариантных цепных колец A1, . . . , An, причём каждое кольцо Ai имеет
не более двух первичных идеалов и либо Ai—область, либо для любого
нильпотентного непервичного идеала B кольца Ai фактор-кольцо Ai/B
инъективно справа.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). По пункту 2 леммы 23
A—инвариантная слева, вполне целозамкнутая справа область. Пусть C —про-
извольный ненулевой правый идеал области A. По условию C содержит некото-
рый ненулевой идеал D области A. По пункту 2 леммы 23 фактор-кольцо A/D
инвариантно справа. Поэтому C —идеал области A, и область A инвариантна.
Пусть B—произвольный ненулевой идеал области A. По пункту 2 леммы 23
фактор-кольцо A/B является конечным прямым произведением инвариантных
цепных колец A1, . . . , An.
Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Достаточно доказать, что для любого нену-

левого идеала B инвариантной области A кольцо A/B является вполне це-
лозамкнутым правым A/B-модулем. Это вытекает из леммы 20 и того, что
конечное прямое произведение вполне целозамкнутых справа колец является
вполне целозамкнутым справа кольцом.

Замечание 25 (окончание доказательства теоремы 2). Теорема 2 вытекает
из лемм 21 и 24.

Предложение 26. Для кольца A равносильны следующие условия:

1) все циклические правые A-модули и все циклические левые A-модули яв-
ляются вполне целозамкнутыми модулями;
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2) A = A1 × . . . × An и для любого i либо Ai—простое артиново кольцо,
либо Ai—инвариантное цепное кольцо с не более чем двумя первичны-
ми идеалами, причём для любого нильпотентного идеала B кольца Ai

фактор-кольцо Ai/B инъективно, либо Ai—инвариантная вполне целоза-
мкнутая область, у которой для любого ненулевого идеала B фактор-коль-
цо Ai/B является конечным прямым произведением инвариантных цепных
колец Ai1, . . . , Aik(i), причём кольцо Aij либо инъективно, либо являет-
ся областью с не более чем двумя первичными идеалами, i = 1, . . . , n,
j = 1, . . . , k(i).

Предложение 26 вытекает из теоремы 2 и леммы 21.

Модуль M называется малопроективным, если каждый эндоморфизм лю-
бого его фактор-модуля поднимается до эндоморфизма модуля M ; это означает,
что для каждого эндоморфизма f̄ произвольного фактор-модуля M/X модуля M
существует такой эндоморфизм f модуля M , что hf = f̄h, где h : M → M/X —
естественный эпиморфизм.

Лемма 27. Для модуля M равносильны следующие условия:
1) модуль M малопроективен и все его фактор-модули малоинъективны;
2) модуль M малоинъективен и все его подмодули малопроективны.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Пусть N —подмодуль
модуля M , f̄ —эндоморфизм фактор-модуля N̄ = N/P и h : M → M/P —
естественный эпиморфизм. Так как модуль M/P малоинъективен, то f̄ продол-
жается до эндоморфизма ḡ модуля M/P . Поскольку модуль M малопроективен,
то ḡh = hg для некоторого эндоморфизма g модуля M . Поэтому g(N) ⊆ N . То-
гда g индуцирует эндоморфизм f модуля N и f̄hN = hNf , где hN : N → N/P —
естественный эпиморфизм. Поэтому модуль N малопроективен.
Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Пусть M/N —фактор-модуль модуля M ,

X̄ —подмодуль модуля M/N и f̄ —эндоморфизм модуля X̄. Существует такой
подмодуль X модуля M , что N ⊆ X и X̄ = X/N . Пусть h : X → X/N — есте-
ственный эпиморфизм. По условию модуль X малопроективен. Поэтому f̄h = hf
для некоторого эндоморфизма f модуля X с условием f(N) ⊆ N . Так как мо-
дуль M малоинъективен, то f продолжается до некоторого эндоморфизма g
модуля M . Поскольку g(N) = f(N) ⊆ N , то g индуцирует эндоморфизм ḡ
модуля M/N . Так как ḡ совпадает с f̄ на модуле X̄, то модуль M/N малоинъ-
ективен.

Лемма 28. Для кольца A равносильны следующие условия:
1) все циклические правые A-модули малоинъективны;
2) A малоинъективно справа и все его правые идеалы являются малопроек-
тивными правыми A-модулями;

3) A =
n∏

i=1

Ai, где Ai—либо простое артиново кольцо, либо равномерное

справа кольцо, над которым все циклические правые модули малоинъек-
тивны и конечномерны, i = 1, . . . , n;
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4) A =
n∏

i=1

Ai, где Ai—либо простое артиново кольцо, либо малоинъективное

справа равномерное справа кольцо, в котором все правые идеалы малопро-
ективны, i = 1, . . . , n.

Доказательство. Эквивалентность 1) ⇐⇒ 2) следует из леммы 27 и того,
что модуль AA проективен.
Импликация 1) =⇒ 3) следует из леммы 12 и того, что по лемме 3 каждый

малоинъективный модуль квазинепрерывен.
Эквивалентность 3) ⇐⇒ 4) следует из эквивалентности 1) ⇐⇒ 2).
Докажем импликацию 3) =⇒ 1). Так как над простым артиновым кольцом

все модули инъективны, то все циклические правые Ai-модули малоинъектив-

ны, i = 1, . . . , n. Так как A =
n∏

i=1

Ai, то непосредственно проверяется, что все

циклические правые A-модули малоинъективны.

Предложение 29. Для кольца A равносильны следующие условия:

1) все циклические правые A-модули вполне целозамкнуты;
2) A = A1 × . . . × An и для любого i верно, что либо Ai—простое арти-
ново кольцо, либо Ai—инвариантное цепное кольцо, Ai имеет не более
двух первичных идеалов и для любого нильпотентного непервичного идеа-
ла B кольца Ai фактор-кольцо Ai/B инъективно справа, либо Ai—вполне
целозамкнутая справа, инвариантная слева, равномерная справа область,
в которой все правые идеалы малопроективны, причём h(X) ⊆ X для лю-
бого циклического правого Ai-модуля X с инъективной оболочкой X̄ и
каждого h ∈ sg X̄.

Предложение 29 вытекает из лемм 28, 21 и 6.
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