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Аннотация

Пусть R(+, ·)—произвольное нильпотентное кольцо и (M, <)—решётка всех
кольцевых топологий на кольце R(+, ·) или решётка всех кольцевых топологий на
кольце R(+, ·), в каждой из которых кольцо обладает базисом окрестностей ну-
ля, который состоит из подгрупп. Если τ и τ ′ — такие кольцевые топологии из
M, что τ = τ0 ≺M τ1 ≺M . . . ≺M τn = τ ′, то k � n для любой цепочки
τ = τ ′

0 < τ ′
1 < . . . < τ ′

k = τ ′ топологий из M и k = n тогда и только тогда,
когда τ ′

i ≺M τ ′
i+1 для 0 � i < k.

Abstract

V. I. Arnautov, Properties of finite unrefinable chains of ring topologies, Fundamen-
talnaya i prikladnaya matematika, vol. 16 (2010), no. 8, pp. 5—16.

Let R(+, ·) be a nilpotent ring and (M, <) be the lattice of all ring topologies on
R(+, ·) or the lattice of all such ring topologies on R(+, ·) in each of which the ring R
possesses a basis of neighborhoods of zero consisting of subgroups. Let τ and τ ′ be ring
topologies from M such that τ = τ0 ≺M τ1 ≺M . . . ≺M τn = τ ′. Then k � n for every
chain τ = τ ′

0 < τ ′
1 < . . . < τ ′

k = τ ′ of topologies from M, and also n = k if and only if
τ ′
i ≺M τ ′

i+1 for all 0 � i < k.

Введение. После того как была решена проблема о существовании недис-
кретных хаусдорфовых топологий в бесконечных абелевых группах и некоторых
бесконечных кольцах (см. [4, с. 351—390]) и было доказано существование
большого числа групповых и кольцевых топологий в некоторых бесконечных
группах и кольцах, возник интерес к изучению решётки всех групповых топо-
логий и решётки всех кольцевых топологий и их подрешёток.

Так, в [6] было доказано, что решётка всех групповых топологий абелевой
группы является модулярной.
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Так как известны свойства конечных неуплотняемых цепочек в модулярной
решётке (см., например, теорему 8), то для любой абелевой группы в произволь-
ной подрешётке решётки всех групповых топологий свойства неуплотняемых
цепочек изучены достаточно хорошо.

Поскольку решётка всех кольцевых топологий не является модулярной даже
для нильпотентного кольца (см. [5]), то естественно возникает интерес к свой-
ствам конечных неуплотняемых цепочек кольцевых топологий. Настоящая ра-
боте и посвящена этому вопросу.

Основными результатами работы являются теорема 11, которая сводит
неуплотняемость некоторых цепочек кольцевых топологий к их неуплотняемости
в решётке групповых топологий, и теоремы 13—15 и следствие 16, в которых до-
казываются некоторые свойства неуплотняемых цепочек кольцевых топологий.

1. Обозначения. Если не оговорено другое, то в этой работе будем придер-
живаться следующих обозначений.

1.1. N—множество всех натуральных чисел.
1.2. R(+, ·) (или просто R) — произвольное кольцо (рассматриваются не обяза-

тельно ассоциативные кольца).
1.3. Если R—кольцо, A,B ⊆ R, то положим A · B = {a · b | a ∈ A, b ∈ B}.
1.4. Если R—кольцо, то по индукции определим в кольце R идеалы Rk сле-

дующим образом:

R1 = R, Rk =
{ s∑

i=1

ci

∣∣ ci ∈ Rti · Rk−ti , где s, ti ∈ N

}
.

Легко проверяется, что Rk+1 ⊆ Rk для любого k ∈ N.
1.5. R(+)—аддитивная группа кольца R(+, ·).
1.6. Если τ1 и τ2 — топологии на множестве X, то считаем, что τ1 � τ2, если

τ1 ⊆ τ2.
1.7. (R(+, ·), τ) (или просто (R, τ)) — топологическое кольцо.
1.8. (R(+), τ)— топологическая группа.
1.9. Пусть R(+, ·)—некоторое кольцо и R(+)— его аддитивная группа. Если

I —некоторый идеал кольца R(+, ·) или подгруппа группы R(+), то

— через R/I будем обозначать фактор-кольцо кольца R(+, ·) по идеалу I
или фактор-группу группы R(+) по подгруппе I;

— через ξI : R → R/I будем обозначать канонический гомоморфизм, т. е.
такое отображение, что ξI(x) = x + I.

1.10. Если I —некоторая подгруппа группы R(+), то легко заметить, что сово-
купность {I} удовлетворяет условиям BN1—BN4 (см. [4, теорема 1.2.4]),
и значит, она задаёт на группе R(+) некоторую групповую топологию,
для которой совокупность {I} является базисом окрестностей нуля. Эту
топологию будем обозначать через τ(I).
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Если же I является идеалом кольца R(+, ·), то легко заметить, что сово-
купность {I} удовлетворяет условиям BN1—BN6 (см. [4, теорема 1.2.5]),
и значит, τ(I) является кольцевой топологией.

1.11. Пусть (R(+), τ)— топологическая абелева группа и I —некоторая под-
группа группы R(+). Если Ω—некоторый базис окрестностей нуля в то-
пологической группе (R(+), τ), то легко заметить, что совокупность
{V ∩I | V ∈ Ω} удовлетворяет условиям BN1—BN4 (см. [4, теорема 1.2.4]),
и значит, она задаёт на группе R(+) некоторую групповую топологию, для
которой совокупность {V ∩ I | V ∈ Ω} является базисом окрестностей
нуля. Эту топологию будем обозначать через τI .

Легко заметить, что если (R(+, ·), τ)— топологическое кольцо и I —идеал
кольца R(+, ·), то τI является кольцевой топологией.

1.12. Если (R(+), τ)— топологическая группа, A—некоторая подгруппа группы
R(+) и τ |A = {V ∩ A | V ∈ τ}, то τ |A будет групповой топологией на
группе A(+) (см. [4, замечание 1.4.2]).

Легко заметить, что если (R(+, ·), τ)— топологическое кольцо и A—под-
кольцо кольца R(+, ·), то τ |A является кольцевой топологией в кольце
A(+, ·).

1.13. Пусть (R(+), τ)— топологическая абелева группа и I —некоторая под-
группа группы R(+). Если Ω—некоторый базис окрестностей нуля в то-
пологической группе (R(+), τ), то через τ/I будем обозначать групповую
топологию на группе R(+)/I, для которой совокупность {ξI(V ) | V ∈ Ω}
является базисом окрестностей нуля (см. [4, предложения 1.5.6 и 1.5.31]).

Легко заметить, что если I —идеал топологического кольца (R(+, ·), τ),
то τ/I является кольцевой топологией в кольце R(+, ·)/I.

1.14. Пусть τ и τ ′ —произвольные групповые топологии на группе R(+). Если
Ω и Ω′ —некоторые базисы окрестностей нуля в топологических группах
(R(+), τ) и (R(+), τ ′) соответственно, то совокупность {V + U | V ∈ Ω,
U ∈ Ω′} удовлетворяет условиям BN1—BN4 (см. [4, теорема 1.2.4]), и зна-
чит, она задаёт на группе R(+) некоторую групповую топологию, в которой
эта совокупность является базисом окрестностей нуля. Эту топологию бу-
дем обозначать через τ + τ ′.

Легко заметить, что если (R, τ)— топологическое кольцо и I —некоторый
идеал кольца R, то τ + τ(I) (см. 1.10) является кольцевой топологией на
кольце R.

1.15. Через
(
M

(
R(+, ·)), <)

будем обозначать решётку всех кольцевых тополо-
гий на кольце R(+, ·), т. е. множество всех кольцевых топологий с обычной
операцией сравнения топологий. Через (M, <) будем обозначать произ-
вольную решётку кольцевых топологий на кольце R(+, ·), т. е. M—неко-
торое множество кольцевых топологий на кольце R(+, ·), которое является
решёткой относительно обычной операции сравнения топологий. Заметим,
что (M, <) может не быть подрешёткой решётки

(
M

(
R(+, ·)), <)

. Так,
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если (M, <)—решётка всех кольцевых топологий, в каждой из которых
кольцо R(+, ·) обладает базисом окрестностей нуля, состоящим из под-
групп, то эта решётка не является подрешёткой решётки

(
M

(
R(+, ·)), <)

.
1.16. Через

(
N

(
R(+)

)
, <

)
будем обозначать решётку всех групповых тополо-

гий на группе R(+), т. е. множество всех групповых топологий на группе
R(+) с обычной операцией сравнения топологий. Через N будем обозна-
чать некоторую подрешётку решётки всех групповых топологий на группе
R(+).

1.17. Пусть R(+, ·)—произвольное кольцо и I —некоторый идеал кольца
R(+, ·). Если M—некоторая решётка кольцевых топологий на кольце
R(+, ·) или некоторая решётка групповых топологий на группе R(+), то
совокупность M/I = {τ/I | τ ∈ M} (см. 1.13) относительно обычной
операции сравнения топологий является некоторой решёткой кольцевых
топологий на кольце R(+, ·)/I или подрешёткой решётки всех групповых
топологий на группе R(+)/I соответственно.

1.18. Пусть R(+, ·)—произвольное кольцо и I —некоторый идеал кольца
R(+, ·). Если M—некоторая решётка кольцевых топологий на кольце
R(+, ·) или некоторая подрешётка решётки всех групповых топологий
на группе R(+), то совокупность M|I = {τ |I | τ ∈ M} (см. 1.12) от-
носительно обычного сравнения топологий является некоторой решёткой
кольцевых топологий на кольце I(+, ·) или M|I является некоторой подре-
шёткой решётки всех групповых топологий на группе I(+) соответственно.

2. Замечание. Пусть R(+, ·)—произвольное кольцо и τ и τ ′ —некоторые
кольцевые или групповые топологии на кольце R(+, ·) или на группе R(+) со-
ответственно.

Если Ω и Ω′ —некоторые базисы окрестностей нуля в топологических коль-
цах (R(+, ·), τ) и (R(+, ·), τ ′) или топологических группах (R(+), τ) и (R(+), τ ′)
соответственно, то совокупность {V ∩ U | V ∈ Ω, U ∈ Ω′} удовлетворяет соот-
ветственно условиям BN1—BN6 (см. [4, теорема 1.2.5]) и условиям BN1—BN4
(см. [4, теорема 1.2.4]), и значит, она задаёт соответственно на кольце R(+, ·)
некоторую кольцевую топологию и на группе R(+) некоторую групповую топо-
логию, в которой эта совокупность является базисом окрестностей нуля. Легко
заметить, что указанная выше топология совпадает с топологией sup{τ, τ ′} в ре-
шётке

(
M

(
R(+, ·)), <)

и решётке
(
N

(
R(+)

)
, <

)
соответственно.

3. Замечание. Если (R(+), τ)— топологическая группа и I —некоторая под-
группа группы R(+), то групповые топологии τI и τ |I (см. 1.11 и 1.12) по своим
свойствам очень близки. Так, для каждой из них совокупность {V ∩ I | V ∈ Ω}
является базисом окрестностей нуля (см. 1.11 и 1.12). Отличие этих топологий
друг от друга состоит лишь в том, что τI является групповой топологией на
группе R(+), а τ |I является групповой топологией на группе I(+).

Так как групповая топология (кольцевая топология) определяется единствен-
ным образом базисом окрестностей нуля, то для групповых топологий (кольце-
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вых топологий, если I —идеал кольца R(+, ·)) τ1 и τ2 верны следующие утвер-
ждения.

3.1. τ1,I = τ2,I тогда и только тогда, когда τ1|I = τ2|I .
3.2. τ1,I < τ2,I тогда и только тогда, когда τ1|I < τ2|I .
4. Замечание. Пусть τ и τ ′ —произвольные групповые топологии на группе

R(+). Легко заметить, что топология τ + τ ′ (см. 1.14) совпадает с топологией
inf{τ, τ ′} в решётке N

(
R(+)

)
всех групповых топологий.

5. Замечание. Если (R(+), τ)— топологическая абелева группа и I —неко-
торая подгруппа группы R(+), то топологии τ/I (см. 1.13) и τ + τ(I) (см. 1.10
и 1.14) по своим свойствам очень близки. Отличие этих топологий друг от друга
состоит лишь в том, что τ/I является групповой топологией на группе R(+)/I,
а топология τ + τ(I) является групповой топологией на группе R(+).

Легко заметить что для любых групповых топологий (кольцевых топологий)
τ1 и τ2 верны следующие утверждения.

5.1. τ1/I = τ2/I тогда и только тогда, когда τ1 + τ(I) = τ2 + τ(I).
5.2. τ1/I < τ2/I тогда и только тогда, когда τ1 + τ(I) < τ2 + τ(I).

6. Определение. Пусть (M, <)—произвольная решётка и a, b ∈ M. Если
a < b и между элементами a и b в решётке (M, <) нет других элементов,
то будем говорить, что элемент b покрывает элемент a в решётке (M, <) (см.
[1, с. 15]), и будем писать a ≺M b или просто a ≺ b, если ясно, о какой решётке
идёт речь.
7. Определение. Как обычно (см. [1, 3]), решётка (M, <) называется моду-

лярной, если в ней выполняется следующее условие: если a, b, c ∈ M и a � c, то
sup

{
a, inf{b, c}} = inf{sup{a, b}, c}. Легко заметить, что подрешётка модулярной

решётки сама является модулярной решёткой.

8. Теорема. Пусть (M, <)—произвольная модулярная решётка и a, b ∈ M.
Тогда верны следующие утверждения.

8.1. Если a = a1 ≺ a2 ≺ . . . ≺ an = b и a = b1 < b2 < . . . < ak = b, то
k � n и k = n тогда и только тогда, когда a = b1 ≺ b2 < . . . ≺ ak = b
(см. [3, с. 191, 192]).

8.2. Если a, b, c ∈ M и a ≺ b, то sup{a, c} � sup{b, c} и inf{a, c} � inf{b, c}
(см. [2, с. 213, теорема 4]).

9. Замечание. Пусть R(+, ·)—произвольное кольцо, τ1 и τ2 — такие кольце-
вые топологии, что каждое из топологических колец (R(+, ·), τ1) и (R(+, ·), τ2)
является ограниченным слева (ограниченным справа) кольцом (см. [4, опреде-
ление 1.6.2]).

Если Ω1 = {Vγ | γ ∈ Γ} и Ω2 = {Uδ | δ ∈ ∆}—базисы окрестностей
нуля в топологических кольцах (R(+, ·), τ1) и (R(+, ·), τ2) соответственно, то
совокупность Ω3 = {Vγ + Uδ | γ ∈ Γ, δ ∈ ∆} удовлетворяет условиям BN1—BN6
(см. [4, теорема 1.2.5]), и значит, inf

N(R(+))
{τ1, τ2} является кольцевой топологией.
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Так как (см. замечание 2) совокупность Ω4 = {Vγ ∩ Uδ | γ ∈ Γ, δ ∈ ∆}
является базисом окрестностей нуля в топологическом кольце(

R(+, ·), sup
M(R(+,·))

{τ, τ ′}
)

и в топологической группе (
R(+), sup

N(R(+))

{τ, τ ′}
)
,

то
sup

M(R(+,·))
{τ, τ ′} = sup

N(R(+))

{τ, τ ′}.

Значит, решётка (M, <) является подрешёткой решётки
(
N

(
R(+)

)
, <

)
в каждом

из следующих случаев:
— M—множество всех кольцевых топологий, в каждой из которых кольцо

R(+, ·) является ограниченным кольцом;
— M—множество всех кольцевых топологий, в каждой из которых кольцо

R(+, ·) является ограниченным слева кольцом;
— M—множество всех кольцевых топологий, в каждой из которых кольцо

R(+, ·) является ограниченным справа кольцом;
— M—множеством всех кольцевых топологий, в каждой из которых кольцо

R(+, ·) обладает базисом окрестностей нуля, который состоит из левых
идеалов;

— M—множество всех кольцевых топологий, в каждой из которых кольцо
R(+, ·) обладает базисом окрестностей нуля, который состоит из правых
идеалов;

— M—множество всех кольцевых топологий, в каждой из которых кольцо
R(+, ·) обладает базисом окрестностей нуля, который состоит из двусто-
ронних идеалов.

Следовательно, в каждом из указанных выше случаев решётка (M, <) является
модулярной решёткой.

10. Теорема. Пусть I —подгруппа группы R(+) и τ0 и τ1 — такие групповые
топологии на группе R(+), что τ0 � τ1. Если τ0,I = τ1,I (см. 1.11) и τ0 + τ(I) =
= τ1 + τ(I) (см. 1.10 и 1.14), то τ0 = τ1.

Доказательство. Допустим противное, т. е. что τ0 < τ1. Тогда существует
такая окрестность U нуля в топологической группе (R(+), τ1), которая не явля-
ется окрестностью нуля в топологической группе (R(+), τ0), и существует такая
окрестность U0 нуля в топологической группе (R(+), τ1), что U0 + U0 ⊆ U .

Так как τ0,I = τ1,I , то существует такая окрестность V0 нуля в топологиче-
ской группе (R(+), τ0), что V0 ∩ I ⊆ U0 ∩ I.

Если V1 — такая окрестность нуля в топологической группе (R(+), τ0), что
V1 − V1 ⊆ V0, то V1 ∩ U0 будет окрестностью нуля в топологической группе
(R(+), τ1) (так как по условию теоремы τ0 � τ1).
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Так как τ0 + τ(I) = τ1 + τ(I), то существует такая окрестность V2 нуля
в топологической группе (R(+), τ0), что V2 ⊆ V1 и V2 + I ⊆ (V1 ∩ U0) + I.

Если теперь v —произвольный элемент из V2, то существуют такие элементы
g ∈ I и u ∈ V1 ∩U0, что v = u + g. Тогда g = −u + v ∈ V1 − V2 ⊆ V1 − V1 ⊆ V0, и
значит, g ∈ I ∩ V0 ⊆ I ∩ U0 ⊆ U0. Тогда v = u + g ∈ U0 + U0 ⊆ U .

Из произвольности элемента v ∈ V2 следует, что V2 ⊆ U , и значит, U явля-
ется окрестностью нуля в топологической группе (R(+), τ0). Получили проти-
воречие с выбором U . Этим теорема полностью доказана.

11. Теорема. Пусть R(+, ·)—произвольное кольцо, (M, <)— такая решётка
кольцевых топологий на кольце R(+, ·), что τ(Rs) ∈ M для любого s ∈ N,
τ0 и τ1 — такие кольцевые топологии из M, что τ0 ≺M τ1 и τ0,Rk = τ1,Rk

для некоторого натурального числа k. Если (N, <)— такая подрешётка решётки(
N

(
R(+)

)
, <

)
, что N ∩ M

(
R(+, ·)) = M, то τ0 ≺N τ1.

Доказательство. Допустим противное, т. е. что в решётке (N, <) суще-
ствует такая топология τ ′, что τ0 < τ ′ < τ1, и пусть Ω0 = {Vα | α ∈ ∆},
Ω′ = {V ′

λ | λ ∈ Λ} и Ω1 = {Uγ | γ ∈ Γ}— совокупности всех окрестностей
нуля в топологическом кольце (R(+, ·), τ0), топологической группе (R(+), τ ′) и
топологическом кольце (R(+, ·), τ1) соответственно. Так как τ0 < τ ′ < τ1, то
{Vα | α ∈ ∆} ⊂ {V ′

λ | λ ∈ Λ} ⊂ {Uγ | γ ∈ Γ}.
Дальнейшее доказательство теоремы проведём в несколько этапов.
11.1. Построение вспомогательной топологии τ ′

1.
Если n = min{s | τ0,Rs = τ1,Rs}, то 1 < n � k, поскольку τ0,R1 = τ0 < τ1 =

= τ1,R1 .
Рассмотрим совокупность Ω = {Uγ + (V ′

λ ∩ Rn−1) | γ ∈ Γ, λ ∈ Λ} и прове-
рим, что эта совокупность является базисом окрестностей нуля для некоторой
кольцевой топологии τ ′

1 в кольце R(+, ·), т. е. проверим, что она удовлетворяет
условиям BN1—BN6 (см. [4, теорема 1.2.5]).

Так как совокупность Ω = {Uγ + (V ′
λ ∩ Rn−1) | γ ∈ Γ, λ ∈ Λ} является

базисом окрестностей нуля для групповой топологии τ ′
1 = τ1 + sup

N
{τ ′, τ(Rn−1)}

(см. замечания 2 и 4), то условия BN1—BN4 выполняются (см. [4, предложе-
ние 1.2.1]).

Пусть теперь λ0 ∈ Λ и γ0 ∈ Γ. Так как (R, τ1) является топологическим
кольцом, то существуют такие γ1, γ2 ∈ Γ, что Uγ1 + Uγ1 + Uγ1 + Uγ1 ⊆ Uγ0

и Uγ2 · Uγ2 ⊆ Uγ1 . Так как τ0,Rn = τ1,Rn , то существует такое α0 ∈ ∆, что
Vα0 ∩ Rn ⊆ Uγ1 ∩ Rn. Поскольку (R, τ0) является топологическим кольцом, то
существует такое α1 ∈ ∆, что Vα1 · Vα1 ⊆ Vα0 .

Так как τ0 < τ ′ < τ1, то Vα1 ∈ Ω′ и Uγ2 ∩ Vα1 ∈ Ω1, т. е. Vα1 = V ′
λ1

и
Uγ2 ∩ Vα1 = Uγ3 для некоторых λ1 ∈ Λ и γ3 ∈ Γ. Тогда(

Uγ3 + (V ′
λ1

∩ Rn−1)
) · (Uγ3 + (V ′

λ1
∩ Rn−1)

)
=

= Uγ3 · Uγ3 + Uγ3 · (V ′
λ1

∩ Rn−1) + (V ′
λ1

∩ Rn−1) · Uγ3 +

+ (V ′
λ1

∩ Rn−1) · (V ′
λ1

∩ Rn−1) ⊆
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⊆ Uγ2 · Uγ2 + Vα1 · (Vα1 ∩ Rn−1) + (Vα1 ∩ Rn−1) · Vα1 +

+ (Vα1 ∩ Rn−1) · (Vα1 ∩ Rn−1) ⊆
⊆ Uγ1 +

(
(Vα1 · Vα1) ∩ Rn

)
+

(
(Vα1 · Vα1) ∩ Rn

)
+

(
(Vα1 · Vα1) ∩ Rn

) ⊆
⊆ Uγ1 + (Vα0 ∩ Rn) + (Vα0 ∩ Rn) + (Vα0 ∩ Rn) ⊆
⊆ Uγ1 + (Uγ1 + Uγ1 + Uγ1) ∩ Rn

⊆ Uγ1 + Uγ1 + Uγ1 + Uγ1 ⊆ Uγ0 ⊆ Uγ0 + (V ′
λ0

∩ Rn−1).

Этим мы проверили, что выполняется условие BN5.
Пусть теперь λ0 ∈ Λ, γ0 ∈ Γ и r ∈ R. Так как (R(+, ·), τ1)— топологическое

кольцо, то существуют γ1 ∈ Γ и γ2 ∈ Γ, такие что Uγ1 +Uγ1 ⊆ Uγ0 и r ·Uγ2 ⊆ Uγ1

и Uγ2 ·r ⊆ Uγ1 . Так как τ0,Rn = τ1,Rn , то существует такое α0 ∈ ∆, что Vα0∩Rn ⊆
⊆ Uγ1 ∩ Rn, и поскольку (R, τ0)— топологическое кольцо, то существуют такие
α1 ∈ ∆ и α2 ∈ ∆, что Vα1 + Vα1 ⊆ Vα0 и r · Vα2 ⊆ Vα1 и Vα2 · r ⊆ Vα1 .

Так как τ0 < τ ′, то Vα2 ∈ Ω′, и значит, Vα2 = V ′
λ1

для некоторого λ1 ∈ Λ.
Тогда

r · (Uγ2 + (V ′
λ1

∩ Rn−1)
)

= r · Uγ2 + r · (V ′
λ1

∩ Rn−1)

= r · Uγ2 +
(
(r · V ′

λ1
) ∩ Rn

) ⊆ Uγ1 +
(
(r · Vα2) ∩ Rn

) ⊆ Uγ1 + (Vα1 ∩ Rn)
⊆ Uγ1 + (Vα0 ∩ Rn) ⊆ Uγ1 + (Uγ1 ∩ Rn) ⊆ Uγ1 + Uγ1 ⊆
⊆ Uγ0 ⊆ Uγ0 + (V ′

λ0
∩ Rn−1).

Аналогично(
Uγ2 + (V ′

λ1
∩ Rn−1)

) · r = Uγ2 · r + (V ′
λ1

∩ Rn−1) · r
= Uγ2 · r +

(
(V ′

λ1
· r) ∩ Rn

) ⊆ Uγ1 +
(
(Vα2 · r) ∩ Rn

) ⊆ Uγ1 + (Vα1 ∩ Rn)
⊆ Uγ1 + (Vα0 ∩ Rn) ⊆ Uγ1 + (Uγ1 ∩ Rn) ⊆ Uγ1 + Uγ1 ⊆
⊆ Uγ0 ⊆ Uγ0 + (V ′

λ0
∩ Rn−1).

Этим мы проверили, что выполняется условие BN6.
Согласно теореме 1.2.5 из [4] совокупность Ω задаёт на кольце R(+, ·) неко-

торую кольцевую топологию, являясь в ней базисом окрестностей нуля, и значит,
τ ′
1 является кольцевой топологией в R(+, ·), т. е. τ ′

1 ∈ M
(
R(+, ·)).

11.2. Свойства топологии τ ′
1.

Так как Uγ ⊆ Uγ + (V ′
λ ∩ Rn−1) для любых γ ∈ Γ и λ ∈ Λ и кольцевая

топология единственным образом определяется базисом окрестностей нуля, то
τ ′
1 � τ1.

Проверим теперь, что τ ′ � τ ′
1. Пусть V ′

λ0
∈ Ω′. Так как (R(+), τ ′)— то-

пологическая группа, то существует V ′
λ1

∈ Ω′, такое что V ′
λ1

+ V ′
λ1

⊆ V ′
λ0
.

Поскольку τ ′ < τ1, то V ′
λ1

∈ Ω1, и значит, V ′
λ1

= Uγ для некоторого γ ∈ Γ.
Тогда Uγ + (V ′

λ1
∩ Rn−1) ∈ Ω′

1 и Uγ + (V ′
λ1

∩ Rn−1) ⊆ V ′
λ1

+ V ′
λ1

⊆ V ′
λ0
. Значит,

V ′
λ0

является окрестностью нуля в (R(+), τ ′
1). Из произвольности V ′

λ0
следует,

что τ ′ � τ ′
1. Тогда τ0 < τ ′ � τ ′

1 � τ1.
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Так как τ1 и τ(Rn−1) ∈ M ⊆ N и τ ′ ∈ N, то (см. замечания 2 и 4)

τ ′
1 = τ1 + τ ′

Rn−1 = inf
N

{
τ1, sup

N
{τ ′, τ(Rn−1)}

}
∈ N.

Кроме того, выше было доказано, что τ ′
1 ∈ M

(
R(+, ·)), и значит, τ ′

1 ∈
∈ M

(
R(+, ·)) ∩ N = M. Так как τ0 ≺M τ1, то τ ′

1 = τ1.
Если теперь γ0 ∈ Γ, то существуют γ1 ∈ Γ и λ1 ∈ Λ, такие что Uγ1 +

+ (V ′
λ1

∩ Rn−1) ⊆ Uγ0 (поскольку τ ′
1 = τ1). Тогда

V ′
λ1

∩ Rn−1 ⊆ (
Uγ1 + (V ′

λ1
∩ Rn−1)

) ∩ Rn−1 ⊆ Uγ0 ∩ Rn−1,

и значит, τ ′
Rn−1 � τ1,Rn−1 .

Так как τ ′ < τ1, то τ ′
Rn−1 � τ1,Rn−1 , и значит, τ ′

Rn−1 = τ1,Rn−1 .

11.3 Построение вспомогательной топологии τ ′
2.

Рассмотрим совокупность

{Uγ + (Vα ∩ Rn−1) | γ ∈ Γ, α ∈ ∆}.
Поскольку (R, τ0) и (R, τ1)— топологические кольца, то легко проверяется,
что эта совокупность удовлетворяет условиям BN1—BN4 и BN5 (см. [4, тео-
рема 1.2.5]).

Пусть теперь γ1 ∈ Γ и α1 ∈ ∆. Так как (R, τ0) и (R, τ1)— топологические
кольца, то существуют α2 ∈ ∆ и γ2 ∈ Γ, такие что Vα2 · Vα2 + Vα2 · Vα2 +
+ Vα2 · Vα2 ⊆ Vα1 и Uγ2 · Uγ2 ⊆ Uγ1 .

Так как τ0 < τ1, то Uγ2 ∩ Vα2 ∈ Ω1, т. е. Uγ2 ∩ Vα2 = Uγ3 для некоторого
γ3 ∈ Γ, причём(

Uγ3 + (Vα2 ∩ Rn−1)
) · (Uγ3 + (Vα2 ∩ Rn−1)

)
=

= Uγ3 · Uγ3 + Uγ3 · (Vα2 ∩ Rn−1) + (Vα2 ∩ Rn−1) · Uγ3 +

+ (Vα2 ∩ Rn−1) · (Vα2 ∩ Rn−1) ⊆
⊆ Uγ2 · Uγ2 +

(
(Vα2 · Vα2 + Vα2 · Vα2 + Vα2 · Vα2

) ∩ Rn−1
) ⊆

⊆ Uγ1 + (Vα2 ∩ Rn−1).

Значит, условие BN6 выполняется. Поэтому совокупность {Uγ + (Vα ∩ Rn−1) |
γ ∈ Γ, α ∈ ∆} задаёт на кольце R некоторую кольцевую топологию τ ′

2, в которой
она является базисом окрестностей нуля.

Поскольку τ0, τ1, τ(Rn−1) ∈ M ⊆ N, то τ ′
2 = inf

N

{
τ1, sup

N
{τ0, τ(Rn−1)}

}
∈ N,

и так как τ ′
2 ∈ M

(
R(+, ·)), то τ ′

2 ∈ M
(
R(+, ·)) ∩ N = M.

11.4. Свойства топологии τ ′
2.

Так как Uγ ⊆ Uγ + (Vα ∩ Rn−1) для любых γ ∈ Γ и α ∈ ∆, то τ ′
2 � τ1.

Из определения числа n следует, что τ0,Rn−1 < τ1,Rn−1 . Так как Vα ∩Rn−1 ⊆
⊆ (

Uγ + (Vα ∩ Rn−1)
) ∩ Rn−1 для любых α ∈ ∆ и γ ∈ Γ, то τ ′

2,Rn−1 �
� τ0,Rn−1 < τ1,Rn−1 , и значит, τ ′

2 < τ1 (так как в противном случае было бы
τ ′
2,Rn−1 = τ1,Rn−1).
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Если теперь α0 ∈ ∆, то существует α1 ∈ ∆, такое что Vα1 + Vα1 ⊆ Vα0 . Так
как τ0 < τ1, то Vα1 ∈ Ω1, и значит, Vα1 = Uγ1 для некоторого γ1 ∈ Γ. Тогда
Uγ1 + (Vα1 ∩ Rn−1) ⊆ Vα1 + Vα1 ⊆ Vα0 . Из произвольности α0 ∈ ∆ следует, что
τ0 � τ ′

2.
Итак, мы получили, что τ0 � τ ′

2 < τ1 и τ ′
2 ∈ M.

Так как τ0 ≺M τ1, то τ ′
2 = τ0. Тогда для любых γ1 ∈ Γ и α1 ∈ ∆ существует

α2 ∈ ∆, такое что Vα2 ⊆ Uγ1 + (Vα1 ∩ Rn−1), и значит,

Vα2 + Rn−1 ⊆ Uγ1 + (Vα1 ∩ Rn−1) + Rn−1 = Uγ1 + Rn−1.

Из произвольности γ1 ∈ Γ следует, что τ0 + τ(Rn−1) � τ1 + τ(Rn−1).
Так как τ0 < τ ′ < τ1, то

τ0 + τ(Rn−1) � τ ′ + τ(Rn−1) � τ1 + τ(Rn−1) � τ0 + τ(Rn−1),

и значит, τ0 + τ(Rn−1) = τ ′ + τ(Rn−1) = τ1 + τ(Rn−1).
Итак, мы показали, что τ ′ + τ(Rn−1) = τ1 + τ(Rn−1). Поскольку выше бы-

ло доказано (см. 11.2), что τ ′
Rn−1 = τ1,Rn−1 , то согласно теореме 10 имеем,

что τ ′ = τ1. Получили противоречие с выбором топологии τ ′. Этим теорема
полностью доказана.

12. Следствие. Пусть R(+, ·)—произвольное нильпотентное кольцо и
(M, <)— такая решётка кольцевых топологий на кольце R(+, ·), что τ(Rs) ∈ M
для любого s ∈ N. Если (N, <)— такая подрешётка решётки

(
N

(
R(+)

)
, <

)
,

что N ∩ M
(
R(+, ·)) = M, то всякая кольцевая топология τ , которая является

коатомом в решётке M, будет коатомом и в решётке N.

В самом деле, из нильпотентности кольца R(+, ·) следует, что Rm = {0}
для некоторого натурального числа m. Так как τ({0}) = τ(Rm) ∈ M, то τ({0})
является наибольшим элементом в решётке (M, <), и значит, τ ≺M τ({0}). Так
как τRm = τ({0}) = τ({0})Rm , то согласно теореме 11 τ ≺N τ({0}). Тогда τ(0),
как дискретная топология, является наибольшей топологией в решётке (N, <),
и значит, τ является коатомом в решётке (N, <).

13. Теорема. Пусть R(+, ·)—произвольное нильпотентное кольцо, (M, <)—
такая решётка кольцевых топологий на R(+, ·), что τ(Rt) ∈ M для любого t ∈ N,
τ и τ ′ — такие топологии из M, что τ = τ0 ≺M τ1 ≺M . . . ≺M τn = τ ′.
Если существует такая подрешётка (N, <) решётки

(
N

(
R(+)

)
, <

)
, что

N ∩ M
(
R(+, ·)) = M, то k � n для любой цепочки τ = τ ′

0 < τ ′
1 < . . . < τ ′

k = τ ′

топологий τ ′
i ∈ M и n = k тогда и только тогда, когда τ ′

i ≺M τ ′
i+1 для 0 � i < k.

Доказательство. Из нильпотентности кольца R(+, ·) следует, что Rm = {0}
для некоторого натурального числа m. Так как τ({0}) = τ(Rm) ∈ M, то
τi−1,Rm = τ({0}) = τi,Rm для любого 0 < i � n. Тогда согласно теореме 11
τi−1 ≺(N,<) τi для 0 < i � n и, так как решётка (N, <) является модуляр-
ной (см. [6]), согласно теореме 8 k � n и n = k тогда и только тогда, когда
τ ′
i ≺M τ ′

i+1 для 0 � i < k.
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14. Теорема. Пусть R(+, ·)—произвольное нильпотентное кольцо, A—
некоторое подкольцо кольца R(+, ·), (M, <)— такая решётка кольцевых топо-
логий на кольце R(+, ·), что τ(Rk) ∈ M для любого k ∈ N, τ и τ ′ — такие
топологии из M, что τ = τ0 ≺M τ1 ≺M . . . ≺M τn = τ ′. Если существует такая
подрешётка (N, <) решётки

(
N

(
R(+)

)
, <

)
, что N∩M(R(+, ·) = M и τ(A) ∈ N,

то τ |A = τ0|A �M|A τ1|A �M|A . . . �M|A τn|A = τ ′|A.
Доказательство. Так как τi ∈ M ⊆ N и τ(A) ∈ N, то τi,A = sup

N
{τ(A), τi}

для любого 0 � i < n. Из нильпотентности кольца R(+, ·) следует (см. теоре-
му 11), что τi ≺N τi+1 для любого 0 � i < n. Так как решётка (N, <) является
модулярной, то согласно теореме 8

τi,A = sup
N

{τ(A), τi} �N sup
N

{τ(A), τi+1} = τi+1,A

для любого 0 � i < n. Поскольку (NA, <) является подрешёткой решётки
(N, <), то τi,A �NA

τi+1,A для любого 0 � i < n. Тогда согласно замечанию 3
τi|A �N|A τi+1|A для любого 0 � i < n. Этим теорема полностью доказана.

15. Теорема. Пусть R(+, ·)—произвольное нильпотентное кольцо, I —неко-
торый идеал кольца R(+, ·), (M, <)— такая решётка кольцевых топологий на
R(+, ·), что τ(Rk) ∈ M для любого k ∈ N, τ и τ ′ — такие топологии из M, что
τ = τ0 ≺M τ1 ≺M . . . ≺M τn = τ ′. Если существует такая подрешётка (N, <)
решётки

(
N

(
R(+)

)
, <

)
, что τ(I) ∈ N и N ∩ M

(
R(+, ·)) = M, то

τ/I = τ0/I �M/I τ1/I �M/I . . . �M/I τn/I = τ ′/I.

Доказательство. Из нильпотентности кольца R(+, ·) следует (см. теоре-
му 11), что τi ≺N τi+1 для любого 0 � i < n. Так как τi ∈ M ⊆ N и τ(I) ∈ N, то
τi + τ(I) = inf

N
{τ(I), τi} ∈ N для любого 0 � i < n. Поскольку решётка (N, <)

является модулярной, то согласно теореме 8

τi + τ(I) = inf
N
{τ(I), τi} �N inf

N
{τ(I), τi+1} = τi+1 + τ(I)

для любого 0 � i < n. Тогда согласно замечанию 5 τi/I �N/I τi+1/I. Поскольку
M/I ⊆ N/I, то τi/I �M/I τi+1/I для любого 0 � i < n. Этим теорема полностью
доказана.

16. Следствие. Пусть R(+, ·)—произвольное нильпотентное кольцо и
(M, <)—решётка всех кольцевых топологий на кольце R(+, ·) или решётка всех
кольцевых топологий на кольце R(+, ·), в каждой из которых кольцо R(+, ·) об-
ладает базисом окрестностей нуля, который состоит из подгрупп группы R(+).
Если τ = τ0 ≺M τ1 ≺M . . . ≺M τn = τ ′, то верны следующие утверждения.

16.1. k � n для любой цепочки τ = τ ′
0 < τ ′

1 < . . . < τ ′
k = τ ′ топологий τ ′

i ∈ M, и
n = k тогда и только тогда, когда τ ′

i ≺M τ ′
i+1 для всех 0 � i < k.

16.2. Если A—подкольцо кольца R(+, ·), то
τ |A = τ0|A �M|A τ1|A �M|A . . . �M|A τn|A = τ ′|A.



16 В. И. Арнаутов

16.3. Если I —идеал кольца R(+, ·), то
τ/I = τ0/I �M/I τ1/I �M/I . . . �M/I τn/I = τ ′/I.

Действительно, если N—множество всех групповых топологий на группе
R(+) или множество всех групповых топологий на группе R(+), в каждой из
которых группа R(+) обладает базисом окрестностей нуля, который состоит из
подгрупп группы R(+), то (N, <)—подрешётка решётки

(
N

(
R(+)

)
, <

)
, причём

M = N ∩ M
(
R(+, ·)). Так как в каждом из рассматриваемых случаев τ(I) ∈ M

и τ(A) ∈ N, то утверждения следствия следуют из теорем 13, 14 и 15 соответ-
ственно.
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