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Аннотация

В статье рассматривается задача характеризации интегралов как линейных функ-
ционалов. Она восходит к известному результату Ф. Рисса (1909 г.) об интегральном
представлении ограниченных линейных функционалов интегралами Римана—Стил-
тьеса на отрезке и напрямую связана со знаменитой теоремой И. Радона (1913 г.)
об интегральном представлении ограниченных линейных функционалов интегралами
Лебега на компакте в R

n. После работ И. Радона, М. Фреше и Ф. Хаусдорфа зада-
ча характеризации интегралов как линейных функционалов стала конкретизироваться
как задача распространения теоремы Радона с R

n на более общие топологические про-
странства с радоновскими мерами. Эта задача оказалась трудной, её решение имеет
долгую и богатую историю, поэтому естественно называть её проблемой Рисса—Радо-
на—Фреше характеризации интегралов. Важные этапы решения этой задачи связаны
с именами С. Банаха (1937—1938 гг.), С. Сакса (1937—1938 гг.), С. Какутани (1941 г.),
П. Халмоша (1950 г.), Э. Хьюитта (1952 г.), Р. Эдвардса (1953 г.), Ю. В. Прохорова
(1956 г.), Н. Бурбаки (1969 г.), Х. Кёнига (1995 г.), В. К. Захарова и А. В. Михалё-
ва (1997 г.) и др. Существенные идейные и технические средства были разработаны
А. Д. Александровым (1940—1943 гг.), М. Стоуном (1948—1949 гг.), Д. Фремлином
(1974 г.) и др. Статья посвящена современному этапу решения этой проблемы, свя-
занному с работами авторов (1997—2009 гг.). Решение проблемы изложено в виде
параметрических теорем о характеризации интегралов, из которых непосредственно
следуют характеризационные теоремы указанных выше авторов.

Abstract

V. K. Zakharov, A. V. Mikhalev, T. V. Rodionov, Characterization of Radon inte-
grals as linear functionals, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 16 (2010),
no. 8, pp. 87—161.

The problem of characterization of integrals as linear functionals is considered in the
paper. It takes the origin in the well-known result of F. Riesz (1909) on integral represen-
tation of bounded linear functionals by Riemann—Stiltjes integrals on a segment and is
directly connected with the famous theorem of J. Radon (1913) on integral representation
of bounded linear functionals by Lebesgue integrals on a compact in R

n. After works
of J. Radon, M. Fréchet, and F. Hausdorff, the problem of characterization of integrals

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 11-01-00321) и гранта Президента
РФ НШ-3252.2010.1.

Фундаментальная и прикладная математика, 2010, том 16, № 8, с. 87—161.
c© 2010 Центр новых информационных технологий МГУ,

Издательский дом «Открытые системы»



88 В. К. Захаров, А. В. Михалёв, Т. В. Родионов

as linear functionals has been concretized as the problem of extension of Radon’s the-
orem from R

n to more general topological spaces with Radon measures. This problem
turned out difficult, and its solution has a long and abundant history. Therefore, it may be
naturally called the Riesz—Radon—Fréchet problem of characterization of integrals. The
important stages of its solving are connected with such eminent mathematicians as S. Ba-
nach (1937—38), S. Saks (1937—38), S. Kakutani (1941), P. Halmos (1950), E. Hewitt
(1952), R. E. Edwards (1953), Yu. V. Prokhorov (1956), N. Bourbaki (1969), H. König
(1995), V. K. Zakharov and A. V. Mikhalev (1997), et al. Essential ideas and techni-
cal tools were worked out by A. D. Alexandrov (1940—43), M. N. Stone (1948—49),
D. H. Fremlin (1974), et al. The article is devoted to the modern stage of solving this
problem connected with the works of the authors (1997—2009). The solution of the prob-
lem is presented in the form of the parametric theorems on characterization of integrals.
These theorems immediately imply characterization theorems of above-mentioned authors.
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Введение

Задача характеризации интегралов возникла вместе с появлением интегралов
Римана—Стилтьеса (1894 г.).
Пусть v—функция ограниченной вариации на [a, b]. Тогда интеграл Рима-

на—Стилтьеса

iv(f) ≡
∫

[a,b]

f dv

задаёт линейный функционал iv на линейном пространстве C[a, b] всех непре-
рывных функций на [a, b]. Таким образом, мы имеем семейство

I(C[a, b],BV[a, b]) ≡ {iv|C[a, b] | v ∈ BV[a, b]}
всех интегралов Римана—Стилтьеса на C[a, b], где BV[a, b]—линейное про-
странство функций ограниченной вариации. Данное семейство является соб-
ственным линейным подпространством линейного пространства (C[a, b])× всех
линейных функционалов на C[a, b], т. е.

I(C[a, b],BV[a, b]) � (C[a, b])×.

Ж. Адамар (1903 г.) [34] и М. Фреше (1904 г.) [30] поставили и решали сле-
дующую естественную задачу: охарактеризовать интегралы Римана—Стилтьеса
среди всех линейных функционалов на C[a, b] [2, с. 383].
Хорошо известное решение этой задачи было дано Ф. Риссом (1909 г.) [47]:

I(C[a, b],BV[a, b]) = (C[a, b])∼,

т. е. пространство всех интегралов Римана—Стилтьеса на C[a, b] совпадает
с пространством всех линейных ограниченных функционалов на C[a, b].
В [46] И. Радон (1913 г.), комбинируя идеи А. Лебега и Ф. Рисса, ввёл поня-

тие вполне аддитивных функций множества µ : Mλn(Rn) → R, определённых
на σ-алгебре всех множеств из Rn, измеримых относительно меры Лебега λn.
Обозначим семейство таких функций множеств через RF(Rn).
Для ограниченного множества T из Rn И. Радон рассмотрел вполне ад-

дитивные функции множества µ|T , полученные сужением функций µ на T .
Пользуясь конструкцией Лебега интеграла для Rn, он определил интеграл

iµ|T f ≡
∫
T

f d(µ|T ),
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задающий линейный функционал на пространстве C(T ) всех непрерывных
функций на T (см. [2, с. 383]). Семейство

I
(
C(T ),RF(T )

) ≡ {iµ|T |C(T ) | µ ∈ RF(Rn)}
всех интегралов Лебега—Радона на C(T ) является, как и ранее, собственным
подпространством линейного пространства C(T )×.
В [46] И. Радон доказал следующую теорему:

I
(
C(T ),RF(T )

)
= C(T )∼ � C(T )×

для любого замкнутого ограниченного (компактного) подпространства T в Rn.
«Почти сразу же после выхода в свет мемуара Радона Фреше замечает, что

почти все результаты этой работы могут быть распространены на случай, когда
«вполне аддитивная функция множества», вместо того чтобы быть определённой
для измеримых подмножеств пространства Rn, определена для некоторых под-
множеств произвольного множества E (эти подмножества таковы, что операции
счётного объединения и разности снова дают множества, для которых функция
определена)» [2, с. 383]. «. . . в 1915 г. Фреше определил в (IIa) (см. [31]. —Авт.)
«абстрактные» меры на множестве, с выделенной в нём σ-алгеброй подмножеств,
и интегралы относительно этих мер» [3, с. 581].
В 1914 г. вышла книга Ф. Хаусдорфа «Теория множеств» (см. [24,36]), где бы-

ли заложены основы теории топологических пространств. И. Радон существенно
использовал следующее топологическое свойство вполне аддитивной функции
множества µ|T : для каждого M ∈ M|T и любого ε > 0 найдутся замкнутое мно-
жество F и открытое множество G, такие что F ⊂ M ⊂ G и

∣∣µ|T ∣∣(G \ F ) < ε.
В дальнейшем это свойство было названо свойством регулярности, а σ-адди-
тивные функции множеств (т. е. меры) с этим свойством получили название
радоновских (см. [1, 7.1; 50, 18.2.1]).
После упомянутых работ И. Радона и М. Фреше задача характеризации

интегралов как линейных функционалов стала конкретизироваться как задача
распространения теоремы Радона с Rn на более общие топологические про-
странства. Эта задача оказалась трудной, её решение имеет долгую и богатую
историю, поэтому её естественно называть проблемой Рисса—Радона—Фреше
характеризации интегралов.
Первое существенное продвижение в решении этой проблемы связано с име-

нем С. Банаха (1937 г.). Используя введённые М. Фреше вполне аддитивные
функции множества (абстрактные меры) и топологическое свойство регулярно-
сти, С. Банах обобщил теорему Радона на случай компактного метрического
пространства (см. [48, приложение II]); тот же результат получен и С. Сак-
сом [49] (см. [5, гл. IV, п. 16]). В 1941 г. С. Какутани [42] обобщил результат
С. Банаха и С. Сакса на произвольное компактное пространство.
Пусть T —компактное топологическое пространство с ансамблями G, F и B

открытых, замкнутых и борелевских подмножеств соответственно. Ограничен-
ная мера µ : B → [a, b] называется радоновской, если для каждого B ∈ B и
любого ε > 0 найдутся такие F ∈ F и G ∈ G, что F ⊂ B ⊂ G и |µ|(G \ F ) < ε
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[50, 18.2.1]. Множество всех таких мер обозначим через RMb(T ). Заметим,
что С. Банах и С. Сакс ограничились метрическим пространством, поскольку
на нём всякая борелевская мера оказывается радоновской [1, 7.1.7]. Приведём
формулировку теоремы Какутани:

I
(
C(T ),RMb(T )

)
= C(T )∼

для любого компактного топологического пространства T .
К сожалению, теорема Какутани не затрагивала самый знаменитый инте-

гральный функционал

iλ(f) ≡
∫
R

f dλ

по лебеговой мере λ на всей вещественной оси R. Пространство R не является
компактным, и мера Лебега λ : B(R) → R̄+ ≡ [0,∞] не является ограниченной.
Свойства меры Лебега λ послужили отправным пунктом при опре-

делении положительной не обязательно ограниченной радоновской меры
µ : B ≡ B(T ) → R̄+ на топологическом пространстве T . Положительная мера
µ : B → R̄+ называется радоновской, если она конечна на компактных подмно-
жествах T и обладает свойством компактной регулярности, т. е.

µB = sup{µC | C ∈ C ∧ C ⊂ B}
для любого B ∈ B (см. [3, гл. X, § 3, п. 2; 32, 73А; 33, 411B, 411H (b)]).
В отличие от RMb(T ), семейство RM(T )0 всех положительных радонов-

ских мер на T не является линейным пространством, а является только ко-
нусом, т. е. для любых µ1, µ2 ∈ RM(T )0 и любых r1, r2 ∈ R+ справедливо
r1µ1 + r2µ2 ∈ RM(T )0.
Использование только положительных мер даёт возможность рассматривать

интегралы не как ограниченные, а как положительные функционалы (функ-
ционал ϕ на семействе функций X(T ) называется положительным, если из
f ∈ X(T ) и f � 0 следует, что ϕf � 0). Ясно, что любой положительный
функционал является ограниченным. Более того, по теореме Рисса—Канторо-
вича любой ограниченный функционал ϕ является разностью ϕ+ − (−ϕ−) двух
положительных функционалов ϕ+ ≡ ϕ ∨ 0 и −ϕ− ≡ (−ϕ) ∨ 0 (см. [4, VIII.2.1;
50, 3.6.5]).
В 1950—1953 гг. П. Халмош [35], Э. Хьюитт [38] и Р. Эдвардс [29] получили

следующий результат:

I(Cc(T ),RM(T )0) = (Cc(T )∼)+,

т. е. конус всех интегралов iµ по положительным (не обязательно ограничен-
ным) радоновским мерам µ на локально компактном пространстве T совпада-
ет с конусом всех положительных линейных функционалов на пространстве
A(T ) = Cc(T ) всех непрерывных функций на T с компактными носителями.
Эта теорема в некоторых изданиях стала называться теоремой Рисса о пред-
ставлении [39, 12.36].
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Отметим, что доказательство этой теоремы не отличалось ничем принципи-
альным от доказательства теоремы Какутани. Именно по этой причине авторы
ограничились случаем локально компактного пространства и положительных
мер на нём, а их доказательства оказались непригодными для более общих
пространств и более общих мер.
Несущественность продвижения на локально компактные пространства и по-

ложительные неограниченные меры породила естественный интерес к обобще-
нию теорем Рисса, Радона, Банаха—Сакса—Какутани, Халмоша—Хьюитта—Эд-
вардса на более широкий класс топологических пространств и на более широкий
класс «радоновских» мер.
Если T — тихоновское (вполне регулярное) пространство, то пространство

Cc(T ) нельзя использовать, поскольку возможно равенство Cc(T ) = {0}, при
котором Cc(T ) не будет разделять радоновские меры (т. е. всем радоновским
мерам будет соответствовать один тривиальный нулевой интегральный функци-
онал). В связи с этим можно за основу A(T ) взять пространство Cb(T ) всех
ограниченных непрерывных функций. Но для такого пространства имеет смысл
рассматривать только линейное пространство I

(
Cb(T ),RMb(T )

)
интегралов по

всем ограниченным радоновским мерам. В этом случае равенство Рисса—Радона
уже несправедливо, поскольку

I
(
Cb(T ),RMb(T )

)
� Cb(T )∼.

Поэтому нужно искать новое характеристическое свойство радоновских инте-
гралов.
В 1969 г. Н. Бурбаки [3, гл. IX, § 5, п. 2; 27], опираясь на идеи Ю. В. Про-

хорова [23], возникшие при изучении слабой компактности семейств ограничен-
ных радоновских мер, выделили новое свойство узкости и доказали следующую
теорему:

I
(
Cb(T ),RMb(T )

)
= Cb(T )π,

т. е. пространство всех интегралов по ограниченным радоновским мерам на
тихоновском пространстве T совпадает с пространством всех узких линей-
ных ограниченных функционалов на пространстве Cb(T ) всех ограниченных
непрерывных функций на T . В [32, 73G (e)] эта теорема названа теоремой
Прохорова. Отметим, что для компактного пространства T справедливо равен-
ство Cb(T )π = Cb(T )∼. Поэтому теорема Н. Бурбаки является естественным
обобщением теоремы С. Какутани.
Эта теорема полностью закрыла линию Рисса—Радона—Банаха—Сакса—Ка-

кутани по описанию ограниченных радоновских интегралов в виде функциона-
лов на пространстве Cb(T ). Однако для неограниченных интегралов на тихонов-
ском пространстве, для ограниченных интегралов на произвольном хаусдорфо-
вом пространстве и тем более для неограниченных интегралов на произвольном
хаусдорфовом пространстве описание оставалось неизвестным.
Во-первых, не было ясно, какие неограниченные «радоновские» меры на-

до рассматривать. Во-вторых, не было ясно, на каком линейном пространстве
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функций A(T ) следует рассматривать все «радоновские» интегралы iµ. Если
пространство T нетихоновское, то пространство Cb(T ) не подходит, посколь-
ку оно может состоять только из постоянных функций и, соответственно, не
разделяет радоновские меры. Если же T тихоновское, но меры неограничен-
ные, то Cb(T ) не подходит, поскольку iµ(1) = ∞, а пространство Cc(T ) не
подходит, поскольку оно может состоять только из нулевой функции. Таким
образом, нужно было найти, во-первых, подходящее определение общей радо-
новской меры, во-вторых, подходящее пространство не обязательно непрерыв-
ных функций X(T ), заменяющее пространство непрерывных функций C(T ), и
в-третьих, новое характеристическое свойство радоновских интегралов iµ на
этом пространстве.
В 1970 г. Ф. Топсо [53] и в 1974 г. Д. Фремлин [32, 72E] продвинулись в ин-

тегральном представлении линейных поточечно σ-непрерывных положительных
функционалов на абстрактных функциональных пространствах A(T ).
В [54] Ф. Топсо использовал конус SCu(T )0 положительных полунепрерыв-

ных сверху функций. На этом пути Х. Кёниг [43—45] получил конусную версию
теоремы Рисса—Радона, т. е. доказал равенство

I(SCu
c (T )0,RM(T )0) =

(
(SCu

c (T )0)κ
)
+
,

где κ означает взятие всех конусно-линейных функционалов на конусе SCu
c (T )0,

удовлетворяющих нескольким трудно формулируемым чисто техническим усло-
виям (см. [45, теорема 3.7]). Недостатком такого описания радоновских интегра-
лов является отказ от свойства линейности семейства A(T ), присутствовавшего
в описаниях Ф. Рисса, И. Радона, С. Банаха, С. Сакса, С. Какутани, П. Халмо-
ша, Э. Хьюитта, Р. Эдвардса, Н. Бурбаки.
Поскольку семейство SCu(T ) всех полунепрерывных сверху функций являет-

ся лишь конусом, а не линейным пространством, В. К. Захаров [6,55], опираясь
на работы Ф. Хаусдорфа [37] и В. Серпинского [51], ввёл линейное пространство
S(T ) симметризуемых функций и доказал, что оно является естественной ли-
нейной равномерно полной оболочкой конуса SCu

b(T ) (а значит, и конуса SCl
b(T )

всех ограниченных полунепрерывных снизу функций).
Как было сказано выше, если T —произвольное хаусдорфово пространство,

то возможна тривиализация Cc(T ) = {0}. Однако пространство Sc(T ) всегда
нетривиально, поскольку оно разделяет точки из T . Более того, пространство
Sc(T ) разделяет меры в том смысле, что разным радоновским мерам µ и ν
соответствуют разные интегральные функционалы iµ ≡ ∫

T

· dµ и iν ≡ ∫
T

· dν на
Sc(T ). Это означает, что решёточное линейное пространство S(T ) является под-
ходящим для решения общей проблемы Рисса—Радона—Фреше. По-видимому,
пространство S(T ) является наиболее узким из всех пространств X(T ), подхо-
дящих для решения этой проблемы.
После обретения подходящего пространства S(T ) и класса подпространств

A(T ) ⊂ S(T ) возникла задача выделения характеристических свойств интегра-
лов iµ|A(T ). C этой целью в 1997 г. В. К. Захаров и А. В. Михалёв в [12, 13]
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ввели понятие тонкого функционала. Линейный функционал ϕ на решёточном
линейном пространстве A(T ), содержащем Sc(T ), называется внутренне ком-
пактным, если для каждого ε > 0 и каждой убывающей последовательности
множеств (An ∈ A | n ∈ N), такой что

{χ(An \ C) | n ∈ N, C ∈ C} ⊂ A(T ),

найдутся n0 ∈ N и C ∈ C, такие что C ⊂ ⋂
(An | n ∈ N) и ϕχ(An0 \C) < ε. Пото-

чечно σ-непрерывный и внутренне компактный функционал называется тонким.
Семейство всех тонких функционалов на A(T ) обозначим через A(T )ζ .
Появление этих новых семейств функций и функционалов позволило полу-

чить для произвольного хаусдорфова пространства следующие характеризации
радоновских интегралов (В. К. Захаров, А. В. Михалёв [12—15,56]): для любого
хаусдорфова пространства T

1) I(Sc(T ),RM(T )0) = (Sc(T )ζ)+,
2) I

(
S(T ),RMb(T )

)
= S(T )ζ ,

а возникающие здесь соответствия между мерами и функционалами являются
изоморфизмами соответствующих решёточных конусов или пространств.
Таким образом, было найдено решение проблемы Рисса—Радона—Фреше для

положительных мер на произвольном хаусдорфовом пространстве. В работах
В. К. Захарова и А. В. Михалёва [14, 16, 17] из этих описаний были выведены
как следствия предыдущие описания Радона, Банаха—Сакса—Какутани, Халмо-
ша—Хьюитта—Эдвардса и Бурбаки, что продемонстрировало силу и общность
этого результата.
Описания, данные Ф. Риссом, И. Радоном, С. Банахом, С. Саксом, С. Каку-

тани, П. Халмошем, Э. Хьюиттом, Р. Эдвардсом и Н. Бурбаки с использованием
пространства C(T ) непрерывных функций, и описания, данные В. К. Захаровым
и А. В. Михалёвым с использованием пространства S(T ) симметризуемых функ-
ций, отличаются и по форме и по доказательству. В связи с этим желательно
было получить объединяющую параметрическую теорему с функциональным
пространством A(T ) ⊂ S(T ) в качестве параметра, из которой все вышеприве-
дённые результаты о линейном радоновском представлении получались бы как
непосредственные следствия (частные случаи).
Поскольку пространства C(T ) непрерывных функций и S(T ) симметризуе-

мых функций весьма различны, было необходимо выделить некоторые абстракт-
ные свойства параметра A(T ), существенные для характеризации семейств инте-
гралов I

(
A(T ),RMb(T )

)
и I(A(T ),RM(T )0). Эти свойства огибания (E) и (Eσ)

и Дини (D) были выделены в работах [9, 10].
Кроме того, в [9, 10] было введено новое понятие точного функционала, а

также общее понятие радоновской меры. Там же приведено краткое (с изло-
жением идей и техники) доказательство следующей параметрической теоремы
в положительной биективной версии (см. теорему 5.4).

Теорема A. Пусть T —хаусдорфово пространство и A(T )—усекаемое
решёточное линейное подпространство универсально интегрируемых функ-
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ций в S(T ), обладающее свойством (Eσ) или свойством (E)& (D). Тогда
I(A(T ),RM(T )0) = (A(T )�)+, т. е. конус всех интегралов по положительным
радоновским мерам совпадает с конусом всех положительных точных линей-
ных функционалов на пространстве A(T ). Более того, биективное отображение
L0 : µ 	→ iµ|A(T ) из RM(T )0 на (A(T )�)+ сохраняет все линейные и решёточные
структуры.

Поскольку A(T )� является решёточным линейным пространством, возника-
ет задача продолжения биекции ϕ 	→ µ из конуса (A(T )�)+ на конус RM(T )0
до изоморфизма из пространства A(T )� на некоторое неизвестное решёточ-
ное линейное пространство X при сохранении интегрального представления
ϕf =

∫
f dµ.

Для получения изоморфной версии параметрической теоремы были использо-
ваны понятия радоновской бимеры m и интеграла im по радоновской бимере m,
введённые в [12, 15]. Совокупность всех радоновских бимер на хаусдорфовом
пространстве T обозначим через RB(T ). В [9,10] была приведена параметриче-
ская теорема в изоморфной версии (см. теорему 5.7).

Теорема B. В условиях теоремы A имеет место равенство A(T )� =
= I

(
A(T ),RB(T )

)
. Более того, биективное отображение M : m 	→ im|A(T ) из

RB(T ) на A(T )� является изоморфизмом решёточных линейных пространств.

Из теорем A и B вытекают как частные случаи все упомянутые выше теоре-
мы о линейном радоновском представлении (см. следствия теорем 5.4 и 5.7).
Связь между теоремами A и B устанавливает следующая теорема (см. тео-

рему 5.6).

Теорема C. В условиях теоремы A

1) решёточное линейное пространство RB(T ) всех радоновских бимер яв-
ляется естественной решёточной линейной оболочкой множества RM(T )
всех радоновских мер в том смысле, что существует инъективное отобра-
жение E : RM(T ) � RB(T ), сохраняющее все линейные и решёточные
структуры и такое, что E[RM(T )0] = RB(T )+;

2) изоморфизм M является естественным «продолжением» отображения L0

в том смысле, что M ◦ E = L0.

Эта теорема анонсирована в [20].
Настоящая работа посвящена подробному доказательству теорем A—C.
Отметим, что более полный обзор истории решения задачи характеризации

интегралов дан в [19] (см. также [18]).

1. Предварительные сведения

В работе используются понятия и обозначения, принятые в современной тео-
рии классов и множеств (см., например, [41]). Отметим, что изложение ведётся
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в аксиоматике Неймана—Бернайса—Гёделя. Для удобства читателя приведём
некоторые необходимые определения.
Переобозначение символа σ как τ обозначается через σ ≡ τ или τ ≡ σ.

Через {t | ϕ(t)} обозначается класс, состоящий из таких элементов x, что
∃ y (x ∈ y) ∧ ϕ(x), т. е. состоящий из множеств, обладающих свойством ϕ.
Наряду с {t | t ∈ X ∧ ϕ(t)} пишем также {t ∈ X | ϕ(t)}. Через {t | ϕ(t)}
определяются следующие теоретико-множественные понятия: ∅ ≡ {t | t �= t},
{x} ≡ {t | t = x}, {x, y} ≡ {t | t = x ∨ t = y}, (x, y) = {{x}, {x, y}}—упоря-
доченная пара, P(X) ≡ {t | t ⊂ X}— полный ансамбль на X, т. е. семейство
всех подмножеств X. Любое непустое подмножество E множества P(X) будем
называть ансамблем на X.
Натуральные числа определяются как следующие множества:

0 ≡ ∅, 1 ≡ 0 ∪ {0}, 2 ≡ 1 ∪ {1}, . . . , n+ 1 ≡ n ∪ {n}, . . . .
При таком определении одновременно имеют место два свойства: m ⊂ n + 1 и
m ∈ n + 1 для всех m � n (т. е. m ⊂ n). Множество всех натуральных чисел
обозначается через ω, а всех ненулевых натуральных чисел— через N.
Мы строго отличаем отображение u : X → Y из множества X в множе-

ство Y от его значения yx ≡ u(x) ∈ Y на элементе x ∈ X. Для отображения
u : X → Y используется также индексное обозначение u ≡ (yx ∈ Y | x ∈ X),
которое понимается как коллекция (семейство) элементов множества Y , индек-
сированных элементами множества X. Множество членов {t | ∃x ∈ X (t = yx)}
коллекции u обозначается через {yx ∈ Y | x ∈ X}. Например, для трёхчленной
коллекции u ≡ (ai ∈ N | i ∈ 3), такой что a0 = 5, a1 = 4 и a2 = 5, её множество
членов является двухэлементным множеством {ai | i ∈ 3} = {4, 5}. Для коллек-
ции подмножеств u ≡ (Ai ∈ P(A) | i ∈ I) множества A определены операции
объединения ⋃

(Ai | i ∈ I) ≡ {t | ∃ i ∈ I (t ∈ Ai)}
и пересечения ⋂

(Ai | i ∈ I) ≡ {t | ∀ i ∈ I (t ∈ Ai)}.
Если на множестве A определён порядок �, то на A определяются частичные

бинарные операции супремума

a ∨ b ∈ {
t ∈ A | (t � a) ∧ (t � b) ∧ ∀ c ∈ A

(
(c � a) ∧ (c � b) ⇒ c � t

)}
и инфимума

a ∧ b ∈ {
t ∈ A | (t � a) ∧ (t � b) ∧ ∀ c ∈ A

(
(c � a) ∧ (c � b) ⇒ c � t

)}
.

Если A является решёточным линейным пространством, то a ∨ b и a ∧ b суще-
ствуют для любых a, b ∈ A. В этом случае a = a+ + a− и |a| = a+ − a−, где
a+ ≡ a∨0, a− ≡ a∧0. Поэтому в A определены подмножества A+ ≡ {a+ | a ∈ A}
и A− ≡ {a− | a ∈ A}.
Пусть (A,�) и (B,�)—упорядоченные множества. Отображение u : A → B

называется монотонным [изотонным], если выполнено a � a′ ⇒ ua � ua′

[a � a′ ⇔ ua � ua′]. Ясно, что всякое изотонное отображение инъективно.
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Пусть (A,�) и (B,�)—упорядоченные множества. Говорят, что отобра-
жение u : A → B сохраняет порядковые границы, если равенство a =
= sup(am ∈ A | m ∈ M) влечёт ua = sup(uam ∈ B | m ∈ M), а равенство
a′ = inf(a′n ∈ A | n ∈ N) влечёт ua′ = inf(ua′n ∈ B | n ∈ N). Легко убедиться,
что всякая изотонная биекция сохраняет порядковые границы.
Пусть (A,R; +, ∗)—математическая система с операцией +: A × A → A и

с композицией ∗ : R × A → A. Далее вместо r ∗ a будем писать просто ra.
Подмножество K в A называется конусом, если для любых a1, a2 ∈ K и любых
r1, r2 ∈ R+ справедливо r1a1 + r2a2 ∈ K.

1.1. Оценивания и меры

Пусть T —множество, E—некоторый ансамбль на T . Через Eσ, Eδ и Eη

обозначим ансамбли, состоящие из всех счётных объединений, всех счётных
пересечений и всех конечных пересечений элементов ансамбля E соответствен-
но. Всякое отображение ε : E → R̄ ≡ [−∞,∞] будем называть оцениванием
на E [12].
Оценивание ε назовём положительным, если rng ε ≡ {εE | E ∈ E} ⊂ R̄+ ≡

≡ [0,∞], конечным, если rng ε ⊂ R, ограниченным, если rng ε ⊂ [a, b] ⊂ R.
Оценивание ε назовём натуральным, если ∅ ∈ E, ε(∅) = 0 и rng ε лежит либо
в [−∞,∞[, либо в ]−∞,∞].
С каждым оцениванием ε : dom ε ≡ E → R̄ свяжем два подансамбля:

E0(ε) ≡ {E ∈ E | εE = 0}
и

Ef (ε) ≡ domf ε ≡ {E ∈ E | εE ∈ R}.
Обозначим

N0(T,E, ε) ≡
{
N0 ∈ P(T ) | ∀E ∈ E

(
N0 ∩ E ∈ E0(ε)

)}
.

Будем называть оценивание ε полным, если

{N ∈ P(T ) | ∃N0 ∈ N0 (N ⊂ N0)} ⊂ E

(см. [28, 5.2]).
Пусть R ⊂ E. Ансамбль E называется R-насыщенным, если

{U ∈ P(T ) | ∀R ∈ R (U ∩R ∈ E)} ⊂ E.

Оценивание ε : E → R̄ называется

— R-σ-непрерывным сверху, если (εRn | n ∈ ω) ↓ εR для каждого множества
R ∈ R и любой последовательности (Rn ∈ R | n ∈ ω) ↓ R;

— внутренне R-регулярным, если εE = sup
{
εR | (

R ∈ R∩Ef (ε)
)∧ (R ⊂ E)

}
для всех E ∈ E (см. [32, 73G (i); 40, V.1.1]);

— R-насыщенным, если E является R-насыщенным (см. [28, 1.6; 32,
71A (B)]).
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Ef (ε)-насыщенное оценивание назовём сильно насыщенным (оно называется
насыщенным в [1, 1.12.121] и локально определённым в [32, 64G (c)]).
Оценивание ε назовём аддитивным [супераддитивным], если ε(E ∪ D) =

= εE + εD [ε(E ∪ D) � εE + εD] для любых E,D ∈ E, таких что E ∪ D ∈ E

и E ∩ D = ∅. Если ε натуральное и (εEn | n ∈ ω) ↓ 0 для каждой последова-
тельности (En ∈ E | n ∈ ω) ↓ ∅, то оценивание ε называется σ-непрерывным
в нуле.
Натуральное оценивание ε называется σ-аддитивным, если

εE = lim
(∑

(εEn | n ∈ {u(i) ∈ N | i ∈ k + 1}) | k ∈ N
)

для любого бесконечного подмножества N ⊂ ω и любой такой последователь-
ности (En ∈ E | n ∈ N) попарно непересекающихся элементов, что E ≡
≡ ⋃

(En | n ∈ N) ∈ E, где u : N �� N — единственная изотонная биекция из
множества N на множество N . Для положительных оцениваний это определе-
ние равносильно привычному.
Напомним, что аддитивный и мультипликативный ансамбль на T , замкну-

тый относительно разности, называется кольцом, а кольцо, содержащее T , —
алгеброй. Кольцо N называется δ-кольцом, если Nδ = N; алгебра M называется
σ-алгеброй, если Mσ = M.
Натуральное σ-аддитивное оценивание, определённое на некотором кольце,

δ-кольце или σ-алгебре будем называть мерой, узкой мерой или широкой мерой
соответственно. Полную сильно насыщенную широкую меру будем называть
расширенной.
Семейство всех мер µ : R → R̄ на кольце R обозначим через Meas(T,R). Его

подсемейства всех положительных мер, всех конечных мер и всех ограниченных
мер обозначим через Meas(T,R)0, Measf(T,R) и Measb(T,R) соответственно.
Мы используем здесь нижний индекс 0, поскольку индекс + зарезервирован
для конусов положительных элементов решёточных линейных пространств, а
Meas(T,R) не является таковым.
Пусть E—произвольный ансамбль на T . ЧерезM(T,E) обозначим семейство

всех E-измеримых функций на T , т. е. таких функций на T , что f−1
[
]x, y[

] ∈ E

для любого ]x, y[ ⊂ R.
Для любой функции f : T → R+ ≡ [0,∞[ и любой положительной широкой

меры µ : M → R̄+ интегралом Лебега от функции f относительно меры µ
называется число

iµ(f) ≡
∫
f dµ ≡ sup

{∑
(inf(f [Mi])µMi | i ∈ I)

}
∈ [0,∞],

где супремум берётся по всем конечным разбиениям (Mi ∈ M | i ∈ I) множе-
ства T (см. [39, 12.2]).
Решёточное линейное пространство всех таких функций f ∈ M(T,M), что∫

f+ dµ < ∞ и
∫

(−f−) dµ < ∞, где f+ ≡ f ∨ 0 и f− ≡ f ∧ 0, обозначим через
MI(T,M, µ). Для функции f ∈ MI(T,M, µ) интегралом от f относительно µ
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называется число

iµ(f) ≡
∫
f dµ ≡

∫
f+ dµ−

∫
(−f−) dµ.

Для произвольной широкой меры µ рассмотрим разложение Хана (T+, T−)
множества T [5, III.4.10]. Оно порождает вариации v+(µ) : M → R̄+ и
v−(µ) : M → [−∞, 0] меры µ, такие что v+(µ)M = µ(M ∩ T+) и v−(µ)M =
= µ(M ∩ T−) для любого M ∈ M. Они являются широкими мерами, и по
крайней мере одна из них конечна. Для µ имеет место разложение Жордана
µ = v+(µ) + v−(µ) [5, III.4.11]. Для ограниченной меры µ справедливы также
равенства µ+ ≡ µ ∨ 0 = v+(µ) и µ− ≡ µ ∧ 0 = v−(µ) [40, VIII.2.3].
Для всякой широкой меры µ и любой функции

f ∈ MI(T,M, µ) ≡ MI
(
T,M, v+(µ)

) ∩ MI
(
T,M,−v−(µ)

)
интегралом от f относительно µ называется число

iµ(f) ≡
∫
f dµ ≡

∫
f d

(
v+(µ)

) −
∫
f d

(−v−(µ)
)
.

Функционал

iµ : f 	→ iµf ≡
∫
f dµ

на MI(T,M, µ) называется интегральным функционалом, он является линей-
ным (см. [39, 19.17]).

1.2. Решёточные линейные пространства функций
и линейные функционалы на них

Обозначим через F (T ) семейство всех функций f : T → R. Пусть A(T ) ⊂
⊂ F (T )—некоторое функциональное решёточное линейное пространство на T .
Через A(T )+ и Ab(T ) будем обозначать его подмножества неотрицательных и
ограниченных функций соответственно.
Пусть (T,G)—хаусдорфово топологическое пространство с ансамблями G,

F, C и B открытых, замкнутых, компактных и борелевских подмножеств соот-
ветственно. Через Ac(T ) будем обозначать подпространство A(T ), состоящее из
функций с компактными носителями.
Функциональное семейство A(T ) называется усекаемым (или со свойством

Стоуна), если условие f ∈ A(T ) влечёт f ∧ 1 ∈ A(T ) (см. [32, 71D; 40, I.7.2]).
Например, пространство C(T,G) = M(T,G) всех непрерывных функций и его
подпространства Cb(T,G), Cc(T,G) являются таковыми.
Будем говорить, что семейство A(T ) огибает [σ-огибает] сверху функцию

h ∈ F (T ), если существует сеть (fm ∈ A(T ) | m ∈ M) [последовательность
(fm ∈ A(T ) | m ∈ M ⊂ ω)], такая что (fm(t) | m ∈ M) ↓ h(t) для любого t ∈ T .
Будем говорить, что A(T ) огибает [σ-огибает] снизу функцию g ∈ F (T ), если
(fm(t) | m ∈M) ↑ g(t) для любого t ∈ T .



100 В. К. Захаров, А. В. Михалёв, Т. В. Родионов

Функционал ϕ : A(T ) → R называется ограниченным, если

sup{|ϕf | | f ∈ A(T ) ∧ |f | � g} <∞
для каждого g ∈ A(T )+. Множество всех ограниченных линейных функциона-
лов на A(T ) обозначается через A(T )∼.
Функционал ϕ будем называть равномерно ограниченным, если он ограни-

ченный и
sup{|ϕf | | f ∈ A(T ) ∧ |f | � 1} <∞.

Множество всех равномерно ограниченных линейных функционалов обозначим
через A(T )∼©. Множества A(T )∼ и A(T )∼© являются решёточными линейными
пространствами.

Лемма 1.1 (Ф. Рисс, Л. Канторович). Для любого ограниченного линейно-
го функционала ϕ на A(T ) имеет место разложение ϕ = ϕ+ + ϕ−, где

1) ϕ+,−ϕ− ∈ A(T )∼+;
2) ϕ+f ≡ sup{ϕg | g ∈ A(T )+ ∧ g � f} и ϕ−f ≡ inf{ϕh | h ∈ A(T )+ ∧ h � f}
для любого f ∈ A(T )+;

3) ϕ+f ≡ ϕ+(f+) − ϕ+(−f−) и ϕ−f ≡ ϕ−(f+) − ϕ−(−f−) для любого
f ∈ A(T ).

Доказательство этого утверждения можно найти в [4, теорема VIII.2.1; 50,
3.6.5].
Функционал ϕ на A(T ) называется поточечно непрерывным [поточечно

σ-непрерывным], если для каждой монотонной сети (fm ∈ A(T ) | m ∈ M)
[соответственно последовательности (fm ∈ A(T ) | m ∈ M ⊂ ω)] и каждой
функции f ∈ A(T ) выполнение условия (fm(t) | m ∈ M) → f(t) для каж-
дого t ∈ T влечёт выполнение (ϕfm | m ∈ M) → ϕf (см. [40, гл. I, 8.1]).
В [1, 7.9.2] линейные функционалы на Cb(T,G) с такими свойствами называют-
ся τ -гладкими [σ-гладкими]. Если ϕ является поточечно σ-непрерывным, то ϕ
является ограниченным (см. [32, 16H]). Подробнее о поточечно непрерывных и
σ-непрерывных функционалах мы говорим в разделе 3.
Функционал ϕ на A(T ) называется узким [32, 73G (e)] или со свойством

Прохорова, если для любого ε > 0 существует такое компактное подмножество
C ⊂ T , что условия f ∈ A(T ) и |f | � χ(T \C) влекут |ϕf | < ε. Множество всех
ограниченных узких линейных функционалов на A(T ) обозначим через A(T )π,
а его подмножество равномерно ограниченных функционалов обозначим через
A(T ) π©.
Функционал ϕ на A(T ) назовём локально узким или с локальным свой-

ством Прохорова [9], если для любых G ∈ G, u ∈ A(T )+ и ε > 0 существует
такое компактное подмножество C ⊂ G, что условия f ∈ A(T ) и |f | � χ(G\C)∧u
влекут |ϕf | < ε. Функционал ϕ назовём вполне локально узким, если для лю-
бых G ∈ G, u ∈ A(T )+ и ε > 0 существуют компактное множество C ⊂ G и
число δ > 0, такие что условия f ∈ A(T ), |f | � χ(G)∧u и sup(|f(t)| | t ∈ C) � δ
влекут |ϕf | < ε.
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Функционал ϕ на A(T ) назовём точным [σ-точным], если он является
поточечно непрерывным [σ-непрерывным] и вполне локально узким. Как и все
поточечно [σ-]непрерывные функционалы, [σ-]точные функционалы являются
ограниченными. Множество всех точных [σ-точных] линейных функционалов
на A(T ) будем обозначать через A(T )� [A(T )�], а его подмножество равномерно
ограниченных функционалов через A(T )�© [A(T )�©]. Ясно, что эти пространства
функционалов линейны и решёточны.

Лемма 1.2. Пусть ϕ—ограниченный линейный функционал на A(T ). Тогда
следующие заключения равносильны:
1) ϕ является вполне локально узким;
2) ϕ+ и −ϕ− являются положительными вполне локально узкими;
3) ϕ = ϕ1 −ϕ2 для некоторых положительных вполне локально узких линей-
ных функционалов ϕ1 и ϕ2 на A(T ).

Доказательство. Докажем импликацию 3) =⇒ 1). По предположению ϕ =
= ϕ1 − ϕ2 для некоторых положительных вполне локально узких линейных
функционалов ϕ1 и ϕ2. Тогда для всякого открытого множества G, каждой
функции u ∈ A(T )+ и любого ε > 0 существуют компактные множества C1 ⊂ G
и C2 ⊂ G и числа δ1 > 0 и δ2 > 0, такие что из условий f ∈ A(T ), |f | � χ(G)∧u
и sup(|f(t)| | t ∈ Ci) � δi вытекает оценка |ϕif | < ε. Возьмём C ≡ C1 ∪ C2 и
δ ≡ δ1 ∧ δ2. Если |f | � χ(G) ∧ u и sup(|f(t)| | t ∈ C) � δ, то |ϕf | � |ϕ1f | +
+ |ϕ2f | < ε.
Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Возьмём произвольные G ∈ G, u ∈ A(T )+

и ε > 0. По предположению существуют такие C ⊂ G и δ > 0, что условия
f ∈ A(T ), |f | � χ(G) ∧ u и sup(|f(t)| | t ∈ C) � δ влекут |ϕf | < ε. Для любой
функции g ∈ A(T )+ из 0 � g � |f | вытекает g � χ(G)∧u и sup(|g(t)| | t ∈ C) � δ.
Поэтому ϕg < ε и, следовательно,

|ϕ+f | � ϕ+|f | ≡ sup{ϕg | g ∈ A(T )+ ∧ g � |f |} � ε.

Аналогично |ϕ−f | � ε. Таким образом, ϕ+ и −ϕ− являются вполне локально
узкими.
Докажем импликацию 2) =⇒ 3). Согласно лемме 1.1 ϕ = ϕ+ + ϕ−.

Замечание. Аналогичные леммы справедливы для ограниченных, равномер-
но ограниченных, узких, локально узких, поточечно непрерывных, поточечно
σ-непрерывных, точных и σ-точных функционалов.

1.3. Теорема Александрова—Стоуна

Пусть R—мультипликативный и σ-аддитивный ансамбль на T . Обозначим
через L(T,R) множество всех возрастающих супераддитивных σ-непрерывных
в нуле оцениваний λ : R → R+, удовлетворяющих неравенству

λL � λH + sup{λR | R ∈ R ∧R ⊂ L \H}
для каждых H,L ∈ R, таких что H ⊂ L.



102 В. К. Захаров, А. В. Михалёв, Т. В. Родионов

Определим оценивание ν : P(T ) → R̄+, полагая

νE ≡ sup{λR | R ∈ R ∧R ⊂ E}.
Рассмотрим ансамбль

M ≡ {
M ∈ P(T ) | ∀L ∈ R

(
λL � ν(L ∩M) + ν(L \M)

)}
и оценивание µ ≡ eλ ≡ ν|M.
Следующий результат о продолжении оцениваний до мер является ключевым

для интегрального представления функционалов [32, 71A].

Предложение 1.1. Пусть R—мультипликативный и σ-аддитивный ансамбль
на T . Тогда для каждого оценивания λ ∈ L(T,R) ансамбль M является σ-ал-
геброй, а µ ≡ eλ : M → R̄+—положительной, (широкой), полной, сильно насы-
щенной, внутренне R-регулярной и R-насыщенной мерой, продолжающей λ.

Пусть A(T )—линейное пространство функций на T и ϕ—линейный функ-
ционал на A(T ). Пусть M— σ-алгебра на T и µ— (широкая) мера на M. Функ-
ционал ϕ называется представимым интегралом Лебега над измеримым про-
странством (T,M, µ) или интегрально представимым относительно меры µ,
если A(T ) ⊂ MI(T,M, µ) и ϕf = iµf для всех f ∈ A(T ).
Рассмотрим ансамбль Iσ

(
A(T )

)
всех таких множеств R ⊂ T , что семейство

A(T ) σ-огибает сверху функцию χ(R). Для любого положительного функцио-
нала ϕ на A(T ) можно определить на Iσ

(
A(T )

)
положительное конечное оце-

нивание λ ≡ Λϕ, полагая λR ≡ inf{ϕf | f ∈ A(T )+ ∧ f � χ(R)} для любого
R ∈ Iσ

(
A(T )

)
.

Следующий важный результат может быть назван теоремой Александро-
ва—Стоуна об интегральном представлении, так как он восходит к работам [26]
и [52]. М. Стоун показал важность поточечной σ-непрерывности функционала
для существования меры, а А. Д. Александров показал важность внутренней
регулярности меры для её единственности.

Теорема 1.1 (А. Д. Александров, М. Стоун). Пусть A(T )—усекаемое ре-
шёточное линейное пространство функций на T , ϕ—положительный поточечно
σ-непрерывный линейный функционал на A(T ). Тогда
1) λ ∈ L(T,R), где R ≡ Iσ

(
A(T )

)
;

2) мера µ ≡ eλ : M → R̄+ является положительной, широкой, полной, сильно
насыщенной, внутренне R-регулярной, R-насыщенной и R-σ-непрерывной
сверху;

3) функционал ϕ представи́м интегралом Лебега над (T,M, µ);
4) мера µ единственна в следующем смысле: если существует другая по-
ложительная, полная, сильно насыщенная, внутренне R-регулярная мера
ν : N → R̄+, такая что ϕ представи́м интегралом Лебега над (T,N, ν), то
N = M и ν = µ;

5) если A(T ) ⊂ Fb(T ) и функционал ϕ является равномерно ограниченным,
то мера µ ограниченная.
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Доказательства первых трёх утверждений можно найти в [32, 71G], утвер-
ждения 4) — в [32, 72F]. Утверждение 5) следует непосредственно из определе-
ния λ.
Таким образом, для всякого усекаемого решёточного линейного пространства

A(T ) определено отображение R ≡ e ◦ Λ: ϕ 	→ µ, ставящее в соответствие каж-
дому положительному поточечно σ-непрерывному функционалу на A(T ) меру
с указанными выше свойствами.

1.4. Радоновские меры на хаусдорфовом пространстве

Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство. Широкую меру µ : M → R̄ будем
называть (широкой) радоновской мерой на (T,G), если выполнены следующие
условия:
1) G ⊂ M;
2) C ⊂ Mf (µ), т. е. µC ∈ R для любого C ∈ C;
3) для любого M ∈ M, такого что µM ∈ R, и любого ε > 0 существует такое

C ∈ C, что C ⊂M и |µM − µC| < ε;
4) для любого M ∈ M, такого что µM = ∞ [µM = −∞] и любого a ∈ R
существует такое C ∈ C, что C ⊂M и µC > a [соответственно µC < a].

В силу первого условия σ-алгебра M содержит борелевскую σ-алгебру B.
Если M = B, то назовём µ борелевско-радоновской мерой. Для случая по-
ложительных мер совокупное свойство 3)& 4) равносильно свойству внутрен-
ней C-регулярности (компактной регулярности) из раздела 1.1, которое ранее
использовалось при определении положительных радоновских мер (см., напри-
мер, [32, 73A]).
Семейство всех (широких) радоновских мер µ : M → R̄ обозначим через

RMw(T,G,M). Подсемейство всех расширенных (т. е. полных и сильно на-
сыщенных) радоновских мер µ : M → R̄ обозначим через RMwe(T,G,M). Се-
мейства всех радоновских мер и расширенных радоновских мер на простран-
стве (T,G), определённых на всех возможных σ-алгебрах M, обозначим через
RMw(T,G) и RMwe(T,G) соответственно. Через RMw�(T,G) ≡ RMw(T,G,B)
обозначим семейство всех борелевско-радоновских мер. Для обозначения соот-
ветствующих подсемейств положительных и ограниченных мер (см. раздел 1.1)
будем использовать нижние индексы 0 и b.
Если µ ∈ RMw(T,G), то интегральный функционал iµ называется радонов-

ским интегралом.

Лемма 1.3. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство с широкой мерой
µ : M → R̄. Тогда следующие утверждения равносильны:
1) µ—радоновская мера;
2) вариации v+(µ) и −v−(µ) меры µ (см. раздел 1.1) являются положитель-
ными радоновскими мерами;

3) µ = µ1−µ2 для некоторых мер µ1, µ2 ∈ RMw(T,G)0, по крайней мере одна
из которых конечна;
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4) мера µ конечна на компактных множествах и обладает следующими свой-
ствами:

а) для любого множества M ∈ M, такого что µM = ∞ [µM = −∞], и
любого числа δ > 0 найдётся такое компактное множество C ⊂ M ,
что µC ′ > δ [µC ′ < −δ] для любого компактного множества C ′,
удовлетворяющего условию C ⊂ C ′ ⊂M ;

б) для любого множества M ∈ M, такого что µM ∈ R, и любо-
го числа ε > 0 найдётся такое компактное множество C ⊂ M , что
|µM − µC ′| < ε для любого компактного множества C ′, удовлетворя-
ющего условию C ⊂ C ′ ⊂M .

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Пусть M ∈ M. В соот-
ветствии с разложением Хана множества T и разложением Жордана меры µ
существуют такие множества T+ и T− и положительные широкие меры v+(µ)
и −v−(µ) (вариации), что v+(µ)M = µ(M ∩ T+) и v−(µ)M = µ(M ∩ T−).
Возьмём произвольное компактное множество C. Тогда µC = v+(µ)C +

+ v−(µ)C и по меньшей мере одна из этих вариаций конечна. Так как µC ∈ R,
можно заключить, что v+(µ)C и v−(µ)C конечны. Таким образом, эти вариации
меры µ конечны на компактных множествах.
Если v+(µ)M = µ(M ∩ T+) = ∞, то по определению радоновской меры

для любого a > 0 найдётся такое компактное множество C ⊂ M ∩ T+, что
v+(µ)C = µ(C ∩ T+) = µC > a.
Если v+(µ)M < ∞, то по определению для любого ε > 0 найдётся такое

компактное множество C ⊂M ∩ T+, что

0 � v+(µ)M − v+(µ)C = |µ(M ∩ T+) − µC| < ε.

Это означает, что v+(µ)—положительная радоновская мера. Для −v−(µ) рас-
суждения полностью аналогичны.
Справедливость импликации 2) =⇒ 3) следует из того, что согласно разло-

жению Жордана µ = v+(µ)−(−v−(µ)
)
и по крайней мере одна из этих вариаций

конечна.
Докажем импликацию 3) =⇒ 4). Ясно, что мера µ конечна на компактных

множествах. Возьмём произвольное M ∈ M. Пусть x ≡ µM = ∞. Тогда
y ≡ µ1M = ∞ и z ≡ µ2M < ∞. Для каждого δ > 0 найдётся такое ком-
пактное множество C ⊂ M , что µ1C > δ + z. Если C ′ ∈ C и C ⊂ C ′ ⊂ M , то
µC ′ = µ1C

′ − µ2C
′ > µ1C − z > δ + z − z = δ. В случае x = −∞ рассуждения

такие же.
Пусть x ∈ R. Тогда y, z ∈ R+. Возьмём произвольное ε > 0. По условию

существуют такие компактные множества C1, C2 ⊂ M , что 0 � y − µ1C1 < ε/2
и 0 � z − µ2C2 < ε/2. Тогда для C ≡ C1 ∪ C2 и любого C ′ ∈ C, такого что
C ⊂ C ′ ⊂M , имеем

|x− µC ′| � (y − µ1C
′) + (z − µ2C

′) � y − µ1C1 + z − µ2C2 < ε.

Импликация 4) =⇒ 1) очевидна.
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С помощью этой леммы легко доказывается следующее предложение.

Предложение 1.2. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство, M— σ-алгебра
на нём.
1. Если µ, ν ∈ RMw(T,G,M)0 и x, y ∈ R+, то xµ+ yν ∈ RMw(T,G,M)0.
2. RMw

b (T,G,M) является решёточным линейным подпространством в решё-
точном линейном пространстве Measb(T,M).

3. RMw
b (T,G,M)0 = RMw

b (T,G,M)+.

Из пункта 1 этого предложения следует, что семейство RMw(T,G,M)0 яв-
ляется конусом.
Для конечных мер можно дать другое, эквивалентное, определение радонов-

ской меры.
Как отмечалось в конце раздела 1.1, для произвольной широкой меры µ имеет

место разложение Жордана µ = v+(µ)+v−(µ), где хотя бы одна из вариаций ко-
нечна. Для конечной меры µ конечны обе вариации, поэтому можно определить
её полную вариацию |µ| ≡ v+(µ) − v−(µ).

Предложение 1.3. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство, M— σ-алге-
бра, содержащая G, µ—конечная мера на M. Тогда следующие условия эк-
вивалентны:
1) µ ∈ RMw(T,G,M);
2) для каждого M ∈ M и любого ε > 0 найдутся такие C ∈ C и G ∈ G, что

C ⊂M ⊂ G и |µ|(G \ C) < ε.

Доказательство. Обозначим µ1 ≡ v+(µ), µ2 ≡ −v−(µ). Меры µ1 и µ2 ко-
нечны, как и сама мера µ, поэтому µ1M,µ2M ∈ R для всех M ∈ M.
Докажем импликацию 1) =⇒ 2). По лемме 1.3 µ1, µ2 ∈ RM(T,G,M)0. Пусть

M ∈ M и ε > 0. По определению радоновской меры существуют такие
C1, C2 ∈ C, что C1 ⊂ M , C2 ⊂ M , 0 � µ1(M) < µ1(C1) + ε/4 и 0 � µ2(M) <
< µ2(C2) + ε/4. Поскольку T \M ∈ M, то µ1(T \M), µ2(T \M) ∈ R. Поэтому
для любого ε > 0 существуют такие D1,D2 ∈ C, что D1 ⊂ T \M , D2 ⊂ T \M ,
0 � µ1(T \M) < µ1(D1) + ε/4 и 0 � µ2(T \M) < µ2(D2) + ε/4.
Положим C ≡ C1 ∪ C2 ∈ C, G ≡ T \ (D1 ∪D2) ∈ G. Тогда C ⊂M ⊂ G и

µ1(G \ C) � µ1

(
(T \D1) \ C1

)
=

= µ1

((
(T \D1) \ C1

) ∩M)
+ µ1

((
(T \D1) \ C1

) ∩ (T \M)
)

=

= µ1(M \C1) + µ1

(
(T \M) \ (T \D1)

)
<
ε

4
+ µ1

(
(T \M) \D1

)
<
ε

4
+
ε

4
=
ε

2
.

Аналогично µ2(G \ C) < ε/2. Поэтому |µ|(G \ C) = µ1(G \ C) + µ2(G \ C) < ε.
Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Пусть M ∈ M и ε > 0. Возьмём C ∈ C и

G ∈ G, такие что C ⊂M ⊂ G и |µ|(G \ C) < ε. Тогда

0 � µ1(M) − µ1(C) = µ1(M \ C) < µ1(G \ C) � |µ|(G \ C) < ε,

0 � µ2(M) − µ2(C) = µ2(M \ C) < µ2(G \ C) � |µ|(G \ C) < ε.
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Таким образом, µ1 и µ2—положительные радоновские меры. По лемме 1.3 из
этого следует, что и µ = µ1 − µ2 является радоновской.

Следствие. Пусть (T,G)—компактное пространство, M— σ-алгебра, содер-
жащая G, µ—конечная мера наM. Тогда следующие утверждения равносильны:

1) µ ∈ RMw(T,G,M);
2) для каждого M ∈ M и любого ε > 0 найдутся такие F ∈ F и G ∈ G, что

F ⊂M ⊂ G и |µ|(G \ F ) < ε.

Доказательство. Достаточно отметить, что в компактном пространстве лю-
бое замкнутое множество компактно.

Именно свойство 2) лежало в основе определения конечной радоновской
меры на компактном пространстве, которым пользовались И. Радон, С. Ба-
нах, С. Сакс и С. Какутани (см. [50, 18.2.1]). При обобщении их определе-
ния на случай конечной меры на некомпактном пространстве естественно было
заменить аппроксимацию замкнутыми подмножествами аппроксимацией ком-
пактными подмножествами, что и отражено в предложении 1.3. Понятие же
произвольной, т. е. необязательно конечной и необязательно положительной,
радоновской меры было введено в [9, 10]. Семейство RMw

b (T,G,M) конечных
(а значит, ограниченных) радоновских мер µ : M → R, задействованное указан-
ными выше авторами, является линейным пространством. Однако для неконеч-
ных радоновских мер µ : M → R̄ отсутствие в R̄ операции ∞ − ∞ приводит
к тому, что семейство RMw(T,G,M) не является линейным пространством.

2. Равномерные функции

Как было сказано во введении, пространства Cc(T,G) и Cb(T,G), использо-
вавшиеся ранее для характеризации интегральных функционалов на локально
компактных и тихоновских пространствах, не работают в общей ситуации хаус-
дорфова пространства, поскольку возможны случаи Cb(T,G) = {r1 | r ∈ R} и
Cc(T,G) = {0}. Поэтому нужно было найти класс функциональных пространств
A(T ), подходящих для работы с интегральными функционалами в общем слу-
чае. В классе линейных пространств M(T, S) измеримых функций такой подхо-
дящий подкласс до сих пор не был найден.
В [7, 8] был выделен новый класс функций, отличный от класса измеримых

функций, подходящий для работы с радоновскими интегралами.

2.1. Функции, равномерные относительно семейств покрытий

Семейство C конечных покрытий множества T назовём мультипликатив-
ным, если для каждой конечной коллекции (πα ∈ C | α ∈ A) покрытий πα ≡
≡ (Cαi ∈ P(T ) | i ∈ Iα) множества T мы имеем

∧
(πα | α ∈ A) ∈ C, где∧

(πα | α ∈ A) обозначает такое покрытие (Dj | j ∈ J), что J ≡ ∏
(Iα | α ∈ A) и
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Dj ≡ ⋂
(Cαj(α) | α ∈ A) для каждого j ∈ J . Ясно, что это свойство достаточно

проверять для случая двух покрытий π1 ≡ (C1i | i ∈ I1) и π2 ≡ (C2i | i ∈ I2) из
C. Тогда должно быть выполнено π1 ∧ π2 ≡ (Dj | j ∈ J) ∈ C, где J ≡ I1 × I2 и
Dj ≡ C1j(1) ∩ C2j(2) для каждого j ∈ J . Отметим, что для того чтобы не уве-
личивать этажи индексации, мы здесь и далее считаем, что предшествующие
индексы задают область изменения последующих.
Для семейства C покрытий множества T рассмотрим его η-оболочку Cη,

состоящую из всех конечных коллекций π ≡ (Pu ∈ P(T ) | u ∈ U), таких
что для π существует конечная коллекция (γi ∈ C | i ∈ I) конечных покры-
тий γi ≡ (Cim | m ∈ Mi) множества T , такая что U =

∏
(Mi | i ∈ I) и

Pu =
⋂

(Ciu(i) | i ∈ I) для каждого u ∈ U .

Лемма 2.1. Пусть T —множество и C— семейство конечных покрытий мно-
жества T . Тогда каждая коллекция π ∈ Cη является конечным покрытием T .

Доказательство. В силу общей дистрибутивности объединения относитель-
но пересечения имеем

⋃
(Pu | u ∈ U) =

⋃( ⋂
(Ciu(i) | i ∈ I)

∣∣ u ∈ U
)

=

=
⋂(⋃

(Cim | m ∈Mi)
∣∣ i ∈ I

)
=

⋂
(T | i ∈ I) = T.

Так как каждое множество Mi является конечным, их произведение U ≡
≡ ∏

(Mi | i ∈ I) тоже конечно.

Лемма 2.2. Пусть T —множество и C— семейство конечных покрытий мно-
жества T . Тогда семейство Cη конечных покрытий T мультипликативно.

Доказательство. Пусть (πα ∈ Cη | α ∈ A)—конечная коллекция. По опре-
делению πα ≡ (Pαu ⊂ T | u ∈ Uα) для α ∈ A, и для каждого πα существует
конечная коллекция (γαi ∈ C | i ∈ Iα) покрытий, такая что Uα =

∏
(Mαi | i ∈ Iα)

и Pαu =
⋂

(Cαiu(i) | i ∈ Iα) для каждого u ∈ Uα.
Рассмотрим конечное множество J ≡ ⋃

(Iα × {α} | α ∈ A). По свойству
общей ассоциативности произведения имеют место следующие биекции:

W ≡
∏

(Uα | α ∈ A) �

�
∏( ∏

(Mαi | (i, α) ∈ Iα × {α}) ∣∣ α ∈ A
)

�
∏

(Mj | j ∈ J) ≡ V,

где Mj ≡Mαi для j ≡ (i, α) ∈ Jα ≡ Iα × {α}.
Рассмотрим конечную коллекцию (δj | j ∈ J) конечных коллекций δj ≡

≡ (Djm | m ∈Mj), таких что Djm ≡ Cαim для j ≡ (i, α) ∈ Jα и m ∈Mj ≡Mαi.
Так как δ(i,α) = (Cαim | m ∈Mαi), мы заключаем, что δj ∈ C для каждого j ∈ J .
Рассмотрим множества Qv ≡ ⋂

(Djv(j) | j ∈ J) и коллекцию κ ≡
≡ (Qv | v ∈ V ) ∈ Cη. Если v ∈ V получается в результате биекций из w ∈ W ,
то



108 В. К. Захаров, А. В. Михалёв, Т. В. Родионов

⋂
(Pαw(α) | α ∈ A) =

⋂( ⋂
(Cαiw(α)(i) | i ∈ Iα)

∣∣ α ∈ A
)

=

=
⋂( ⋂

(Djv(j) | j ∈ Jα)
∣∣ α ∈ A

)
=

⋂
(Djv(j) | j ∈ J) = Qv.

Отсюда вытекает, что
∧

(πα | α ∈ A) = κ. Следовательно,
∧

(πα | α ∈ A) ∈ Cη.

Для функции f : T → R, множества P ⊂ T и коллекции множеств π ≡
≡ (Pi ⊂ T | i ∈ I) рассмотрим числа ω(f, P ) ≡ sup{|f(s) − f(t)| | s, t ∈ P}
и ω(f, π) ≡ sup{ω(f, Pi) | i ∈ I}, называемые колебаниями функции f на
множестве P и на коллекции π соответственно.
Пусть C—некоторое семейство конечных покрытий множества T . Функ-

цию f назовём равномерной относительно семейства C, если для любого
ε > 0 существует такое покрытие (Ci | i ∈ I) ∈ C, что ω(f, Ci) < ε для любого
i ∈ I (см. [7, 1.2.2; 8, 1.2.2; 11]). Легко убедиться, что любая равномерная функ-
ция является ограниченной. Семейство всех C-равномерных функций обозначим
через U(T,C).
Если S—ансамбль на T , то он порождает семейство Cov S конечных покры-

тий (Si ∈ S | i ∈ I) множества T . Ансамбль S на T называется основой [11, 22],
если он мультипликативен и содержит множества ∅ и T . Основа называется
σ-основой, если она σ-аддитивна. Если S является основой, то соответствующее
семейство покрытий Cov S является мультипликативным и содержит одноэле-
ментное покрытие (Ti ≡ T | i ∈ {i}).
Функция f называется равномерной относительно ансамбля S, если она яв-

ляется равномерной относительно семейства Cov S. Эти функции были введены
в [55]. Далее вместо U(T,Cov S) будем писать просто U(T, S).

Лемма 2.3. Пусть S—ансамбль на T . Тогда Mb(T, S) ⊂ U(T, S) ⊂ Mb(T, Sσ).

Доказательство. Пусть f ∈ Mb(T, S). Тогда f [T ] ⊂ ]−a, a[ для некоторого
a > 0. Возьмём произвольное ε > 0 и положительное натуральное число n, такие
что 2a/n < ε. Рассмотрим множества Ci ≡ f−1

[
]a(i − 1)/n, a(i + 1)/n[

] ∈ S,
|i| ∈ n. Ясно, что

⋃
(Ci | i ∈ n) = T и ω(f, Ci) � 2a/n < ε. Таким образом,

f ∈ U(T, S).
Теперь пусть f ∈ U(T, S). Это означает, что для каждого εn ≡ 1/n найдётся

конечное покрытие πn ≡ (Cni ∈ S | i ∈ In) множества T , такое что ω(f, πn) < εn.
Отсюда видно, что f ограниченная. Возьмём произвольные действительные чис-
ла x < y и рассмотрим множества E ≡ f−1

[
]x, y[

]
, En ≡ f−1

[
[x+ εn, y − εn]

]
,

Jn ≡ {i ∈ In | Cni ∩ En �= ∅} и Ẽn ≡ ⋃
(Cni | i ∈ Jn). Если t ∈ Ẽn, то

t ∈ Cni для некоторого i ∈ Jn. Следовательно, существует s ∈ Cni ∩ En. Име-
ем f(t) < f(s) + εn < y и f(t) > f(s) − εn > x, т. е. t ∈ E. Таким образом,
Ẽn ⊂ E. Отсюда следует, что E ⊂ ⋃

(En | n ∈ N) ⊂ ⋃
(Ẽn | n ∈ N) ⊂ E,

т. е. E =
⋃

(Ẽn | n ∈ N). В итоге, поскольку Ẽn ∈ Sσ, получаем, что E ∈ Sσ.
Следовательно, f ∈ Mb(T, Sσ).
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Следствие. Пусть S— σ-аддитивный ансамбль на множестве T . Тогда
U(T, S) = Mb(T, S).

Класс семейств U(T, S) функций, равномерных относительно семейства по-
крытий C, оказался полезным при решении ряда классических задач в теории
функций и теории меры.
Согласно [24, § 37, п. 1] и [21] функциональное семейство A(T ) называется

нормальным [ограниченно нормальным], если

1) A(T ) содержит единичную функцию 1;
2) A(T ) замкнуто относительно умножения на вещественные числа;
3) A(T ) замкнуто относительно поточечного сложения, умножения, супрему-
ма и инфимума;

4) A(T ) замкнуто относительно равномерной сходимости последовательно-
стей;

5) A(T ) замкнуто относительно разрешённого деления [ограниченного раз-
решённого деления], т. е. справедливо

∀ f ∈ A(T ) ∀ g ∈ F (T ) (g = 1/f ⇒ g ∈ A(T )
[∀ f ∈ A(T ) ∀ g ∈ Fb(T ) (g = 1/f ⇒ g ∈ A(T )].

Для функции f : T → R множество coz f ≡ {t ∈ T | f(t) �= 0} называется
конульмножеством функции f . Для семейства A(T ) функций на множестве T
ансамбль CozA(T ) ≡ {coz f | f ∈ A(T )} называется ансамблем конульмно-
жеств семейства A(T ). Имеет место следующая теорема Хаусдорфа (см. [21;
24, § 37, п. 1]).

Теорема 2.1. Пусть T —множество и A(T )—подсемейство в F (T ). Тогда
следующие утверждения равносильны:

1) семейство A(T ) является нормальным;
2) A(T ) = M(T, S) для некоторой σ-основы S;
3) A(T ) = M

(
T, {∅, T} ∪ (

CozA(T )
)
ησ

)
.

Если последовательность (fn | n ∈ ω) сходится к f ∈ F (T ) равномерно на T ,
то будем писать f = u-lim(fn | n ∈ ω).

Предложение 2.1. Если семейство конечных покрытий C мультипликативно
и содержит одноэлементное покрытие, то семейство функций U(T,C) является
ограниченно нормальным.

Доказательство. Ясно, что 1 ∈ A(T ) ≡ U(T,C). Зафиксируем функции
f, g ∈ A(T ) и число ε > 0. Пусть |f | � a1 и |g| � b1 для некоторых чисел
a и b.
Пусть r ∈ R \ {0}. Для числа ε1 ≡ ε/|r| существует такое покрытие π ≡

≡ (Ci | i ∈ I) ∈ C, что ω(f, π) < ε1. Если s, t ∈ Ci, то |(rf)(s) − (rf)(t)| =
= |r| |f(s)−f(t)| � |r|ω(f, π). Следовательно, ω(rf, π) � |r|ω(f, π) < ε. Поэтому
rf ∈ A(T ).
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Для чисел ε1 ≡ ε/2 и ε2 ≡ ε/2 существуют такие покрытия π ≡ (Ci | i ∈ I) ∈
∈ C и κ ≡ (Dj | j ∈ J) ∈ C, что ω(f, π) < ε1 и ω(g,κ) < ε2. Если s, t ∈ Ci ∩Dj ,
то

|(f + g)(s) − (f + g)(t)| � |f(s) − f(t)| + |g(s) − g(t)| � ω(f, π) + ω(g,κ).

Следовательно,
ω(f + g, π ∧ κ) � ω(f, π) + ω(g,κ) < ε.

Так как C мультипликативно, то π ∧ κ ∈ C. Значит, f + g ∈ A(T ).
Аналогичным образом по неравенству Биркгофа имеем

|(f ∨ g)(s) − (f ∨ g)(t)| � |f(s) ∨ g(s) − f(s) ∨ g(t)| + |f(s) ∨ g(t) − f(t) ∨ g(t)| �
� |g(s) − g(t)| + |f(s) − f(t)| � ω(g,κ) + ω(f, π).

Следовательно, ω(f ∨ g, π ∧ κ) � ω(g,κ) + ω(f, π) < ε. Значит, f ∨ g ∈ A(T ).
Точно так же проверяется, что f ∧ g ∈ A(T ).
Рассмотрим числа ε1 ≡ ε/2b и ε2 ≡ ε/2a. Для них существуют такие покры-

тия π ≡ (Ci | i ∈ I) ∈ C и κ ≡ (Dj | j ∈ J) ∈ C, что ω(f, π) < ε1 и ω(g,κ) < ε2.
Если s, t ∈ Ci ∩Dj , то

|(fg)(s) − (fg)(t)| = |(f(s) g(s) − f(t) g(s)| + |(f(t) g(s) − f(t) g(t)| �
� |g(s)| |f(s) − f(t)| + |f(t)| |g(s) − g(t)| � bω(f, π) + aω(g,κ).

Следовательно, ω(fg, π ∧ κ) � bω(f, π) + aω(g,κ) < ε. Значит, fg ∈ A(T ).
Предположим, что f(t) �= 0 для любого t ∈ T и 1/|f | � c1 для некоторого

числа c. Для числа ε1 ≡ ε/c2 существует такое покрытие π ≡ (Ci | i ∈ I) ∈ C,
что ω(f, π) < ε1. Если s, t ∈ Ci, то

|(1/f)(s) − (1/f)(t)| =
|f(s) − f(t)|
|f(s)| |f(t)| � c2ω(f, π).

Следовательно, ω(1/f, π) � c2ω(f, π) < ε. Поэтому 1/f ∈ A(T ).
Теперь предположим, что f = u-lim(fn | n ∈ ω) для некоторой последова-

тельности (fn | n ∈ ω) C-равномерных функций. Для всякого ε > 0 определим
такое число m ∈ ω, что |f(t) − fn(t)| < ε/3 для всех n � m. Рассмотрим такое
покрытие π ≡ (Ci | i ∈ I) ∈ C, что ω(fm, π) < ε/3. Тогда

|f(s) − f(t)| = |f(s) − fm(s) + fm(s) − fm(t) + fm(t) − f(t)| �
� |f(s) − fm(s)| + |fm(s) − fm(t)| + |fm(t) − f(t)| < ε

для всех s, t ∈ Ci. Следовательно, ω(f, π) < ε. Таким образом, функция f также
лежит в U(T,C).

Следствие. Если S—основа на T , то семейство S-равномерных функций
U(T, S) является ограниченно нормальным.
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2.2. Различие между классами равномерных
и измеримых функций

В этом разделе мы доказываем, что класс равномерных функций действи-
тельно является отличным от класса измеримых функций.
Пусть T —множество. Определим класс

Mb(T ) ≡ {
x | ∃ S

(
S— σ-основа ∧ x = Mb(T, S)

)}
всех семейств ограниченных функций, измеримых относительно некоторой
σ-основы S на множестве T . C этим классом связан новый класс

U(T ) ≡ {
x | ∃C

(
C—мультипликативное семейство покрытий,

содержащее одноэлементное покрытие ∧ x = U(T,C)
)}

всех семейств функций, равномерных относительно некоторого мультиплика-
тивного семейства C покрытий множества T . Его естественным подклассом
является класс

Uen(T ) ≡ {
x | ∃ S

(
S—основа ∧ x = U(T, S)

)}
всех семейств функций, равномерных относительно некоторой основы S на T .
Для произвольного ансамбля S на T рассмотрим коансамбль co-S, состоящий

из всех таких элементов R ∈ P(T ), что R = T \ S для некоторого S ∈ S.

Теорема 2.2. Для T ≡ [0, 1] справедливо строгое вложениеMb(T ) � Uen(T ),
т. е. класс семейств равномерных функций строго шире класса семейств огра-
ниченных измеримых функций.

Доказательство. Пусть H—алгебра на T . Предположим, что существует
такая σ-основа Q, что U(T,H) = Mb(T,Q). По теореме Хаусдорфа 2.1 семейство
M(T,Q) нормально и имеет место равенство M(T,Q) = M

(
T,

(
CozM(T,Q)

)
ησ

)
.

Далее,

U(T,H) = Mb(T,Q) = Mb

(
T,

(
CozM(T,Q)

)
ησ

)
=

= Mb

(
T,

(
Coz Mb(T,Q)

)
ησ

)
= Mb

(
T,

(
Coz U(T,H)

)
ησ

)
.

Так как H—алгебра, легко убедиться, что H ⊂ Coz U(T,H). Для этого доста-
точно взять произвольное множество H ∈ H и определить функцию f на T ,
положив f(t) ≡ 1 при t ∈ H и f(t) ≡ 0 при t ∈ T \ H. Следовательно, Hσ ⊂
⊂ (

Coz U(T,H)
)
ησ
и

Mb(T,Hσ) ⊂ Mb

(
T,

(
Coz U(T,H)

)
ησ

)
= Mb(T,Q) = U(T,H).

Но U(T,H) ⊂ Mb(T,Hσ) по лемме 2.3. Значит, U(T,H) = Mb(T,Hσ).
Теперь докажем, что это равенство, вообще говоря, неверно. Для этого

предъявим алгебру H, для которой U(T,H) �= Mb(T,Hσ).
Определим ансамбль R0 на T ≡ [0, 1], состоящий из всех собственных за-

мкнутых интервалов [x, y] ⊂ T , 0 � x < y � 1. Рассмотрим ансамбль S0 ≡ co-R0,
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состоящий из всех интервалов [0, x[, 0 < x < 1, всех интервалов ]y, 1], 0 < y < 1,
и всех множеств вида [0, x[ ∪ ]y, 1], 0 < x < y < 1.
Возьмём канторово совершенное множество D ⊂ T и его дополнение C ≡

≡ T \D и положим R ≡ R0 ∪ {D}. Тогда S ≡ co-R = S0 ∪ {C}. Легко убедиться,
что (R0)η = R0 ∪ {[x, x] | 0 < x < 1} и S1 ≡ (S0)η состоит из всех таких S1, что
S1 =

⋃
(Im | m ∈M) для некоторых конечных коллекций (Im | m ∈M) непере-

секающихся интервалов Im одного из следующих типов: Im = [0, x[, 0 < x < 1,
Im = ]x, y[, 0 < x < y < 1, Im = ]y, 1], 0 < y < 1. Следовательно, Rη = R0 ∪
∪ {[x, x] | 0 < x < 1} ∪ {R ∩D | R ∈ R0} и Sη = S1 ∪ {S1 ∩ C | S1 ∈ S1}.
Рассмотрим ансамбль

K ≡ {S̃ ∩ R̃ | S̃ ∈ Sη ∧ R̃ ∈ Rη} = K′ ∪ K′′ ∪ K′′′.

Опишем ансамбли K′, K′′ и K′′′: K′ ≡ {S ∩ R | S ∈ S1 ∧ R ∈ (R0)η}, т. е. K′

состоит из замкнутых интервалов [x, y], 0 � x < y � 1, [x, x], 0 < x < 1, и всех
конечных объединений следующих четырёх видов:

[x1, y1[ ∪ ]x2, y2[ ∪ . . . ∪ ]xm, ym], 0 � x1 < y1 < . . . < xm < ym � 1,
[x1, y1[ ∪ ]x2, y2[ ∪ . . . ∪ ]xm, ym[, 0 � x1 < y1 < . . . < xm < ym < 1,
]x1, y1[ ∪ ]x2, y2[ ∪ . . . ∪ ]xm, ym], 0 < x1 < y1 < . . . < xm < ym � 1,
]x1, y1[ ∪ ]x2, y2[ ∪ . . . ∪ ]xm, ym[, 0 < x1 < y1 < . . . < xm < ym < 1;

K′′ ≡ {K ∩D | K ∈ K′}; K′′′ ≡ {K ∩ C | K ∈ K′}.
Построим функцию ξ на T , такую что ξ ∈ Mb(T,Kσ), но ξ /∈ U(T,K).
Рассмотрим множество J всех интервалов [0, x|, |x, y| и |y, 1] для всех

0 < x < y < 1, где | обозначает одну из скобок ], [. Ясно, что J ⊂ K.
Опишем алгоритм построения интервалов, составляющих множество C; это

необходимо для корректного задания функций на C.
Рассмотрим множества A и B всех индексов α и β, состоящих из цифр 1 и 2

и определяемых по индукции следующим образом:

1) 1 ∈ B;
2) если β ∈ B, то β1, β2 ∈ A;
3) если α ∈ A, то α1, α2 ∈ B.

Элементы множества A ∪B будем называть лексемами.
Так как лексема γ ∈ A ∪ B имеет вид i1 . . . in для единственной последо-

вательности (i1, . . . , in) чисел ik ∈ {1, 2}, то число n является функцией от
лексемы γ. Этот факт будем записывать в виде n = n(γ).
Опишем теперь алгоритм построения двух коллекций интервалов

(In
α | α ∈ A ∧ n = n(α)), (Jn

β | β ∈ B ∧ n = n(β)).

Положим

J1
1 ≡

]
x1

1

3
,
y1
1

3

[
,

где x1
1 ≡ 1, y1

1 ≡ 2.
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Пусть все интервалы

Jn
β ≡

]
xn

β

3n
,
yn

β

3n

[

определены для n ∈ N. Определим все интервалы для n + 1. Для каждого
интервала Jn

β определим интервалы

In+1
β1 ≡

]
un+1

β1

3n+1
,
vn+1

β1

3n+1

[
, In+1

β2 ≡
]
un+1

β2

3n+1
,
vn+1

β2

3n+1

[
,

полагая

un+1
β1 ≡ 3xn

β − 2, vn+1
β1 ≡ 3xn

β − 1, un+1
β2 ≡ 3yn

β + 1, vn+1
β2 ≡ 3yn

β + 2.

Для каждого интервала

In+1
α ≡

]
un+1

α

3n+1
,
vn+1

α

3n+1

[

определим интервалы

Jn+1
α1 ≡

]
xn+1

α1

3n+1
,
yn+1

α1

3n+1

[
, Jn+1

α2 ≡
]
xn+1

α2

3n+1
,
yn+1

α2

3n+1

[
,

полагая

xn+1
α1 ≡ 3un+1

α − 2, yn+1
α1 ≡ 3un+1

α − 1, xn+1
α2 ≡ 3vn+1

α + 1, yn+1
α2 ≡ 3vn+1

α + 2.

Теперь определим функцию ξ : T → [0, 1], полагая

ξ(x) ≡ 1
2

для всех x ∈ J1
1 ,

ξ(x) ≡ 1
2n

для всех x ∈ In
α ,

ξ(x) ≡ 1 − 1
2n

для всех x ∈ Jn
β ,

ξ(x) ≡ 0 для всех x ∈ D.

Для всякого открытого интервала ]a, b[ ⊂ R рассмотрим его прообраз X ≡
≡ ξ−1

[
]a, b[

]
. Он либо пуст, либо является счётным объединением открытых

интервалов ]x, y[ из J, либо является их объединением с множеством D. Так
как D ∈ K и J ⊂ K, то X ∈ Kσ. Поэтому ξ ∈ Mb(T,Kσ).
Докажем, что ξ /∈ U(T,K). Рассмотрим последовательность интервалов In ≡

≡ [1/3n, 2/3n] для всех n ∈ N. Возьмём их середины zn ≡ (3/2) · 3−n. Положим
Z ≡ {zn | n ∈ N}.
Рассмотрим произвольное конечное покрытие κ ≡ (Kp ∈ K | p ∈ P ) мно-

жества T . Предположим, что все множества Z ∩ Kp конечны. Тогда и множе-
ство Z =

⋃
(Z ∩ Kp | p ∈ P ) конечно, что неверно. Следовательно, множество

Z ∩ Kp0 бесконечно для некоторого p0 ∈ P . Теперь можно определить числа
nm ≡ min{n | n � m ∧ zn ∈ Kp0}. Возьмём бесконечную подпоследовательность
ym ≡ znm

≡ 3−nm+1/2, лежащую в Kp0 .
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Из ym /∈ D следует, что Kp0 /∈ K′′. Тогда Kp0 ∈ K′ ∪ K′′′. Следовательно,
существует конечный набор непересекающихся интервалов (Il ∈ J | l ∈ L),
таких что Kp0 =

⋃
(Il | l ∈ L) или Kp0 =

⋃
(Il \D | l ∈ L).

Поскольку Il = |xl, yl| и L конечно, найдётся такое l0 ∈ L, что xl0 =
= min(xl | l ∈ L). Предположим, что xl0 > 0. Из ym → 0 вытекает суще-
ствование такого m0, что ym < xl0 для всех m � m0. Тогда ym /∈ Kp0 , что
неверно. Таким образом, xl0 = 0, т. е. Il0 = [0, yl0 | для некоторого yl0 > 0 и
существует такое m1, что ym ∈ [0, yl0 | \D для всех m � m1. Отсюда последова-
тельно получаем, что ω(ξ,Kp0) = 1, ω(ξ,κ) = 1 и, наконец, ξ /∈ U(T,K).
Из определения равномерной функции следует, что U(T,Kϕ) = U(T,K) для

произвольного ансамбля K. Таким образом, нами доказано, что U(T,Kϕ) =
= U(T,K) �= Mb(T,Kσ).
Докажем, что H ≡ Kϕ —алгебра. Действительно, мультипликативность K

влечёт аддитивность и мультипликативность H. Из равенства co-K = {R ∪ S |
R ∈ Rϕ∧S ∈ Sϕ} следует, что co-K ⊂ Rϕ∪Sϕ ⊂ Kϕ ≡ H и co-H = (co-K)η ⊂ H.
Итак, предъявлена алгебра H на T , такая что U(T,H) �= Mb(T,Hσ), что

завершает доказательство теоремы.

2.3. Нумерация канторовских интервалов

К сожалению, индексация канторовских интервалов является цифровой лек-
сической, а не числовой. Используя упрощённую гёделевскую нумерацию, мож-
но эту индексацию сделать числовой.
Обозначим через p1 ≡ 2, p2 ≡ 3, . . . , pn, . . . возрастающую последователь-

ность всех простых чисел, отличных от единицы.
Рассмотрим лексему γ ≡ i1i2 . . . in, такую что i1 = 1 и ik ∈ {1, 2} для всех

k = 2, . . . , n. Если n чётно, то γ ∈ A; если n нечётно, то γ ∈ B. Поставим
в соответствие лексеме γ натуральное число ν(γ) ≡ pi1

1 . . . pin
n .

В силу единственности представления числа a ∈ N \ {1} в виде произведе-
ния a = pkl

l . . . pkm
m для kl, . . . , km ∈ N отображение ν : A ∪ B → 2N является

инъективным.
Рассмотрим множество

S ≡ {s ∈ 2N | ∃n ∈ N ∃ i2 . . . ∃ in ∈ {1, 2} (s = 2pi2
2 . . . pin

n )}.
Ясно, что оно является образом отображения ν. Следовательно, отображение
ν : A ∪B → S биективно.
Опишем алгоритм построения по числу s ∈ S соответствующего канторов-

ского интервала. Для этого опишем обратное отображение к отображению ν.
По определению s = 2i1pi2

2 . . . pin
n , где числа n, i1, . . . , in определяются по s

однозначно. Если число n чётно, то получаем лексему α = i1i2 . . . in ∈ A и
соответствующий канторовский интервал In(α)

α . Если число n нечётно, то полу-
чаем β = i1i2 . . . in ∈ B и соответствующий интервал Jn(β)

β . Поскольку лексемы
α и β определяются по числу s однозначно, мы можем обозначить получившиеся
интервалы через Ks.
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Таким образом, гёделевская нумерация позволяет записать двойную систему
всех канторовских интервалов

(
In
α | α ∈ A∧n = n(α)

)
и

(
Jn

β | β ∈ B∧n = n(β)
)
,

индексированных лексемами α и β, в виде простой последовательности
(Ks | s ∈ S ⊂ N), индексированной натуральным множеством S ⊂ N.

2.4. Симметризуемые функции

Пусть (T,G)— топологическое пространство. Рассмотрим мультипликатив-
ный ансамбль K ≡ {G ∩ F | G ∈ G ∧ F ∈ F} всех симметризуемых множеств
K ≡ G ∩ F (см. [22,55]).
Функции, равномерные относительно ансамбля K, естественно называть

симметризуемыми (см. [12, 55], в [10] такие функции названы симметризо-
ванными).
Согласно предложению 2.1 пространство S(T,G) ≡ U(T,K) всех симметри-

зуемых функций на (T,G) содержит единицу 1 и является усекаемым, линей-
ным, решёточным и замкнутым относительно равномерной сходимости. Ясно,
что Sb(T,G) = S(T,G).
На хаусдорфовом пространстве (T,G) рассмотрим также семейство SCl

b(T,G)
всех ограниченных полунепрерывных снизу функций f , т. е. функций, для ко-
торых f−1

[
]x,∞[

] ∈ G для каждого x ∈ R. Так как это семейство не является
линейным пространством, Ф. Хаусдорф [24, 38.1] рассмотрел решёточное ли-
нейное пространство SCb(T,G) ≡ {f − g | f, g ∈ SCl

b(T,G)}. Элементы из
SCb(T,G) естественно назвать ограниченными полунепрерывными функция-
ми. Отметим, что S(T,G) совпадает с равномерным замыканием пространства
SCb(T,G) (см. [12,55]).
Очевидным следствием леммы 2.3 является следующая лемма.

Лемма 2.4. Пусть (T,G)— топологическое пространство. Тогда

Cb(T,G) ≡ Mb(T,G) ⊂ Mb(T,K) ⊂ S(T,G) ⊂ Mb(T,Kσ).

С ансамблем K свяжем булеву алгебру A всех александровских множеств,
т. е. множеств, которые являются конечными объединениями симметризуемых
множеств. Эта алгебра широко использовалась А. Д. Александровым в [26].
Пусть E—ансамбль на T . Функция f ∈ F (T ) называется E-ступенчатой

функцией или функцией, ступенчатой относительно ансамбля E, если су-
ществуют конечные коллекции (xi ∈ R | i ∈ I) и (Ei ∈ E | i ∈ I), такие что
f =

∑
(xiχ(Ei) | i ∈ I). Семейство всех E-ступенчатых функций на T будем

обозначать через St(T,E).
Легко убедиться, что St(T,A) ⊂ S(T,G).

Лемма 2.5. Пусть (T,G)— топологическое пространство и f ∈ S(T,G). То-
гда существует неубывающая последовательность (fn | n ∈ N) A-ступенчатых
функций, такая что f = u-lim(fn | n ∈ N).

Доказательство. По определению симметризуемой функции для каждого
n ∈ N существует конечное покрытие (Kin ∈ K | i ∈ I) множества T , такое
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что ω(f,Kin) < 1/n для всех i ∈ I. Так как A—алгебра, отсюда вытекает,
что найдётся такая конечная коллекция (Ajn ∈ A | j ∈ J) непересекающихся
множеств, покрывающих T , что ω(f,Ajn) < 1/n для всех j ∈ J .
Положим gn(t) ≡ inf(f(t) | t ∈ Ajn) для t ∈ Ajn, j ∈ J , n ∈ N. Ясно,

что все функции gn принадлежат St(T,A). Определим неубывающую последо-
вательность (fn ∈ F (T ) | n ∈ N), полагая fn ≡ sup(gk | k ∈ n + 1) для каждого
n ∈ N. Так как A—алгебра, все функции fn также являются A-ступенчатыми.
Возьмём произвольное ε > 0 и такое N ∈ N, что 1/N < ε. Для каждого

n > N имеем, что 0 � f(t) − fn(t) � f(t) − fN (t) � f(t) − gN (t) � 1/N < ε для
всех t ∈ T .

Множество P ⊂ T назовём мажорируемым функцией u ∈ F (T ), если
χ(P ) � u. Функцию f ∈ F (T ) назовём мажорируемой функцией u ∈ F (T ),
если |f | � u.
Пусть A(T )—фиксированное функциональное решёточное линейное про-

странство на T .
С каждым функциональным семейством E(T ) на T свяжем его подсемейство

Em

(
T,A(T )

) ≡ {f ∈ E(T ) | ∃u ∈ A(T ) (|f | � u)} всех функций f ∈ E(T ), ма-
жорируемых некоторыми функциями из A(T ). Если E(T ) является решёточным
линейным пространством, то таким же является и Em

(
T,A(T )

)
.

Аналогичным образом с каждым ансамблем E на T свяжем его подансамбль
Em

(
A(T )

) ≡ {E ∈ E | ∃u ∈ A(T ) (χ(E) � u)} всех множеств E ∈ E, мажориру-
емых некоторыми функциями из A(T ).

Лемма 2.6. Пусть A(T ) и E(T )—функциональные семейства на T , E—ан-
самбль на T . Тогда

Em

(
T,A(T )

)
= Em

(
T,Em

(
T,A(T )

))
, Em

(
A(T )

)
= Em

(
Em

(
T,A(T )

))
.

Доказательство. Положим B(T ) ≡ Em

(
T,A(T )

)
и D(T ) ≡ Em

(
T,B(T )

)
.

Если f ∈ B(T ), то из |f | � u ∈ A(T ) ⊂ B(T ) вытекает, что f ∈ D(T ). Обратно,
если g ∈ D(T ), то |g| � v ∈ B(T ), но v � w для некоторой функции w ∈ A(T ).
Следовательно, |g| � w и g ∈ B(T ). Таким образом, B(T ) = D(T ).
Применяя доказанное к семейству E(T ) ≡ {χ(E) | E ∈ E}, устанавливаем,

что Em

(
A(T )

)
= Em

(
B(T )

)
.

Рассмотрим, в частности, ансамбли Km ≡ Km

(
A(T )

) ≡ Km

(
T,G, A(T )

)
и

Am ≡ Am

(
A(T )

) ≡ Am

(
T,G, A(T )

)
. Ясно, что A ∈ Am тогда и только тогда,

когда A =
⋃

(Ki | i ∈ I) для некоторой конечной коллекции (Ki ∈ Km | i ∈ I).
Также рассмотрим подсемейства Stm

(
T,A(T,G), A(T )

)
и Sm

(
T,G, A(T )

)
ступен-

чатых и симметризуемых соответственно функций, мажорируемых функциями
семейства A(T ). Они являются, очевидно, решёточными линейными простран-
ствами.

Лемма 2.7. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство, A(T )—решёточное
линейное подпространство в F (T ). Тогда Stm

(
T,A, A(T )

)
= St

(
T,Am

(
A(T )

))
.
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Доказательство. Пусть f ∈ Stm, т. е. |f | � u для некоторой u ∈ A(T ) и
f =

∑
(xiχ(Ai) | i ∈ I) для некоторых конечных коллекций (xi ∈ R | i ∈ I)

и (Ai ∈ A | i ∈ I). Так как A—алгебра, можно считать, что множе-
ства Ai попарно не пересекаются и xi �= 0 для всех i ∈ I. Следовательно,
из |f | =

∑
(|xi|χ(Ai) | i ∈ I) � u вытекает, что χ(Ai) � (1/|xi|)u ∈ A(T ),

поэтому Ai ∈ Am и f ∈ St(T,Am).
Обратно, пусть f ∈ St(T,Am), т. е. f =

∑
(xiχ(Ai) | i ∈ I) для некоторых

конечных коллекций (xi ∈ R | i ∈ I) и (Ai ∈ Am | i ∈ I). По определению
χ(Ai) � ui ∈ A(T ), следовательно,

|f | �
∑

(|xi|χ(Ai) | i ∈ I) �
∑

(|xi|ui | i ∈ I) ∈ A(T ).

Таким образом, f ∈ Stm.

3. Поточечно σ-непрерывные функционалы
и их продолжение

3.1. Характеризации σ-непрерывных функционалов

Лемма 3.1. Пусть A(T )—решёточное линейное пространство, а ϕ—поло-
жительный линейный функционал на A(T ). Тогда следующие утверждения рав-
носильны:

1) функционал ϕ поточечно непрерывен [σ-непрерывен];
2) для каждой сети (fm∈A(T )+ | m∈M) [последовательности (fm ∈ A(T )+ |

m ∈ M ⊂ ω)] свойство (fm | m ∈ M) ↓ 0 в F (T ) влечёт свойство
(ϕfm | m ∈M) ↓ 0;

3) для каждой сети (fm∈A(T )+ | m∈M) [последовательности (fm ∈ A(T )+ |
m ∈ M ⊂ ω)] и функции f ∈ A(T ) свойство (fm | m ∈ M) ↑ f в F (T )
влечёт свойство (ϕfm | m ∈M) ↑ ϕf .

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Пусть fm ↓ 0. Тогда
ϕfm ↓ и limϕfm = 0.
Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Пусть (fm ∈ A(T ) | m ∈ M) ↑ f ∈ A(T ).

Тогда (f − fm) ↓ 0 влечёт (ϕf − ϕfm) ↓ 0, т. е. ϕfm ↑ ϕf .
Если fm ↓ f , то из (fm − f) ↓ 0 вытекает, что (ϕfm −ϕf) ↓ 0, т. е. ϕfm ↓ ϕf .
Докажем импликацию 2) =⇒ 3). Пусть fm ↑ f . Тогда f − fm ↓ 0, откуда

следует, что (ϕf − ϕfm) ↓ 0, и поэтому ϕfm ↑ ϕf .
Докажем импликацию 3) =⇒ 2). Пусть fm ↓ 0. Выберем некоторое n ∈ M .

Тогда (fn − fm | m ∈M) ↑ fn. Рассмотрим множество L ≡ {l ∈M | l � n}. Для
каждого m ∈ M существует такое l ∈ L, что l � m. Следовательно, fl � fm,
откуда следует, что fn � fn − fl � fn − fm, и поэтому

(
(fn − fl) ∈ A(T )+ |

l ∈ L
) ↑ fn в F (T ). Согласно условию имеем (ϕfn − ϕfl | l ∈ L) ↑ ϕfn. Это

влечёт (ϕfl | l ∈ L) ↓ 0, и окончательно имеем (ϕfm | m ∈M) ↓ 0.
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Мы будем использовать следующее свойство Дини семейства A(T ):

(D) если сеть (fm ∈ A(T ) | m ∈ M) сходится поточечно к функции f ∈ A(T ),
то эта сходимость является равномерной на каждом компактном множе-
стве C ∈ C.

По теореме Дини (см., например, [25, 3.2.18; 50, 19.3.5]) если A(T ) содер-
жится в решёточном линейном пространстве C(T,G) всех непрерывных функций
на хаусдорфовом пространстве (T,G), то A(T ) обладает свойством (D).

Лемма 3.2. Пусть A(T )—решёточное линейное подпространство в Fb(T ) со
свойством (D) и ϕ—ограниченный вполне локально узкий линейный функцио-
нал на A(T ). Тогда функционал ϕ является поточечно непрерывным.

Доказательство. Сначала предположим, что функционал ϕ положителен.
Пусть (fm ∈ A(T )+ | m ∈ M) ↓ 0 в F (T ). Возьмём произвольные ε > 0 и
m0 ∈ M . Тогда для u ≡ fm0/‖fm0‖u, G ≡ T и β ≡ ε/‖fm0‖u найдутся компакт-
ное множество C ⊂ G и число δ > 0, такие что выполнение условий f ∈ A(T ),
|f | � χ(G) ∧ u и |f(t)| � δ для всех t ∈ C влечёт неравенство ϕf < β.
Положим γ ≡ δ‖fm0‖u. По свойству Дини существует такое n0 ∈ M , что

fm(t) < γ для всех t ∈ C и m � n0. Возьмём такое l ∈ M , что l � m0 и l � n0.
Если m � l, то, поскольку fm � fm0 , имеем gm ≡ fm/‖fm0‖u � u � χ(G).
Следовательно, так как gm ∈ A(T )+, gm � χ(G) ∧ u и gm(t) � fm(t)/‖fm0‖u <
< γ/‖fm0‖u = δ для всех t ∈ C, получаем ϕgm < β. Отсюда следует, что
ϕfm < β‖fm0‖u = ε. С учётом леммы 3.1 это означает, что функционал ϕ
поточечно непрерывен.
Если ϕ—ограниченный вполне локально узкий функционал, то по лемме 1.2

ϕ = ϕ1−ϕ2, где ϕ1 и ϕ2—положительные ограниченные вполне локально узкие
функционалы. По вышедоказанному они поточечно непрерывны, а потому и ϕ
будет таковым.

Следствие. Пусть A(T )—решёточное линейное подпространство в Fb(T ) со
свойством (D). Тогда A(T )� = A(T )�.

3.2. Даниэлевские и σ-даниэлевские функции

Зафиксируем некоторое усекаемое решёточное линейное функциональное
пространство A(T ) и положительный поточечно σ-непрерывный линейный функ-
ционал ϕ : A(T ) → R+. Будем строить продолжения функционала ϕ некоторым
упрощённым вариантом метода Даниэля, описанного в [40, III] и использован-
ного в [16, 17].
Рассмотрим семейство Sτ

(
T,A(T )

)
всех функций g ∈ F (T ), таких что g =

= sup(fm | m ∈ M) в F (T ) для некоторой неубывающей сети (fm ∈ A(T ) |
m ∈ M) и g � f для некоторой функции f ∈ A(T ). Такие функции будем
называть супремальными для A(T ). Также рассмотрим семейство Iτ

(
T,A(T )

)
всех функций h ∈ F (T ), таких что h = inf(fm | m ∈ M) в F (T ) для некоторой
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невозрастающей сети (fm ∈ A(T ) | m ∈ M) и h � f для некоторой функции
f ∈ A(T ). Такие функции будем называть инфимальными для A(T ).
Если вместо произвольных сетей используются только последовательности

(fm ∈ A(T ) | m ∈M ⊂ ω), то рассмотрим соответственно семейство Sσ
(
T,A(T )

)
всех σ-супремальных функций для A(T ) и семейство Iσ

(
T,A(T )

)
всех σ-инфи-

мальных функций для A(T ). Легко убедиться, что

A(T ) ⊂ Sσ
(
T,A(T )

) ⊂ Sτ
(
T,A(T )

) ⊂ Fm

(
T,A(T )

)
,

A(T ) ⊂ Iσ
(
T,A(T )

) ⊂ Iτ
(
T,A(T )

) ⊂ Fm

(
T,A(T )

)
.

В следующей лемме мы собрали необходимые нам свойства этих семейств
из [40, III.1]. Для краткости здесь Y обозначает Sτ

(
T,A(T )

)
или Sσ

(
T,A(T )

)
,

а Z обозначает Iτ
(
T,A(T )

)
или Iσ

(
T,A(T )

)
.

Лемма 3.3. Семейства Y и Z относительно операций в F (T ) обладают сле-
дующими свойствами:

1)
∑

(aigi | i ∈ I) ∈ Y и
∑

(aihi | i ∈ I) ∈ Z для любых конечных коллекций
(ai ∈ R+ | i ∈ I), (gi ∈ Y | i ∈ I) и (hi ∈ Z | i ∈ I), т. е. Y и Z являются
конусами;

2) g1 ∧ g2 ∈ Y для любых g1, g2 ∈ Y и h1 ∨ h2 ∈ Z для любых h1, h2 ∈ Z;
3) g1 ∨ g2 ∈ Y для любых g1, g2 ∈ Y , таких что g1, g2 � g ∈ Y , и h1 ∧ h2 ∈ Z
для любых h1, h2 ∈ Z, таких что h1, h2 � h ∈ Z;

4) g ∧ 1 ∈ Y , g ∨ (−1) ∈ Y , h ∧ 1 ∈ Z и h ∨ (−1) ∈ Z для любых функций
g ∈ Y и h ∈ Z;

5) −g ∈ Z и −h ∈ Y для любых g ∈ Y и h ∈ Z.

Определим на Sτ
(
T,A(T )

)
вещественный функционал ϕ, полагая

ϕg ≡ sup{ϕf | f ∈ A(T ) ∧ f � g}
для каждого g ∈ Sτ

(
T,A(T )

)
. Аналогичным образом определим на Iτ

(
T,A(T )

)
вещественный функционал ϕ, полагая

ϕh ≡ inf{ϕf | f ∈ A(T ) ∧ f � h}
для каждого h ∈ Iτ

(
T,A(T )

)
. Ясно, что ϕ и ϕ являются продолжениями функ-

ционала ϕ.

Лемма 3.4. Функционал ϕ на множестве Y ≡ Sτ
(
T,A(T )

)
и функционал ϕ

на множестве Z ≡ Iτ
(
T,A(T )

)
обладают следующими свойствами:

1) ϕ
(∑

(aigi | i ∈ I)
)

=
∑

(aiϕgi | i ∈ I) и ϕ
(∑

(aihi | i ∈ I)
)

=
∑

(aiϕhi |
i ∈ I) для любых конечных коллекций (ai ∈ R+ | i ∈ I), (gi ∈ Y | i ∈ I) и
(hi ∈ Z | i ∈ I);

2) ϕ и ϕ возрастают;
3) ϕv � ϕu � ϕw для любых функций u ∈ Y и v, w ∈ Z, таких что v � u � w;
4) ϕ(−g) = −ϕ(g) и ϕ(−h) = −ϕ(h) для любых функций g ∈ Y и h ∈ Z;
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5) (ϕgm | m ∈ M) ↑ ϕg для любой сети (gm ∈ Y | m ∈ M) и функции g ∈ Y ,
такой что (gm | m ∈M) ↑ g в F (T ).

Эта лемма, как и следующее предложение, доказаны в [40, III.2].
Определим на Fm

(
T,A(T )

)
вещественные функционалы ϕ∨ и ϕ∨, полагая

ϕ∨f ≡ inf
{
ϕg | g ∈ Sτ

(
T,A(T )

) ∧ g � f
}
,

ϕ∨f ≡ sup
{
ϕh | h ∈ Iτ

(
T,A(T )

) ∧ h � f
}

для каждой функции f ∈ Fm

(
T,A(T )

)
. Разумеется, ϕ∨ и ϕ∨ являются продол-

жениями функционалов ϕ и ϕ соответственно.

Предложение 3.1. Функционалы ϕ∨ и ϕ∨ на Fm

(
T,A(T )

)
обладают следу-

ющими свойствами:

1) ϕ∨(af) = aϕ∨f и ϕ∨(af) = aϕ∨f для любых a ∈ R+ и f ∈ Fm

(
T,A(T )

)
;

2) ϕ∨(g + h) � ϕ∨g + ϕ∨h и ϕ∨(g + h) � ϕ∨g + ϕ∨h для любых g, h ∈
∈ Fm

(
T,A(T )

)
;

3) ϕ∨ и ϕ∨ возрастают;
4) ϕ∨f � ϕ∨f для любого f ∈ Fm

(
T,A(T )

)
;

5) ϕ∨(−f) = −ϕ∨f и ϕ∨(−f) = −ϕ∨f для любого f ∈ Fm

(
T,A(T )

)
;

6) (ϕ∨fn | n ∈ N) ↑ ϕ∨f для любых функции f ∈ Fm

(
T,A(T )

)
и последо-

вательности
(
fn ∈ Fm

(
T,A(T )

) | n ∈ N
)
, таких что (fn | n ∈ N) ↑ f

в F (T ).

Кроме того, определим на Fm

(
T,A(T )

)
вещественные функционалы ϕ∧ и

ϕ∧, полагая

ϕ∧f ≡ inf
{
ϕg | g ∈ Sσ

(
T,A(T )

) ∧ g � f
}
,

ϕ∧f ≡ sup
{
ϕh | h ∈ Iσ

(
T,A(T )

) ∧ h � f
}

для f ∈ Fm

(
T,A(T )

)
. Функционалы ϕ∧ и ϕ∧ также являются продолжениями

функционалов ϕ и ϕ, и для них справедливы все утверждения предложения 3.1.
Функцию f ∈ F(T ) назовём даниэлевской, если для любого ε > 0 существу-

ют функции g ∈ Sτ
(
T,A(T )

)
и h ∈ Iτ

(
T,A(T )

)
, такие что h � f � g и ϕg −

−ϕh < ε. Семейство всех таких функций обозначим через Dτ (T,A(T ), ϕ). Ясно,
что Dτ (T,A(T ), ϕ) ⊂ Fm

(
T,A(T )

)
и что Dτ (T,A(T ), ϕ) =

{
f ∈ Fm

(
T,A(T )

) |
ϕ∨f = ϕ∨f

}
.

Аналогичным образом функцию f ∈ F(T ) назовём σ-даниэлевской, если
для любого ε > 0 существуют функции g ∈ Sσ

(
T,A(T )

)
и h ∈ Iσ

(
T,A(T )

)
,

такие что h � f � g и ϕg − ϕh < ε. Семейство всех таких функций обо-
значим через Dσ(T,A(T ), ϕ). Ясно, что Dσ(T,A(T ), ϕ) ⊂ Dτ (T,A(T ), ϕ) и что
Dσ(T,A(T ), ϕ) =

{
f ∈ Fm

(
T,A(T )

) | ϕ∧f = ϕ∧f
}
.

Если функционал ϕ является поточечно непрерывным, то ϕ∨f = ϕ∨f для
каждого f ∈ Dτ (T,A(T ), ϕ). Поэтому мы можем определить вещественный
функционал ϕ̌ на Dτ , полагая ϕ̌f ≡ ϕ∨f = ϕ∨f .
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Если функционал ϕ является поточечно σ-непрерывным, то ϕ∧f = ϕ∧f
для каждого f ∈ Dσ(T,A(T ), ϕ). Поэтому мы можем определить веществен-
ный функционал ϕ̂ на Dσ, положив ϕ̂f ≡ ϕ∧f = ϕ∧f .

Теорема 3.1. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство, A(T )—усекаемое
решёточное линейное функциональное пространство на нём, ϕ—положитель-
ный поточечно непрерывный [σ-непрерывный] линейный функционал на A(T ).
Тогда

1) семейство Dτ (T,A(T ), ϕ) [соответственно Dσ(T,A(T ), ϕ)] является решё-
точным линейным пространством;

2) справедливо вложение Sτ
(
T,A(T )

) ∪ Iτ
(
T,A(T )

) ⊂ Dτ (T,A(T ), ϕ) [соот-
ветственно Sσ

(
T,A(T )

) ∪ Iσ
(
T,A(T )

) ⊂ Dσ(T,A(T ), ϕ)];
3) функционал ϕ̌ [соответственно ϕ̂] является линейным положительным по-
точечно σ-непрерывным продолжением функционала ϕ.

Доказательство можно найти в [40, III.3].

3.3. Свойства (E) и (Eσ) функциональных семейств

Для продолжения [σ-]непрерывных функционалов c некоторых подпро-
странств A(T ) ⊂ S(T,G) на более широкие подпространства (см. раздел 3.4,
теорема 3.2) нам потребуются два новых свойства функциональных семейств,
введённых в [9].
Скажем, что семейство A(T ) обладает свойством (E) [(Eσ)], если выпол-

нены следующие три условия:

(i) для любых G ∈ G и u ∈ A(T )+ семейство A(T ) огибает (свойства огиба-
ния и σ-огибания определены в разделе 1.2) [σ-огибает] снизу функцию
χ(G) ∧ u;

(ii) для любых F ∈ F, C ∈ C и u ∈ A(T )+ семейство A(T ) огибает [σ-огибает]
сверху функции χ(F ) ∧ u и χ(C);

(iii) для любого G ∈ G и любого компактного подмножества C ⊂ G найдётся
такая функция v ∈ A(T ), что χ(C) � v � χ(G).

Ясно, что свойство (Eσ) является более сильным, чем свойство (E). Покажем,
что интересующие нас пространства S(T,G), Sc(T,G), Cb(T,G) и Cc(T,G) обла-
дают этими свойствами.

Лемма 3.5. Справедливы следующие утверждения:

1) если (T,G)—хаусдорфово пространство, то S(T,G) и Sc(T,G) обладают
свойством (Eσ);

2) если (T,G)— тихоновское пространство, то Cb(T,G) обладает свой-
ством (E);

3) если (T,G)—локально компактное пространство, то Cc(T,G) обладает
свойством (E).
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Доказательство. Докажем утверждение 1). Поскольку все открытые и за-
мкнутые (т. е. и все компактные) множества являются симметризуемыми, то
χ(G), χ(F ) ∈ S(T,G), χ(C) ∈ Sc(T,G) для всех G ∈ G, F ∈ F, C ∈ C. Тогда при
любой u ∈ S(T,G)+ [u ∈ Sc(T,G)+] и функции χ(G) ∧ u, χ(F ) ∧ u, χ(C) будут
принадлежать S(T,G) [соответственно Sc(T,G)].
Докажем утверждение 2). Пусть G ∈ G, u ∈ Cb(T,G)+. Рассмотрим множе-

ства

Φ ≡ {
f ∈ Cb(T,G) | 0 � f � 1 ∧ ∃ t ∈ G (f(t) = 1) ∧ f [T \G] = {0}}

и Ψ ≡ {f ∧ u | f ∈ Φ}. Ясно, что fΨ ≡ sup Ψ � χ(G) ∧ u. Возьмём произволь-
ное t0 ∈ G. По определению тихоновского пространства существует функция
f ∈ Cb(T,G), такая что 0 � f � 1, f(t0) = 1 и f [T \G] = {0}. Тогда

(χ(G) ∧ u)(t0) = u(t0) ∧ 1 = (f ∧ u)(t0) � fΨ(t0) � (χ(G) ∧ u)(t0).
Следовательно, χ(G) ∧ u = sup Ψ.
Положим

Ξ ≡ {h ∈ Cb(T,G) | ∃n ∈ N ∃ g0, g1, . . . , gn−1 ∈ Ψ (h = g0 ∨ g1 ∨ . . . ∨ gn−1)}.
Тогда (h | h ∈ Ξ) является неубывающей сетью, ибо для любых h1, h2 ∈ Ξ и
h ≡ h1 ∨ h2 ∈ Ξ имеем h � h1, h � h2. Таким образом, семейство Cb(T,G)
огибает снизу функцию χ(G) ∧ u.
Теперь пусть F ∈ F, u ∈ Cb(T,G)+. Обозначим G ≡ T \ F и рассмотрим

семейства

Φ1 ≡ {f ∈ Cb(T,G) | ∃ g ∈ Φ (f = 1 − g)} =

=
{
f ∈ Cb(T,G) | 0 � f � 1 ∧ ∃ t ∈ G (f(t) = 0) ∧ f [F ] = {1}}

и Ψ1 ≡ {f ∧ u | f ∈ Φ1}. Ясно, что fΨ1 ≡ inf Ψ1 � χ(F ) ∧ u и для любого
t ∈ F имеем (χ(F ) ∧ u)(t) = u(t) ∧ 1 = fΨ1(t). Возьмём произвольное t0 ∈ G.
По определению тихоновского пространства существует функция f ∈ Cb(T,G),
такая что 0 � f � 1, f(t0) = 0 и f [F ] = {1}. Тогда

0 = (χ(F ) ∧ u)(t0) = (f ∧ u)(t0) � fΨ1(t0) � (χ(F ) ∧ u)(t0) = 0.

Следовательно, χ(F ) ∧ u = inf Ψ1.
Теперь, положив

Ξ1 ≡ {h ∈ Cb(T,G) | ∃n ∈ N ∃ g0, g1, . . . , gn−1 ∈ Ψ1 (h = g0 ∧ g1 ∧ . . . ∧ gn−1)},
получим невозрастающую сеть (h | h ∈ Ξ1) ↓ χ(F ) ∧ u, т. е. семейство Cb(T,G)
огибает сверху функцию χ(F ) ∧ u.
В частности, мы увидели, что для любого C ∈ C ⊂ F семейство Cb(T,G)

огибает сверху функцию χ(C) ∧ 1 = χ(C).
Наконец, пусть G ∈ G, C ∈ C, C ⊂ G. По определению тихоновского про-

странства для всякой точки s ∈ C существует функция f ∈ Cb(T,G), такая что
0 � f � (3/2)1, f(s) = 3/2 и f [T \G] = {0}. Рассмотрим открытую окрестность
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U ≡ f−1
[
]1, 2[

]
точки s. Из покрытия компактного множества C всеми такими

окрестностями выберем конечное подпокрытие U1, . . . , Un, а соответствующие
им функции обозначим через f1, . . . , fn. Функция v ≡ (f1∨. . .∨fn)∧1 ∈ Cb(T,G)
обладает свойством χ(C) � v � χ(G).
Докажем утверждение 3). Заметим, что для любой функции u ∈ Cc(T,G)+

семейства Ψ, Ξ, Ψ1 и Ξ1, построенные в доказательстве утверждения 2), лежат
в Cc(T,G). Поэтому здесь остаётся доказать только, что семейство Cc(T,G)
огибает сверху функцию χ(C).
Возьмём произвольные C ∈ C и s /∈ C. Согласно [25, 3.3.2] существует такое

открытое множество U , что C ⊂ U ⊂ clU ⊂ T \ {s} и clU ∈ C.
Поскольку пространство (T,G) локально компактно, у каждой точки t ∈ C

найдётся такая открытая окрестность G′, что clG′ ∈ C. Из покрытия компакт-
ного множества C всеми такими окрестностями выберем конечное подпокрытие
G′

0, . . . , G
′
n−1. Положим Gi ≡ G′

i ∩ U , при этом clGi = clG′
i ∩ clU ∈ C. Тогда

C ⊂ G ≡ G1∪. . .∪Gn−1 и K ≡ clG =
⋃

(clGi | i ∈ n) ∈ C. Обозначим H ≡ T \K,
F ≡ K \G.
В силу [25, 3.1.9] подпространство (K,G|K) пространства (T,G) нормально.

Тогда по лемме Урысона [25, 1.5.10] существует непрерывная на K функция f ,
такая что 0 � f � 1, f [F ] = {0} и f [C] = {1}. Продолжим f нулём на H и
обозначим получившуюся функцию на T через f̃ . Докажем её непрерывность на
всём T . Для любого интервала I ≡ ]a, b[ имеем f−1[I] ∈ G|K, т. е. f−1I = O∩K
для некоторого O ∈ G. Если a < b � 0, то f̃−1[I] = ∅ ∈ G. Если 0 � a < b, то
f̃−1[I] = G ∩ f−1[I] = G ∩ (O ∩K) = G ∩O ∈ G. Если a < 0 < b, то

f̃−1[I] = f−1[I] ∪H = (O ∩K) ∪H = (O ∪H) ∩ (K ∪H) = (O ∪H) ∈ G.

Таким образом, f̃ ∈ Cc(T,G), поскольку носитель этой функции содержится
в компакте K. Кроме того, 0 � f̃ � 1, f̃ [C] = {1} и f̃(s) = 0.
Рассмотрим

Φ ≡ {f ∈ Cc(T,G) | f [C] = {1} ∧ f(s) = 0}.
Ясно, что fΦ ≡ inf Φ � χ(C). Кроме того, χ(C)(s) = 0 = f̃(s) � fΦ(s) � χ(C)(s).
Следовательно, χ(C) = inf Φ. Теперь, положив

Ξ ≡ {h ∈ Cc(T,G) | ∃n ∈ N ∃ g0, g1, . . . , gn−1 ∈ Φ (h = g0 ∧ g1 ∧ . . . ∧ gn−1)},
получим невозрастающую сеть (h | h ∈ Ξ) ↓ χ(C), т. е. семейство Cc(T,G)
огибает сверху функцию χ(C).
Наконец, пусть G ∈ G, C ∈ C, C ⊂ G. В качестве функции v ∈ Cc(T,G),

удовлетворяющей условию χ(C) � v � χ(G), возьмём функцию v ≡ 1 − w, где
w ∈ Cc(T,G), 0 � w � 1, w(t) = 0 для каждого t ∈ C и w(t) = 1 для каждого
t ∈ T \G. Такая функция w существует в силу [25, 3.3.3].

Замечание. Существуют неметризуемые компактные пространства (T,G),
в которых секвенциальное свойство (Eσ) для Cb(T,G) не выполняется. То, что
семейства Cc(T,G) и Cb(T,G) могут не обладать свойством (Eσ), компенсируется
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наличием у них важного свойства (D) (см. следствие из леммы 3.2). Наличие же
у семейства A(T ) свойства (Eσ) или свойства (E)& (D) является существенным
для представления σ-точных функционалов на A(T ) радоновскими интегралами
(см. раздел 5.1).

3.4. Продолжение σ-непрерывных функционалов
методом Даниэля

Предложение 3.2. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство, A(T )—усека-
емое решёточное линейное функциональное пространство на нём, ϕ—положи-
тельный линейный функционал на A(T ). Тогда
1) если A(T ) обладает свойством (E) и функционал ϕ поточечно непрерывен,
то

St
(
T,Am

(
T,G, A(T )

)) ⊂ Dτ (T,A(T ), ϕ);

2) если A(T ) обладает свойством (Eσ) и функционал ϕ поточечно σ-непре-
рывен, то

St
(
T,Am

(
T,G, A(T )

)) ⊂ Dσ(T,A(T ), ϕ).

Доказательство. Докажем первое утверждение. Пусть K ≡ F ∩ G ∈
∈ Km

(
T,G, A(T )

)
для некоторых F ∈ F и G ∈ G. По определению χ(K) �

� u ∈ A(T ). По условию существует сеть (hn ∈ A(T ) | n ∈ N) ↓, такая что
h ≡ χ(F ) ∧ u = inf(hn | n ∈ N), поэтому h ∈ Iτ

(
T,A(T )

) ⊂ Dτ (T,A(T ), ϕ).
Также по условию существует сеть (gm ∈ A(T ) | m ∈M) ↑, такая что

g ≡ χ(G) ∧ u = sup(gm | m ∈M) ∈ Sτ
(
T,A(T )

) ⊂ Dτ (T,A(T ), ϕ).

Тогда χ(K) = h ∧ g ∈ Dτ (T,A(T ), ϕ).
Теперь пусть A ∈ Am

(
T,G, A(T )

)
. Тогда из A =

⋃
(Ki ∈ Km | i ∈ I) вытекает

соотношение χ(A) = sup(χ(Ki) | i ∈ I) ∈ Dτ (T,A(T ), ϕ).
Наконец, если f ∈ St(T,Am), то f =

∑
(xjχ(Aj) | j ∈ J) для некоторых

конечных коллекций (xj ∈ R | j ∈ J) и (Aj ∈ Am | j ∈ J). Из доказанного выше
свойства и линейности Dτ (T,A(T ), ϕ) выводим, что f ∈ Dτ (T,A(T ), ϕ).
В σ-случае все рассуждения вполне аналогичны.

Предложение 3.3. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство, A(T )—усека-
емое решёточное линейное пространство на нём, ϕ—положительный линейный
функционал на A(T ). Тогда
1) если A(T ) обладает свойством (E) и функционал ϕ является поточечно
непрерывным, то

Sm

(
T,G, A(T )

) ⊂ Dτ (T,A(T ), ϕ);

2) если A(T ) обладает свойством (Eσ) и функционал ϕ является поточечно
σ-непрерывным, то

Sm

(
T,G, A(T )

) ⊂ Dσ(T,A(T ), ϕ).
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Доказательство. Докажем первое утверждение. Возьмём функцию f ∈
∈ (Sm)+ и число n ∈ N. По определению существуют такая функция u ∈ A(T )+,
что f � u, и такое конечное покрытие (Ai ∈ A | i ∈ I) множества T , что
ω(f,Ai) < 1/n. Рассмотрим числа yi ≡ inf{f(t) | t ∈ Ai} и zi ≡ sup{f(t) |
t ∈ Ai}, множества J ≡ {i ∈ I | yi > 0} и A ≡ ⋃

(Aj | j ∈ J) ∈ A.
Определим функции gnj ≡ yjχ(Aj) и функцию gn ≡ sup(gnj | j ∈ J) � f � u.

Тогда

gn ∈ Stm
(
T,A, A(T )

)
= St

(
T,Am

(
A(T )

)) ⊂ Dτ (T,A(T ), ϕ)

согласно лемме 2.7 и предложению 3.2. Если t ∈ A, то t ∈ Aj для некоторого
j ∈ J . Тогда

f(t) − gn(t) � f(t) − gnj(t) = f(t) − yj � 1
n
.

Если t /∈ A, то t ∈ Ai для некоторого i, такого что yi = 0. Тогда

f(t) − gn(t) = f(t) � zi − yi � 1
n
.

Следовательно, 0 � f − gn � (1/n)1.
Таким образом, (gn ∈ Dτ (T,A(T ), ϕ) | n ∈ N) ↑ f и f � u ∈ A(T ). Следова-

тельно, f ∈ Fm

(
T,A(T )

)
, а поскольку

Dτ (T,A(T ), ϕ) =
{
f ∈ Fm

(
T,A(T )

) | ϕ∨f = ϕ∨f
}
,

по предложению 3.1 можно заключить, что f ∈ Dτ (T,A(T ), ϕ).
Если f —произвольная функция из Sm, то f = f1 − f2, где f1, f2 ∈ (Sm)+.

Это даёт нам желаемое включение Sm ⊂ Dτ .
В σ-случае все рассуждения вполне аналогичны.

Из этого предложения следует, что мы можем рассмотреть функционалы
ϕ̌S ≡ ϕ̌|Sm

(
T,G, A(T )

)
и ϕ̂S ≡ ϕ̂|Sm

(
T,G, A(T )

)
на Sm

(
T,G, A(T )

)
.

Теорема 3.2. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство, A(T )—усекаемое
решёточное линейное подпространство в S(T,G) со свойством (E) [(Eσ)] и ϕ—
положительный поточечно непрерывный [σ-непрерывный] линейный функцио-
нал на A(T ). Тогда функционал ϕ̌S [ϕ̂S] является положительным поточечно
σ-непрерывным продолжением функционала ϕ на семейство Sm

(
T,G, A(T )

)
.

Кроме того, если функционал ϕ равномерно ограниченный, то и функционал
ϕ̌S [ϕ̂S] равномерно ограниченный.

Доказательство. Основное утверждение следует из теоремы 3.1 и предло-
жения 3.3.
Обозначим Sm

(
T,G, A(T )

)
через B(T ). Пусть функционал ϕ равномерно

ограниченный, т. е. x ≡ sup{|ϕf | | f ∈ A(T ) ∧ |f | � 1} < ∞. Возьмём про-
извольную функцию g ∈ B(T ), удовлетворяющую условию |g| � 1. По опре-
делению |g| � u ∈ A(T )+. Поскольку семейство A(T ) является усекаемым,
f ≡ u ∧ 1 ∈ A(T )+. Тогда |ϕ̌g| � ϕ̌|g| � ϕ̌f = ϕf � x. Отсюда вытекает, что
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sup{|ϕ̌g| | g ∈ B(T ) ∧ |g| � 1} � x < ∞, т. е. функционал ϕ̌S равномерно
ограниченный на B(T ).
В σ-случае все рассуждения вполне аналогичны.

4. Точные и σ-точные функционалы
и их продолжение

4.1. Характеризации σ-точных функционалов

Здесь мы получим несколько полезных характеризаций локально узких и
вполне локально узких функционалов на некоторых решёточных линейных под-
пространствах пространства симметризуемых функций S(T,G).

Лемма 4.1. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство, A(T )— такое решё-
точное линейное подпространство в S(T,G), что A(T ) = Sm

(
T,G, A(T )

)
и C =

= Cm

(
A(T )

)
, и ϕ—ограниченный линейный функционал на A(T ). Тогда следу-

ющие заключения равносильны:
1) функционал ϕ является локально узким;
2) функционал ϕ является вполне локально узким.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Возьмём произвольные
G ∈ G, u ∈ A(T )+ и ε > 0. По условию существует такое компактное множество
C ⊂ G, что из свойств f ∈ A(T ) и |f | � χ(G\C)∧u вытекает оценка |ϕf | < ε/2.
Положим v ≡ χ(G \C) и w ≡ χ(C). Из C ∈ C ⊂ F ⊂ K следует, что w ∈ S(T,G).
С учётом условия C = Cm

(
A(T )

)
получаем, что w ∈ Sm

(
T,G, A(T )

)
= A(T ).

Поэтому можно определить число δ ≡ ε/
(
2(ϕ(w) + 1)

)
.

Пусть f ∈ A(T ), |f | � χ(G) ∧ u и |f(t)| � δ для каждого t ∈ C. Рассмотрим
функции h ≡ |f | ∧ w ∈ A(T ) и g ≡ |f | ∧ v. Поскольку |f | = |f | ∧ χ(G) =
= |f | ∧ (v + w) = g + h, имеем g ∈ A(T ). Тогда неравенства g � v ∧ u и h � δw
влекут

|ϕf | � ϕ|f | = ϕg + ϕh <
ε

2
+ δϕw <

ε

2
+
ε

2
= ε.

Это означает, что функционал ϕ является вполне локально узким.
Импликация 2) =⇒ 1) вытекает из определений.

Лемма 4.2. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство, A(T )— такое решё-
точное линейное подпространство в S(T,G), что A(T ) = Sm

(
T,G, A(T )

)
, и ϕ—

положительный поточечно σ-непрерывный линейный функционал на A(T ). То-
гда следующие заключения равносильны:
1) функционал ϕ является локально узким;
2) для каждого K ∈ Km

(
A(T )

)
и каждого ε > 0 существует C ∈ C, такое что

C ⊂ K и ϕχ(K \ C) < ε;
3) для каждого A ∈ Am

(
A(T )

)
и каждого ε > 0 существует C ∈ C, такое что

C ⊂ A и ϕχ(A \ C) < ε.
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Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Возьмём произвольное
K ≡ F ∩ G ∈ Km и ε > 0. Тогда χ(K) � u ∈ A(T ). По определению для
G, u и ε найдётся такое компактное множество B ⊂ G, что из f ∈ A(T )
и |f | � χ(G \ B) ∧ u вытекает |ϕf | < ε. Рассмотрим компактное множество
C ≡ F ∩B ∈ Km. Тогда

χ(K \ C) = |χ(F ) ∧ χ(G) − χ(F ) ∧ χ(B)| =
= |χ(F ) ∧ χ(G) − χ(F ) ∧ χ(B)| ∧ u � |χ(G) − χ(B)| ∧ u = χ(G \B) ∧ u.

По условию из χ(G \ B) ∈ S и u ∈ A(T ) ⊂ S следует, что f ≡ χ(G \ B) ∧ u ∈
∈ Sm ⊂ A(T ). Кроме того, χ(K \C) ∈ Sm ⊂ A(T ), поэтому ϕχ(K \C) � ϕf < ε.
Докажем импликацию 2) =⇒ 3). Возьмём любое A ∈ Am и ε > 0. Тогда

A =
⋃

(Ki | i ∈ I) для некоторой конечной коллекции (Ki ∈ Km | i ∈ I). По
условию для каждого Ki найдётся компактное множество Ci ⊂ Ki, такое что
ϕχ(Ki \ Ci) < ε/n, где n ≡ card I. Рассмотрим C ≡ ⋃

(Ci | i ∈ I). Тогда из
A \ C ⊂ ⋃

(Ki \ Ci | i ∈ I) следует, что ϕχ(A \ C) �
∑

(ϕχ(Ki \Ci) | i ∈ I) < ε.
Докажем импликацию 3) =⇒ 1). Возьмём произвольные G ∈ G, u ∈ A(T )+

и ε > 0. По лемме 2.5 существует такая последовательность (un ∈ St(T,A)+ |
n ∈ N) ↑, что u = u-lim(un | n ∈ N). По определению un =

∑
(xiχ(Ai) | i ∈ I)

для некоторых конечных коллекций (xi ∈ R | i ∈ I) и (Ai ∈ A | i ∈ I).
Так как A—алгебра, мы можем считать, что xi > 0 для всех i ∈ I и множе-
ства Ai попарно не пересекаются. Теперь, учитывая, что un � u, заключаем,
что un ∈ Sm = A(T ). Также видим, что χ(Ai) � (1/xi)u ∈ A(T ), и поэтому
Ai ∈ Am. Поскольку ϕu = lim(ϕun | n ∈ N) ↑, найдётся такое n, что ϕu−ϕun <
< ε/2. Для каждого Ai по условию существует компактное множество Ci ⊂ Ai,
такое что ϕχ(Ai \ Ci) < ε/(2n), где n ≡ card I. Рассмотрим C ≡ ⋃

(Ci | i ∈ I) и
A ≡ cozun =

⋃
(Ai | i ∈ I) ∈ Am. Тогда из того, что

χ(A \ C) � χ
(⋃

(Ai \ Ci | i ∈ I)
)

�
∑

(χ(Ai \ Ci) | i ∈ I),

получаем, что

ϕχ(A \ C) �
∑

(ϕχ(Ai \ Ci) | i ∈ I) <
ε

2
.

Так как G \ C ∈ G ⊂ K, то χ(G \ C) ∈ S и χ(G \ C) ∧ v ∈ Sm ⊂ A(T ) для
всякой v ∈ A(T )+, откуда следует, что

ϕ(χ(G \ C) ∧ u) = ϕ
(
χ(G \ C) ∧ (u− un + un)

)
�

� ϕ
(
χ(G \ C) ∧ (u− un)

)
+ ϕ(χ(G \ C) ∧ u) �

� ϕ(u− un) + ϕ(χ(A \ C) ∧ un) � ε

2
+ ϕχ(A \ C) <

ε

2
+
ε

2
= ε.

Предложение 4.1. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство, A(T )— такое
решёточное линейное подпространство в S(T,G), что A(T ) = Sm

(
T,G, A(T )

)
, и

ϕ—поточечно σ-непрерывный линейный функционал. Тогда следующие заклю-
чения равносильны:

1) ϕ является локально узким;
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2) для каждого множества K ∈ Km

(
A(T )

)
и каждого ε > 0 существует

компактное множество C ⊂ K, такое что соотношения f ∈ A(T ) и |f | �
� χ(K \ C) влекут |ϕf | < ε;

3) для каждого множества A ∈ Am

(
A(T )

)
и каждого ε > 0 существу-

ет компактное множество C ⊂ A, такое что соотношения f ∈ A(T ) и
|f | � χ(A \ C) влекут |ϕf | < ε.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Рассмотрим положитель-
ные локально узкие σ-непрерывные линейные функционалы ϕ1 и ϕ2, такие что
ϕ = ϕ1 − ϕ2 (см. замечание к лемме 1.2). Возьмём произвольные K ∈ Km

и ε > 0. По лемме 4.2 найдутся компактные множества C1 и C2, такие что
Ci ⊂ K и ϕiχ(K \Ci) < ε/2. Рассмотрим C = C1 ∪C2. Тогда ϕiχ(K \C) < ε/2.
Следовательно, из соотношений f ∈ A(T ) и |f | � χ(K \ C) вытекает, что

|ϕf | � |ϕ1f | + |ϕ2f | � ϕ1|f | + ϕ2|f | � ϕ1χ(K \ C) + ϕ2χ(K \ C) < ε.

Докажем импликацию 2) =⇒ 3). Для любого множества A ∈ Am найдётся
конечная коллекция (Ki ∈ Km | i ∈ I), такая что A =

⋃
(Ki | i ∈ I). Обозначим

card I через n. Рассмотрим такие положительные поточечно σ-непрерывные ли-
нейные функционалы ϕ1 и ϕ2, что ϕ = ϕ1 −ϕ2 (см. лемму 1.2). По условию для
любого ε > 0 существуют компактные множества C1i и C2i, такие что Cki ⊂ Ki

и из соотношений f ∈ A(T ) и f � χ(Ki \Cki) следует, что ϕkf < ε/2n. Так как
Cki ∈ C ⊂ F ⊂ K, имеем Ki \Cki ∈ Km ⊂ Am. С помощью леммы 2.7 убеждаем-
ся, что χ(Ki \ Cki) ∈ Stm ⊂ Sm = A, откуда следует, что ϕkχ(Ki \ Cki) < ε/2n.
Возьмём C ≡ ⋃

(C1i ∪ C2i | i ∈ I). Поскольку A \ C ⊂ ⋃
(Ki \ Cki | i ∈ I), мы

получаем, что

ϕkχ(A \ C) � ϕk

(∑
(χ(Ki \ Cki) | i ∈ I)

)
=

∑
(ϕkχ(Ki \ Cki) | i ∈ I) <

ε

2
.

Следовательно, из соотношений f ∈ A(T ) и |f | � χ(A \ C) вытекает, что

|ϕf | � |ϕ1f | + |ϕ2f | � ϕ1|f | + ϕ2|f | � ϕ1χ(A \ C) + ϕ2χ(A \ C) < ε.

Докажем импликацию 3) =⇒ 1). По условию существует такое компактное
множество C ⊂ A, что из соотношений f ∈ A(T ) и |f | � χ(A \ C) следует
неравенство |ϕf | < ε. Из A \ C ∈ Am по лемме 2.7 вытекает, что χ(A \ C) ∈
∈ St(T,Am) = Stm ⊂ Sm = A(T ). Согласно лемме 1.1 ϕ = ϕ+ + ϕ−, где
функционалы ϕ+ и −ϕ− положительны и

ϕ+χ(A \ C) = sup{ϕf | f ∈ A(T ) ∧ 0 � f � χ(A \ C)} < ε

и
ϕ−χ(A \ C) = inf{ϕf | f ∈ A(T ) ∧ 0 � f � χ(A \ C)} � −ε.

Следовательно, (−ϕ−)χ(A \ C) � ε. Тогда в силу леммы 4.2 ϕ+ и ϕ− являются
локально узкими, следовательно, таким будет и функционал ϕ.

Предложение 4.2. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство, A(T )— такое
решёточное линейное подпространство в S(T,G), что A(T ) = Sm

(
T,G, A(T )

)
, и
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ϕ—поточечно σ-непрерывный линейный функционал. Тогда следующие заклю-
чения равносильны:
1) функционал ϕ является локально узким;
2) для каждого ε > 0 и каждой убывающей последовательности множеств(

An ∈ Am

(
A(T )

) | n ∈ N
)
существуют число n0 ∈ N и компактное мно-

жество C ⊂ ⋂
(An | n ∈ N), такие что соотношения f ∈ A(T ) и |f | �

� χ(An0 \ C) влекут |ϕf | < ε.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Рассмотрим положитель-
ные локально узкие σ-непрерывные линейные функционалы ϕ1 и ϕ2, такие что
ϕ = ϕ1 − ϕ2 (см. замечание к лемме 1.2). По лемме 2.7 Stm(T,Am) = Stm ⊂
⊂ Sm = A(T ). Согласно предложению 4.1 для любых ε > 0 и n ∈ N найдутся
компактные множества C1n и C2n, такие что ϕiχ(An \ Cin) < ε/2n+2. Рассмот-
рим компактные множества Cn ≡ C1n ∪ C2n, Dn ≡ ⋂

(Ck | k = 1, . . . , n) и
C ≡ ⋂

(Ck | k ∈ N). Так как (χ(Dn) | n ∈ N) ↓ χ(C) и функционалы ϕi поточеч-
но σ-непрерывны, мы имеем (ϕiχ(Dn) | n ∈ N) ↓ ϕiχ(C). Поэтому существуют
такие числа m1 и m2, что ϕ1χ(C)+ε/4 > ϕ1χ(Dm1) и ϕ2χ(C)+ε/4 > ϕ2χ(Dm2).
Положим m ≡ m1 ∨m2. Тогда ϕiχ(C) + ε/4 > ϕiχ(Dm).
Поскольку

Am \ C =
(
(Am \Dm) ∪Dm

) \ C = (Am \Dm) ∪ (Dm \ C) =

=
(⋃

(Am \ Ck | k = 1, . . . ,m)
)
∪ (Dm \ C) ⊂

⊂
(⋃

(Ak \ Ck | k = 1, . . . ,m)
)
∪ (Dm \ C),

заключаем, что

χ(Am \ C) �
∑

(Ak \ Ck | k = 1, . . . ,m) + χ(Dm) − χ(C),

откуда следует, что

ϕiχ(Am \ C) �
∑

(χ(Ak \ Ck) | k = 1, . . . ,m) +
ε

4
<

<
∑ ( ε

2k+2

∣∣ k = 1, . . . ,m
)

+
ε

4
<
ε

4
+
ε

4
=
ε

2
.

Следовательно, соотношения f ∈ Sm и |f | � χ(Am \ C) влекут неравенство

|ϕf | � |ϕ1f | + |ϕ2f | � ϕ1|f | + ϕ2|f | � ϕ1χ(Am \ C) + ϕ2χ(Am \ C) < ε.

Импликация 2) =⇒ 1) справедлива, поскольку по предложению 4.1 функци-
онал ϕ локально узкий.

4.2. О σ-точности радоновского интеграла

Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство, M— σ-алгебра на нём, µ—радо-
новская мера, определённая на M. Рассмотрим решёточное линейное простран-
ство SI(T,M, µ) ≡ S(T,G) ∩MI(T,M, µ) всех симметризуемых интегрируемых
функций.
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Лемма 4.3. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство, M— σ-алгебра на
нём, µ—радоновская мера, определённая на M. Тогда

1) S(T,G) ⊂ M(T,M);
2) Sc(T,G) ⊂ SI(T,M, µ);
3) если µ—ограниченная мера, то S(T,G) = SI(T,M, µ).

Доказательство. Докажем утверждение 1). Согласно лемме 2.4 S(T,G) ⊂
⊂ Mb(T,Kσ). По определению радоновской меры G ⊂ M, поэтому Kσ ⊂ M.
Следовательно, S(T,G) ⊂ M(T,M).
Докажем утверждение 2). Пусть f ∈ Sc(T,G) ⊂ Mc(T,M). Тогда |f | � xχ(C)

для некоторых C ∈ C и x > 0. Рассмотрим положительные радоновские меры
µ1 и µ2 из леммы 1.3. По определению радоновской меры µ1C, µ2C ∈ R+. Сле-
довательно,

∫
f+ dµ1 � x

∫
χ(C) dµ1 = xµ1C < ∞. Аналогично ∫

(−f−) dµ1 �
� xµ1C < ∞. Таким образом, f ∈ MI(T,M, µ1). Точно так же получаем, что
f ∈ MI(T,M, µ2), и в итоге f ∈ MI(T,M, µ).
Докажем утверждение 3). Пусть f ∈ S(T,G) = Sb(T,G). Тогда |f | � x1. Сле-

довательно,
∫
f+ dµ1 � x

∫
1 dµ1 = xµ1T <∞. Аналогично для функции −f− и

меры µ2. Следовательно, f ∈ MI(T,M, µ).

Рассмотрим интегральный функционал (радоновский интеграл) iµ, соответ-
ствующий радоновской мере µ (см. раздел 1).

Лемма 4.4. Интегральный функционал iµ является поточечно σ-непрерыв-
ным на MI(T,M, µ). Если мера µ ограниченная, то функционал iµ является
равномерно ограниченным.

Доказательство. Сначала предположим, что мера µ положительная. Пусть
(fn ∈ MI(T,M, µ)+ | n ∈ N ⊂ ω) ↓ 0. По теореме Лебега о мажорируемой
сходимости [1, 2.8.1] (iµfn | n ∈ N) ↓ 0. Тогда по лемме 3.1 функционал iµ
поточечно σ-непрерывен.
Теперь пусть µ—произвольная радоновская мера. По лемме 1.3 µ = µ1 −µ2,

где µ1 и µ2 положительны. Как доказано выше, функционалы iµ1 и iµ2 пото-
чечно σ-непрерывны. Следовательно, и функционал iµ = iµ1 − iµ2 поточечно
σ-непрерывен.
Рассмотрим случай ограниченной меры µ. Возьмём произвольную функцию

f ∈ MI(T,M, µ1), такую что |f | � 1. Тогда |iµ1f | � iµ1 |f | �
∫

1 dµ1 =
= µ1T < ∞. Таким образом, функционал iµ1 равномерно ограниченный. То
же верно и для iµ2 . Так как iµ = iµ1 − iµ2 , мы заключаем, что iµ обладает тем
же свойством.

Предложение 4.3. Интегральный функционал iµ является σ-точным на
SI(T,M, µ).

Доказательство. Обозначим SI(T,M, µ) через A(T ). Сначала рассмотрим
случай положительной меры µ. Ясно, что A(T ) = Sm

(
T,G, A(T )

)
.
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Заметим, что по лемме 4.4 функционал iµ поточечно σ-непрерывен.

Возьмём произвольное K ∈ Km

(
A(T )

)
и ε > 0. Тогда из v ≡ χ(K) � u ∈

∈ A(T ) следует, что v ∈ A(T ). Поэтому µK =
∫
v dµ < ∞. Следовательно,

найдётся такое компактное множество C ⊂ K, что µK − ε < µC. Так как
w ≡ χ(K \ C) ∈ A(T ), можно заключить, что iµw =

∫
w dµ = µ(K \ C) < ε,

откуда согласно лемме 4.2 получаем, что функционал iµ является локально
узким.

Возьмём произвольные G ∈ G, u ∈ A(T )+ и ε > 0. Тогда из вышедоказанного
вытекает, что существует компактное множество C ⊂ G, такое что соотноше-
ния f ∈ A(T ) и |f | � χ(G \ C) ∧ u влекут неравенство iµf < ε/2. Положим
δ ≡ ε/(2µC). Пусть f ∈ A(T ), |f | � χ(G) ∧ u и |f(t)| � δ для всех t ∈ C. Тогда
|f | ∧ χ(C) � δχ(C). Следовательно,

|iµf | =
∣∣∣
∫
f dµ

∣∣∣ �
∫

|f | dµ =
∫

|f | ∧ χ(G) dµ =

=
∫

|f | ∧ (
χ(G \ C) + χ(C)

)
dµ �

∫
|f | ∧ χ(G \ C) dµ+

∫
|f | ∧ χ(C) dµ �

�
∫
χ(G \ C) ∧ u dµ+

∫
δχ(C) dµ <

ε

2
+ δµC =

ε

2
+
ε

2
= ε.

Таким образом, интегральный функционал iµ является вполне локально узким.

Итак, iµ является σ-точным.

Теперь рассмотрим случай произвольной радоновской меры µ. Имеет место
разложение Жордана (лемма 1.3) µ = µ1 − µ2, где µ1 и µ2 положительны. Как
доказано выше, интегральные функционалы iµ1 и iµ2 σ-точны. Следовательно,
функционал iµ = iµ1 − iµ2 также является σ-точным.

Итак, интегральный функционал (радоновский интеграл) iµ на подпростран-
ствах в SI(T,M, µ) обладает свойством σ-точности. Таким образом, это свойство
является необходимым для интегрального представления функционалов. Далее
мы покажем, что это свойство является также и достаточным.

Отметим, что если пространство (T,G) является локально компактным, то
классическим подпространством во всех SI(T,M, µ) для всех радоновских мер µ
является Cc(T,G). Если же пространство (T,G) не локально компактно, то воз-
можно, что Cc(T,G) = {0}. Поэтому, вообще говоря, оставалось неизвестным,
на каком A(T ) в этом случае можно рассматривать все интегральные функ-
ционалы iµ. Введённое В. К. Захаровым решёточное линейное пространство
K-равномерных функций Sc(T,G) дало такую возможность.
В связи с тем, что класс U(T ) равномерных функций шире класса Mb(T )

ограниченных измеримых функций, остаётся открытым вопрос, существует ли
решёточное линейное пространство A(T ) ограниченных измеримых функций, на
котором можно рассматривать все интегральные функционалы.
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4.3. Продолжение точных и σ-точных функционалов

Рассмотрим продолжение [σ-]точных, т. е. вполне локально узких и поточеч-
но [σ-]непрерывных, функционалов с некоторых подпространств A(T ) в S(T,G)
на Sm

(
T,G, A(T )

)
.

Предложение 4.4. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство, A(T )—усека-
емое решёточное линейное подпространство в S(T,G) со свойством (E) [(Eσ)] и
ϕ—положительный поточечно непрерывный [σ-непрерывный] линейный функ-
ционал на A(T ). Тогда следующие утверждения равносильны:

1) функционал ϕ является локально узким на A(T );
2) для всякого множества K ∈ Km

(
A(T )

)
и любого ε > 0 найдётся такое

C ∈ C, что C ⊂ K и ϕ̌Sχ(K \ C) < ε [ϕ̂Sχ(K \ C) < ε];
3) функционал ϕ̌S [соответственно ϕ̂S] является вполне локально узким на

Sm

(
T,G, A(T )

)
;

4) функционал ϕ является вполне локально узким на A(T ).

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Возьмём произвольные
K ≡ F ∩ G ∈ Km и ε > 0. Тогда χ(K) � u ∈ A(T ). В силу 1) для G, u
и ε найдётся такое множество B ∈ C, что B ⊂ G и |ϕf | < ε/2 для всех
f ∈ A(T ), удовлетворяющих неравенству |f | � χ(G \ B) ∧ u. Заметим, что
χ(G \ B) ∈ Sτ

(
T,A(T )

)
, так как A(T ) обладает свойством (E) и G \ B ∈ G.

Тогда

ϕ(χ(G \B) ∧ u) ≡ sup{ϕf | f ∈ A(T ) ∧ f � χ(G \B) ∧ u} � ε

2
< ε.

Рассмотрим компактное множество C ≡ F ∩B ⊂ K. Для него

χ(K \ C) = |χ(F ) ∧ χ(G) − χ(F ) ∧ χ(B)| =
= |χ(F ) ∧ χ(G) − χ(F ) ∧ χ(B)| ∧ u � |χ(G) − χ(B)| ∧ u = χ(G \B) ∧ u,

поэтому ϕ̌Sχ(K \ C) � ϕ(χ(G \B) ∧ u) < ε.
Убедимся в справедливости импликации 2) =⇒ 3). Из леммы 2.6 следу-

ет, что B(T ) ≡ Sm

(
T,G, A(T )

)
= Sm

(
T,G, B(T )

)
и Km

(
A(T )

)
= Km

(
B(T )

)
.

В силу леммы 4.2 функционал ϕ̌S является локально узким на B(T ). Из свой-
ства (E) семейства A(T ) следует, что оно огибает сверху функции χ(C) для
любых C ∈ C. Таким образом, χ(C) ∈ B(T ) и, следовательно, C = Cm

(
B(T )

)
.

Тогда по лемме 4.1 заключаем, что ϕ̌S является вполне локально узким на B(T ).
Для доказательства импликации 3) =⇒ 4) достаточно заметить, что ϕ =

= ϕ̌S |A(T ).
Импликация 4) =⇒ 1) следует из определений.

Лемма 4.5. Пусть T —множество, P ⊂ Q ⊂ T , u ∈ F (T )+. Тогда
χ(Q \ P ) ∧ u = χ(Q) ∧ u− χ(P ) ∧ u.
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Доказательство. Обозначим левую часть доказываемого равенства через f ,
а правую— через g. Обозначим χ(P ), χ(Q) и χ(Q \ P ) через p, q и r соответ-
ственно. Пусть t ∈ P . Тогда p(t) = q(t) и r(t) = 0. Если p(t) � u(t), то

f(t) = r(t) ∧ u(t) = 0 = 1 − 1 = q(t) − p(t) = q(t) ∧ u(t) − p(t) ∧ u(t) = g(t).

Если p(t) > u(t) � 0, то

f(t) = 0 = u(t) − u(t) = q(t) ∧ u(t) − p(t) ∧ u(t) = g(t).

Если t ∈ Q \ P , то
f(t) = 1 ∧ u(t) = 1 ∧ u(t) − 0 ∧ u(t) = q(t) ∧ u(t) − p(t) ∧ u(t) = g(t).

Наконец, если t /∈ Q, то

f(t) = 0 = 0 − 0 = q(t) ∧ u(t) − p(t) ∧ u(t) = g(t).

Пусть (A,R; +, ∗) и (B,R; +, ∗)—две математические системы, в которых
операции и композиции обозначены одинаковыми знаками. Пусть K и L—кону-
сы в A и B соответственно. Отображение u : K → L назовём конусно-линейным,
если для любых a, a1, a2 ∈ K и любых r1, r2 ∈ R+ из равенства a = r1a1 + r2a2

следует равенство ua = r1ua1 + r2ua2.

Предложение 4.5. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство и A(T )—усе-
каемое решёточное линейное подпространство в S(T,G). Пусть A(T ) обладает
свойством (Eσ) или свойством (E)& (D). Тогда

1) для каждого положительного σ-точного линейного функционала ϕ на A(T )
существует единственный положительный σ-точный линейный функцио-
нал ϕS на Sm

(
T,G, A(T )

)
, продолжающий функционал ϕ;

2) если функционал ϕ равномерно ограниченный, то и ϕS равномерно огра-
ниченный;

3) отображение P : ϕ 	→ ϕS является монотонной конусно-линейной биекцией
между (A(T )�)+ и

(
Sm

(
T,G, A(T )

)�)
+
.

Доказательство. Докажем первое утверждение. Обозначим B(T ) ≡
≡ Sm

(
T,G, A(T )

)
. Пусть A(T ) обладает свойством (Eσ). Тогда для любого

ϕ ∈ (A(T )�)+ положим ϕS ≡ ϕ̂S . Если же A(T ) обладает свойством (E)& (D),
то, так как по следствию из леммы 3.2 A(T )� = A(T )�, можно для любого
ϕ ∈ (A(T )�)+ положить ϕS ≡ ϕ̌S . Согласно теореме 3.2 и предложению 4.4
ϕS ∈ (B(T )�)+.
Пусть ψ—положительный σ-точный линейный функционал на B(T ) и ψ

является продолжением ϕ. Заметим, что ψ является локально узким на B(T )
(см. определения в разделе 1.2). Докажем, что ψ = ϕS .
Сначала покажем, что ψ(χ(G) ∧ u) = ϕS(χ(G) ∧ u) для любых открытых

множеств G и функций u ∈ A(T )+. Пусть G ∈ G, u ∈ A(T )+, g ≡ χ(G) ∧ u.
Для любого ε > 0 существует такое C ∈ C, что ψ(χ(G \ C) ∧ u) < ε. Положим
h ≡ χ(C) ∧ u. C учётом леммы 4.5 имеем ψg − ψh < ε. По свойству (E) [(Eσ)]
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семейства A(T ) существует такая функция v ∈ A(T ), что χ(C) � v � χ(G),
поэтому h � f � g, где f ≡ v ∧ u ∈ A(T ). Следовательно, ϕf � ψg < ψh + ε �
� ϕf + ε, поэтому ψg = sup{ϕf | f ∈ A(T )+ ∧ f � g} ≡ ϕg = ϕSg.
Пусть F ∈ F, u ∈ A(T )+, f ≡ χ(F ) ∧ u. Рассмотрим открытое множество

G ≡ T \ F . Из доказанного выше и леммы 4.5 получаем, что
ψf = ψ

((
1 − χ(G)

) ∧ u) = ψu− ψ(χ(G) ∧ u) = ϕu− ϕS(χ(G) ∧ u) = ϕSf.

Таким образом, ψ и ϕS совпадают, в частности, на функциях вида χ(C)∧u, где
C ∈ C, u ∈ A(T )+.
Теперь пусть A ∈ Am

(
A(T )

)
и функция u ∈ A(T )+ такова, что χ(A) � u.

Для любого ε > 0 по лемме 4.2 существуют компактные множества K ⊂ A и
L ⊂ A, такие что ϕSχ(A \K) < ε/2 и ψχ(A \ L) < ε/2. Рассмотрим компактное
множество C ≡ K∪L ⊂ A. Тогда ϕSχ(A\C) < ε/2 и ψχ(A\C) < ε/2, поскольку
ψ и ϕ положительны. Следовательно,

|ψχ(A) − ϕSχ(A)| = |ψχ(A \ C) + ψχ(C) − ϕSχ(A \ C) − ϕSχ(C)| �
� ψχ(A \ C) + ϕSχ(A \ C) + |ψ(χ(C) ∧ u) − ϕS(χ(C) ∧ u)| < ε.

Так как ε произвольно, мы видим, что ψχ(A) = ϕSχ(A). Следовательно, ψ и ϕS

совпадают на пространстве ступенчатых функций St
(
T,Am(A(T )

)
.

Наконец, пусть f ∈ B(T ) и функция u ∈ A(T )+ такова, что |f | � u. По
лемме 2.5 найдётся неубывающая последовательность (fn ∈ St(T,A) | n ∈ N),
такая что f = u-lim(fn | n ∈ N). Из неравенств fn � f � u и леммы 2.7 вытекает,
что все fn принадлежат Stm

(
T,A, A(T )

)
= St

(
T,Am(A(T )

)
. Из доказанного

выше и σ-непрерывности функционалов ψ и ϕS следует, что ψf = limψfn =
= limϕSfn = ϕSf .
Докажем утверждение 2). Если A(T ) обладает свойством (E)& (D) [(Eσ)],

то ϕS ≡ ϕ̌ [ϕS ≡ ϕ̂]. Функционал ϕ̌ [ϕ̂] является равномерно ограниченным
в силу теоремы 3.2.
Докажем утверждение 3). Если ϕ1 �= ϕ2, то, очевидно, (ϕ1)S �= (ϕ2)S , поэто-

му отображение P инъективно.
Пусть ψ ∈ (B(T )�)+. Рассмотрим ϕ ≡ ψ|A(T ) ∈ (A(T )�)+. Согласно утвер-

ждению 1) ψ = ϕS = Pϕ. Таким образом, P сюръективно.
Теперь докажем, что P является конусно-линейным. Пусть a > 0. Обозна-

чим aϕ через ψ. Возьмём любые g ∈ Y ≡ Sσ
(
T,A(T )

)
и ε > 0. Рассмотрим

множество Lg ≡ {f ∈ A(T ) | f � g}. Тогда из ϕg = sup(ϕf | f ∈ Lg)
и ψg = sup(ψf | f ∈ Lg) следует, что существуют u, v ∈ Lg, такие что
ϕg − ε/(2a) < ϕu и ψg − ε/2 < ψv. Рассмотрим функцию w ≡ u ∨ v ∈ Lg.
Тогда

|(aϕ)g − ψg| � |aϕg − aϕw| + |ψw − ψg| < a|ϕg − ϕw| + ε

2
< ε.

Из произвольности ε следует, что (aϕ)g = ψg.
Совершенно аналогично доказывается, что (aϕ)h = ψh для любого h ∈ Z ≡

≡ Iσ
(
T,A(T )

)
.
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Пусть теперь f ∈ B(T ) и ε > 0. Рассмотрим множество Zf ≡ {h ∈ Z | h � f}.
Тогда из ϕ̂f = ϕ∧f = sup(ϕh | h ∈ Zf ) и ψ̂f = sup(ψh | h ∈ Zf ) так же, как и
выше, следует, что (aϕ̂)f = ψ̂f .
Обозначим ϕ1 + ϕ2 через ψ. Пусть g ∈ Y и ε > 0. Тогда из ϕ1g =

= sup(ϕ1f | f ∈ Lg), ϕ2g = sup(ϕ2f | f ∈ Lg) и ψg = sup(ψf | f ∈ Lg) следует,
что существуют u, v, w ∈ Lg, такие что ϕ1g − ε/3 < ϕ1u, ϕ2g − ε/3 < ϕ2v и
ψg − ε/3 < ψw. Рассмотрим функцию x ≡ u ∨ v ∨ w ∈ Lg. Тогда

|(ϕ1 + ϕ2)g − ψg| � |ϕ1g − ϕ1x| + |ϕ2g − ϕ2x| + |ψx− ψg| < ε.

Следовательно, (ϕ1 + ϕ2)g = ψg.
Аналогичным образом доказывается, что (ϕ1 +ϕ2)h = ψh для любого h ∈ Z.
Пусть теперь f ∈ B(T ) и ε > 0. Тогда ϕ̂1f = (ϕ1)∧f = sup(ϕ1h | h ∈ Zf ),

ϕ̂2f = sup(ϕ2h | h ∈ Zf ) и ψ̂f = sup(ψh | h ∈ Zf ). Как и выше, отсюда следует,
что (ϕ̂1 + ϕ̂2)f = ψ̂f .
Наконец, докажем монотонность P . Пусть ϕ,ψ ∈ A(T ) и ϕ � ψ. Возьмём

любую g ∈ Y и рассмотрим множество Lg ≡ {f ∈ A(T ) | f � g}. Тогда из
ϕg = sup(ϕf | f ∈ Lg) и ψg = sup(ψf | f ∈ Lg) следует, что ϕg � ψg.
Возьмём теперь любую функцию f ∈ (

Sm

(
T,G, A(T )

)�)
+
и рассмотрим мно-

жество Y f ≡ {g ∈ Y | g � f}. Тогда из ϕ̂f = ϕ∧f = inf(ϕg | g ∈ Y f ) и
ψ̂f = inf(ψg | g ∈ Y f ) следует, что ϕ̂f � ψ̂f .

Теперь можно доказать основную теорему о продолжении σ-точных линей-
ных функционалов.

Теорема 4.1. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство и A(T )—усекаемое
решёточное линейное подпространство в S(T,G). Пусть A(T ) обладает свой-
ством (Eσ) или свойством (E)& (D). Тогда
1) для каждого σ-точного линейного функционала ϕ на A(T ) существует
единственный σ-точный линейный функционал ϕS на Sm

(
T,G, A(T )

)
, про-

должающий функционал ϕ;
2) если функционал ϕ равномерно ограниченный, то и ϕS равномерно огра-
ниченный;

3) отображение Q : ϕ 	→ ϕS является изоморфизмом между решёточными
линейными пространствами A(T )� и Sm

(
T,G, A(T )

)�
;

4) отображение Qb ≡ Q|A(T )�© является изоморфизмом между решёточными
линейными пространствами A(T )�© и Sm

(
T,G, A(T )

)�©
.

Доказательство. Докажем утверждения 1) и 3). Согласно предложе-
нию 4.5 существует конусно-линейное биективное отображение P подпростран-
ства положительных функционалов (A(T )�)+ на

(
Sm

(
T,G, A(T )

)�)
+
. Соглас-

но [50, 3.6.1] существует его единственное линейное биективное продолжение
Q : A(T )� �� Sm

(
T,G, A(T )

)�
. Для любого ϕ ∈ A(T )� положим ϕS ≡ Qϕ. Заме-

тим, что ϕS ≡ Qϕ = Q(ϕ+ + ϕ−) = Pϕ+ − P (−ϕ−) = (ϕ+)S − (−ϕ−)S , где ϕ+

и −ϕ−—положительные функционалы из леммы 1.1.
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Остаётся убедиться в сохранении операций ∨ и ∧ при отображении Q, для
чего достаточно (согласно [32, 14E (b)]) проверить, что из ϕ ∧ ψ = 0 следует
Qϕ ∧Qψ = 0 для любых ϕ,ψ ∈ A(T )�. Пусть ϕ,ψ ∈ A(T )� и ϕ ∧ ψ = 0. Тогда
ϕ,ψ ∈ (A(T )�)+ и Qϕ∧Qψ = Pϕ∧Pψ. Поскольку P сюръективно, существует
ξ ∈ (A(T )�)+, такое что Pξ = Pϕ ∧ Pψ ∈ (

Sm(T,G, A(T )
)�)+. Тогда Pξ � Pϕ

и Pξ � Pψ, откуда следует, что ξ � ϕ и ξ � ψ, так как P инъективно и
монотонно. Поэтому ξ � ϕ ∧ ψ и 0 � Pϕ ∧ Pψ = Pξ � P (ϕ ∧ ψ) = 0. Таким
образом, Q—изоморфизм решёточных линейных пространств.
Докажем утверждения 2) и 4). Если функционал ϕ равномерно ограничен-

ный, то функционалы ϕ+ и ϕ− также равномерно ограниченные (см. замечание
к лемме 1.2). Тогда согласно утверждению 2) теоремы 4.5 равномерно ограни-
ченными будут их продолжения (ϕ+)S и (−ϕ−)S , а потому и ϕS = Q(ϕ++ϕ−) =
= (ϕ+)S − (−ϕ−)S будет таковым.

В [12, 15] для описания интегральных функционалов было использовано
некоторое свойство тонкости. Покажем, что свойство точности является рас-
ширением свойства тонкости. Напомним соответствующие определения: линей-
ный функционал ϕ на решёточном линейном пространстве A(T ), содержащем
Sc(T,G), называется внутренне компактным, если для каждого ε > 0 и каж-
дой убывающей последовательности множеств (An ∈ A(T,G) | n ∈ N), такой
что (χ(An \ C) | n ∈ N, C ∈ C) ⊂ A(T ), найдутся такие n0 ∈ N и C ∈ C,
что C ⊂ ⋂

(An | n ∈ N) и ϕχ(An0 \ C) < ε. Поточечно σ-непрерывный и вну-
тренне компактный функционал называется тонким. Семейство всех тонких
функционалов на A(T ) обозначается через A(T )ζ .

Предложение 4.6. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство, A(T )— такое
решёточное линейное подпространство в S(T,G), что A(T ) = Sm

(
T,G, A(T )

)
и

C = Cm

(
A(T )

)
. Пусть ϕ— σ-непрерывный линейный функционал на A(T ). Тогда

следующие заключения равносильны:
1) функционал ϕ вполне локально узкий;
2) для каждого ε > 0 и каждой убывающей последовательности множеств(

An ∈ Am

(
A(T )

) | n ∈ N
)
существуют число n0 ∈ N и компактное мно-

жество C ⊂ ⋂
(An | n ∈ N), такие что соотношения f ∈ A(T ) и |f | �

� χ(An0 \ C) влекут |ϕf | < ε;
3) для каждого ε > 0 и каждой убывающей последовательности множеств

(An ∈ A(T,G) | n ∈ N), такой что (χ(An \ C) | n ∈ N, C ∈ C) ⊂ A(T ),
существуют число n0 ∈ N и компактное множество C ⊂ ⋂

(An | n ∈ N),
такие что соотношения f ∈ A(T )+ и f � χ(An0 \ C) влекут |ϕf | < ε;

4) функционал ϕ внутренне компактный.

Доказательство. Утверждения 1) и 2) равносильны в силу леммы 4.1 и
предложения 4.2.
Утверждения 3) и 4) равносильны в силу леммы 4 из [15, п. 4].
Докажем импликацию 2) =⇒ 3). Поскольку C = Cm

(
A(T )

)
, то для любого

C ∈ C имеем χ(C) ∈ Sm

(
T,G, A(T )

)
= A(T ). Если A ∈ A таково, что χ(A \C) ∈
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∈ A(T ) для всех C ∈ C, то χ(A) = χ(A \ C) + χ(C) ∈ A(T ), следовательно,
A ∈ Am

(
A(T )

)
.

Убедимся в справедливости импликации 3) =⇒ 2). Возьмём произвольное
ε > 0 и

(
An ∈ Am

(
A(T )

) | n ∈ N
)
. Для каждого n ∈ N имеем χ(An) ∈

∈ Sm

(
T,G, A(T )

)
= A(T ). Поскольку для всех C ∈ C, как отмечено выше,

χ(C) ∈ A(T ), то и χ(An \C) = χ(An)− χ(C) ∈ A(T ) для любых n ∈ N и C ∈ C.
Тогда по условию найдутся n0 ∈ N и C ∈ C, такие что C ⊂ ⋂

(An | n ∈ N) и
соотношения f ∈ A(T )+ и f � χ(An0 \ C) влекут |ϕf | < ε/2.
Рассмотрим произвольную функцию f ∈ A(T ), такую что |f | � χ(An0 \ C).

Тогда f+ ≡ f ∨ 0 ∈ A(T )+, −f− ≡ −(f ∧ 0) ∈ A(T )+, f+ � χ(An0 \ C) и
−f− � χ(An0 \C). Следовательно, |ϕf | = |ϕf+ − ϕ(−f−)| � |ϕf+| + |ϕ(−f−)| �
� ε/2 + ε/2 < ε.

Это означает, что на пространстве со свойствами, указанными в условиях
предложения 4.6, семейства точных и тонких функционалов совпадают. Для
более общих пространств связь между этими семействами более сложная.

Следствие. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство, A(T )—усекаемое ре-
шёточное линейное подпространство в S(T,G), обладающее свойством (Eσ) или
свойством (E)& (D). Пусть ϕ— σ-непрерывный линейный функционал на A(T ).
Тогда следующие утверждения равносильны:

1) ϕ ∈ A(T )�;

2) ϕS ∈ Sm

(
T,G, A(T )

)ζ
.

Доказательство. По теореме 4.1 у каждого σ-точного функционала ϕ суще-
ствует единственное продолжение ϕS , σ-точное на B(T ) ≡ Sm

(
T,G, A(T )

)
. При

доказательстве этой теоремы отмечено, что ϕS = (ϕ+)S − (−ϕ−)S . По лемме 1.2
функционал ϕ является вполне локально узким тогда и только тогда, когда
положительные функционалы ϕ+ и −ϕ− являются таковыми, что по предложе-
нию 4.4 равносильно вполне локальной узкости функционалов (ϕ+)S и (−ϕ−)S ,
т. е. (опять же по лемме 1.2) самого функционала ϕS .
Согласно лемме 2.6 B(T ) = Sm

(
T,G, B(T )

)
. Согласно свойству (E) [(Eσ)]

для любого C ∈ C существует функция g ∈ B(T ), такая что χ(C) � g, по-
этому C = Cm

(
B(T )

)
. Теперь к функционалу ϕS на B(T ) можно применить

предложение 4.6, что завершает доказательство.

4.4. Точные и σ-точные функционалы
на пространствах непрерывных функций

Докажем, что функционалы, используемые в теоремах Халмоша—Хьюит-
та—Эдвардса и Бурбаки из введения, на самом деле являются σ-точными.

Лемма 4.6. Пусть (T,G)—локально компактное пространство, ϕ—ограни-
ченный линейный функционал на Cc(T,G). Тогда ϕ является поточечно непре-
рывным.
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Доказательство. Сначала предположим, что функционал ϕ положитель-
ный. Пусть (fm ∈ Cc(T,G)+ | m ∈ M) ↓ 0 в F (T ). Зафиксируем m0 ∈ M и
рассмотрим функцию g ≡ fm0 и компактное множество C ≡ supp g ≡ cl coz g.
Для C существует функция h ∈ Cc(T )+, такая что h � χ(C).
Возьмём ε > 0. Тогда найдётся такое a > 0, что aϕ(h) < ε. Рассмотрим

открытые множества Gm ≡ {t ∈ T | fm(t) < a}. Так как (fm | m ∈ M) ↓ 0, то
(Gm | m ∈ M) ↑ T . Поэтому существует конечное покрытие (Gn | n ∈ N ⊂ M)
множества C. Из направленности M следует, что существует такое m ∈M , что
n � m для любого n ∈ N . Поэтому Gm ⊃ Gn для любого n. Значит, C ⊂ Gm.
Возьмём такое l ∈ M , что l � m0 и l � m. Тогда fl � g и fl � fm. Из первого
неравенства следует, что H ≡ coz fl ⊂ C ⊂ Gm, а из второго неравенства
следует, что fl(t) � fm(t) < a = aχ(C)(t) � ah(t) для любой точки t ∈ H.
Значит, fl � ah влечёт ϕfl � aϕ(h) < ε. Если k < l, то ϕfk � ϕfl < ε. Таким
образом, (ϕfm | m ∈M) ↓ 0, т. е. функционал ϕ поточечно непрерывен.
Наконец, если ϕ ∈ C∼

c , то по лемме 1.1 ϕ = ϕ+ + ϕ−, где ϕ+, −ϕ− ограни-
ченные и положительные. Следовательно, ϕ+ и −ϕ− поточечно непрерывные.
Тогда и ϕ будет поточечно непрерывным (см. замечание к лемме 1.2).

Предложение 4.7. Пусть (T,G)—локально компактное пространство, ϕ—
ограниченный линейный функционал на Cc(T,G). Тогда ϕ является локально
узким.

Доказательство. Сначала предположим, что ϕ положительный. Пусть
G ∈ G, u ∈ (Cc)+ и ε > 0. Рассмотрим множество M ≡ {f ∈ Cc | 0 � f � χ(G)}.
Тогда из (f | f ∈ M) ↑ χ(G) вытекает, что (f ∧ u | f ∈ M) ↑ χ(G) ∧ u, поэто-
му χ(G) ∧ u ∈ Sτ (T,Cc). Следовательно, (ϕ(f ∧ u) | f ∈ M) ↑ ϕ(χ(G) ∧ u) и
существует такая функция f ∈M , что ϕ(χ(G) ∧ u) − ε/2 < ϕ(f ∧ u).
Определим функции fk ≡ (f − (1/k)1)∨0. Поскольку (fk ∧u | k ∈ N) ↑ f ∧u,

а по лемме 4.6 функционал ϕ поточечно непрерывен, мы можем заклю-
чить, что (ϕ(fk ∧ u) | k ∈ N) ↑ ϕ(f ∧ u). Следовательно, найдётся такое
k ∈ N, что ϕ(f ∧ u) − ε/2 < ϕ(fk ∧ u). Рассмотрим замкнутое множество
C ≡ supp fk ≡ cl coz fk. Из fk � f � χ(G) � 1 и C ⊂ {t ∈ T | f(t) � 1/k} ⊂
⊂ coz f получаем, что fk � χ(C), C ⊂ G и C компактно.
Поскольку согласно лемме 3.5 семейство Cc огибает сверху функцию χ(C),

эта функция лежит в Iτ (T,Cc), а потому χ(C)∧u ∈ Iτ (T,Cc). Тогда ϕ(fk ∧u) �
� ϕ(χ(C) ∧ u), и мы имеем неравенство ϕ(f ∧ u) − ε/2 < ϕ(χ(C) ∧ u). Отсюда
следует, что

ϕ(χ(G) ∧ u) − ϕ(χ(C) ∧ u) =

= ϕ(χ(G) ∧ u) − ϕ(f ∧ u) + ϕ(f ∧ u) − ϕ(χ(C) ∧ u) < ε

2
+
ε

2
= ε.

Применяя лемму 4.5, получаем, что

ϕ(χ(G \ C) ∧ u) = ϕ̌
((
χ(G) − χ(C)

) ∧ u) =

= ϕ̌(χ(G) ∧ u− χ(C) ∧ u) = ϕ(χ(G) ∧ u) − ϕ(χ(C) ∧ u) < ε.
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Если f ∈ Cc и |f | � χ(G \ C) ∧ u, то
|ϕf | � ϕ|f | = ϕ|f | � ϕ(χ(G \ C) ∧ u) < ε,

откуда следует, что ϕ является локально узким.
Наконец, если ϕ ∈ C∼

c , то по лемме 1.1 ϕ = ϕ+ + ϕ−, где ϕ+,−ϕ− огра-
ниченные и положительные. Следовательно, функционалы ϕ+ и −ϕ− локально
узкие. Тогда и ϕ будет локально узким (см. замечание к лемме 1.2).

Теорема 4.2. Пусть (T,G)—локально компактное пространство, ϕ—огра-
ниченный линейный функционал на Cc(T,G). Тогда ϕ является точным.

Доказательство. Функционал ϕ будет поточечно непрерывным по лемме 4.6
и локально узким по предложению 4.7. Остаётся показать, что ϕ вполне ло-
кально узкий. Согласно замечанию к лемме 1.2 ϕ = ϕ1 − ϕ2, где ϕ1 и ϕ2 по-
ложительные, локально узкие и поточечно непрерывные. Поскольку Cc(T,G)
является линейным, решёточным и усекаемым подпространством в S(T,G) и
обладает по лемме 3.5 свойством (E), функционалы ϕ1 и ϕ2 вполне локально
узкие в силу предложения 4.4. Следовательно, вполне локально узким будет и
функционал ϕ.

Следствие. Пусть (T,G) — локально компактное пространство. Тогда
Cc(T,G)∼ = Cc(T,G)� = Cc(T,G)�.

Доказательство. Равенство Cc(T,G)� = Cc(T,G)� имеет место в силу след-
ствия из леммы 3.2. Вложение Cc(T,G)∼ ⊂ Cc(T,G)� справедливо по теоре-
ме 4.2. Обратное вложение имеет место, так как поточечно непрерывные функ-
ционалы являются ограниченными [32, 16H].

Лемма 4.7. Пусть (T,G)— тихоновское пространство, ϕ—узкий линейный
функционал на Cb(T,G). Тогда ϕ является поточечно непрерывным.

Доказательство. Сначала предположим, что функционал ϕ положитель-
ный. Пусть (fm ∈ Cb | m ∈ M) ↓ 0 в F (T ). Если ϕfm = 0 для всех m ∈ M , то
всё доказано. Поэтому предположим, что существует такое m0, что ϕfm0 > 0.
Тогда ‖fm0‖u > 0 и ϕ1 > 0. Рассмотрим M0 ≡ {m ∈ M | m � m0}. Ясно, что
(fm | m ∈ M0) ↓ 0. Рассмотрим gm ≡ fm/‖fm0‖u. Тогда 0 � gm � gm0 � 1 для
любого m ∈M0 и (gm | m ∈M0) ↓ 0.
Для ε > 0 рассмотрим такое компактное множество K, что f ∈ Cb и

|f | � χ(T \ K) влекут |ϕf | < ε/2. Возьмём δ ≡ ε/(2ϕ1). Рассмотрим откры-
тые множества Gm ≡ {t ∈ T | gm(t) < δ}. Так как (gm | m ∈ M0) ↓ 0, то⋃

(Gm | m ∈ M0) = T . Выделим конечное покрытие (Gn | n ∈ N ⊂ M0) множе-
ства K. Для N существует такое m, что m � n для всех n ∈ N . Если t ∈ K,
то t ∈ Gn. Поэтому gm(t) � gn(t) < δ. Рассмотрим непрерывную функцию
hm ≡ (gm − δ1)∨0 � 1. Так как 0 � hm � χ(T \K), то ϕgm − δϕ1 � ϕhm < ε/2.
Следовательно, ϕgm < ε/2 + ε/2 = ε. Значит, (ϕgm | m ∈ M0) ↓ 0. Отсюда
следует, что (ϕfm | m ∈M0) ↓ 0, и окончательно (ϕfm | m ∈M) ↓ 0.
Используя аналоги леммы 1.2 для узких и поточечно непрерывных функци-

оналов, завершаем доказательство.
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Предложение 4.8. Пусть (T,G)— тихоновское пространство, ϕ—узкий ли-
нейный функционал на Cb(T,G). Тогда ϕ является локально узким.

Доказательство. Сначала предположим, что ϕ положительный. Возьмём
произвольные G ∈ G, u ∈ (Cb)+ и ε > 0. Тогда найдётся такое компакт-
ное множество C0, что из соотношений f ∈ Cb и |f | � χ(T \ C0) выте-
кает |ϕf | < ε/2. Согласно лемме 3.5 семейство Cb огибает снизу функцию
χ(T \ C0) = χ(T \ C0) ∧ 1, поэтому χ(T \ C0) ∈ Sτ (T,Cb). Отсюда следует, что
ϕ
(
χ(T \ C0)

)
� ε/2. Рассмотрим множество M ≡ {f ∈ Cb | 0 � f � χ(G)}.

Тогда из того, что (f | f ∈M) ↑ χ(G), выводим, что (f ∧ u | f ∈M) ↑ χ(G) ∧ u.
Следовательно, χ(G) ∧ u ∈ Sτ (T,Cb) и (ϕ(f ∧ u) | f ∈ M) ↑ ϕ(χ(G) ∧ u), а
потому существует такая функция f ∈M , что ϕ(χ(G) ∧ u) − ε/4 < ϕ(f ∧ u).
Рассмотрим функции fk ≡ (f − (1/k)1)∨0. Так как (fk ∧u | k ∈ N) ↑ f ∧u, а

по лемме 4.7 функционал ϕ поточечно непрерывен, заключаем, что (ϕ(fk ∧ u) |
k ∈ N) ↑ ϕ(f ∧ u). Следовательно, найдётся такое k ∈ N, что ϕ(f ∧ u) − ε/4 <
< ϕ(fk ∧ u). Рассмотрим замкнутое множество Fk ≡ supp fk. Из fk � 1 и
Fk ⊂ {t ∈ T | f(t) � 1/k} ⊂ coz f следует, что fk � χ(Fk) и Fk ⊂ G.
Функция χ(Fk) принадлежит Iτ (T,Cb), поскольку Cb огибает её сверху,

поэтому χ(Fk) ∧ u ∈ Iτ (T,Cb). Следовательно, ϕ(fk ∧ u) � ϕ(χ(Fk) ∧ u) и
ϕ(f ∧ u) − ε/4 < ϕ(χ(Fk) ∧ u). Отсюда получаем, что

ϕ(χ(G) ∧ u) − ϕ(χ(Fk) ∧ u) =

= ϕ(χ(G) ∧ u) − ϕ(f ∧ u) + ϕ(f ∧ u) − ϕ(χ(Fk) ∧ u) < ε

4
+
ε

4
=
ε

2
.

Теперь рассмотрим компактное множество C ≡ C0 ∩ Fk. Тогда

χ(Fk)∧u =
(
χ(C)+χ(Fk\C0)

)∧u � χ(C)∧u+χ(Fk\C0)∧u � χ(C)∧u+χ(T \C0).

Поэтому

ϕ(χ(Fk) ∧ u) = ϕ̌(χ(Fk) ∧ u) � ϕ̌(χ(C) ∧ u) + ϕ̌
(
χ(T \ C0)

)
=

= ϕ(χ(C) ∧ u) + ϕ
(
χ(T \ C0)

)
< ϕ(χ(C) ∧ u) +

ε

2
.

Следовательно,

ϕ(χ(G) ∧ u) − ϕ(χ(C) ∧ u) =

= ϕ(χ(G) ∧ u) − ϕ(χ(Fk) ∧ u) + ϕ(χ(Fk) ∧ u) − ϕ(χ(C) ∧ u) < ε

2
+
ε

2
= ε.

Применяя лемму 4.5, как в доказательстве предложения 4.7, приходим к вы-
воду, что функционал ϕ является локально узким.
Используя аналоги леммы 1.2 для узких и локально узких функционалов,

завершаем доказательство.

Теорема 4.3. Пусть (T,G)— тихоновское пространство, ϕ—узкий линейный
функционал на Cb(T,G). Тогда ϕ является точным.
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Доказательство. Доказательство вполне аналогично доказательству теоре-
мы 4.2, только вместо леммы 4.6 и предложения 4.7 необходимо использовать
лемму 4.7 и предложение 4.8.

Следствие. Пусть (T,G)— тихоновское топологическое пространство. Тогда

Cb(T,G)π = Cb(T,G)� = Cb(T,G)� = Cb(T,G) π© = Cb(T,G)�© = Cb(T,G)�©.

Доказательство. Равенство Cb(T,G)� = Cb(T,G)� имеет место согласно
следствию из леммы 3.2. Вложение Cb(T,G)π ⊂ Cb(T,G)� справедливо по тео-
реме 4.3. Теперь докажем, что точные функционалы являются узкими. Если ϕ
точный, то для G ≡ T , u ≡ 1 и ε > 0 найдётся компактное множество C ⊂ G,
такое что из соотношений f ∈ Cb и |f | � χ(T \ C) = χ(G \ C) ∧ u вытекает
|ϕf | < ε. Таким образом, функционал ϕ узкий.
Остаётся показать, что все функционалы из Cb(T,G)π = Cb(T,G)� =

= Cb(T,G)� равномерно ограниченные. Если ϕ ∈ (Cb(T,G)�)+, то, поскольку
1 ∈ Cb(T,G), для каждой функции f ∈ Cb(T,G), такой что |f | � 1, имеем
|ϕf | � ϕ|f | � ϕ1 < ∞, т. е. функционал ϕ равномерно ограниченный. Отсю-
да, используя замечание к лемме 1.2, получаем равномерную ограниченность
произвольного функционала ϕ ∈ Cb(T,G)�.

5. Характеризация радоновских интегралов

5.1. Представление положительных σ-точных функционалов
радоновскими интегралами

Пусть (T,G)—хаусдорфово топологическое пространство, A(T )—усекаемое
решёточное линейное подпространство в пространстве симметризуемых функ-
ций S(T,G), обладающее свойством (Eσ) или свойством (E)& (D). Рассмот-
рим усекаемое решёточное линейное подпространство B(T ) ≡ Sm

(
T,G, A(T )

)
в S(T,G) (см. раздел 2.4). Применим теорему 1.1 (теорему Александрова—Сто-
уна) к пространству B(T ) и рассмотрим соответствующие этому семейству
σ-алгебру M и отображение R (см. раздел 1.3). Вспомним также биекцию
P : (A(T )�)+ �� (B(T )�)+ из предложения 4.5 и определим отображение U ≡
≡ R|(B(T )�)+ ◦P , ставящее в соответствие каждому функционалу из (A(T )�)+
некоторую меру на (T,G).

Теорема 5.1. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство, A(T )—усекаемое
решёточное линейное подпространство в S(T,G), обладающее свойством (Eσ)
или свойством (E)& (D), ϕ ∈ (A(T )�)+ и µ ≡ Uϕ : M → R̄+. Тогда

1) Iσ
(
B(T )

) ⊂ Am

(
T,G, A(T )

)
δ
;

2) µ ∈ RMwe(T,G)0;
3) µC = inf{ϕf | f ∈ A(T ) ∧ f � χ(C)} для каждого C ∈ C;
4) функционал ϕ представи́м интегралом Лебега над (T,M, µ);
5) если функционал ϕ равномерно ограниченный, то мера µ ограниченная;
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6) мера µ единственна в следующем смысле: если в RMwe(T,G) существует
другая мера ν : N → R̄+, такая что νC = inf{ϕf | f ∈ A(T ) ∧ f � χ(C)}
для каждого C ∈ C и ϕ представи́м интегралом Лебега над (T,N, ν), то
N = M и ν = µ.

Доказательство. В соответствии с предложением 4.5 возьмём функционал
ϕS ≡ Pϕ ∈ (B(T )�)+, продолжающий функционал ϕ. Рассмотрим ансамбль
R ≡ Iσ

(
B(T )

)
всех таких множеств R ⊂ T , что B(T ) σ-огибает сверху функ-

цию χ(R) (см. раздел 1.3). По теореме 1.1 мера µ ≡ RϕS ≡ Uϕ является по-
ложительной, широкой, полной, сильно насыщенной, внутренне R-регулярной
и R-σ-непрерывной сверху, при этом R ⊂ Mf (µ) и функционал ϕS представи́м
интегралом Лебега над (T,M, µ).
Заметим, что µR ≡ inf{ϕSf | f ∈ B(T )+ ∧ f � χ(R)} согласно определению

меры µ и µM = sup{µR | R ∈ R∧R ⊂M} в силу её внутренней R-регулярности.
Так как χ(C) ∈ B(T ) для каждого компактного множества C, мы заключаем,
что C ⊂ R. Следовательно, µ конечна на компактных множествах.
Докажем утверждение 1). Сначала отметим, что для каждой f ∈ B(T ) и

всякого F ∈ F f ∧ χ(F ) ∈ B(T ). Действительно, во-первых, χ(F ) ∈ S(T,G), а
потому и f ∧ χ(F ) ∈ S(T,G). Во-вторых, |f | � u ∈ A(T )+, поэтому f ∧ χ(F ) =
= f ∧ u ∧ χ(F ), а семейство A(T ) [σ-]огибает сверху функции вида u ∧ χ(F ),
следовательно, u ∧ χ(F ) � v ∈ A(T )+. В итоге, |f ∧ χ(F )| = |f | ∧ |u ∧ χ(F )| �
� u ∧ v ∈ A(T )+, т. е. f ∧ χ(F ) ∈ B(T ).
Пусть F ∈ F и R ∈ R. Тогда (fn | n ∈ ω) ↓ χ(R) для некоторой последова-

тельности (fn ∈ B(T )+ | n ∈ ω). Рассмотрим функции gn ≡ fn ∧ χ(F ) ∈ B(T )+.
Из того что (gn | n ∈ ω) ↓ χ(R ∩ F ), согласно определению R мы заключаем,
что R ∩ F ∈ R ⊂ M. Так как мера µ является R-насыщенной, мы получаем, что
F ∈ M. Таким образом, F ⊂ M. Следовательно, G ⊂ M, так как M— σ-алгебра.
Пусть R ∈ R и (fn ∈ B(T )+ | n ∈ ω) ↓ χ(R). Рассмотрим множества Λn ≡

≡ {t ∈ T | fn(t) � 1}. Тогда (Λn | n ∈ ω) ↓ R в P(T ). Так как fn является
симметризуемой, существует конечное покрытие (Bnj ∈ A(T,G) | j ∈ Jn) множе-
ства T , такое что ω(fn, Bnj) < 1/(n+ 1). Рассмотрим множества J ′

n ≡ {j ∈ Jn |
Bnj ∩ Λn �= ∅} и Bn ≡ ⋃

(Bnj | j ∈ J ′
n) ∈ A(T,G).

Если t ∈ Bn, то t ∈ Bnj для некоторого j ∈ J ′
n. Возьмём некоторую точку

s ∈ Bnj ∩ Λn. Тогда из |fn(t) − fn(s)| < 1/(n+ 1) вытекает, что fn(t) > fn(s) −
− 1/(n+ 1) � n/(n+ 1). Поэтому Λn ⊂ Bn ⊂ Λ′

n ≡ {t ∈ T | (1 + 1/n)fn(t) > 1}.
По определению семейства B(T ) имеем, что fn � un для некоторых

un ∈ A(T ). Следовательно, из χ(Bn) � (1 + 1/n)fn � (1 + 1/n)un ∈ A(T )
вытекает, что Bn ∈ Am

(
T,G, A(T )

)
= Am

(
T,G, B(T )

)
.

Если t /∈ R, то fn(t) < 1/2 для некоторого n � 1. Следовательно, t /∈ Λ′
n,

откуда получаем, что
⋂

(Λ′
n | n ∈ ω) ⊂ R. В результате, так как R =

=
⋂

(Λn | n ∈ ω) ⊂ ⋂
Bn ⊂ ⋂

Λ′
n ⊂ R, имеем R =

⋂
Bn ∈ Am

(
T,G, A(T )

)
δ
.

Докажем утверждение 2). Возьмём множества An ≡ ⋂
(Bm | m ∈ n + 1) ∈

∈ Am

(
T,G, A(T )

)
. Тогда (An | n ∈ ω) ↓ R. Ясно, что B(T ) = Sm

(
T,G, B(T )

)
,
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следовательно, согласно предложению 4.2 для последовательности
(
An ∈

∈ Am

(
T,G, A(T )

) | n ∈ ω
)
и каждого ε > 0 существуют n0 ∈ ω и ком-

пактное множество C ⊂ ⋂
(An | n ∈ ω), такие что из условий f ∈ B(T ) и

|f | � χ(An0 \ C) ≡ g следует |ϕSf | < ε. Поскольку g ∈ B(T ), заключаем, что
ϕSg < ε. Тогда

µR− µC � µAn0 − µC = µ(An0 \ C) =
∫
g dµ = ϕSg < ε.

Поэтому µR = sup{µC | C ∈ C ∧ C ⊂ R}.
Пусть M ∈ M. Возьмём такое число x, что x < µM . Тогда в силу вну-

тренней R-регулярности меры µ существует такое R ∈ R, что R ⊂ M и
x < µR. Существует такое C ∈ C, что C ⊂ R и x < µC. Таким образом,
x � sup{µC | C ∈ C ∧ C ⊂ M} � µM . Так как x произвольно, мы заключаем,
что µM = sup{µC | C ∈ C ∧ C ⊂ M}. Это означает, что µ является компактно
регулярной.
Итак, µ является широкой положительной радоновской мерой.
Докажем утверждение 3). Пусть A(T ) обладает свойством (E). Возьмём про-

извольное компактное множество C. В силу свойства (E) пространства A(T )
существует убывающая сеть (fn ∈ A(T ) | n ∈ N), такая что (fn | n ∈ N) ↓ χ(C)
в F (T ). Тогда χ(C) ∈ Iτ

(
T,A(T )

) ∩B(T ) и

µC =
∫
χ(C) dµ = ϕ̌Sχ(C) = ϕχ(C) = inf(ϕfn | n ∈ N).

Поэтому для любого ε > 0 найдётся такое n, что µC + ε > ϕfn. Если f ∈
∈ A(T ) и f � χ(C), то µC = ϕ̌Sχ(C) � ϕ̌Sf = ϕf . Следовательно, µC =
= inf{ϕf | f ∈ A(T ) ∧ f � χ(C)}.
В случае когда A(T ) обладает свойством (Eσ), рассуждения аналогичны.
Докажем утверждение 4). Если f ∈ A(T ), то ϕf = ϕSf =

∫
f dµ. Поэтому

функционал ϕ представи́м интегралом Лебега над измеримым пространством
(T,M, µ).
Докажем утверждение 5). Из равномерной ограниченности ϕ и компактной

регулярности µ получаем, что

µT = sup{ϕχ(C) | C ∈ C} � sup{ϕf | f ∈ A(T ) ∧ 0 � f � 1} <∞,

т. е. мера µ ограниченная.
Докажем утверждение 6). Нам нужно убедиться в единственности µ. Рас-

смотрим меру ν : N → R̄+ из утверждения. Возьмём любое C ∈ C. Тогда
µC = inf{ϕf | f ∈ A(T ) ∧ f � χ(C)} = νC.
Пусть N ∈ N и C ∈ C. По свойству компактной регулярности ν мы

можем найти некоторые последовательности (Kn ⊂ C ∩ N | n ∈ N) ↑ и
(Ln ⊂ C \ N | n ∈ N) ↑ компактных множеств, такие что ν(C ∩ N) =
= sup{νKn | n ∈ N} и ν(C \ N) = sup{νLn | n ∈ N}. Рассмотрим непере-
секающиеся множества K ≡ ⋃

Kn ⊂ C ∩N и L ≡ ⋃
Ln ⊂ C \N из M.
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Мы имеем

ν
(
(C \Km) \ Ln

)
= ν(C \Km) − ν

(
(C \Km) ∩ Ln

)
=

= νC − ν(C ∩Km) − νLn = νC − νKm − νLn.

Следовательно, µK = supµKn = sup νKn = ν(C ∩ N) и µL = supµLn =
= sup νLn = ν(C\N). Поэтому µ(K∪L) = µK+µL = ν(C∩N)+ν(C\N) = νC.
В результате νC = µC = µ

(
C \ (K ∪ L)

)
+ µ(K ∪ L) = µ

(
C \ (K ∪ L)

)
+ νC,

откуда следует, что µ
(
C \ (K ∪ L)

)
= 0.

Так как µ полная, из (C ∩ N) \ K ⊂ C \ (K ∪ L) мы выводим, что
(C ∩ N) \ K ∈ M. Значит, N ∩ C =

(
(C ∩ N) \ K) ∪ K ∈ M для любого

C ∈ C.
Возьмём произвольное множество M ∈ Mf (µ). Так как µ компактно ре-

гулярна, мы имеем µM = sup{µD | D ∈ C ∧ D ⊂ M}. Поэтому существует
такая последовательность (Dn ∈ C | n ∈ N) ↑, что ⋃

(Dn | n ∈ N) ⊂ M
и µM = sup{µDn | n ∈ N}. Рассмотрим множества E ≡ ⋃

(Dn | n ∈ N) и
H ≡ M \ E из M. Так как µDn � µE = µM − µH для каждого n, получаем,
что µM � µM − µH. Значит, µH = 0. Так как µ полная, из (N ∩M) \ E ⊂ H
мы выводим, что (N ∩M) \ E ∈ M. С другой стороны, по доказанному выше
(N ∩M)∩E =

⋃
((N ∩Dn)∩M | n ∈ N) ∈ M. В результате N ∩M ∈ M. Из силь-

ной насыщенности µ теперь следует, что N ∈ M. Таким образом, N ⊂ M. Точно
таким же образом показываем, что M ⊂ N. Теперь из свойства компактной
регулярности мер µ и ν следует, что µ = ν.

Для любого функционального подсемейства A(T ) в S(T,G) рассмотрим мно-
жества

RMwe
(
T,G, A(T )

)
0
≡ {µ ∈ RMwe(T,G)0 | A(T ) ⊂ MI(T,domµ, µ)},

RMw�
(
T,G, A(T )

)
0
≡ {µ ∈ RMw�(T,G)0 | A(T ) ⊂ MI(T,B(T,G), µ)}

всех положительных радоновских и борелевско-радоновских мер µ, таких что
все функции из A(T ) µ-интегрируемы.
Положим Ub ≡ U |(A(T )�©)+.

Следствие. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство и A(T )—усекаемое
решёточное линейное подпространство в S(T,G).

1. Если A(T ) обладает свойством (Eσ), то U является биекцией (A(T )�)+ на
RMwe

(
T,G, A(T )

)
0
, а Ub—биекцией (A(T )�©)+ на RMwe

b (T,G)+.
2. Если A(T ) обладает свойством (E)& (D), то U является биекци-
ей (A(T )�)+ = (A(T )�)+ на RMwe

(
T,G, A(T )

)
0
, а Ub—биекцией

(A(T )�©)+ = (A(T )�©)+ на RMwe
b (T,G)+.

Доказательство. Поскольку все функции из A(T ) интегрируемы по лю-
бой мере из RMwe

(
T,G, A(T )

)
0
, инъективность отображений непосредственно

следует из утверждения 4) теоремы.
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По следствию леммы 3.2 свойство (D) семейства A(T ) обеспечивает ра-
венство A(T )� = A(T )�. Таким образом, остаётся показать, что отображение
U : (A(T )�)+ � RMwe

(
T,G, A(T )

)
0
будет и сюръективным.

Для каждой меры µ ∈ RMwe
(
T,G, A(T )

)
0
интегральный функционал iµ бу-

дет σ-точным на A(T ) ⊂ SI(T,M, µ) в силу предложения 4.3. По лемме 4.3
Sc(T,G) ⊂ SI(T,M, µ), поэтому χ(C) ∈ SI(T,M, µ) для любого C ∈ C. Тогда,
поскольку A(T ) огибает [σ-огибает] сверху χ(C), по теореме Лебега о мажори-
руемой сходимости имеем inf{iµf | f ∈ A(T ) ∧ f � χ(C)} =

∫
χ(C) dµ = µC.

Теперь согласно утверждению 6) теоремы получаем, что µ = Uiµ.
Заметим, что RMwe

b

(
T,G, A(T )

)
= RMwe

b (T,G), поскольку все функции из
A(T ) ⊂ S(T,G) интегрируемы по любой мере из RMwe

b (T,G) согласно лемме 4.3.

Если мы возьмём два различных функционала ϕ,ψ ∈ (A(T )�)+, то по теоре-
ме 5.1 для каждого из них найдётся своё собственное измеримое пространство,
над которым этот функционал будет представим интегралом Лебега. Следо-
вательно, нам важно рассмотреть для всех таких функционалов интегральное
представление на одном и том же измеримом пространстве.
С этой целью возьмём борелевскую σ-алгебру B ≡ B(T,G) и рассмотрим

отображения V : (A(T )�)+ → Meas(T,B)0 и Vb : (A(T )�©)+ → Measb(T,B)+,
определяемые как V ϕ ≡ (Uϕ)|B и Vbϕ ≡ (Ubϕ)|B.

Теорема 5.2. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство, A(T )—усекаемое
решёточное линейное подпространство в S(T,G), обладающее свойством (Eσ)
или свойством (E)& (D), ϕ ∈ (A(T )�)+, µ ≡ Uϕ : M → R̄+ и µ0 ≡ V ϕ : B → R̄+.
Тогда

1) µ0 ∈ RMw�(T,G)0 и µ0 = µ|B;
2) µ0C = inf{ϕf | f ∈ A(T ) ∧ f � χ(C)} для каждого C ∈ C;
3) функционал ϕ представи́м интегралом Лебега над измеримым простран-
ством (T,B, µ0);

4) если функционал ϕ равномерно ограниченный, то мера µ0 ограниченная;
5) мера µ0 единственна в следующем смысле: если в RMw�(T,G) существует
другая мера κ : B → R̄+, такая что κC = inf{ϕf | f ∈ A(T ) ∧ f � χ(C)}
для каждого C ∈ C и функционал ϕ представи́м интегралом Лебега над
измеримым пространством (T,B,κ), то κ = µ0.

Доказательство. По определению µ0 ≡ V ϕ ≡ (Uϕ)|B = µ|B. Тогда утвер-
ждения 1)—4) следуют непосредственно из теоремы 5.1. Для каждого C ∈ C

имеем µ0C = inf{ϕf | f ∈ A(T ) ∧ f � χ(C)} = κC. Поэтому свойство компакт-
ной регулярности влечёт равенство µ0 = κ на B.

Следствие. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство и A(T )—усекаемое
решёточное линейное подпространство в S(T,G).

1. Если A(T ) обладает свойством (Eσ), то V является биекцией из (A(T )�)+
на RMw�

(
T,G, A(T )

)
0
, а Vb—биекцией из (A(T )�©)+ на RMw�

b (T,G)+.
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2. Если A(T ) обладает свойством (E)& (D), то V является биекцией
из (A(T )�)+ = (A(T )�)+ на RMw�

(
T,G, A(T )

)
0
, а Vb—биекцией из

(A(T )�©)+ = (A(T )�©)+ на RMw�
b (T,G)+.

Доказательство этого следствия вполне аналогично доказательству след-
ствия теоремы 5.1.
Теперь мы можем доказать теорему о характеризации радоновских интегра-

лов в положительной биективной версии.
Сначала сформулируем её для положительных расширенных радоновских

мер.

Теорема 5.3 (параметрическая теорема о характеризации радоновских
интегралов (положительная биективная версия I)). Пусть (T,G)—хаусдор-
фово пространство, A(T )—усекаемое решёточное линейное подпространство
в S(T,G). Пусть A(T ) обладает свойством (Eσ) или свойством (E)& (D). То-
гда
1) для каждого положительного σ-точного линейного функционала ϕ су-
ществует единственная положительная расширенная радоновская мера
µ : M → R̄+, такая что ϕ представи́м интегралом Лебега над измери-
мым пространством (T,M, µ) и µC = inf{ϕf | f ∈ A(T ) ∧ f � χ(C)} для
всякого компактного множества C;

2) если, кроме того, функционал ϕ равномерно ограниченный, то мера µ огра-
ниченная;

3) отображение U : ϕ 	→ µ есть биекция из (A(T )�)+ на RMwe
(
T,G, A(T )

)
0
;

4) отображение Ub ≡ U |(A(T )�©)+—биекция из (A(T )�©)+ на RMwe
b (T,G)+.

Доказательство. Все утверждения следуют непосредственно из теоремы 5.1
и её следствия.

Теперь сформулируем теорему о характеризации интегралов по положитель-
ным борелевско-радоновским мерам.

Теорема 5.4 (параметрическая теорема о характеризации радоновских
интегралов (положительная биективная версия II)). Пусть (T,G)—хаусдор-
фово пространство, A(T )—усекаемое решёточное линейное подпространство
в S(T,G). Пусть A(T ) обладает свойством (Eσ) или свойством (E)& (D). То-
гда
1) для каждого положительного σ-точного линейного функционала ϕ суще-
ствует единственная положительная борелевско-радоновская мера µ0, та-
кая что ϕ представи́м интегралом Лебега над измеримым пространством
(T,B, µ) и µ0C = inf{ϕf | f ∈ A(T )∧ f � χ(C)} для всякого компактного
множества C;

2) если, кроме того, функционал ϕ равномерно ограниченный, то мера µ0

ограниченная;
3) отображение V : ϕ 	→ µ0 есть биекция из (A(T )�)+ на RMw�

(
T,G, A(T )

)
0
;

4) отображение Vb ≡ V |(A(T )�©)+—биекция из (A(T )�©)+ на RMw�
b (T,G)+.
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Доказательство. Все утверждения следуют непосредственно из теоремы 5.2
и её следствия.

Покажем теперь, что из этих общих теорем вытекают как частные случаи
некоторые теоремы о линейном радоновском представлении, упомянутые во вве-
дении (остальные окажутся следствиями теоремы 5.7).
Сначала рассмотрим случай локально компактного пространства.

Следствие 1 (теорема Халмоша—Хьюитта—Эдвардса). Пусть (T,G)—ло-
кально компактное пространство, A(T ) ≡ Cc(T,G). Тогда

1) отображение U является биекцией из (Cc(T,G)∼)+ на RMwe(T,G)0, а
отображение V —биекцией из (Cc(T,G)∼)+ на RMw�(T,G)0; при этом
ϕf =

∫
f dUϕ =

∫
f dV ϕ;

2) отображение Ub является биекцией из (Cc(T,G)∼©)+ на RMwe
b (T,G)+, а

отображение Vb—биекцией из (Cc(T,G)∼©)+ на RMw�
b (T,G)+; при этом

ϕf =
∫
f dUbϕ =

∫
f dVbϕ.

Доказательство. В силу леммы 3.5 пространство A(T ) обладает свой-
ством (E). По теореме Дини A(T ) обладает свойством (D). По следствию
теоремы 4.2 A(T )∼ = A(T )�. Наконец, так как Cc(T,G) ⊂ MI(T,M, µ), имеем
RMwe

(
T,G, A(T )

)
0

= RMwe(T,G)0. Теперь теоремы 5.3 и 5.4 влекут утвержде-
ния 1) и 2).

Далее рассмотрим случай тихоновского (вполне регулярного) пространства.

Следствие 2 (теорема Бурбаки для положительных мер). Пусть (T,G)—
тихоновское топологическое пространство и A(T ) ≡ Cb(T,G). Тогда отоб-
ражение U = Ub является биекцией из (Cb(T,G)π)+ = (Cb(T,G) π©)+
на RMwe

b (T,G)+, а отображение V = Vb—биекцией из (Cb(T,G)π)+ =
= (Cb(T,G) π©)+ на RMw�

b (T,G)+; при этом ϕf =
∫
f dUϕ =

∫
f dV ϕ.

Доказательство. По лемме 3.5 семейство A(T ) обладает свойством (E).
По теореме Дини A(T ) обладает свойством (D). По следствию теоремы 4.3
A(T )π = A(T ) π© = A(T )� = A(T )�©. Теперь теоремы 5.3 и 5.4 влекут желаемые
утверждения.

Наконец, рассмотрим случай произвольного хаусдорфова пространства.

Следствие 3. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство и A(T ) ≡ Sc(T,G).
Тогда

1) отображение U является биекцией из (Sc(T,G)�)+ на RMwe(T,G)0, а отоб-
ражение V —биекцией из (Sc(T,G)�)+ на RMw�(T,G)0; при этом ϕf =
=

∫
f dUϕ =

∫
f dV ϕ;

2) отображение Ub является биекцией из (Sc(T,G)�©)+ на RMwe
b (T,G)+,

а отображение Vb—биекцией из (Sc(T,G)�©)+ на RMw�
b (T,G)+; при этом

ϕf =
∫
f dUbϕ =

∫
f dVbϕ.
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Доказательство. По лемме 3.5 A(T ) обладает свойством (Eσ). Согласно
лемме 4.3 Sc(T,G) ⊂ MI(T,M, µ), поэтому RMwe

(
T,G, A(T )

)
0

= RMwe(T,G)0.
Теперь теоремы 5.3 и 5.4 приводят к утверждениям 1) и 2).

Следствие 4. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство и A(T ) ≡ S(T,G).
Тогда отображение U = Ub является биекцией из (S(T,G)�)+ = (S(T,G)�©)+ на
RMwe

b (T,G)+, а отображение V = Vb—биекцией из (S(T,G)�)+ = (S(T,G)�©)+
на RMw�

b (T,G)+; при этом ϕf =
∫
f dUϕ =

∫
f dV ϕ.

Доказательство. По лемме 3.5 A(T ) обладает свойством (Eσ). Посколь-
ку 1 ∈ S(T,G), для любого функционала ϕ ∈ (S(T,G)�)+ и каждой функции
f ∈ S(T,G), такой что |f | � 1, имеем |ϕf | � ϕ|f | � ϕ1 < ∞. Поэтому
(S(T,G)�)+ = (S(T,G)�©)+. Тогда теоремы 5.3 и 5.4 влекут требуемые утвер-
ждения.

Предложение 5.1. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство, A(T )—усека-
емое решёточное линейное подпространство в S(T,G). Пусть A(T ) обладает
свойством (Eσ) или свойством (E)& (D). Тогда отображения V и Vb конус-
но-линейны, изотонны и сохраняют порядковые границы.

Доказательство. Пусть ϕ,ψ ∈ (A(T )�)+, µ ≡ V ϕ, ν ≡ V ψ, x, y ∈ R+. Тогда
λ ≡ xµ+ yν ∈ RMw�(T,G)0.
Из утверждения 3) теоремы 5.4 следует, что A(T ) ⊂ MI(T,B, µ)∩MI(T,B, ν),

где B ≡ B(T,G). По свойствам интеграла Лебега MI(T,B, λ) = MI(T,B, µ) ∩
∩MI(T,B, ν) и

∫
f dλ = x

∫
f dµ+y

∫
f dν для каждой функции f ∈ MI(T,B, λ).

Следовательно, A(T ) ⊂ MI(T,B, λ), и для каждой функции f ∈ A(T ) имеем
(xϕ+ yψ)f = x

∫
f dµ+ y

∫
f dν =

∫
f dλ в силу теоремы 5.4.

Возьмём произвольное компактное множество C и положим X ≡ {f ∈ A(T ) |
f � χ(C)}. По утверждению 1) теоремы 5.4 µC = inf(ϕf | f ∈ X) и
νC = inf(ψf | f ∈ X). Обозначим числа inf(xϕf | f ∈ X), inf(yψf | f ∈ X)
и inf((xϕf + yψf)f | f ∈ X) через a, b и c соответственно. Ясно, что λC =
= xµC + yνC = a + b � c. Поскольку c � xϕf + yψf , получаем c − yψf � a,
c − a � b и, следовательно, c � a + b. Тогда λC = c. В силу теоремы 5.4
λ = V (xϕ+ yψ). Отсюда вытекает такое же свойство для Vb.
Теперь пусть ϕ � ψ. Если C —компактное множество, то µC = inf(ϕf |

f ∈ X) � inf(ψf | f ∈ X) = νC. Тогда, пользуясь свойством компактной
регулярности, получаем, что µ � ν.
Обратно, пусть µ � ν. Тогда ϕf =

∫
f dµ �

∫
f dν = ψf для каждой

f ∈ A(T ). Это означает, что ϕ � ψ. Таким образом, V изотонно. Следовательно,
V сохраняет все порядковые границы. Те же рассуждения справедливы и для Vb.

5.2. Радоновские бимеры и интегрирование по ним.

Поскольку семейство RMw�(T,G) всех борелевско-радоновских мер не явля-
ется линейным пространством (см. раздел 1.4), естественно попытаться постро-
ить его решёточную линейную оболочку.
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Напомним, что подмножество P из T называется предкомпактным
(относительно компактным), если clP является компактным, т. е. P со-
держится в некотором компактном множестве. Подансамбль ансамбля B(T,G),
состоящий из всех предкомпактных борелевских множеств, обозначим через
Bc(T,G). Он является δ-кольцом.
Конечную узкую меру µ : M → R назовём узкой радоновской мерой на

(T,G), если выполнены следующие условия:

1) Bc(T,G) ⊂ M;
2) M ∩G ∈ M для всех M ∈ M и G ∈ G;
3) для любого M ∈ M и любого ε > 0 существует C ∈ C, такое что C ⊂M и

|µM − µC| < ε.

Если M = Bc(T,G), то назовём µ узкой борелевско-радоновской мерой. По-
дробнее об узких радоновских мерах можно прочитать в [12, II.1].
Триплет β ≡ (µ, µ1, µ2), состоящий из мер µ, µ1 и µ2 на (T,G), назовём

радоновским триплетом на хаусдорфовом пространстве (T,G), если

1) µ1 : M1 → R̄+ и µ2 : M2 → R̄+ являются положительными широкими ра-
доновскими мерами;

2) µ : M → R̄ является узкой радоновской мерой на δ-кольце M ≡ M
f
1 (µ1) ∩

∩ M
f
2 (µ2);

3) µM = µ1M − µ2M для каждого M ∈ M.

Если µ1 и µ2 принадлежат RMw�(T,G)0, то β назовём борелевско-радонов-
ским триплетом. Если меры µ1 и µ2 являются ограниченными, то β назовём
ограниченным.
Множество всех радоновских триплетов на (T,G) обозначим через R(T,G).

Подсемейство ограниченных радоновских триплетов обозначим через Rb(T,G).
Радоновские триплеты β ≡ (µ, µ1, µ2) и γ ≡ (ν, ν1, ν2) назовём эквивалент-

ными (β ∼ γ), если µ|Bc(T,G) = ν|Bc(T,G). Класс эквивалентности в R(T,G)
радоновского триплета β обозначим через β̄ ≡ θβ. Множество всех классов β̄
для всех радоновских триплетов β ∈ R(T,G) обозначим через RB(T,G).
Любой элемент m ≡ β̄ из RB(T,G) будем называть радоновской бимерой.

Если β ∈ Rb(T,G), то m ≡ β̄ будем называть ограниченной радоновской
бимерой. Семейство всех ограниченных радоновских бимер обозначим через
RBb(T,G).
В качестве нулевого элемента в RB(T,G) возьмём элемент O = θ(ζ, ζ1, ζ2),

где ζ —нулевая мера на B(T,G), ζ1 и ζ2—нулевые меры на Bc(T,G).
В [12, II.2] определены операции сложения элементов RB(T,G) и умноже-

ния их на действительные числа и бинарное отношение порядка � и доказана
корректность этих определений. Там же доказано следующее предложение.

Предложение 5.2. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство. Тогда семей-
ства RB(T,G) и RBb(T,G) являются решёточными линейными пространства-
ми.
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Теперь укажем на связь между положительными борелевско-радоновски-
ми мерами и положительными радоновскими бимерами. Для каждой ме-
ры µ ∈ RMw�(T,G)0 возьмём узкую положительную радоновскую ме-
ру µf ≡ µ|domf µ, радоновский триплет β ≡ (µf , µ, 0) и положитель-
ную радоновскую бимеру m ≡ β̄. Эта процедура определяет отображе-
ние E0 : RMw�(T,G)0 → RB(T,G)+, такое что E0µ ≡ m. Если µ ∈
∈ RMw�

b (T,G)+, то E0µ ∈ RBb(T,G)+. Поэтому мы можем определить отобра-
жение E0

b : RMw�
b (T,G)+ → RBb(T,G)+, полагая E0

b ≡ E0|RMw�
b (T,G)+.

Теорема 5.5. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство. Тогда

1) отображения

E0 : RMw�(T,G)0 → RB(T,G)+, E0
b : RMw�

b (T,G)+ → RBb(T,G)+

являются биекциями;
2) отображения E0 и E0

b конусно-линейны, изотонны и сохраняют порядковые
границы;

3) для каждой бимеры m ∈ RB(T,G) существуют единственные меры µ′, µ′′ ∈
∈ RMw�(T,G)0, такие что m = E0µ′ − E0µ′′, E0µ′ = m+ и E0µ′′ = − m−;
если бимера m ограниченная, то меры µ′ и µ′′ тоже ограниченные.

Эта теорема доказана в [12, II.2, теорема 2].
Меры µ′ и µ′′ назовём родительскими положительными (широкими) боре-

левско-радоновскими мерами радоновской бимеры m и обозначим через p′(m)
и p′′(m) соответственно.
Рассмотрим одно продолжение вложения E0.
Пусть µ—борелевско-радоновская мера. По лемме 1.3 µ = µ1 −µ2 для неко-

торых положительных борелевско-радоновских мер µ1 и µ2, хотя бы одна из ко-
торых конечна. Рассмотрим борелевско-радоновский триплет β ≡ (µ|Bc, µ1, µ2),
где Bc ≡ Bc(T,G)— δ-кольцо предкомпактных борелевских множеств. Если µ =
= ν1 − ν2 для каких-то других положительных борелевско-радоновских мер ν1
и ν2, то (µ|Bc, ν1, ν2) ∼ β. Поэтому мы можем корректно определить отобра-
жение E : RMw�(T,G) → RB(T,G), полагая Eµ ≡ θβ. Если µ ∈ RMw�

b (T,G),
то Eµ ∈ RBb(T,G). Следовательно, корректно определено отображение Eb ≡
≡ E|RMw�

b (T,G) : RMw�
b (T,G) → RBb(T,G).

Теорема 5.6. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство.

1. Если µ ∈ RMw�(T,G) и µ = µ1 − µ2 для некоторых положительных бо-
релевско-радоновских мер µ1 и µ2, хотя бы одна из которых конечна, то
Eµ = E0µ1 − E0µ2.

2. Если λ, µ, ν ∈ RMw�(T,G), x, y ∈ R, меры xµ и yν принимают бесконечные
значения одного и того же знака, λ = xµ+yν, то Eλ = xEµ+yEν (свойство
линейности).

3. Отображение E инъективно, изотонно и сохраняет порядковые границы.
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Доказательство. Докажем утверждение 1. Положим ν ≡ µ|Bc, ν1 ≡ µ1|Bc,
ν2 ≡ µ2|Bc, m ≡ θ(ν, µ1, µ2), m1 ≡ θ(ν1, µ1, 0) и m2 ≡ θ(ν2, 0, µ2). Тогда −m2 ≡
≡ θ(−ν2, µ2, 0). Так как ν = ν1 + (−ν2), µ1 = µ1 + 0 и µ2 = 0 + µ2, заключаем,
что m = m1 − m2. Следовательно, Eµ = E0µ1 − E0µ2.
Докажем утверждение 2. По лемме 1.3 имеем µ = µ1 − µ2 и ν = ν1 − ν2 для

некоторых мер, удовлетворяющих условию утверждения 1. Тогда по утвержде-
нию 1 получаем, что Eµ = E0µ1 − E0µ2 и Eν = E0ν1 − E0ν2.
Предположим, что x � 0, y � 0, а xµ и yν принимают значение ∞. Тогда

xµ2 и (−y)ν1 конечны. Поэтому
λ = xµ1 − xµ2 + yν1 − yν2 = (xµ1 + (−y)ν2) − (xµ2 + (−y)ν1).

Применяя утверждение 1 и теорему 5.5, получаем

Eλ = E0(xµ1 + (−y)ν2) − E0(xµ2 + (−y)ν1) =

= xE0µ1 + (−y)E0ν2 − (xE0µ2 + (−y)E0ν1) =

= x(E0µ1 − E0µ2) + y(E0ν1 − E0ν2) = xEµ+ yEν.

Все другие случаи рассматриваются аналогично.
Докажем утверждение 3. Пусть µ и ν — такие борелевско-радоновские меры,

что Eµ = Eν. Как и выше, µ = µ1−µ2 и ν = ν1−ν2 для некоторых мер, удовле-
творяющих условию утверждения 1. Тогда по утверждению 1 Eµ = E0µ1−E0µ2

и Eν = E0ν1−E0ν2, и по теореме 5.5 заключаем, что E0(µ1 +ν2) = E0(µ2 +ν1).
Из инъективности E0 следует, что µ1 +ν2 = µ2 +ν1. По определению E, учиты-
вая равенство Eµ = Eν, имеем (µ|Bc, µ1, µ2) ∼ (ν|Bc, ν1, ν2). Это означает, что
µB = νB для каждого B ∈ Bc.
Возьмём произвольное B ∈ B ≡ B(T,G). Сначала предположим, что мера µ2

конечная и µB = ∞. Тогда µ1 = ∞. Пусть a > 0. Тогда µ2B < ka для некоторого
k ∈ N. По определению радоновской меры найдётся такое компактное множество
C ⊂ B, что µ1C > (k + 1)a. Поэтому из

ν1C − ν2C = νC = µC = µ1C − µ2C > (k + 1)a− µ2B � (k + 1)a− ka = a

получаем, что ν1B � ν1C > x. Значит, ν1B = ∞, и следовательно, ν2 конечна и
νB = ∞ = µB. В случае µB = −∞ рассуждения аналогичны. Если µB ∈ R, то
из µ1B ∈ R и равенства µ1B+ ν2B = µ2B+ ν1B выводим, что ν2B и ν1B могут
быть только конечны. Отсюда видим, что µB = µ1B − µ2B = ν1B − ν2B = νB.
Если мера µ1 конечная, то все рассуждения аналогичны. Таким образом,

E инъективно.
Пусть µ и ν таковы, как указано выше, и µ � ν. Тогда по определению

Eµ = θ(µ|Bc, µ1, µ2) � θ(ν|Bc, ν1, ν2) = Eν.

Обратно, если Eµ � Eν, то µ′ � ν′ для некоторых радоновских триплетов
(µ′, µ′

1, µ
′
2) ∈ Eµ и (ν′, ν′1, ν

′
2) ∈ Eν. По определению µB = µ′B и νB = ν′B для

каждого B ∈ Bc. Поэтому µC � νC для всех C ∈ C.
Предположим, что µB > νB для какого-то B ∈ Bc. Тогда νB < ∞ и

ν1B <∞ во всех случаях, рассматриваемых ниже.
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Сперва рассмотрим случай µB = ∞. Тогда µ1B = ∞ и µ2B <∞. Предполо-
жим, что ν2B = ∞, и возьмём x > 0. Тогда kx > µ2B и kx > ν1B, k ∈ N. По
условию µ1C > (k+1)x и ν2C > (k+1)x для некоторого компактного множества
C ⊂ B. В результате из

µC = µ1C − µ2C > (k + 1)x− µ2B > (k + 1)x− kx = x

и

νC = ν1C − ν2C > (k + 1)x− µ2B < ν1B − (k + 1)x < kx− (k + 1)x = −x
вытекает, что µC > x > −x > νC, но это неравенство противоречит неравенству,
доказанному выше.
Предположим, что ν2B < ∞, и возьмём y > ν1B. Тогда ky > µ2B для

некоторого k ∈ N. По условию µ1D > (k + 1)y для некоторого компактного
подмножества D ⊂ B. В итоге

µD = µ1D − µ2D > (k + 1)y − µ2B > (k + 1)y − ky = y >

> ν1B � ν1D � ν1D − ν2D = νD,

но это неравенство также невозможно.
Теперь рассмотрим случай µB < ∞. Тогда µ1B < ∞. Поэтому из µB > νB

вытекает µ2B < ∞. Предположим, что ν2B = ∞, и возьмём y > µ2B. Тогда
ky > ν1B, k ∈ N. По условию ν2D > (k + 1)y для некоторого компактного
подмножества D ⊂ B. В итоге

νD = ν1D − ν2D < ν1B − (k + 1)y < ky − (k + 1)y = −y <
< −µ2B � −µ2D � µ1D − µ2D = νD,

но это неравенство невозможно.
Предположим, что ν2B < ∞, и возьмём такое ε > 0, что µB − ε > νB.

Из условия следует, что существует компактное множество C ⊂ B, такое что
0 � µ1B − µ1C < ε/2 и 0 � ν2B − ν2C < ε/2. Тогда имеем

µC = µ1C − µ2C � (µ1C − µ1B) + µ1B − µ2B > −ε
2

+ µB >

> νB +
ε

2
= ν1B − ν2B +

ε

2
> ν1C − ν2C = νC,

что также невозможно.
Таким образом, мы во всех случаях пришли к противоречию. Следовательно,

наше предположение, что µB > νB, неверно, т. е. µ � ν. Это означает, что
E изотонно. Поэтому E сохраняет порядковые границы.

Следствие 5. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство. Тогда Eµ =
= E0

(
v+(µ)

) − E0
(−v−(µ)

)
для всякой µ ∈ RMw�(T,G).

Доказательство. По лемме 1.3 имеем µ = v+(µ)+v−(µ), причём хотя бы од-
на из этих вариаций конечна. Теперь утверждение 1 теоремы 5.6 даёт желаемое
равенство.
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Следствие 6. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство. Тогда
1) отображение Eb : RMw�

b (T,G) → RBb(T,G) биективно, изотонно и сохра-
няет порядковые границы;

2) Eb является изоморфизмом данных решёточных линейных пространств;
3) Ebµ = E0

b(µ+) − E0
b(−µ−) для всякой меры µ ∈ RMw�

b (T,G).

Доказательство. Докажем утверждение 1). Пусть m—ограниченная радо-
новская бимера. По теореме 5.5 m = E0µ′−E0µ′′ для некоторых положительных
ограниченных борелевско-радоновских мер µ′ и µ′′. Рассмотрим ограниченную
борелевско-радоновскую меру µ ≡ µ′ − µ′′. Тогда по теореме 5.6 Ebµ = Eµ =
= E0µ′ − E0µ′′ = m. Таким образом, Eb сюръективно. По теореме 5.6 Eb инъ-
ективно, изотонно и сохраняет порядковые границы.
Утверждение 2) вытекает из утверждения 1) и из утверждения 2) теоре-

мы 5.6.
Докажем утверждение 3). Возьмём вариации v+(µ) и v−(µ) из леммы 1.3.

Для ограниченной меры µ имеем v+(µ) = µ+ и v−(µ) = −µ− [40, VIII.2.3].
Поэтому доказываемое равенство вытекает из следствия 5.

Отметим, что изоморфизм Eb совпадает с изоморфизмом Fb из [15].
Предложение 5.2 и теоремы 5.5 и 5.6 показывают, что решёточное линейное

пространство RB(T,G) всех радоновских бимер образует естественную решё-
точную линейную оболочку для семейства RMw�(T,G) всех борелевских радо-
новских мер.
Более того, ниже мы увидим, что отображения E0, E и Eb сохраняют инте-

грал Лебега.

Предложение 5.3. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство. Тогда если
µ ∈ RMw�(T,G) и m ≡ θ

(
µ|Bc, v+(µ),−v−(µ)

)
, то p′(m) = v+(µ), p′′(m) =

= − v−(µ).

Доказательство. По лемме 1.3 µ1 ≡ v+(µ) и µ2 ≡ −v−(µ) являются поло-
жительными радоновскими мерами. По теореме 5.5 ν′ ≡ p′(m) и ν′′ ≡ p′′(m)
также являются положительными радоновскими мерами.
Положим R ≡ Bc(T,G) и ν ≡ µ|R. Из предложения 4 в [12, II.2] следует, что

ν′|R = ν+ = v+(ν) и ν′′|R = − ν− = −v−(ν).
Возьмём произвольное разложение Хана (T+, T−) множества T для меры µ.

Тогда µ1(B) = µ(B ∩ T+) и µ2(B) = − µ(B ∩ T−) для каждого B ∈ B(T,G) (см.
раздел 1.4).
Для произвольного R ∈ R рассмотрим R+ ≡ R ∩ T+ и R− ≡ R ∩ T−. Если

S ∈ R и S ⊂ R+, то νS = µS � 0. Если S ∈ R и S ⊂ R−, то νS = µS � 0. Кроме
того, R = R+ ∪ R−, следовательно (R+, R−)—разложение Хана множества R
для ν. Тогда по определению вариаций v+(ν)R ≡ νR+ и v−(ν)R ≡ νR−. Отсюда
следует, что

ν′R = ν+R = ν(R ∩ T+) = µ(R ∩ T+) = µ1R

и
ν′′R = −ν−R = −ν(R ∩ T−) = −µ(R ∩ T−) = µ2R.
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Из компактной регулярности этих положительных радоновских мер вытекает,
что ν′ = µ1 и ν′′ = µ2.

Следствие 7. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство и µ ∈ RMw�(T,G).
Тогда p′(Eµ) = v+(µ) и p′′(Eµ) = −v−(µ).

Доказательство. По лемме 1.3 µ = v+(µ) + v−(µ), причём одна из этих
вариаций конечна. Отсюда по определению имеем Eµ = θ

(
µ|Bc, v+(µ),−v−(µ)

)
,

и предложение 5.3 даёт искомые равенства.

Следствие 8. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство и µ ∈ RMw�
b (T,G).

Тогда p′(Ebµ) = v+(µ) и p′′(Ebµ) = −v−(µ).

Доказательство. Поскольку для ограниченной радоновской меры µ имеем
v+(µ) = µ+ и v−(µ) = −µ−, утверждение вытекает из следствия 7.

Теперь, следуя [12, II.3], введём интегрирование относительно радоновской
бимеры.
Для каждой борелевско-радоновской меры µ рассмотрим семейство

BI(T,G, µ) ≡ MI(T,B(T,G), µ) всех борелевских µ-интегрируемых функций.
Для каждой радоновской бимеры m рассмотрим семейство BI(T,G,m) ≡
≡ BI

(
T,G, p′(m)

) ∩ BI
(
T,G, p′′(m)

)
всех борелевских функций, интегрируемых

(по Лебегу) относительно бимеры m.
Число

im(f) ≡
∫
f dm ≡

∫
f dp′(m) −

∫
f dp′′(m)

называется интегралом (Лебега) от функции f ∈ BI(T,G,m) над топологиче-
ским биизмеримым пространством (T,G,m).

Предложение 5.4. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство. Тогда для
каждой меры µ ∈ RMw�(T,G) и любой функции f ∈ BI(T,G, µ) = BI(T,G, Eµ)
справедливо равенство ∫

f dµ =
∫
f dEµ.

Доказательство. По следствию 7 из предложения 5.3 p′(Eµ) = v+(µ) и
p′′(Eµ) = −v−(µ). Поэтому

BI(T,G, µ) ≡ BI
(
T,G, v+(µ)

) ∩ BI
(
T,G,−v−(µ)

)
=

= BI
(
T,G, p′(Eµ)

) ∩ BI
(
T,G, p′′(Eµ)

) ≡ BI(T,G, Eµ)

и∫
f dµ ≡

∫
f dv+(µ)−

∫
f d

(−v−(µ)
)

=
∫
f dp′(Eµ)−

∫
f dp′′(Eµ) ≡

∫
f dEµ.

Таким образом, вложение E : RMw�(T,G) � RB(T,G), а следовательно, и
биекция E0 = E|RMw�(T,G)0 : RMw�(T,G)0 ��RB(T,G)+ и изоморфизм Eb ≡
≡ E|RMw�

b (T,G) : RMw�
b (T,G) �� RBb(T,G) сохраняют интеграл Лебега. Это
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показывает, что определения интегралов Лебега для широких мер (см. раз-
дел 1.1) и для бимер согласованы друг с другом.

5.3. Представление всех σ-точных функционалов
радоновскими интегралами

Теперь наша цель— продолжить биекции

V : (A(T )�)+ ��RMw�
(
T,G, A(T )

)
0
, Vb : (A(T )�©)+ ��RMw�

b (T,G)+

(см. теорему 5.4) до изоморфизмов линейных решёточных пространств. Для про-
должения ограниченной биекции Vb мы можем использовать привычные сред-
ства теории меры. Но семейства RMw�(T,G) и RMw�

(
T,G, A(T )

)
не являются

линейными пространствами, так как в R̄ не определена операция ∞ − ∞. По-
этому продолжение (неограниченной) биекции V является непростой задачей,
для решения которой и были введены радоновские бимеры.
Для построения искомого продолжения биекции V мы воспользуемся вло-

жением E0 : RMw�(T,G)0 ��RB(T,G)+ из раздела 5.2. Рассмотрим множество

RB
(
T,G, A(T )

) ≡ {m ∈ RB(T,G) | A(T ) ⊂ BI(T,G,m)}
всех радоновских бимер m, таких что все функции из A(T ) m-интегрируемы.
Заметим, что, поскольку все функции из A(T ) ⊂ S(T,G) интегрируемы по любой
ограниченной мере (лемма 4.3), то

A(T ) ⊂ BI
(
T,G, p′(m)

) ∩ BI
(
T,G, p′′(m)

)
= BI(T,G,m)

для любой бимеры m ∈ RBb(T,G), т. е. RBb

(
T,G, A(T )

)
= RBb(T,G).

Если µ ∈ RMw�
(
T,G, A(T )

)
0
, то по предложению 5.4

∫
f dµ =

∫
f dE0µ

для каждой функции f ∈ BI(T,G, µ) = BI(T,G, E0µ). Следовательно, E0µ ∈
∈ RB

(
T,G, A(T )

)
+
и

∫
f dµ =

∫
f dE0µ для каждой функции f ∈ A(T ).

Отсюда следует, что мы можем рассмотреть композицию отображений

E0 ◦ V : (A(T )�)+ � RB
(
T,G, A(T )

)
+
.

Нетрудно убедиться, что

E0
b ◦ Vb : (A(T )�©)+ � RBb(T,G)+.

Докажем, наконец, теорему о характеризации интегралов по всем радонов-
ским бимерам.

Теорема 5.7 (параметрическая теорема о характеризации интегралов
по радоновским бимерам (изоморфная версия)). Пусть (T,G)—хаусдор-
фово пространство, A(T )—усекаемое решёточное линейное подпространство
в S(T,G). Пусть A(T ) обладает свойством (Eσ) или свойством (E)& (D). То-
гда
1) отображение E0 ◦V единственным образом продолжается до изоморфизма
J : A(T )� ��RB

(
T,G, A(T )

)
решёточных линейных пространств, при этом

Jϕ = E0
(
V (ϕ+)

) − E0
(
V (−ϕ−)

)
для каждого функционала ϕ ∈ A(T )�;
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2) ϕf =
∫
f dJϕ =

∫
f dV (ϕ+) − ∫

f dV (−ϕ−) для всякой функции f ∈ A(T )
и каждого функционала ϕ ∈ A(T )�;

3) отображение Vb единственным образом продолжается до изоморфизма
Ib : A(T )�© �� RMw�

b (T,G) решёточных линейных пространств, при этом
Ibϕ = Vb(ϕ+) − Vb(−ϕ−) для каждого функционала ϕ ∈ A(T )�©;

4) ϕf =
∫
f dIbϕ =

∫
f dVb(ϕ+)−∫

f dVb(−ϕ−) для всякой функции f ∈ A(T )
и каждого функционала ϕ ∈ A(T )�©;

5) отображение E0
b ◦ Vb единственным образом продолжается до изоморфиз-

ма Jb : A(T )�© �� RBb(T,G) решёточных линейных пространств, при этом
Jbϕ = E0

b

(
Vb(ϕ+)

) − E0
b

(
Vb(−ϕ−)

)
= Eb(Ibϕ) для каждого функционала

ϕ ∈ A(T )�©;
6) ϕf =

∫
f dJbϕ =

∫
f dVb(ϕ+) − ∫

f dVb(−ϕ−) для всякой функции f ∈
∈ A(T ) и каждого функционала ϕ ∈ A(T )�©.

Доказательство. Положим

X ≡ A(T )�, Y0 ≡ RMw�
(
T,G, A(T )

)
0
, Z ≡ RB

(
T,G, A(T )

)
.

Докажем утверждение 1). По теореме 5.4 V есть биекция из X+ на Y0. По
теореме 5.5 с учётом предложения 5.4 получаем, что E0|Y0 является биекцией
из Y0 на Z+. Таким образом, E0 ◦V взаимно-однозначно отображает X+ на Z+.
Согласно теореме 5.4 и предложению 5.1 если ϕ,ψ ∈ X+ и x, y ∈ R+, то

(E0 ◦ V )(xϕ+ yψ) = E0(xV ϕ+ yV ψ) = x(E0 ◦ V )ϕ+ y(E0 ◦ V )ψ.

Следовательно, отображение E0 ◦ V можно единственным образом продолжить
до инъективного линейного оператора J : X � Z так, что Jϕ = E0

(
V (ϕ+)

) −
− E0

(
V (−ϕ−)

)
для всех ϕ ∈ X, где ϕ+ и ϕ−—положительные функционалы

из леммы 1.1.
По теореме 5.5 отображение E0 сохраняет все порядковые границы. Согласно

предложению 5.1 V также сохраняет все порядковые границы. Следовательно,
если ϕ1, ϕ2 ∈ X и ϕ1 ∧ ϕ2 = 0, то ϕ1, ϕ2 ∈ X+ и

Jϕ1 ∧ Jϕ2 = E(V ϕ1) ∧ E(V ϕ2) = E(V ϕ1 ∧ V ϕ2) = E
(
V (ϕ1 ∧ ϕ2)

)
= 0.

Тогда согласно [32, 14E (b)] J будет решёточным оператором. Биективность J
получим в конце следующего пункта.
Докажем утверждение 2). Зафиксируем ϕ и рассмотрим m ≡ Jϕ, µ1 ≡

≡ V (ϕ+), µ2 ≡ V (−ϕ−). Поскольку m = Eµ1 − Eµ2 и Eµ1 ∧ Eµ2 = 0, имеем
Eµ1 = m+ и Eµ2 = −m−. Таким образом, по теореме 5.5 µ1 и µ2 являются
родительскими борелевско-радоновскими мерами бимеры m, т. е. µ1 = p′(m) и
µ2 = p′′(m).
По определению BI(T,G,m) ≡ BI(T,G, µ1) ∩ BI(T,G, µ2). Согласно теоре-

ме 5.4 функционал ϕ+ представи́м интегралом по мере µ1, −ϕ−—по мере µ2 и
µ1, µ2 ∈ Y0. Поэтому

A(T ) ⊂ BI(T,G, µ1) ∩ BI(T,G, µ2) = BI(T,G,m).
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По определению
∫
f dm ≡

∫
f dp′(m) −

∫
f dp′′(m) =

=
∫
f dµ1 −

∫
f dµ2 =

∫
f dV (ϕ+) −

∫
f dV (−ϕ−)

для каждой функции f ∈ A(T ).
По теореме 5.4

∫
f dV (ϕ+) = ϕ+f и

∫
f dV (−ϕ−) = (−ϕ−)f . Таким образом,∫

f dJϕ =
∫
f dV (ϕ+) −

∫
f dV (−ϕ−) = ϕ+f + ϕ−f = ϕf.

Теперь пусть m—радоновская бимера. По теореме 5.5 m = E0µ′ − E0µ′′

для некоторых положительных борелевско-радоновских мер µ′ и µ′′. Согласно
теореме 5.4 µ′ = V ϕ′ и µ′′ = V ϕ′′ для некоторых функционалов ϕ′, ϕ′′ ∈ X+.
Рассмотрим функционал ϕ ≡ ϕ′ − ϕ′′ ∈ X. Тогда m = E0(V ϕ′) − E0(V ϕ′′) =
= Jϕ′−Jϕ′′ = Jϕ, что даёт сюръективность J . Таким образом, J —биективный
решёточный линейный оператор. Итак, J является желаемым изоморфизмом
решёточных линейных пространств X и Z.
Докажем утверждение 3). Рассмотрим случай равномерно ограниченных

функционалов. Согласно теореме 5.4 и предложению 5.1 отображение Vb явля-
ется конусно-линейной биекцией из (A(T )�©)+ на RMw�

b (T,G)+. Следовательно,
согласно [50, 3.6.1] Vb имеет единственное продолжение до линейной биекции
Ib : A(T )�© �� RMw�

b (T,G). При этом Ibϕ = Vb(ϕ+) − Vb(−ϕ−) для каждого
функционала ϕ ∈ A(T )�©.
По предложению 5.1 Vb сохраняет все порядковые границы. Следовательно,

если ϕ1 ∧ ϕ2 = 0, то

Ibϕ1 ∧ Ibϕ2 = Vbϕ1 ∧ Vbϕ2 = Vb(ϕ1 ∧ ϕ2) = 0.

Тогда согласно [32, 14E (b)] отображение Ib будет решёточным. Итак, Ib—
желаемый изоморфизм решёточных линейных пространств.
Докажем утверждение 4). Пусть f ∈ A(T ) и ϕ ∈ X◦ ≡ A(T )�©. По теоре-

ме 5.4 f интегрируема по мерам µ′ ≡ Vb(ϕ+) и µ′′ ≡ Vb(−ϕ−), ϕ+f =
∫
f dµ′ и

−ϕ−f =
∫
f dµ′′. Следовательно, f ∈ BI(T,G, µ′ − µ′′) = BI(T,G, Ibϕ) и

ϕf = ϕ+f − (−ϕ−)f =
∫
f dµ′ −

∫
f dµ′′ =

∫
f dIbϕ.

Докажем утверждение 5). По предложению 5.2 Zb ≡ RBb

(
T,G, A(T )

)
=

= RBb(T,G) является решёточным линейным пространством. Согласно теоре-
ме 5.4 и предложению 5.1 отображение Vb является конусно-линейной биекцией
из (X◦)+ на (Yb)+, где Yb ≡ RMw�

b

(
T,G, A(T )

)
= RMw�

b (T,G). Отображение E0
b

есть конусно-линейная биекция из (Yb)+ на (Zb)+. Тогда отображение E0
b ◦ Vb

является конусно-линейной биекцией из (X◦)+ на (Zb)+, а потому единствен-
ным образом продолжается до линейной биекции Jb : X◦ ��Zb [50, 3.6.1]. При
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этом Jbϕ = E0
b

(
Vb(ϕ+)

) − E0
b

(
Vb(−ϕ−)

)
. Пользуясь следствием 6 теоремы 5.6,

находим, что
Jbϕ = Eb

(
Vbϕ+ − Vb(−ϕ−)

)
= Eb(Ibϕ)

для всех ϕ ∈ X◦.
По доказанному выше утверждению 3) и следствию 6 теоремы 5.6 Ib и Eb—

изоморфизмы решёточных линейных пространств. Следовательно, Jb = Eb ◦ Ib
также является изоморфизмом.
Поскольку E0

b = E0|(Yb)+ и Vb = V |(X◦)+, для каждого ϕ ∈ X◦ имеем

Jϕ = E0(V ϕ+) − E0
(
V (−ϕ−)

)
= E0

b(Vbϕ+) − E0
b

(
Vb(−ϕ−)

)
= Jbϕ,

т. е. Jb = J |X◦.
Докажем утверждение 6). Так как Jb = J |X◦ и Vb = V |(X◦)+, получаем из

утверждения 2), что

ϕf =
∫
f dJbϕ =

∫
f dVb(ϕ+) −

∫
f dVb(−ϕ−)

для всякой функции f ∈ A(T ) и каждого функционала ϕ ∈ X◦.

Покажем теперь, что из этой параметрической теоремы вытекают как част-
ные случаи все теоремы о характеризации радоновских интегралов, упомянутые
во введении (кроме теоремы Халмоша—Хьюитта—Эдвардса, являющейся след-
ствием теоремы 5.4).

Следствие 9 (теорема Радона—Какутани). Пусть (T,G)—компактное то-
пологическое пространство и A(T ) ≡ C(T,G). Тогда отображение

Ib : C(T,G)∼ �� RMw�(T,G) = RMw�
b (T,G)

является изоморфизмом решёточных линейных пространств; при этом

ϕf =
∫
f dIbϕ.

Доказательство. Рассуждения аналогичны доказательству следствия 1 тео-
ремы 5.4.

Следствие 10 (теорема Бурбаки). Пусть (T,G)— тихоновское топологиче-
ское пространство и A(T ) ≡ Cb(T,G). Тогда отображение

Ib : Cb(T,G)π ��RMw�
b (T,G)

является изоморфизмом решёточных линейных пространств; при этом

ϕf =
∫
f dIbϕ.

Доказательство. Рассуждения аналогичны доказательству следствия 2 те-
оремы 5.4.
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Следствие 11. Пусть (T,G)—хаусдорфово пространство и A(T ) ≡ S(T,G).
Тогда отображение

Ib : S(T,G)� = S(T,G)�© ��RMw�
b (T,G)

является изоморфизмом решёточных линейных пространств; при этом

ϕf =
∫
f dIbϕ.

Доказательство. Рассуждения аналогичны доказательству следствия 4 те-
оремы 5.4.
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[36] Hausdorff F. Grundzüge der Mengenlehre. —Vien; Leipzig, 1914.
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