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Аннотация

В данной работе изучаются градуировки простых классических алгебр Ли произ-
вольными абелевыми группами и связь таких градуировок с группами автоморфизмов
алгебры Ли. В случае алгебраически замкнутого поля нулевой характеристики даётся
полная классификация градуировок специальных линейных алгебр Ли, задаваемых
внутренними автоморфизмами.

Abstract

A. A. Zolotykh, P. A. Zolotykh, Finite gradings of special linear Lie algebras, Fun-
damentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 16 (2010), no. 8, pp. 163—187.

In this paper, we study gradings of simple classical Lie algebras with arbitrary Abelian
groups and the interconnection of such gradings and automorphism groups of Lie algebras.
We give the complete classification of gradings of special linear Lie algebras that are
specified by inner automorphisms in the case of an algebraically closed field of zero
characteristic.

Введение

Изучение конечных градуировок полупростых алгебр Ли над алгебраически
замкнутым полем нулевой характеристики было начато в хорошо известной ра-
боте В. Каца [7]. В этой работе им были рассмотрены градуировки полупростых
алгебр Ли конечными циклическими группами, или, что то же самое, конечные
автоморфизмы полупростых алгебр Ли. Все такие градуировки (автоморфизмы)
были описаны, была дана их классификация с точностью до эквивалентности.

В дальнейшем многие исследователи возвращались к этому вопросу. Особо
следует отметить статью [10], которую М. Хавличек, И. Патера и Э. Пеланто-
ва опубликовали более десяти лет назад, где в некотором смысле обобщаются
результаты В. Каца. Авторы рассматривают произвольные конечные градуиров-
ки простых классических алгебр Ли. Однако стоит заметить, что в работах [7]
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и [10] понятие градуировки вводится совершенно по-разному. Авторы [10] рас-
сматривают градуировки простых алгебр Ли конечными множествами, а не ко-
нечными группами. И хотя по конечному множеству группа восстанавливается,
это восстановление группы по множеству неоднозначно. Второе существен-
ное отличие двух рассматриваемых работ— это максимальность градуировки,
требуемой в [10]. Если нам нужно найти все градуировки простой алгебры
Ли определённой заданной заранее группой, это вызовет трудности. Наконец,
к недостаткам работы [10] следует отнести большую сложность проверки экви-
валентности рассматриваемых градуировок (задача проверки совпадения двух
графов имеет слишком большую алгебраическую сложность). Следует отметить
также работу [9], в которой приведена классификация градуировок специальных
линейных алгебр Ли.

В предлагаемой работе реализован другой подход к проблеме классифика-
ции градуировок, основанный на классификации проективных представлений
конечных абелевых групп и имеющий практический интерес. Этот подход да-
ёт полную классификацию всех внутренних градуировок специальной линейной
алгебры Ли конечными абелевыми группами над алгебраически замкнутым по-
лем нулевой характеристики.

1. Градуировки алгебр Ли

Пусть K —алгебраически замкнутое поле нулевой характеристики, K∗ =
= K \ {0}—множество обратимых элементов поля K и G—произвольная ко-
нечная абелева группа (мы будем использовать мультипликативную нотацию
в группах).

Для каждого целого числа k > 0 зафиксируем некоторый корень степени k из
единицы, т. е. такое число ξk ∈ K∗, что ξkk = 1, и ξik �= 1 для всех натуральных
i < k. Кроме того, мы считаем, что для всех натуральных чисел k, n выполняется
соотношение ξkkn = ξn.

Множество всех характеров группы G, т. е. всех гомоморфизмов из группы G
в группу K∗, мы будем обозначать через G∗. На множестве G∗ естественным
образом вводится структура абелевой группы. При этом группы G и G∗ изо-
морфны.

Для удобства записи характеров мы будем использовать билинейную форму

〈 , 〉 : G∗ ×G→ K∗,

полагая 〈χ, g〉 = χ(g) для всех χ ∈ G∗, g ∈ G. При помощи этой формы есте-
ственно определяется канонический изоморфизм групп G и G∗∗. В дальнейшем
мы будем отождествлять эти группы.

Для любого подмножества U группы G аннулятором Ann(G∗, U) этого
множества мы будем называть множество всех таких характеров χ ∈ G∗, что
〈χ,U〉 = 1. Легко убедиться, что если G0 —подгруппа группы G, порождённая
множеством U , то Ann(G∗, U) = Ann(G∗, G0). Поскольку мы отождествляем
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G и G∗∗, для любого подмножества U группы G∗ естественно определяется
аннулятор Ann(G,U).

Лемма 1.1. Для любой подгруппы H группы G фактор-группа
G∗/Ann(G∗,H) изоморфна H∗. При этом выполняется равенство

Ann
(
G,Ann(G∗,H)

)
= H.

Доказательство. Рассмотрим гомоморфизм ϕ : G∗ → H∗, ограничивающий
характеры группы G на подгруппу H. Очевидно, что ϕ(G∗) = H∗, но при этом
характер χ ∈ G∗ принадлежит ядру этого гомоморфизма в том и только том
случае, если 〈χ,H〉 = 1, т. е. если ядром гомоморфизма ϕ является Ann(G∗,H).
По определению Ann(G∗,H) состоит из всех таких характеров χ ∈ G∗, что
〈χ,H〉 = 1, т. е. 〈Ann(G∗,H),H〉 = 1. Группа Ann

(
G,Ann(G∗,H)

)
состоит из

всех таких элементов g ∈ G, что 〈Ann(G∗,H), g〉 = 1. Поэтому получаем

H ⊆ Ann
(
G,Ann(G∗,H)

)
.

Первая часть леммы позволяет вычислить порядок группы Ann
(
G,Ann(G∗,H)

)
:

∣∣Ann
(
G,Ann(G∗,H)

)∣∣ =
|G|

|Ann(G∗,H)| =
|G|

|G|/|H| = |H|.

Поэтому Ann
(
G,Ann(G∗,H)

)
= H.

Следствие. Для любой подгруппы F группы характеров G∗ конечной абеле-
вой группы G найдётся подгруппа H группы G, такая что F = Ann(G∗,H).

Доказательство. Достаточно взять H = Ann(G,F ). Тогда

Ann(G∗,H) = Ann
(
G∗,Ann(G,F )

)
= F.

Пусть L—произвольная конечномерная G-градуированная алгебра Ли над
полем K, т. е.

L =
⊕
g∈G

Lg,

где Lg —K-линейные подпространства в L, такие что [Lg, Lh] ⊆ Lg·h для всех
g, h ∈ G.

Носителем градуировки мы будем называть подмножество группы G, состо-
ящее из всех таких элементов g ∈ G, что Lg �= 0.

Для любого характера χ группы G определим отображение

θχ : L→ L,

полагая
θχ(a) = 〈χ, g〉a

для любого g ∈ G и любого a ∈ Lg и продолжая это отображение по K-линей-
ности.
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Лемма 1.2. Для любого характера χ ∈ G∗ отображение θχ является автомор-
физмом алгебры Ли L. Отображение δ, ставящее в соответствие любому харак-
теру χ ∈ G∗ автоморфизм θχ алгебры Ли L, является гомоморфизмом групп G∗

и Aut(L). Ядром этого гомоморфизма является подгруппа Ann(G∗, U), где U —
носитель градуировки алгебры Ли L.

Доказательство. Очевидно, что для каждого χ ∈ G∗ линейное отображе-
ние θχ невырожденно. Для любых g, h ∈ G и любых a ∈ Lg, b ∈ Lh получаем

θχ([a, b]) = 〈χ, g · h〉[a, b] = [〈χ, g〉a, 〈χ, h〉b] = [θχ(a), θχ(b)],

т. е. θχ является автоморфизмом алгебры Ли L.
Для любых χ1, χ2 ∈ G∗, тривиального характера χ0 и любых g ∈ G, a ∈ Lg

выполняются равенства

θχ0(a) = 〈χ0, g〉a = a,

θ−1
χ1

(a) = 〈χ1, g〉−1a = 〈χ−1
1 , g〉a = θχ−1

1
(a),

θχ1θχ2(a) = 〈χ1, g〉〈χ2, g〉a = 〈χ1 · χ2, g〉a = θχ1·χ2(a),

т. е.

θχ0 = 1,

θχ−1
1

= θ−1
χ1
,

θχ1·χ2 = θχ1θχ2 .

Это означает, что отображение δ : G∗ → Aut(L), ставящее в соответствие каж-
дому характеру χ автоморфизм θχ, является гомоморфизмом групп.

Пусть χ ∈ G∗. Условие θχ = 1 выполняется тогда и только тогда, когда для
любого g ∈ G и любого a ∈ Lg

a = θχ(a) = 〈χ, g〉a,
т. е. если для любого g ∈ G выполняется одно из двух условий: 〈χ, g〉 = 1 или
Lg = 0. Мы видим, что θχ = 1 в том и только том случае, если χ ∈ Ann(G∗, U),
где U —носитель G-градуировки.

В дальнейшем гомоморфизм δ : G∗ → Aut(L), такой что δ(χ) = θχ для всех
χ ∈ G∗, мы будем называть гомоморфизмом групп, заданным градуировкой
алгебры Ли L.

Лемма 1.3. Пусть δ : G → Aut(L) —произвольный гомоморфизм конечной
абелевой группы G в группу автоморфизмов конечномерной алгебры Ли L. Тогда
существует G∗-градуировка алгебры Ли L, задающая этот гомоморфизм групп.

Доказательство. Определим действие элементов группы G на алгебре
Ли L, полагая

g · a = δ(g)(a)

для всех g ∈ G, a ∈ L.
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Так как G—конечная абелева группа, алгебра Ли L разлагается относитель-
но действия группы G в прямую сумму одномерных неприводимых собственных
подпространств:

L = V1 ⊕ . . .⊕ Vn.

Для каждого такого подпространства Vi найдётся характер χi ∈ G∗, такой что

ga = 〈χi, g〉a
для всех g ∈ G и всех a ∈ Vi.

Для любого характера χ ∈ G∗ обозначим через Lχ прямую сумму таких
подпространств Vi, что χi = χ. Таким образом мы получаем G∗-градуировку
K-линейного пространства L,

L =
⊕
χ∈G∗

Lχ, (1)

причём для всех g ∈ G, χ ∈ G∗, a ∈ Lχ выполняется соотношение

ga = 〈χ, g〉a.
Если χ1, χ2 ∈ G∗, a1 ∈ Lχ1 , a2 ∈ Lχ2 , то для любого автоморфизма g ∈ G

алгебры Ли L получаем

g[a1, a2] = [ga1, ga2] = [〈χ1, g〉a1, 〈χ2, g〉a2] =
= 〈χ1, g〉〈χ2, g〉[a1, a2] = 〈χ1 · χ2, g〉[a1, a2],

т. е. [a1, a2] ∈ Lχ1·χ2 . Таким образом, разложение (1) является G∗-градуировкой
алгебры Ли L.

Пусть g ∈ G—произвольный элемент. Тогда по определению автоморфизм θg
задаётся равенствами

θg(a) = 〈g, χ〉a = 〈χ, g〉a = δ(g)(a)

для всех χ ∈ G∗, a ∈ Lχ, т. е. автоморфизмы θg и δ(g) совпадают. Значит,
указанная градуировка задаёт гомоморфизм δ.

Рассмотрим две G-градуировки алгебры Ли L

L =
⊕
g∈G

Lg =
⊕
g∈G

L′
g. (2)

Мы будем говорить, что эти две G-градуировки эквивалентны, если существует
автоморфизм θ алгебры Ли L, такой что θ(Lg) = L′

g для всех g ∈ G.
Мы будем говорить, что два гомоморфизма групп

δ1 : G∗ → Aut(L), δ2 : G∗ → Aut(L)

эквивалентны, если существует автоморфизм θ алгебры Ли L, такой что
θ · δ1(χ) · θ−1 = δ2(χ) для всех χ ∈ G∗.

Лемма 1.4. Две G-градуировки алгебры Ли L эквивалентны в том и только
том случае, если эквивалентны заданные ими гомоморфизмы групп.
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Доказательство. Обозначим через δ и δ′ два гомоморфизма групп G∗ и
Aut(L), заданные градуировками (2). Кроме того, для любого χ ∈ G∗ обозначим
θχ = δ(χ), θ′χ = δ′(χ).

Предположим, что существует автоморфизм θ алгебры Ли L, такой что
θ(Lg) = L′

g для всех g ∈ G. Тогда по определению автоморфизмов θχ и θ′χ
для всех χ ∈ G∗, g ∈ G, a ∈ Lg, учитывая, что θ(a) ∈ L′

g, получаем

θ
(
θχ(a)

)
= θ(〈χ, g〉a) = 〈χ, g〉θ(a),

θ′χ
(
θ(a)

)
= 〈χ, g〉θ(a),

т. е. θ · θχ = θ′χ · θ для всех χ ∈ G∗, откуда следует, что θ · θχ · θ−1 = θ′χ.
Обратно, если для некоторого автоморфизма θ алгебры Ли L и всех χ ∈ G∗

выполнено равенство θ · θχ · θ−1 = θ′χ, то для всех g ∈ G, a ∈ Lg получаем

θ′χ
(
θ(a)

)
= θ · θχ · θ−1

(
θ(a)

)
= θ

(
θχ(a)

)
= θ(〈χ, g〉a) = 〈χ, g〉θ(a),

т. е. θ(a) ∈ L′
g.

Суммируя все доказанные в этом разделе леммы, мы получаем следующую
теорему.

Теорема 1. Пусть G—конечная абелева группа, L—конечномерная алге-
бра Ли над алгебраически замкнутым полем K нулевой характеристики. Лю-
бая G-градуировка алгебры Ли L однозначно задаёт некоторый гомоморфизм
групп G∗ и Aut(L). Для любого гомоморфизма групп G∗ и Aut(L) существует
G-градуировка алгебры Ли L, задающая этот гомоморфизм. Две G-градуиров-
ки алгебры Ли L эквивалентны в том и только том случае, если эквивалентны
задаваемые ими гомоморфизмы групп.

Таким образом, для классификации градуировок алгебры Ли L конечными
абелевыми группами с точностью до эквивалентности достаточно найти клас-
сификацию гомоморфизмов конечных абелевых групп в группу автоморфизмов
алгебры Ли L. Этим мы и будем заниматься в следующих разделах.

2. Типы автоморфизмов

Пусть θ—автоморфизм алгебры Ли L, ρ : L→ EndK(V )—представление ал-
гебры Ли L в конечномерном K-линейном пространстве V и ϕ : V → V ′ —изо-
морфизм K-линейных пространств V и V ′. Обозначим через ρϕθ : L→ EndK(V ′)
такое отображение, что

ρϕθ (a)v = ϕ · ρ(θ(a)) · ϕ−1 · v
для всех a ∈ L, v ∈ V ′. В случае если θ— тождественный автоморфизм, мы
будем также вместо ρϕθ использовать обозначение ρϕ, а если V = V ′ и ϕ—
тождественное отображение, то будем использовать обозначение ρθ.
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Лемма 2.1. Для любого представления ρ алгебры Ли L, любого изоморфиз-
ма ϕ линейных пространств и любого автоморфизма θ отображение ρϕθ является
представлением алгебры Ли L.

Доказательство. Пусть a, b ∈ L, v ∈ V ′. Тогда

ρϕθ
(
[a, b]

)
v = ϕ · ρ(θ([a, b])) · ϕ−1 · v = ϕ · ρ([θ(a), θ(b)]) · ϕ−1 · v =

= ϕ · (ρ
(
θ(a)

) · ρ(θ(b)) − ρ
(
θ(b)

) · ρ(θ(a))
)
· ϕ−1 · v =

= ϕ · ρ(θ(a)) ·ϕ−1 ·ϕ · ρ(θ(b)) ·ϕ−1 · v − ϕ · ρ(θ(b)) ·ϕ−1 ·ϕ · ρ(θ(a)) ·ϕ−1 · v =
= ρϕθ (a) · ρϕθ (b) · v − ρϕθ (b) · ρϕθ (a) · v = [ρϕθ (a), ρϕθ (b)] · v.

Линейность отображения ρϕθ очевидна.

Напомним, что представления ρ : L→ EndK(V ) и ρ′ : L→ EndK(V ′) алгебры
Ли L называются эквивалентными, если существует изоморфизм ϕ : V → V ′

линейных пространств, такой что

ρ′(a) · ϕ · v = ϕ · ρ(a) · v
для всех a ∈ L, v ∈ V , т. е. такой что ρ′ = ρϕ. Обозначим через E(ρ) класс
всех представлений алгебры Ли L, эквивалентных представлению ρ. Тогда для
любого изоморфизма ϕ линейных пространств классы представлений E(ρ) и
E(ρϕ) совпадают.

Лемма 2.2. Пусть ρ : L → EndK(V1) —представление алгебры Ли L,
ϕ1 : V1 → V2 и ϕ2 : V2 → V3 —изоморфизмы линейных пространств и θ1, θ2 —
автоморфизмы алгебры Ли L. Тогда (ρϕ1

θ1
)ϕ2
θ2

= ρϕ2ϕ1
θ1θ2

.

Доказательство. Для любых a ∈ L, v ∈ V2 имеем

(
(ρϕ1
θ1

)ϕ2
θ2

)
(a)v = ϕ2 · ρϕ1

θ1

(
θ2(a)

) · ϕ−1
2 · v = ϕ2 · ϕ1 · ρ

(
θ1θ2(a)

) · ϕ−1
1 · ϕ−1

2 · v =

= (ϕ2ϕ1) · ρ
(
θ1θ2(a)

) · (ϕ2ϕ1)−1 · v = ρϕ2ϕ1
θ1θ2

(a)v.

Лемма доказана.

Лемма 2.3. Формула
E(ρ) · θ = E(ρθ),

где θ—автоморфизм алгебры Ли L и ρ : L → EndK(V )—конечномерное пред-
ставление алгебры Ли L, корректно задаёт правое действие группы автоморфиз-
мов Aut(L) на множестве всех классов эквивалентности представлений алгебры
Ли L.

Доказательство. Предположим, что E(ρ) = E(ρ′) для некоторого представ-
ления ρ′ алгебры Ли L в пространстве V ′. Тогда представления ρ и ρ′ экви-
валентны, и значит, существует изоморфизм ϕ пространств V и V ′, такой что
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ρ′ = ρϕ. Поэтому по лемме 2.2

(ρ′)θ = (ρϕ)θ = ρϕθ = (ρθ)ϕ,

т. е.
E(ρ′) · θ = E

(
(ρ′)θ

)
= E

(
(ρθ)ϕ

)
= E(ρθ) = E(ρ) · θ,

что доказывает корректность определения класса эквивалентности E(ρ) · θ.
Если θ0 — тождественный автоморфизм, то

E(ρ) · θ0 = E(ρθ0) = E(ρ).

Для двух произвольных автоморфизмов θ1 и θ2 по лемме 2.2 получаем

E(ρ) · θ1 · θ2 = E(ρθ1) · θ2 = E
(
(ρθ1)θ2

)
= E(ρθ1θ2) = E(ρ) · (θ1θ2),

т. е. мы действительно задали правое действие группы на множестве.

Для любого конечномерного представления ρ алгебры Ли L обозначим че-
рез C(ρ) орбиту группы Aut(L), содержащую класс эквивалентных представ-
лений E(ρ), т. е. множество всех классов эквивалентности представлений L
вида E(ρθ), θ ∈ Aut(L). Поскольку множество C(ρ) инвариантно относитель-
но правого действия группы Aut(L), мы можем рассмотреть правое действие
группы Aut(L) на множестве C(ρ), тем самым мы определяем гомоморфизм
s : Aut(L) → SC(ρ) группы автоморфизмов алгебры Ли L в группу подстановок
на множестве C(ρ). Для произвольного автоморфизма θ ∈ Aut(L) образ этого
автоморфизма s(θ) ∈ SC(ρ) мы будем называть типом автоморфизма θ по от-
ношению к представлению ρ. Если s(θ) = 1, мы будем говорить, что θ имеет
тривиальный тип. Так как s является гомоморфизмом групп, тип произведения
автоморфизмов равен произведению типов автоморфизмов.

Начиная с этого момента мы будем предполагать, что L является простой
классической алгеброй Ли, и будем в качестве ρ : L → EndK(V ) рассматривать
ненулевое неприводимое представление L минимальной размерности. Таким об-
разом, мы будем рассматривать реализацию алгебры Ли L в виде алгебры мат-
риц нулевого следа sln+1(K) в случае алгебры Ли типа An (n � 1), алгебры
ортогональных матриц so2n+1(K) в случае алгебры Ли типа Bn (n � 3), алге-
бры симплектических матриц sp2n(K) в случае алгебры Ли типа Cn (n � 2) и
алгебры ортогональных матриц so2n(K) в случае алгебры Ли типа Dn (n � 4).
Поэтому мы считаем, что алгебра Ли L вложена в алгебру матриц размера
N × N , L ⊆ MN (K), где N —размерность минимального ненулевого непри-
водимого представления алгебры Ли L (N = n + 1 для алгебры Ли типа An,
N = 2n+1 для алгебры Ли типа Bn и N = 2n для алгебры Ли типа Cn или Dn).
Типы всех рассматриваемых автоморфизмов будут браться по отношению к ука-
занному представлению ρ.

Лемма 2.4. Пусть G ⊆ Aut(L) —произвольная конечная абелева подгруп-
па группы автоморфизмов простой классической алгебры Ли L. Обозначим че-
рез G0 множество всех автоморфизмов группы G, имеющих тривиальный тип.
Тогда выполняется одно из следующих трёх условий:
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а) подгруппа G0 совпадает со всей группой G;
б) алгебра Ли L имеет тип An (n � 2) или D4 и индекс подгруппы G0

в группе G равен 2;
в) алгебра Ли L имеет тип D4 и индекс подгруппы G0 в группе G равен 3.

Доказательство. Для любого автоморфизма θ алгебры Ли L представле-
ние ρθ, как и ρ, является неприводимым представлением размерности N . Из
теории представлений простых алгебр Ли над алгебраически замкнутым полем
нулевой характеристики (см., например, [1,8]) хорошо известно, что для алгебр
Ли типов A1, Bn (n � 3), Cn (n � 2) и Dn (n � 5) существует единственное
с точностью до эквивалентности неприводимое представление размерности N ;
для алгебры Ли типа An (n � 2) множество всех неприводимых представлений
размерности N разбивается ровно на два класса эквивалентности; для алге-
бры Ли типа D4 множество всех неприводимых представлений размерности N
разбивается на три класса эквивалентности. При этом внешние автоморфизмы
алгебры Ли переводят эти классы эквивалентности друг в друга. Таким обра-
зом, множество C(ρ) состоит из одного, двух или трёх классов эквивалентности
в зависимости от типа алгебры Ли L.

Подгруппа G0 является ядром гомоморфизма s, определяющего тип авто-
морфизма θ ∈ G. Поэтому индекс подгруппы G0 в группе G равен порядку
образа s(G) ⊆ SC(ρ) группы G. Если |s(G)| = 1, то выполняется условие а).
Если |s(G)| = 2, то множество C(ρ) состоит не менее чем из двух классов
эквивалентности, а значит, алгебра Ли L имеет тип An (n � 2) или D4, т. е.
выполняется условие б). Предположим, наконец, что образ s(G) ⊆ SC(ρ) состо-
ит не менее чем из трёх элементов. Тогда множество C(ρ) содержит не менее
трёх классов эквивалентности, а значит, алгебра Ли L имеет тип D4 и группа
подстановок SC(ρ) является группой подстановок на множестве из трёх элемен-
тов. При этом подгруппа s(G), как образ абелевой группы, является абелевой.
Учитывая, что в SC(ρ) все абелевы подгруппы имеют порядок не выше 3, мы
видим, что выполняется условие в).

Лемма 2.5. Пусть δ и δ′ —два гомоморфизма группы G∗ в группу автомор-
физмов алгебры Ли L, заданные двумя эквивалентными G-градуировками этой
алгебры Ли, и θλ = δ(λ), θ′λ = δ′(λ) для любого λ ∈ G∗. Тогда для любого λ ∈ G∗

подстановки s(θλ) и s(θ′λ) эквивалентны. Подмножества элементов группы G∗,
переводимые гомоморфизмами δ и δ′ в автоморфизмы тривиального типа, совпа-
дают. Если тип алгебры Ли L отличен от D4, то для любого характера λ ∈ G∗

автоморфизмы θλ и θ′λ имеют одинаковый тип.

Доказательство. По лемме 1.4 существует автоморфизм θ ∈ Aut(L), такой
что θ · θλ · θ−1 = θ′λ для всех λ ∈ G∗. Поэтому, если обозначить s = s(θ) ∈ SC(ρ),
мы для любого λ ∈ G∗ получаем

s(θ′λ) = s(θ · θλ · θ−1) = s(θ) · s(θλ) · s(θ)−1 = s · s(θλ) · s−1.

Для любого λ ∈ G∗, такого что s(θλ) = 1, справедливо s(θ′λ) = s · 1 · s−1 = 1;
если же s(θ′λ) = 1, то s · s(θλ) · s−1 = 1, откуда следует, что s(θλ) = 1. Это
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доказывает вторую часть леммы. Наконец, если тип алгебры Ли не равен D4,
то группа подстановок SC(ρ) абелева, и s(θ′λ) = s · s(θλ) · s−1 = s(θλ).

Мы будем говорить, что абелева группа автоморфизмов имеет тривиаль-
ный тип, если все автоморфизмы этой группы имеют тривиальный тип. В случае
если группа автоморфизмов, заданная градуировкой, имеет тривиальный тип, мы
будем также говорить, что градуировка имеет тривиальный тип.

3. Общий вид автоморфизма

Лемма 3.1. Пусть L—простая классическая алгебра Ли и A ∈ MN (K) —
произвольная невырожденная матрица, такая что A ·L ·A−1 ⊆ L. Тогда отобра-
жение θA, такое что θA(a) = A ·a ·A−1 для всех a ∈ L, является автоморфизмом
алгебры Ли L. При этом выполняется одно из следующих двух условий:

а) тип автоморфизма θA тривиален;
б) алгебра Ли L является алгеброй Ли типа D4, тип автоморфизма θA имеет

порядок 2, причём E(ρ) · θA = E(ρ).

Доказательство. Линейность и невырожденность отображения θA очевид-
ны. Для любых a, b ∈ L

θA([a, b]) = A·[a, b]·A−1 = A·a·A−1 ·A·b·A−1−A·b·A−1 ·A·a·A−1 = [θA(a), θA(b)],

т. е. θA является автоморфизмом алгебры Ли L.
Обозначим через ϕ изоморфизм пространства V , задаваемый матрицей A−1.

Тогда для любых a ∈ L, v ∈ V имеем

ρϕθA
(a)v = ϕ · θA(a) · ϕ−1 · v = A−1 ·A · a ·A−1 ·A · v = a · v = ρ(a)v,

т. е. представления ρθA
и ρ эквивалентны, и E(ρ) · θA = E(ρθA

) = E(ρ).
Группа SC(ρ) является группой подстановок множества C(ρ), причём под-

становка s(θA) оставляет элемент E(ρ) этого множества на месте, и значит,
порядок элемента s(θA) не превышает (|C(ρ)| − 1)!. Если тип алгебры Ли L
отличен от D4, то множество C(ρ) содержит не более двух элементов, и значит,
s(θA) = 1. Если же тип алгебры Ли равен D4, то |C(ρ)| = 3, и поэтому порядок
элемента s(θA) не превышает 2.

Лемма 3.2. Для любого автоморфизма θ ∈ Aut(L) тривиального типа суще-
ствует невырожденная матрица A ∈ MN (K), однозначно определённая с точ-
ностью до скалярного множителя, такая что A · L · A−1 ⊆ L и θ = θA. Для
любых автоморфизмов θA, θB тривиального типа, A,B ∈ MN (K), выполняются
равенства θA · θB = θAB, θ

−1
A = θA−1 .

Доказательство. Так как автоморфизм θ имеет тривиальный тип, имеем
E(ρ) · θ = E(ρ), т. е. представления ρ и ρθ эквивалентны. Следовательно, суще-
ствует изоморфизм линейных пространств ϕ : V → V , такой что

ρθ(a) · ϕ · v = ϕ · ρ(a) · v
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для всех a ∈ L, v ∈ V . Изоморфизм ϕ записывается в виде некоторой невыро-
жденной матрицы A ∈ MN (K). Так как представление ρ является вложением
алгебры Ли L в MN (K), мы можем переписать полученное равенство в матрич-
ном виде:

θ(a) ·A = A · a,
где a ∈ L, т. е. θ(a) = A · a ·A−1.

Очевидно, что для любого λ ∈ K имеет место равенство

(λA) · a · (λA)−1 = A · a ·A−1 = θ(a).

Пусть A,B ∈ MN (K)—две невырожденные матрицы, такие что

θ(a) = A · a ·A−1 = B · a ·B−1

для всех a ∈ L. Тогда
B−1A · a = a ·B−1A.

Мы видим, что матрица B−1A лежит в централизаторе неприводимого конеч-
номерного представления алгебры Ли L. Следовательно, в силу алгебраической
замкнутости поля B−1A = λ · 1 для некоторого λ ∈ K.

Наконец, для любого a ∈ L имеем

θA · θB(a) = A · θB(a) ·A−1 = A ·B · a ·B−1 ·A−1 = (AB) · a · (AB)−1 = θAB(a),

и значит,
θA · θA−1 = θAA−1 = θ1 = 1,

т. е. θ−1
A = θA−1 .

Следствие. Пусть A,B ∈ MN (K) — такие невырожденные матрицы, что
A · L · A−1 ⊆ L и B · L · B−1 ⊆ L, причём автоморфизмы θA, θB коммути-
руют. Тогда AB = λBA для некоторого λ ∈ K.

Доказательство. Рассмотрим автоморфизм θ = θAθBθ
−1
A θ−1

B . По лемме 3.2
θ = θC , где C = ABA−1B−1. Так как автоморфизмы θA, θB коммутируют,
θC = 1, и по лемме 3.2 существует элемент λ ∈ K, такой что C = λ · 1.

Как следует из леммы 2.4, автоморфизмы нетривиального типа могут быть
только в случае алгебры Ли типа An (n � 2) или типа D4. Мы ограничимся
рассмотрением случая An. Нам потребуется оператор транспонирования матриц
∗ : MN (K) → MN (K).

Лемма 3.3. Пусть L—простая алгебра Ли типа An (n � 2), A ∈ MN (K) —
произвольная невырожденная матрица. Тогда отображение θ∗A, такое что θ∗A(a) =
= −A · a∗ ·A−1 для всех a ∈ L, является автоморфизмом алгебры Ли L.

Доказательство. Рассмотрим сначала единичную матрицу A = 1. Тогда для
всех элементов a, b ∈ MN (K)

θ∗1([a, b]) = −([a, b])∗ = (−ab+ ba)∗ = a∗b∗ − b∗a∗ = [a∗, b∗] = [θ∗1(a), θ∗1(b)].
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При этом, как легко убедиться, след элемента θ∗1(a) равен следу элемента −a
для всех a ∈ MN (K). Так как линейность и невырожденность отображения θ∗1
очевидны, θ∗1 является автоморфизмом алгебры Ли L.

Если след элемента a ∈ MN (K) равен нулю, то и след элемента A·a·A−1 так-
же равен нулю. Поэтому по лемме 3.1 отображение θA является автоморфизмом.
Осталось заметить, что θ∗A = θA · θ∗1 .

Лемма 3.4. Пусть L—простая алгебра Ли типа An (n � 2). Для любо-
го автоморфизма θ ∈ Aut(L) нетривиального типа существует невырожденная
матрица A ∈ MN (K), однозначно определённая с точностью до скалярного мно-
жителя, такая что θ = θ∗A.

Доказательство. Заметим, что автоморфизм θ∗1 имеет нетривиальный тип.
Действительно, если θ∗1 имеет тривиальный тип, то

θ∗1(a) = θA(a)

для некоторого A ∈ MN (K) и всех a ∈ L, т. е.

−a∗ = A · a ·A−1

и
−A · a = a∗ ·A.

Но в L ⊂ MN (K) можно выбрать такие элементы a, b, что

a · b ∈ L, a · b �= 0, b · a = 0

(например, можно взять в качестве a матричную единицу E12, а в качестве b—
матричную единицу E23). Тогда

(a · b)∗ ·A = b∗ · a∗ ·A = −b∗ ·A · a = A · b · a = 0,

что противоречит условию a · b �= 0.
Для алгебры Ли типа An (n � 2) существует единственный нетривиаль-

ный тип автоморфизмов. Учитывая, что тип произведения автоморфизмов равен
произведению типов автоморфизмов, мы получаем тривиальность типа автомор-
физма θ · θ∗1 . По лемме 3.2 существует невырожденная матрица A, определённая
однозначно с точностью до скалярного множителя, такая что θ · θ∗1 = θA. Так
как автоморфизм θ∗1 имеет порядок 2, получаем, что θ = θA · θ∗1 = θ∗A.

Лемма 3.5. Пусть L—простая алгебра Ли типа An (n�2), A,B ∈ MN (K) —
произвольные невырожденные матрицы. Тогда

а) θA · θ∗B = θ∗AB , θ
∗
A · θ∗B = θAB∗−1 , θ∗A · θB = θ∗AB∗−1 , θ∗−1

A = θ∗A∗ ;
б) автоморфизмы θA и θ∗B коммутируют в том и только том случае, если

AB = λBA∗−1 для некоторого λ ∈ K;
в) автоморфизмы θ∗A и θ∗B коммутируют в том и только том случае, если

AB∗−1 = λBA∗−1 для некоторого λ ∈ K.
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Доказательство. Сначала получим некоторые соотношения для умножения
автоморфизмов. Как мы уже отмечали,

θA · θ∗1 = θ∗A
для любой невырожденной матрицы A ∈ MN (K). С другой стороны, для любого
a ∈ L

θ∗1 · θA(a) = θ∗1(A · a ·A−1) = −(A · a ·A−1)∗ = −A∗−1 · a∗ ·A∗ = θ∗A∗−1(a),

т. е.
θ∗1 · θA = θ∗A∗−1 = θA∗−1 · θ∗1 .

Для любых невырожденных матриц A,B ∈ MN (K) имеем

θA · θ∗B = θA · θB · θ∗1 = θAB · θ∗1 = θ∗AB ,
θ∗A · θ∗B = θA · θ∗1 · θB · θ∗1 = θA · θB∗−1 · θ∗1 · θ∗1 = θAB∗−1 ,

θ∗A · θB = θA · θ∗1 · θB = θA · θB∗−1 · θ∗1 = θAB∗−1 · θ∗1 = θ∗AB∗−1 .

Из второй формулы, в частности, следует, что

θ∗−1
A = θ∗A∗ .

Рассмотрим автоморфизмы

θ = θA · θ∗B · θ−1
A · θ∗−1

B , θ′ = θ∗A · θ∗B · θ∗−1
A · θ∗−1

B .

Мы можем легко их вычислить:

θ = θA · θ∗B · θ−1
A · θ∗−1

B = θA · θ∗B · θA−1 · θ∗B∗ =
= θ∗AB · θ∗A−1B∗ = θ∗AB(A−1B∗)∗−1 = θ∗ABA∗B−1 ,

θ′ = θ∗A · θ∗B · θ∗−1
A · θ∗−1

B = θ∗A · θ∗B · θ∗A∗ · θ∗B∗ = θAB∗−1 · θA∗B−1 = θAB∗−1A∗B−1 .

По лемме 3.2 автоморфизм θ является тождественным автоморфизмом в том
и только том случае, если ABA∗B−1 = λ · 1 для некоторого λ ∈ K. Так как ав-
томорфизм θ является коммутантом автоморфизмов θA и θ∗B, мы видим, что эти
два автоморфизма коммутируют в том и только том случае, если AB = λBA∗−1

для некоторого λ ∈ K.
Точно так же автоморфизм θ′ является тождественным автоморфизмом в том

и только том случае, если AB∗−1A∗B−1 = λ · 1 для некоторого λ ∈ K. Так
как автоморфизм θ′ является коммутантом автоморфизмов θ∗A и θ∗B, эти два
автоморфизма коммутируют в том и только том случае, если AB∗−1 = λBA∗−1

для некоторого λ ∈ K.

4. Проективные представления
и коммутационные факторы

Пусть G—конечная группа, K —алгебраически замкнутое поле, харак-
теристика которого не делит порядок группы G, K∗ —мультипликативная
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группа поля K и V —конечномерное линейное пространство. Отображение
ϕ : G → GL(V ) группы G в группу невырожденных операторов линейного
пространства V называется проективным представлением группы G в про-
странстве V , если существует отображение π : G×G→ K∗, такое что

ϕ(x)ϕ(y) = π(x, y)ϕ(xy)

для всех x, y ∈ G. Функция π называется системой факторов проективного
представления ϕ. Легко проверяется, что если π— система факторов некоторого
проективного представления группы G, то для любых x, y, z ∈ G выполняется
равенство

π(x, y)π(xy, z) = π(y, z)π(x, yz). (3)

Верно и обратное утверждение: любое отображение π : G × G → K∗, удовле-
творяющее условию (3), является системой факторов некоторого проективного
представления.

Размерностью проективного представления мы будем называть размерность
линейного пространства, в котором определено это проективное представление.

Обозначим через PGL(V ) фактор-группу группы GL(V ) по нормальной под-
группе скалярных операторов, т. е. PGL(V ) = GL(V )/K · 1. Тогда для любого
отображения ϕ : G → GL(V ) мы можем естественным образом построить отоб-
ражение ϕ̄ : G → PGL(V ), полагая ϕ̄(x) = Kϕ(x) для всех x ∈ G. Хорошо
известно, что отображение ϕ : G → GL(V ) является проективным представле-
нием в том и только том случае, если соответствующее отображение ϕ̄ является
гомоморфизмом группы G в проективную линейную группу PGL(V ).

Проективные представления ϕ1 : G → GL(V1) и ϕ2 : G → GL(V2) группы G
называются эквивалентными, если существует изоморфизм γ линейных про-
странств V1 и V2 и функция α : G→ K∗, такие что

ϕ1(x) = α(x) · γ · ϕ2(x) · γ−1

для всех x ∈ G.
Отображение ε : G × G → K∗ называется коммутационным фактором на

абелевой группе G, если для любых элементов x, y, z ∈ G выполняются равен-
ства

ε(xy, z) = ε(x, z) · ε(y, z), (4)

ε(x, yz) = ε(x, y) · ε(x, z), (5)

ε(x, y) = ε(y, x)−1. (6)

При этом соотношение (5) естественным образом следует из соотношений (4)
и (6). Кроме того, для любого x ∈ G очевидны равенства ε(x, 1) = ε(1, x) = 1
и ε(x, x) = ±1. Мы будем называть коммутационный фактор ε положительно
определённым, если ε(x, x) = 1 для всех x ∈ G.

Для системы факторов π произвольного проективного представления ϕ ко-
нечной абелевой группы G определим отображение επ : G×G→ K∗, полагая

επ(x, y) = π(x, y) · π(y, x)−1
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для всех x, y ∈ G. Тогда для любых x, y ∈ G выполняется соотношение

ϕ(x) · ϕ(y) = επ(x, y) · ϕ(y) · ϕ(x).

Лемма 4.1 [2, 4]. Для системы факторов π произвольного проективного
представления конечной абелевой группы отображение επ является положитель-
но определённым коммутационным фактором.

Проективное представление ϕ, у которого коммутирование операторов ϕ(x)
определяется коммутационным фактором ε, мы будем называть проективным
ε-представлением.

Доказательство следующей леммы осуществляется простой проверкой ра-
венства коммутационных факторов.

Лемма 4.2. Если проективное ε1-представление ϕ1 и проективное ε2-пред-
ставление ϕ2 конечной абелевой группы эквивалентны, то ε1 = ε2.

Таким образом, мы видим, что коммутационные факторы должны играть
существенную роль в описании проективных представлений.

Ядром Gε коммутационного фактора ε на группе G мы будем называть мно-
жество всех таких элементов x ∈ G, что ε(x,G) = 1. Коммутационный фактор ε
называется невырожденным, если его ядро Gε тривиально.

Мы будем говорить, что подгруппы G1, G2 группы G ортогональны отно-
сительно коммутационного фактора ε, если ε(G1, G2) = 1. В частности, яд-
ро коммутационного фактора— это максимальная подгруппа G, ортогональная
всей группе G относительно этого коммутационного фактора. Коммутационный
фактор ε на группе G называется разложимым, если группа G может быть
представлена в виде прямого произведения двух нетривиальных ортогональных
относительно ε подгрупп G1, G2. В этом случае, обозначая через ε1, ε2 ограни-
чения коммутационного фактора ε на подгруппы G1, G2, мы будем говорить, что
коммутационный фактор ε разлагается в прямое произведение коммутационных
факторов ε1 и ε2, и будем записывать это как ε = ε1 × ε2.

Коммутационный фактор ε1 на группе G1 и коммутационный фактор ε2
на группе G2 называются эквивалентными, если существует изоморфизм
γ : G1 → G2 групп G1 и G2, такой что ε2

(
γ(x), γ(y)

)
= ε1(x, y) для всех

x, y ∈ G1.
Для любого натурального числа n обозначим через ξn первообразный корень

степени n из единицы. Рассмотрим следующие коммутационные факторы.

1. Пусть n = pk, где p—произвольное простое число, k > 0, и группа G
равна прямому произведению двух циклических подгрупп порядка n с об-
разующими x, y. Коммутационный фактор εn на этой группе G задаётся
соотношениями εn(x, x) = 1, εn(y, y) = 1, εn(x, y) = ξn.

2. Пусть n = 2k, где k > 0, и группа G равна прямому произведению
двух циклических подгрупп порядка n с образующими x, y. Коммута-
ционный фактор ε′n на группе G задаётся соотношениями ε′n(x, x) = 1,
ε′n(y, y) = −1, ε′n(x, y) = ξn.
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3. Пусть группа G является циклической группой порядка 2 с образующим
элементом x. Коммутационный фактор ε′′2 на группе G задаётся соотноше-
нием ε′′2(x, x) = −1.

Легко проверить, что все построенные здесь коммутационные факторы невы-
рожденны и неразложимы. Из всех этих коммутационных факторов только εn
являются положительно определёнными. Полная классификация невырожден-
ных коммутационных факторов, приведённая ниже в теореме 2, была получена
в [5]. Заметим, что ранее частный случай этой теоремы для невырожденных
положительно определённых коммутационных факторов был доказан в [3].

Теорема 2 [5].

1. Любой невырожденный неразложимый коммутационный фактор на конеч-
ной абелевой группе эквивалентен одному из следующих коммутационных
факторов: εpk (p—простое число, k > 0), ε′2k (k > 0) или ε′′2 .

2. Максимальные p-подгруппы конечной абелевой группы ортогональны от-
носительно любого коммутационного фактора этой группы.

3. Любой невырожденный коммутационный фактор на нетривиальной конеч-
ной абелевой p-группе эквивалентен одному из следующих коммутацион-
ных факторов:

а) εn1 × εn2 × . . .× εnk
,

б) ε′′2 × εn1 × εn2 × . . .× εnk
,

в) ε′′2 × ε′′2 × εn1 × εn2 × . . .× εnk
,

г) ε′n1
× εn2 × . . .× εnk

,

где k > 0 и n1 � n2 � . . . � nk > 0 — степени простого числа p (при
этом, естественно, коммутационные факторы б)—г) рассматриваются толь-
ко в случае p = 2).

4. Все перечисленные в пунктах а)—г) невырожденные коммутационные фак-
торы попарно неэквивалентны. Только коммутационные факторы a) явля-
ются положительно определёнными.

Ядром проективного представления ϕ конечной абелевой группы G назы-
вается множество всех элементов x ∈ G, таких что ϕ(x) является скалярным
оператором. Проективное представление называется точным, если его ядро три-
виально.

Лемма 4.3 [2,4]. Ядро неприводимого проективного ε-представления конеч-
ной абелевой группы G совпадает с ядром Gε коммутационного фактора ε.

Таким образом, мы видим, что конечная абелева группа G может иметь точ-
ное неприводимое проективное представление только в том случае, если на G
можно определить невырожденный положительно определённый коммутацион-
ный фактор.

Для каждого коммутационного фактора ε на конечной абелевой группе G
мы построим неприводимое проективное ε-представление ϕε : G → GL(Vε) сле-
дующим образом.
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Если группа G тривиальна, то мы рассматриваем одномерное линейное про-
странство Vε и полагаем ϕε(1) = 1.

В случае если ε = εn, где n = pk, мы обозначим через Vε линейное про-
странство размерности n с базисом e0, e1, . . . , en−1 и определим отображение ϕε,
полагая

ϕε(xayb)ec = ξacn eb+c (mod n)

для всех a, b, c = 0, 1, . . . , n− 1.
Если коммутационный фактор ε на группе G эквивалентен коммутационному

фактору εn, то существует изоморфизм γ : G→ Gn, такой что

ε(g, h) = εn
(
γ(g), γ(h)

)
(7)

для всех g, h ∈ G (здесь через Gn обозначена группа, на которой определён
коммутационный фактор εn). В этом случае мы полагаем Vε = Vεn и ϕε,γ(g) =
= ϕεn

(
γ(g)

)
для всех g ∈ G. Легко убедиться, что ϕεn —проективное εn-пред-

ставление, а все ϕε,γ —проективные ε-представления.
Для каждого коммутационного фактора ε на группе G, эквивалентного ком-

мутационному фактору εn, мы среди всех изоморфизмов γ : G→ Gn, удовлетво-
ряющих условию (7), выберем и зафиксируем некоторый (произвольный) изо-
морфизм γ0 и положим ϕε = ϕε,γ0 .

Пусть теперь группа G представляется в виде прямого произведения соб-
ственных подгрупп G1, G2, ортогональных относительно невырожденного ком-
мутационного фактора ε на группе G, и невырожденные коммутационные фак-
торы ε1, ε2 получаются ограничением ε на G1, G2 соответственно. Для любых
проективного ε1-представления ϕ1 : G1 → GL(V1) и проективного ε2-представ-
ления ϕ2 : G2 → GL(V2) мы можем построить проективное ε-представление
ϕ = ϕ1 ⊗ ϕ2 группы G в линейном пространстве V = V1 ⊗K V2, называемое
тензорным произведением проективных представлений ϕ1 и ϕ2, полагая

ϕ(x1x2) · (v1 ⊗ v2) = (ϕ1(x1)v1) ⊗ (ϕ2(x2)v2)

для всех x1 ∈ G1, x2 ∈ G2, v1 ∈ V1, v2 ∈ V2.
По теореме 2 любой невырожденный положительно определённый комму-

тационный фактор ε на нетривиальной конечной абелевой группе G эквива-
лентен коммутационному фактору εn1 × . . . × εnk

, где k > 0 и n1, . . . , nk —
степени простых чисел. Поэтому группа G представима в виде прямого про-
изведения G = G1 × . . . × Gk попарно ортогональных относительно ε под-
групп, и для любого t = 1, . . . , k ограничение εt коммутационного фактора ε
на подгруппу Gt эквивалентно коммутационному фактору εnt

. Поэтому про-
ективные представления ϕε1 , . . . , ϕεk

мы можем считать уже определёнными.
Полагая Vε = Vε1 ⊗K . . . ⊗K Vεk

, мы определим проективное ε-представле-
ние ϕε : G → GL(Vε) как тензорное произведение проективных представлений
ϕε1 , . . . , ϕεk

. Здесь также разложение группы в произведение ортогональных
относительно ε подгрупп может быть выбрано неоднозначно. Мы выбираем и
фиксируем произвольное такое разложение.
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Наконец, для произвольного положительно определённого коммутационного
фактора ε мы можем рассмотреть ядро Gε этого коммутационного фактора и
фактор-группу Ḡ = G/Gε. На этой фактор-группе естественным образом за-
даётся коммутационный фактор ε̄, такой что ε̄(xGε, yGε) = ε(x, y) для всех
x, y ∈ G. Он всегда невырожден, и поэтому можно считать уже определён-
ным проективное представление ϕε̄. Мы задаём проективное представление ϕε,
полагая Vε = Vε̄ и ϕε(x) = ϕε̄(xGε) для всех x ∈ G.

Напомним, что линейным представлением группы G в пространстве V на-
зывается произвольный гомоморфизм групп ψ : G → GL(V ). Два линейных
представления ψ1 : G → GL(V1) и ψ2 : G → GL(V2) называются эквивалент-
ными, если существует изоморфизм линейных пространств γ : V1 → V2, такой
что

γ · ψ1(x) · γ−1 = ψ2(x)

для всех x ∈ G.
Пусть ψ : G→ GL(U)—произвольное линейное представление конечной абе-

левой группы G в линейном пространстве U . Для любого положительно опреде-
лённого коммутационного фактора ε на группе G и любого проективного ε-пред-
ставления ϕ : G→ GL(V ) мы можем построить проективное ε-представление ϕψ

группы G в линейном пространстве U ⊗K V , полагая

ϕψ(x) · (u⊗ v) = (ψ(x)u) ⊗ (ϕ(x)v)

для всех x ∈ G, u ∈ U , v ∈ V .
Пусть ψ : G → GL(U)—произвольное линейное представление конечной

абелевой группы G и χ—некоторый характер этой группы. Обозначим через
ψχ : G→ GL(U) линейное представление группы G, такое что

ψχ(x)u = χ(x)ψ(x)u

для всех x ∈ G, u ∈ U .
Следующая теорема, доказанная в [6], даёт полную классификацию проек-

тивных представлений конечных абелевых групп.

Теорема 3 [6]. Для любого проективного представления ϕ конечной абе-
левой группы G существуют линейное представление ψ группы G и коммута-
ционный фактор ε на группе G, такие что проективные представления ϕ и ϕψε
эквивалентны. Для любых коммутационных факторов ε1 и ε2 на группе G и
любых линейных представлений ψ1 и ψ2 группы G проективные представления
ϕψ1
ε1 и ϕψ2

ε2 эквивалентны в том и только том случае, если ε1 = ε2 и для неко-
торого характера χ группы G ограничения линейных представлений ψ1 и ψχ2 на
подгруппу Gε1 эквивалентны как линейные представления этой группы.

Следствие. Пусть ε—произвольный положительно определённый коммута-
ционный фактор на группе G, и пусть n—натуральное число, такое что индекс
подгруппы Gε группы G равен n2. Тогда любое n-мерное проективное ε-пред-
ставление эквивалентно ϕε.
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Доказательство. По построению ϕε размерность этого представления рав-
на n. Осталось заметить, что если ψ—некоторое линейное представление груп-
пы G размерности m, то размерность проективного ε-представления ϕψε равна
mn, т. е. оно имеет размерность n только в случае одномерного линейного
представления ψ.

Заметим, что приведённое следствие оправдывает как произвол в выборе ϕε
среди ϕε,γ в случае невырожденного неразложимого коммутационного факто-
ра ε, так и произвол в разложении группы на ортогональные подгруппы в случае
невырожденного коммутационного фактора ε.

5. Градуировки тривиального типа алгебры Ли An

В данном разделе будет дана классификация градуировок тривиального типа
алгебры Ли L типа An.

Рассмотрим произвольную такую градуировку

L =
⊕
g∈G

Lg,

и пусть δ : G∗ → Aut(L) — гомоморфизм групп, заданный этой градуировкой.
Поскольку рассматриваемая градуировка имеет тривиальный тип, все автомор-
физмы δ(χ), χ ∈ G∗, имеют тривиальный тип. Таким образом, по лемме 3.2
для любого характера χ ∈ G∗ найдётся матрица Aχ ∈ MN (K), такая что
δ(χ) = θAχ

. Таким образом, исходя из градуировки, мы можем построить отоб-
ражение ϕ : G∗ → MN (K), полагая ϕ(χ) = Aχ для всех χ ∈ G∗.

Лемма 5.1. Построенное отображение ϕ : G∗ → MN (K) является проектив-
ным представлением группы G∗.

Доказательство. Для любых χ1, χ2 ∈ G∗ мы получаем

θAχ1χ2
= δ(χ1χ2) = δ(χ1)δ(χ2) = θAχ1

θAχ2
= θAχ1Aχ2

.

Таким образом, найдётся элемент π(χ1, χ2) ∈ K∗, такой что

Aχ1Aχ2 = π(χ1, χ2)Aχ1χ2 ,

т. е.
ϕ(χ1)ϕ(χ2) = π(χ1, χ2) · ϕ(χ1χ2),

что и доказывает лемму.

В дальнейшем проективное представление, построенное описанным выше
способом, мы будем называть проективным представлением, индуцированным
градуировкой тривиального типа алгебры Ли L.

Лемма 5.2. Для любого проективного представления ϕ : G∗ → Mn+1(K)
существует G-градуировка тривиального типа алгебры Ли L типа An, индуци-
рующая это проективное представление.
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Доказательство. Рассмотрим гомоморфизм групп δ : G∗ → Aut(L), полагая
для любого χ ∈ G∗

δ(χ) = θϕ(χ).

Это действительно гомоморфизм групп, так как для любых χ1, χ2 ∈ G∗ суще-
ствует число π(χ1, χ2) ∈ K∗, такое что

ϕ(χ1)ϕ(χ2) = π(χ1, χ2)ϕ(χ1χ2),

и поэтому

δ(χ1)δ(χ2) = θϕ(χ1)θϕ(χ2) = θϕ(χ1)ϕ(χ2) = θπ(χ1,χ2)ϕ(χ1χ2) = θϕ(χ1χ2) = δ(χ1χ2).

По лемме 1.3 существует G-градуировка алгебры Ли L, задающая этот гомо-
морфизм. Поскольку все автоморфизмы δ(χ), χ ∈ G∗, по построению имеют
тривиальный тип, эта градуировка также имеет тривиальный тип, и проектив-
ное представление ϕ индуцировано этой градуировкой.

Для любого проективного представления ϕ : G∗ → MN (K) группы G∗ рас-
смотрим отображение ϕ∗ : G∗ → MN (K), полагая

ϕ∗(χ) = (ϕ(χ)∗)−1

для всех χ ∈ G∗. Поскольку для любых характеров χ1, χ2 ∈ G∗ выполняется
соотношение

ϕ∗(χ1)ϕ∗(χ2) = (ϕ(χ1)∗)−1(ϕ(χ2)∗)−1 = (ϕ(χ2)∗ϕ(χ1)∗)−1 =

=
((
ϕ(χ1)ϕ(χ2)

)∗)−1

=
((
π(χ1, χ2)ϕ(χ1χ2)

)∗)−1

=

= π(χ1, χ2)−1(ϕ(χ1χ2)∗)−1 = π(χ1, χ2)−1ϕ∗(χ1χ2),

то ϕ∗ также является проективным представлением. Проективные представле-
ния ϕ и ϕ∗ мы будем называть дуальными проективными представлениями.
Проективные представления ϕ1 и ϕ2 мы будем называть дуально эквивалент-
ными, если проективные представления ϕ1 и ϕ∗

2 эквивалентны.
Понятно, что понятие дуальности проективных представлений зависит от

выбора базиса, относительно которого мы записываем операторы в матричной
форме. Однако, как хорошо известно, если # —это оператор транспонирования
матриц в некотором другом базисе и C —оператор перехода от старого базиса
к новому, то для любого оператора A имеет место равенство

C−1A#C = (C−1AC)∗,

т. е.
A# = (CC∗)A∗(CC∗)−1.

Поэтому два проективных представления, дуальные одному и тому же проектив-
ному представлению, но относительно различных базисов линейного простран-
ства, эквивалентны между собой. Всё вышесказанное означает независимость
понятия дуальной эквивалентности от выбора базиса.
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Кроме того, понятие дуальной эквивалентности проективных представле-
ний полностью согласовано с понятием эквивалентности. Действительно, ес-
ли ϕ1 : G → MN (K) и ϕ2 : G → MN (K) —два эквивалентных проективных
представления, то существуют функция α : G → K∗ и невырожденная матрица
C ∈ MN (K), такие что

ϕ1(g) = α(g)Cϕ2(g)C−1.

Транспонируя обе части этого равенства и вычисляя их обратные элементы, мы
получаем

ϕ∗
1(g) = (ϕ1(g)∗)−1 = α(g)−1(C∗)−1(ϕ2(g)∗)−1C∗ = α(g)−1(C∗)−1ϕ∗

2(g)C
∗,

т. е. проективные представления ϕ∗
1 и ϕ∗

2 также эквивалентны.

Лемма 5.3. Две G-градуировки тривиального типа алгебры Ли L типа An

эквивалентны в том и только том случае, если индуцируемые ими проективные
представления эквивалентны или дуально эквивалентны.

Доказательство. По лемме 1.4 две G-градуировки эквивалентны в том и
только том случае, если эквивалентны заданные ими гомоморфизмы групп

δ1 : G∗ → Aut(L), δ2 : G∗ → Aut(L).

Обозначим через ϕ1 и ϕ2 проективные представления группы G∗, индуцирован-
ные этими градуировками. Тогда для всех χ ∈ G∗ имеют место равенства

δ1(χ) = θϕ1(χ), δ2(χ) = θϕ2(χ).

Если проективные представления ϕ1 и ϕ2 эквивалентны, то существуют мат-
рица A ∈ MN (K) и функция α : G∗ → K∗, такие что

ϕ1(χ) = α(χ)Aϕ2(χ)A−1

для всех χ ∈ G∗. Поэтому, рассматривая автоморфизм θ = θA, мы получаем

θδ2(χ)θ−1 = θAθϕ2(χ)θ
−1
A = θAϕ2(χ)A−1 = θα(χ)−1ϕ1(χ) = θϕ1(χ) = δ1(χ)

для всех χ ∈ G∗, что доказывает эквивалентность гомоморфизмов групп δ1 и δ2
в этом случае.

Если проективные представления ϕ1 и ϕ2 дуально эквивалентны, то суще-
ствуют матрица A ∈ MN (K) и функция α : G∗ → K∗, такие что

ϕ1(χ) = α(χ)Aϕ∗
2(χ)A−1

для всех χ ∈ G∗. Рассматривая автоморфизм θ = θ∗A и применяя полученные
в лемме 3.5 соотношения, мы получаем

θ · δ2(χ) · θ−1 = θ∗A · θϕ2(χ) · (θ∗A)−1 = θ∗A(ϕ2(χ)∗)−1 · θ∗A∗ =

= θ∗Aϕ∗
2(χ) · θ∗A∗ = θAϕ∗

2(χ)A−1 = θα(χ)−1ϕ1(χ) = θϕ1(χ) = δ1(χ)

для всех χ ∈ G∗, что доказывает эквивалентность гомоморфизмов групп δ1 и δ2
в этом случае.
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Наконец, если гомоморфизмы δ1 и δ2 эквивалентны, то для некоторого авто-
морфизма θ алгебры Ли L и всех χ ∈ G∗ выполняется равенство

θ · δ2(χ) · θ−1 = δ1(χ).

Из лемм 3.2 и 3.4 следует, что любой автоморфизм θ алгебры Ли L типа An

имеет либо вид θA, либо вид θ∗A, где A ∈ MN (K)—некоторая невырожденная
матрица. В первом случае

θ · δ2(χ) · θ−1 = θA · θϕ2(χ) · θ−1
A = θAϕ2(χ)A−1 = δ1(χ) = θϕ1(χ),

т. е. ϕ1(χ) = α(χ)Aϕ2(χ)A−1 для некоторой функции α : G∗ → K∗, что доказы-
вает эквивалентность проективных представлений ϕ1 и ϕ2. Во втором случае

θ · δ2(χ) · θ−1 = θ∗A · θϕ2(χ) · (θ∗A)−1 = θAϕ∗
2(χ)A−1 = δ1(χ) = θϕ1(χ),

т. е. ϕ1(χ) = α(χ)Aϕ∗
2(χ)A−1 для некоторой функции α : G∗ → K∗, что дока-

зывает дуальную эквивалентность проективных представлений ϕ1 и ϕ2. Лемма
доказана.

Поскольку теорема 3 даёт полную классификацию проективных представ-
лений с точностью до эквивалентности, нам осталось понять, какие классы
эквивалентности проективных представлений дуально эквивалентны.

Для любого коммутационного фактора ε на абелевой группе обозначим че-
рез ε∗ коммутационный фактор на той же группе, такой что

ε∗(g, h) = ε(g, h)−1 = ε(h, g)

для всех элементов g, h этой группы. Коммутационный фактор ε∗ мы будем
называть дуальным к коммутационному фактору ε.

Лемма 5.4. Для любого проективного ε-представления ϕ проективное пред-
ставление ϕ∗ является проективным ε∗-представлением.

Доказательство. Для любых элементов g, h группы выполняется соотно-
шение

ϕ(g)ϕ(h) = ε(g, h)ϕ(h)ϕ(g).

Транспонируя обе части этого равенства и применяя к ним оператор обращения,
мы получаем

ϕ∗(g)ϕ∗(h) = ε(g, h)−1ϕ∗(h)ϕ∗(g) = ε∗(g, h)ϕ∗(h)ϕ∗(g).

Лемма 5.5. Для любого положительно определённого коммутационного
фактора ε проективные представления ϕε и ϕε∗ дуально эквивалентны.

Доказательство. Очевидно, что Gε = Gε∗ . Обозначим через n размерность
проективного представления ϕε. Тогда индекс подгруппы Gε группы G ра-
вен n2. По лемме 5.4 проективное представление ϕε∗ является проективным
ε∗-представлением, а так как его размерность равна n, из следствия к теореме 3
следует эквивалентность проективных представлений ϕ∗

ε и ϕε∗ .
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Лемма 5.6. Для любого положительно определённого коммутационного
фактора ε на группе G и любого линейного представления ψ группы G про-
ективные представления ϕψε и ϕψ

−1

ε∗ дуально эквивалентны.

Доказательство. Обозначим через V линейное пространство, на котором
определено линейное представление ψ. Тогда проективное представление ϕψε
определено на линейном пространстве V ⊗K Vε. Зафиксируем произволь-
ный базис e1, . . . , en в линейном пространстве Vε, а также некоторый базис
u1, . . . , um в линейном пространстве V , такой что для некоторых характеров
χ1, . . . , χm ∈ G∗ для всех g ∈ G имеет место равенство

ψ(g) · ui = χi(g) · ui.
Для любого оператора A линейного пространства V и любого оператора B ли-
нейного пространства Vε обозначим через A⊗B оператор пространства V ⊗ Vε,
такой что

(A⊗B)(u⊗ v) = (Au) ⊗ (Bv)

для всех u ∈ V , v ∈ Vε. Тогда по определению

ϕψε (g) = ψ(g) ⊗ ϕε(g)

для всех g ∈ G. Заметим, что прямым вычислением мы можем получить сле-
дующую зависимость операций транспонирования в базисах ei, uj и ei ⊗ uj
соответственно:

(A⊗B)∗ = A∗ ⊗B∗.

Поэтому мы получаем

(ϕψε (g)∗)−1 = (ψ(g)∗)−1 ⊗ (ϕε(g)∗)−1 = ψ−1(g) ⊗ ϕ∗
ε(g)

для всех g ∈ G. По лемме 5.5 существует оператор C линейного пространства Vε,
такой что

C−1ϕ∗
ε(g)C = ϕε∗(g)

для всех g ∈ G. Обозначая C0 = 1 ⊗ C, мы видим, что

(ϕψε )∗(g) = (ϕψε (g)∗)−1 = ψ−1(g) ⊗ ϕ∗
ε(g) = ψ−1(g) ⊗ (Cϕε∗(g)C−1) =

= C0 ·
(
ψ−1(g) ⊗ ϕε∗(g)

) · C−1
0 = C0ϕ

ψ−1

ε∗ (g)C−1
0 ,

что и доказывает лемму.

Суммируя всё сказанное в этом разделе, мы можем сформулировать следу-
ющую теорему.

Теорема 4. Пусть G—произвольная конечная абелева группа и L— специ-
альная линейная алгебра Ли sln(K) над алгебраически замкнутым полем K
нулевой характеристики, n � 2. Каждой G-градуировке тривиального типа ал-
гебры Ли L соответствует проективное представление ϕψε группы G∗, где ε—
некоторый положительно определённый коммутационный фактор на группе G∗

и ψ—некоторое линейное представление группы G∗ в линейном пространстве
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размерности n/
√|G∗|/|G∗

ε |. Каждому такому проективному представлению со-
ответствует некоторая G-градуировка тривиального типа алгебры Ли L. Две
градуировки тривиального типа алгебры Ли L эквивалентны в том и только том
случае, если соответствующие им проективные представления ϕψ1

ε1 и ϕψ2
ε2 экви-

валентны или дуально эквивалентны, т. е. если выполняется одно из следующих
двух условий:

1) ε1 = ε2 и существует характер χ группы G∗, такой что

ψ1(g) = χ(g)ψ2(g)

для всех g ∈ G∗
ε;

2) ε1 = ε∗2 и существует характер χ группы G∗, такой что

ψ1(g) = χ(g)ψ−1
2 (g)

для всех g ∈ G∗
ε.

Таким образом, для перечисления всех попарно неэквивалентных градуиро-
вок тривиального типа алгебры Ли L мы должны сделать следующее. Сначала
мы должны перечислить все положительно определённые коммутационные фак-
торы ε на группе G∗.

Коммутационные факторы на произвольной конечной абелевой группе H мо-
гут быть легко перечислены (см. [11]). Для этого достаточно произвольным
образом выбрать образующие g1, . . . , gk группы H и задать коммутационный
фактор ε на парах образующих произвольным набором ненулевых элементов
поля

{αij = ε(gi, gj) ∈ K∗ | i, j = 1, . . . , k},
удовлетворяющих соотношениям αij ·αji = 1 и αdij

ij = 1, i, j = 1, . . . , k, где dij —
это наибольший общий делитель порядков элементов gi и gj . Чтобы коммутаци-
онный фактор ε был положительно определённым, мы должны также наложить
условие αii = 1, i = 1, . . . , k.

Для любого коммутационного фактора ε на группе G∗ мы должны найти
ядро G∗

ε этого коммутационного фактора и рассмотреть все линейные представ-
ления ψ этого ядра в линейном пространстве размерности n/

√|G∗|/|G∗
ε | (этого

достаточно, так как любое линейное представление может быть продолжено
с подгруппы на всю группу). Пары (ε1, ψ1) и (ε2, ψ2) соответствуют эквива-
лентным градуировкам, если существует характер χ группы G∗

ε, такой что или
ε1 = ε2, ψ1 = ψχ2 , или ε1 = ε∗2, ψ

−1
1 = ψχ2 .
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