
Почти примитивные элементы
свободных неассоциативных алгебр малых рангов∗

А. В. КЛИМАКОВ, А. А. МИХАЛЁВ
Московский государственный университет

им. М. В. Ломоносова
e-mail: andrey.klimakov@gmail.com

УДК 512.554

Ключевые слова: свободные неассоциативные алгебры, примитивные элементы,
почти примитивные элементы.

Аннотация

Пусть K —поле, X = {x1, . . . , xn}, F (X)— свободная неассоциативная алгебра
над полем K с множеством X свободных образующих. А. Г. Курош доказал, что по-
далгебры свободных неассоциативных алгебр свободны. Подмножество M ненулевых
элементов алгебры F (X) называется примитивным, если существует такое множе-
ство Y свободных образующих алгебры F (X), F (X) = F (Y ), что M ⊆ Y (при этом
|Y | = |X| = n). Ненулевой элемент u алгебры F (X) называется почти примитивным
элементом, если u не является примитивным элементом алгебры F (X), но является
примитивным элементом любой собственной подалгебры H алгебры F (X), содержа-
щей элемент u. В данной работе получены критерии почти примитивности однородных
элементов и построены алгоритмы проверки почти примитивности однородных элемен-
тов в свободных неассоциативных алгебрах ранга 1 и 2. Построены новые примеры
почти примитивных элементов свободных неассоциативных алгебр ранга 3.

Abstract

A. V. Klimakov, A. A. Mikhalev, Almost primitive elements of free nonassociative
algebras of small ranks, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 17 (2011/2012),
no. 1, pp. 127—141.

Let K be a field, X = {x1, . . . , xn}, and let F (X) be the free nonassociative algebra
over the field K with the set X of free generators. A. G. Kurosh proved that subalgebras
of free nonassociative algebras are free. A subset M of nonzero elements of the algebra
F (X) is said to be primitive if there is a set Y of free generators of F (X), F (X) = F (Y ),
such that M ⊆ Y (in this case we have |Y | = |X| = n). A nonzero element u of the free
algebra F (X) is said to be an almost primitive if u is not a primitive element of the algebra
F (X), but u is a primitive element of any proper subalgebra of F (X) that contains it.
In this article, for free nonassociative algebras of rank 1 and 2 criteria for homogeneous
elements to be almost primitive are obtained and algorithms to recognize homogeneous
almost primitive elements are constructed. New examples of almost primitive elements
of free nonassociative algebras of rank 3 are constructed.
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1. Введение

Пусть K —поле, X —непустое множество, Γ(X)— свободный группоид
неассоциативных одночленов без единичного элемента в алфавите X: X ⊆ Γ(X);
если u, v ∈ Γ(X), то u◦v ∈ Γ(X), где u◦v—формальное произведение неассоциа-
тивных слов. В частности, если x, y, z ∈ X, то x◦y = xy, (xy)z◦xy =

(
(xy)z

)
(xy),

x(xx) �= (xx)x.
Линейное пространство F (X) над полем K с базисными элементами из мно-

жества Γ(X) и умножением

(α · a) · (β · b) = (αβ) · (a ◦ b)
для всех α, β ∈ K, a, b ∈ Γ(X) является свободной неассоциативной K-алге-
брой без единичного элемента с множеством X свободных образующих: если
A—K-алгебра без единичного элемента и ξ : X → A—некоторое отображение,
то существует такой (единственный) гомоморфизм K-алгебр ψ : F (X) → A, что
ψ(x) = ξ(x) для всех x ∈ X. Ясно, что алгебра F (X) определяется данным
универсальным свойством однозначно с точностью до изоморфизма K-алгебр.
Алгебра F (X) является свободной алгеброй с множеством X свободных обра-
зующих в многообразии всех K-алгебр.

Определим функцию веса µ : X → N, где N—множество натуральных чисел.
Рассмотрим свободную полугруппу S(X) ассоциативных слов в алфавите X и
гомоморфизм снятия скобок ∼ : Γ(X) → S(X). Положим, что µ(x1 · · ·xn) =

=
n∑

i=1

µ(xi) для x1, . . . , xn ∈ X. Если µ(x) = 1 для всех x ∈ X, то µ является

обычной функцией длины слова, µ = µX = � = �X . Если a ∈ F (X), a =
∑
αiai,

0 �= αi ∈ K, ai являются базисными одночленами, aj �= as при j �= s, то
мы полагаем, что µ(a) = max

i
{µ(ãi)}. Через â мы обозначим старшую часть

элемента a: â =
∑

j, µ(aj)=µ(a)

αjaj . Элемент a ∈ F (X) называется однородным,

если a = â. Для функции длины (степени) элемента µ = � будем обозначать
старшую часть элемента a относительно функции длины (степени) через a◦.

Подмножество M алгебры F = F (X) называется независимым, если M
является множеством свободных образующих алгебры F , порождённой подмно-
жеством M . Подмножество M = {ai} ненулевых элементов алгебры F назы-
вается редуцированным, если для любого i старшая часть a◦i элемента ai не
принадлежит подалгебре алгебры F , порождённой множеством {a◦j | j �= i}.

Пусть S = {sα | α ∈ I} ⊆ F . Отображение θ : S → S′ ⊆ F называется
элементарным преобразованием подмножества S, если либо θ—невырожденное
линейное преобразование подмножества S, либо найдётся такое β ∈ I, что
θ(sα) = sα для всех α ∈ I, α �= β, и

θ(sβ) = sβ + f({sα | α �= β}),
где f —элемент свободной алгебры F (Y ), Y = {yi | i ∈ I}, в котором сделана
подстановка yi = si для всех i ∈ I.
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Любое конечное множество элементов алгебры F может быть приведено
к редуцированному множеству с помощью конечного числа элементарных пре-
образований и, возможно, исключения нулевых элементов, и всякое редуциро-
ванное подмножество алгебры F является независимым подмножеством. Кроме
того, используя метод А. Г. Куроша, можно построить редуцированное мно-
жество образующих для всякой подалгебры алгебры F . Следовательно, всякая
подалгебра свободной неассоциативной алгебры F является свободной (см. [2]).
Кроме того, старшая часть многочлена от редуцированного множества является
многочленом от старших частей элементов этого множества, группа автомор-
физмов алгебры F конечного ранга (|X| < ∞) порождается элементарными
автоморфизмами (см. также [1,5,9]).

Элемент u алгебры F (X) называется примитивным, если он является эле-
ментом некоторого множества свободных образующих алгебры F (X). Подмно-
жество M различных ненулевых элементов алгебры F (X) называется прими-
тивным, если существует такое множество Y свободных образующих алгебры
F (X), F (X) = F (Y ), что M ⊆ Y . Если X = {x1, . . . , xn}, F (X) = F (Y ), Y —
множество свободных образующих алгебры F (X), то |Y | = |X| = n.

Рангом элемента u ∈ F = F (X) называется минимальное число свободных
образующих из X, от которых может зависеть элемент ϕ(u), где ϕ пробега-
ет группу автоморфизмов алгебры F (другими словами, rank(u)—наименьший
ранг свободного фактора алгебры F , содержащего элемент u).

Ненулевой элемент u алгебры F (X) называется почти примитивным элемен-
том, если u не является примитивным элементом алгебры F (X), но является
примитивным элементом любой собственной подалгебры H алгебры F (X), со-
держащей элемент u (u ∈ H, H ⊆ F (X), 0 �= H �= F (X)).

Почти примитивные элементы в свободных группах рассматривались в [6—8,
12—14]. Изучение почти примитивных элементов свободных неассоциативных
алгебр было начато в [11]. В частности, было показано, что элемент xx являет-
ся почти примитивным элементом алгебры F (x), элементы xy, xy+ x являются
почти примитивными элементами алгебры F (x, y), если элемент является почти
примитивным, то его ранг максимален. Более того, если алгебра F (X) является
свободным произведением своих собственных подалгебр A и B, F (X) = A ∗ B,
a—однородный почти примитивный элемент алгебры A, b—однородный по-
чти примитивный элемент алгебры B, то a + b—почти примитивный элемент
алгебры F (X). Например, если n = 2m, то

x1x2 + x3x4 + . . .+ x2m−1x2m —

почти примитивный элемент алгебры F (X); если n = 2m+ 1, то

x1x2 + x3x4 + . . .+ x2m−1x2m + x2m+1x2m+1—

почти примитивный элемент алгебры F (X).
В данной работе рассматриваются почти примитивные элементы малых ве-

сов в свободных неассоциативных алгебрах F (x) и F (x, y), подсчитывается их
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количество, получены критерии почти примитивности однородного элемента ве-
са три и более (теоремы 1, 2), а также построены алгоритмы проверки почти
примитивности однородных элементов произвольного веса в этих алгебрах. Для
свободной неассоциативной алгебры ранга 3 построены новые примеры почти
примитивных элементов.

2. Алгебра F (x)

Отметим свойства примитивных элементов, которые нам понадобятся в даль-
нейшем.

Предложение 1. Пусть F (X)— свободная неассоциативная алгебра с ко-
нечным множеством X свободных образующих, {h1, . . . , hk}—редуцированное
множество свободных образующих собственной подалгебры H алгебры F (X).
Если элемент является примитивным в подалгебре H, то существует свободная
образующая hi подалгебры H, входящая линейно в его представление. Если
существует свободная образующая hi подалгебры H, входящая только линейно
в представление элемента, то этот элемент является примитивным в подалге-
бре H. Если существует свободная образующая hi подалгебры H такого же
веса, что и сам элемент, входящая линейно в представление элемента, то этот
элемент является примитивным в подалгебре H. Если существует свободная
образующая hi подалгебры H, старшая часть которой входит только линейно
в представление старшей части элемента, то этот элемент является примитив-
ным в подалгебре H.

Предложение 2. Элемент u ∈ F (x) является примитивным элементом алге-
бры F (x) тогда и только тогда, когда �(u) = 1.

Предложение 3. Пусть K —поле, F (x)— свободная неассоциативная алге-
бра над полем K с одной свободной образующей x. Тогда

а) всякий элемент u ∈ F (x) веса 2 является почти примитивным элементом;
б) всякий элемент u ∈ F (x) веса 3 является почти примитивным элементом.

Доказательство. Пусть элемент u из пунктов а) или б) принадлежит ко-
нечно порождённой подалгебре H ⊆ F (x), {h1, . . . , hk}—редуцированное мно-
жество свободных образующих подалгебры H. По предложению 2 элемент u не
является примитивным элементом алгебры F (x).

Докажем утверждение а). Поскольку �(u) = 2, то u◦ = xx. Если в u◦ вхо-
дит линейно старшая часть h◦i какой-нибудь образующей hi, 1 � i � k, то
по предложению 1 элемент u является примитивным элементом подалгебры H.
В противном случае мы можем предполагать, что u◦ = h◦1h

◦
2, т. е. h

◦
1 = x, значит,

h1 = x. Следовательно, H = F (x) и H не является собственной подалгеброй
в F (x).

Докажем утверждение б). Поскольку �(u) = 3, то u◦ = λ1u1 + λ2u2, где
u1 = x(xx), u2 = (xx)x и хотя бы один из коэффициентов λ1, λ2 ∈ K отличен
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от нуля. Если в u◦ входит линейно какая-нибудь старшая часть образующей h◦i ,
1 � i � k, то по предложению 1 элемент u является примитивным элемен-
том подалгебры H. Иначе элемент u◦ принадлежит подалгебре, порождённой
элементами x и xx. Следовательно, H = F (x) и H не является собственной
подалгеброй алгебры F (x).

Теорема 1 (критерий почти примитивности однородного элемента в сво-
бодной неассоциативной алгебре F (x)). Однородный элемент u ∈ F (x) веса
�(u) = m � 2 является почти примитивным элементом тогда и только тогда,
когда в разложение u = u(x) входит одночлен вида x · A(x) или вида B(x) · x,
где A(x), B(x)—одночлены веса �(A) = �(B) = m− 1.

Доказательство. Пусть однородный элемент u веса �(u) = m � 2 почти
примитивен. Если никакой одночлен вида x ·A(x) или вида B(x) ·x, где A, B—
одночлены веса �(A) = �(B) = m− 1, не входит в разложение u, то имеет место
равенство

u =
∑
λj �=0

λjAjBj ,

где (Aj , Bj)—различные пары одночленов веса больше единицы и �(Aj) +
+ �(Bj) = m. Тогда u не является примитивным элементом в собственной
подалгебре

H = alg
{⋃

j

{Aj , Bj}
}
.

Действительно, приводя множество
⋃
j

{Aj , Bj} к редуцированному множе-

ству M , получаем, что �(h) < �(u) для всех h ∈ M . Следовательно, старшая
часть никакой свободной образующей подалгебры H не входит линейно в пред-
ставление элемента u. По предложению 1 u не является примитивным элементом
подалгебры H.

С другой стороны, если элемент u ∈ H = alg{h1, . . . , hk} ⊂ F (x) содержит,
без ограничения общности, одночлен вида x ·A(x) и старшая часть h◦i никакой
свободной образующей hi, 1 � i � k, не входит линейно в разложение u, то вви-
ду скобочной структуры имеет место равенство x ·A(x) = h◦1 · f(h◦1, . . . , h

◦
k), т. е.

x = h◦1, значит, h1 = x. Следовательно, H = F (x) и H не является собственной
подалгеброй в F (x).

Следствие. Существует алгоритм, распознающий почти примитивность од-
нородного элемента u ∈ F (x).

Доказательство. Если �(u) = 2, 3, то по предложению 3 элемент u является
почти примитивным. Если �(u) > 3, то записываем элемент u как линейную
комбинацию базисных одночленов и проверяем наличие слагаемого вида x ·A(x)
или B(x) · x.
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Следствие. Пусть K —поле, charK = p > 0, |K| = pn. Количество однород-
ных почти примитивных элементов веса � = m � 3 в F (x) равно

#APE
(
h,m,F (x)

)
= (pn)2C(m−2) − 1,

где C(m)—число Каталана— количество различных способов расставить неас-
социативно скобки на ассоциативном слове x0x1 . . . xm.

Доказательство. Действительно, по теореме 1 необходимо и достаточно,
чтобы в разложение элемента u веса �(u) = m � 3 входил одночлен вида x ·A(x)
или вида B(x) · x, которых ровно 2C(m− 2) штук.

Следствие (асимптотика). Пусть K —поле, |K| = pn. Отношение числа
однородных почти примитивных элементов веса m � 3 ко всем однородным
элементам веса m � 3 алгебры F (x) равно

D(m) =
(pn)2C(m−2) − 1
(pn)C(m−1) − 1

∼ 1

p
n
(

22m−3
√

πm3/2

) .
Доказательство. Утверждение непосредственно следует из асимптотиче-

ской оценки для m-го числа Каталана

C(m) ∼ 22m

√
πm3/2

.

3. Алгебра F (x, y)

Предложение 4. Пусть k, l ∈ N, k �= l. Тогда элемент uk,l(x, y) = (adx)k(y)+
+ (x)(Ad y)l является почти примитивным элементом алгебры F (x, y).

Доказательство. Для u, v ∈ F (X) положим (adu)(v) = uv, (v)(Adu) = vu.
Пусть, без ограничения общности, k > l. В этом случае u◦k,l(x, y) = (adx)k(y).
Пусть {h1, . . . , hm}—редуцированное множество свободных образующих соб-
ственной подалгебры u ∈ H � F (x, y). Если в представление старшей части u◦

входит линейно h◦i для некоторого i, то элемент u примитивен в подалгебре H,
в противном случае x ∈ H. В последнем случае рассмотрим такую весовую
функцию µ̃, что µ̃(x) = 1, µ̃(y) = N > k. Пусть {h′1, . . . , h′m}—редуцирован-
ное множество свободных образующих подалгебры H относительно функции
веса µ̃. Тогда старшая часть элемента u относительно весовой функции µ̃ равна
(x)(Ad y)l, и аналогично получаем или примитивность элемента u в подалге-
бре H, или что y ∈ H. Во втором случае x, y ∈ H, значит, H = F (x, y), что
противоречит тому, что подалгебра H собственная.

Предложение 5. Пусть K —поле, F (x, y)— свободная неассоциативная ал-
гебра над полем K со свободными образующими x, y. Тогда
а) однородный элемент u ∈ F (x, y) веса 2 является почти примитивным эле-
ментом тогда и только тогда, когда он не является «квадратом», т. е. не
имеет места представление u = αzz, где z ∈ F (x, y), �(z) = 1, 0 �= α ∈ K;
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б) элемент u ∈ F (x, y) веса 2, не являющийся примитивным, является почти
примитивным элементом тогда и только тогда, когда не представляется
в виде многочлена второй степени от элемента алгебры единичного веса,
т. е. не имеет места представление u = αzz+ βz, где z ∈ F (x, y), �(z) = 1,
0 �= α ∈ K, β ∈ K. Это условие эквивалентно тому, что rank(u) = 2;

в) однородный элемент u ∈ F (x, y) веса 3 является почти примитивным тогда
и только тогда, когда не имеет места представление u = αzA + βBz, где
z ∈ F (x, y), �(z) = 1, однородные элементы A,B ∈ F (x, y) имеют вес
�(A) = �(B) = 2 и хотя бы один из коэффициентов α, β ∈ K отличен от
нуля;

г) однородный элемент u ∈ F (x, y) веса �(u) = m > 3 является почти прими-
тивным тогда и только тогда, когда не имеет места представление

u =
∑
λj �=0

λjAjBj + αzC + βDz,

где (Aj , Bj)—различные пары одночленов веса �(Aj) � 2, �(Bj) � 2,
�(Aj)+�(Bj) = m, C, D—однородные элементы веса �(C) = �(D) = m−1,
z— элемент веса �(z) = 1 и хотя бы один из коэффициентов λj , α, β ∈ K
отличен от нуля;

д) всякий однородный элемент u ∈ F (x, y) веса �(u) = m � 3 имеет следую-
щее представление:

u = u(x, y) =
( ∑

γj �=0

γjΦjΨj

)
+

+
(
γ(x,λ)xΛx + γ(y,λ)yΛy + γ(η,x)Nxx+ γ(η,y)Nyy

)
= uΦΨ + ũ, (1)

где

uΦΨ =
∑
γj �=0

γjΦjΨj ,

ũ = γ(x,λ)xΛx + γ(y,λ)yΛy + γ(η,x)Nxx+ γ(η,y)Nyy

(в случае �(u)=3 предполагаем, что uΦΨ = 0, u = ũ),
(
Φj(x, y),Ψj(x, y)

)
—

различные пары одночленов веса �(Φj) � 2, �(Ψj) � 2, �(Φj) + �(Ψj) = m,
Λx, Λy, Nx, Ny —однородные элементы веса �(Λx) = �(Λy) = �(Nx) =
= �(Ny) = m − 1, γj , γ(x,λ), γ(y,λ), γ(η,x), γ(η,y) ∈ K. Тогда почти прими-
тивность элемента u в алгебре F (x, y) эквивалентна почти примитивности
элемента ũ в алгебре F (x, y).

Доказательство. Пусть элемент u из пунктов а)—д) принадлежит конечно
порождённой подалгебре H ⊆ F (x), {h1, . . . , hk}—редуцированное множество
свободных образующих подалгебры H.

Докажем утверждение а). Пусть элемент u не является примитивным в H.
Тогда никакой элемент h◦i не входит линейно в представление элемента u

◦. Так
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как �(u) = 2 и элемент u однородный, то имеет место следующее представление
элемента u через элементы единичного веса:

u = u◦ =
∑

i,j∈H1,
λij �=0

λijhihj , где Hν = {i | �(hi) = �(h◦i ) = ν} ⊂ {1, . . . , k}.

Тогда если |H1| � 2, то ввиду редуцированности множества свободных образую-
щих из любых двух различных свободных образующих hi1 , hi2 , где i1, i2 ∈ H1,
можно получить {x, y}, значит, H = alg{h1, . . . , hk} = alg{x, y} = F (x, y) не
является собственной подалгеброй. Остаётся случай |H1| = 1, когда элемент u
имеет вид u = γi1i1hi1hi1 , где {i1} = H1, �(hi1) = 1, 0 �= γi1i1 ∈ K.

С другой стороны, элемент αzz, где z— элемент веса �(z) = 1, 0 �= α ∈ K,
не примитивен в подалгебре H = alg{z} � F (x, y) по предложению 1.

Докажем утверждение б). Пусть элемент u не является примитивным в H.
Тогда никакой элемент h◦i не входит линейно в представление старшей части u

◦.
Так как �(u) = 2, то имеет место представления элемента u через элементы
единичного веса:

u =
∑

i,j∈H1,
λij �=0

λijhihj +
∑

t∈H1,
βt �=0

ηtht.

Тогда при |H1| � 2 подалгебра H не является собственной, а при |H1| = 1 эле-
мент u имеет вид u = λi1i1hi1hi1 +ηi1hi1 , где {i1} = H1, �(h1) = 1, 0 �= λi1i1 ∈ K,
ηi1 ∈ K, и не является примитивным в H.

С другой стороны, элемент u = αzz + βz, �(z) = 1, 0 �= α ∈ K, β ∈ K, не
является примитивным в подалгебре H = alg{z} � F (x, y) по предложению 2,
поскольку �(u) = 2.

Заметим, что элемент u не имеет вид u = αzz + βz, �(z) = 1, 0 �= α ∈ K,
β ∈ K, тогда и только тогда, когда rank(u) = 2. Так как u ∈ F (x, y), то
rank(u) � 2, значит, элемент u ∈ F (x, y) веса 2, не являющийся примитив-
ным, является почти примитивным тогда и только тогда, когда rank(u) = 2.

Докажем утверждение в). Пусть однородный элемент u не является прими-
тивным в H. Тогда никакая старшая часть h◦i не входит линейно в представ-
ление u◦. Так как �(u◦) = 3 и |H1| = 1 (при |H1| � 2 подалгебра H совпадает
с алгеброй F (x, y) и поэтому не является собственной подалгеброй), имеем

u = u◦ = λ1(hi1hi1)hi1 + λ2hi1(hi1hi1) +
∑

t∈H2,
ηti1 �=0

ηti1h
◦
thi1 +

∑
t∈H2,
ηi1t �=0

ηi1thi1h
◦
t ,

где {i1} = H1 и хотя бы один из коэффициентов ηti1 , ηi1t, λ1, λ2 ∈ K отличен
от нуля. Тогда элемент u имеет вид

u = u◦ = hi1

(
λ2(hi1hi1) +

∑
t∈H2,
ηi1t �=0

ηi1th
◦
t

)
+

(
λ1(hi1hi1) +

∑
t∈H2,
ηti1 �=0

ηti1h
◦
t

)
hi1 =

= hi1A
� +B�hi1 ,
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где
A� = λ2h

2
i1 +

∑
t∈H2,
ηi1t �=0

ηi1th
◦
t , B� = λ1h

2
i1 +

∑
t∈H2,
ηti1 �=0

ηti1h
◦
thi1 ,

элемент hi1 = h◦i1 имеет вес �(hi1) = 1, A�, B� —однородные элементы веса 2
или 0, причём хотя бы один из них отличен от нуля.

С другой стороны, элемент u = αzA + βBz, где z— элемент веса �(z) = 1,
A, B—однородные элементы веса �(A) = �(B) = 2 и хотя бы один из коэф-
фициентов α, β ∈ K отличен от нуля, не является примитивным в подалгебре
H = alg{z,A,B} � F (x, y) по предложению 1.

Докажем утверждение г). Пусть однородный элемент u не является прими-
тивным в H. Тогда никакая старшая часть h◦i не входит линейно в представле-
ние u◦. Так как �(u◦) = �(u) = m � 3 и |H1| = 1 (при |H1| � 2 подалгебра H
совпадает с алгеброй F (x, y) и не является собственной подалгеброй), то эле-
мент u имеет вид

u = u◦ =
∑
λj �=0

λjA
�
j (h1, . . . , hk)B�

j (h1, . . . , hk) +

+ ηi1chi1C
�(h1, . . . , hk) + ηdi1D

�(h1, . . . , hk)hi1 =

=
∑
λj �=0

λjA
�
jB

�
j + ηi1chi1C

� + ηdi1D
�hi1 ,

где {i1} = H1, (A�
j , B

�
j )—различные пары одночленов алгебры F (x, y) веса

�(A�
j ) � 2, �(B�

j ) � 2, �(A�
j ) + �(B�

j ) = m, C�, D� —однородные элементы ал-
гебры F (x, y) веса �(C�) = �(D�) = m − 1 и хотя бы один из коэффициентов
λj , ηi1c, ηdi1 ∈ K отличен от нуля.

С другой стороны, элемент

u =
∑
λj �=0

λjAjBj + αzC + βDz,

где (Aj , Bj)—различные пары одночленов веса �(Aj) � 2, �(Bj) � 2, �(Aj) +
+ �(Bj) = m, C, D—однородные элементы веса �(C) = �(D) = m − 1, z—
элемент веса �(z) = 1 и хотя бы один из коэффициентов λj , α, β ∈ K отличен
от нуля, не является примитивным в подалгебре

H = alg
{⋃

j

{Aj , Bj}, C,D, z
}

� F (x, y).

Действительно, приводя множество
{⋃

j

{Aj , Bj}, C,D, z
}
к редуцированному

множествуM , имеем �(h) < �(u) для всех h ∈M . Следовательно, старшая часть
свободной образующей подалгебры H не может входить линейно в представле-
ние однородного элемента u. По предложению 1 u не является примитивным
элементом подалгебры H.

Утверждение д) следует из пункта г).
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Следствие. Пусть K —поле, charK = p > 0, |K| = pn. Тогда

а) число #APE
(
h, 2, F (x, y)

)
однородных почти примитивных веса 2 равно

p4n − p2n;
б) число #APE

(
h, 3, F (x, y)

)
однородных почти примитивных веса 3 равно

(p4n − 1)
(
(p8n + 1)(p4n + 1) − (pn + 1)(p4n + p3n + p2n + pn + 1)

)
.

Доказательство. Докажем утверждение а). Всего имеется

#{h, 2} = (pn)4 − 1 = p4n − 1

однородных элементов веса 2, так как любой элемент веса 2 имеет вид

λxxxx+ λxyxy + λyxyx+ λyyyy,

где хотя бы один из коэффициентов отличен от нуля. Различных однородных
элементов веса 2 вида αzz имеется

#{u = αzz} = #{u = α(λxx+ λyy)2} = #{u = α(x+ λyy)2} + #{u = αyy} =

= (pn − 1)pn + (pn − 1) = (pn − 1)(pn + 1) = p2n − 1,

так как

α(λxx+ λyy)2 = αλ2
x

(
x+

λy

λx
y

)2

при λx �= 0 и
α(λyy)2 = αλ2

yyy

при λy �= 0. Значит,

#APE
(
h, 2, F (x, y)

)
= #{h, 2}−#{u = αzz} = (p4n − 1)− (p2n − 1) = p4n − p2n.

Докажем утверждение б). Всего имеется

#{h, 3} = (pn)16 − 1 = p16n − 1

однородных элементов веса 3. Различных однородных элементов веса 3 вида
αzA+ βBz, где �(z) = 1, �(A) = �(B) = 2, имеется

#{u = αzA+ βBz} = #{u = αz̃Ã+ βB̃z̃},
где z̃ = x + λyy или z = y, Ã = xx + λxyxy + λyxyx + λyyyy, или Ã = xy +
+λyxyx+λyyyy, или Ã = yx+λyyyy, или Ã = yy, B̃ имеет вид, аналогичный Ã,
а из α, β хотя бы один не нулевой. Значит,

#{u = αz̃Ã+ βB̃z̃} = #{u = α(z̃Ã+ βB̃z̃), α �= 0} + #{αB̃z̃, α �= 0} =

= (pn − 1)(pn + 1)(p3n + p2n + pn + 1)(pn)(p3n + p2n + pn + 1) +

+ (pn − 1)(p3n + p2n + pn + 1)(pn + 1) =

= (pn + 1)(p4n − 1)(p4n + p3n + p2n + pn + 1).
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Значит,

#APE
(
h, 3, F (x, y)

)
= #{h, 3} − #{u = αzA+ βBz} =

= (p16n − 1) − (pn + 1)(p4n − 1)(p4n + p3n + p2n + pn + 1) =

= (p4n − 1)
(
(p8n + 1)(p4n + 1) − (pn + 1)(p4n + p3n + p2n + pn + 1)

)
.

Теорема 2 (критерий почти примитивности однородного элемента в сво-
бодной неассоциативной алгебре F (x, y)). Однородный элемент u ∈ F (x, y)
веса �(u) = m � 3, имеющий вид (1), является почти примитивным тогда и
только тогда, когда не существует такого коэффициента пропорциональности

θ ∈ K, что Λx
θ∼ Λy, Nx

θ∼ Ny (Λx = θΛy, Nx = θNy или θΛx = Λy, θNx = Ny).

Доказательство. Воспользуемся утверждением д) предложения 5 и будем
проверять представимость ненулевого элемента

ũ = γ(x,λ)xΛx + γ(y,λ)yΛy + γ(η,x)Nxx+ γ(η,y)Nyy =

= x
(∑

εΛx
j Mj

)
+ y

(∑
ε
Λy

j Mj

)
+

(∑
εNx
j Mj

)
x+

(∑
ε

Ny

j Mj

)
y,

где Mj = Mj(x, y)—одночлены веса �(Mj) = m − 1 с различной скобочной
структурой (их всего L = 2m−1C(m − 2)) с фиксированным упорядочиванием,
в виде ũ = αzC + βDz методом неопределённых коэффициентов (если ũ = 0,
то элемент u, очевидно, не является почти примитивным). Без ограничения
общности будем считать, что коэффициенты γ(x,λ), γ(y,λ), γ(η,x), γ(η,y), α, β уже
учтены в представлениях Λx, Λy, Nx, Ny, C, D соответственно. Пусть

z = kxx+ kyy,

C =
∑

ajMj ,

D =
∑

bjMj ,

где kx, ky, {aj}L
j=1, {bj}L

j=1 ∈ K —неизвестные переменные в количестве 2+2L,
причём хотя бы одна переменная из kx, ky и хотя бы одна из {aj}L

j=1, {bj}L
j=1

должны быть отличны от нуля (так как ũ �= 0). Тогда имеем уравнение, которое
нам надо решить, с известной левой частью:

xΛx + yΛy +Nxx+Nyy = ũ = zC +Dz ⇐⇒
⇐⇒ xΛx + yΛy +Nxx+Nyy = ũ = (kxx+ kyy)C +D(kxx+ kyy) ⇐⇒
⇐⇒ x(kxC − Λx) + y(kyC − Λy) + (kxD −Nx)x+ (kyD −Ny)y = 0 ⇐⇒

⇐⇒


kxC − Λx = 0,
kyC − Λy = 0,
kxD −Nx = 0,
kyD −Ny = 0

⇐⇒



kx(a1, . . . , aL)t − (εΛx
1 , . . . , εΛx

L )t = 0,

ky(a1, . . . , aL)t − (εΛy

1 , . . . , ε
Λy

L )t = 0,

kx(b1, . . . , bL)t − (εNx
1 , . . . , εNx

L )t = 0,

ky(b1, . . . , bL)t − (εNy

1 , . . . , ε
Ny

L )t = 0,
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где (. . .)t —вектор-столбец коэффициентов— элемент линейного простран-
ства KL. Приравнивая покомпонентно, получаем систему уравнений на неиз-
вестные переменные kx, ky ∈ K и {aj}L

j=1, {bj}L
j=1 ∈ K при известных {εΛx

j }L
j=1,

{εΛy

j }L
j=1, {εNx

j }L
j=1, {εNy

j }L
j=1 ∈ K:

∀ 1 � j � L :



kxaj − εΛx
j = 0,

kyaj − ε
Λy

j = 0,

kxbj − εNx
j = 0,

kybj − ε
Ny

j = 0

⇐⇒ ∀ 1 � j � L :



kxε
Λy

j − kyε
Λx
j = 0,

kxε
Ny

j − kyε
Nx
j = 0,

}
kxaj − εΛx

j = 0,

kyaj − ε
Λy

j = 0,

kxbj − εNx
j = 0,

kybj − ε
Ny

j = 0,


причём хотя бы одна из переменных kx, ky и хотя бы одна из переменных
{aj}L

j=1, {bj}L
j=1 должны быть отличны от нуля. Если верхняя подсистема (пер-

вые два уравнения) имеет только тривиальное нулевое решение kx = 0, ky = 0,
то все Λx, Λy, Nx, Ny равны 0, что следует из нижней подсистемы (остав-
шихся четырёх уравнений). Нетрудно убедиться, что верхняя подсистема имеет
нетривиальное решение (kx, ky) тогда и только тогда, когда существует θ ∈ K,

такое что Λx
θ∼ Λy, Nx

θ∼ Ny, тогда же из нижней подсистемы можно по-
лучить нетривиальное решение ({aj}L

j=1, {bj}L
j=1). Таким образом, критерием

несуществования нетривиального решения системы (а значит, непредставимо-
сти ũ в виде ũ = αzC + βDz) является несуществование такого коэффициента

пропорциональности θ ∈ K, что Λx
θ∼ Λy, Nx

θ∼ Ny.

Следствие. Существует алгоритм, распознающий почти примитивные одно-
родные элементы алгебры F (x, y).

Доказательство. Воспользуемся теоремой 2. Нам надо выяснить, суще-

ствует ли такой коэффициент пропорциональности θ ∈ K, что Λx
θ∼ Λy,

Nx
θ∼ Ny. Это алгоритмически проверяется покомпонентным сравнением элемен-

тов (εΛx
1 , . . . , εΛx

L ) и (εΛy

1 , . . . , ε
Λy

L ), а также (εNx
1 , . . . , εNx

L ) и (εNy

1 , . . . , ε
Ny

L ).

Предложение 6. Пусть k, l ∈ N. Тогда элемент uk,l(x, y) = (adx)k(y) +
+ (x)(Ad y)l является почти примитивным элементом алгебры F (x, y).

Доказательство. Пусть k = l. Тогда элемент u является однородным отно-
сительно функции веса � и по теореме 2 элемент u является почти примитивным
в F (x, y). Случай k �= l был рассмотрен в предложении 4.

Пусть k ∈ N. Продемонстрируем на примере почти примитивного элемента
uk,k(x, y) = (adx)k(y) + (x)(Ad y)k свободной неассоциативной алгебры F (x, y)
работу алгоритма распознавания почти примитивности однородного элемента
в алгебре F (x, y).
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Элемент
uk,k(x, y) = (adx)k(y) + (x)(Ad y)k

представляется в виде

uk,k(x, y) = xΛx + yΛy +Nxx+Nyy,

где
Λx = (adx)k−1(y), Λy = 0, Nx = 0, Ny = (x)(Ad y)k−1.

Пусть упорядочивание неассоциативных одночленов с учётом скобок за-
дано следующим образом: считаем, что x > y и m1(x, y) > m2(x, y), если
m̃1(x, y) >lex m̃2(x, y) или m̃1(x, y) =lex m̃2(x, y) и m1(x, y) >() m2(x, y), где
m1(x, y), m2(x, y)—неассоциативные одночлены, ∼— гомоморфизм снятия ско-
бок, >() — зафиксированное упорядочивание скобок.

Тогда

εΛx = (0, . . . , 0, 1i, 0, . . . , 0), εΛy = (0, . . . , 0),

εNx = (0, . . . , 0), εNy = (0, . . . , 0, 1j , 0, . . . , 0),

где
mi(x, y) = Λx = (adx)k−1(y) > Ny = (x)(Ad y)k−1 = mj(x, y),

т. е. i �= j. Покомпонентно сравнивая εΛx и εΛy , получаем, что единственно
возможное значение— θ = 0, что противоречит тому, что εNx

j θ = 0 �= 1 = ε
Ny

j .
Поэтому однородный элемент uk,k(x, y) является почти примитивным.

4. Алгебра F (x, y, z)

Предложение 7. Элемент u = xy +
(
. . .

(
(xz)z

)
. . .

)
z = xy + (x)(Ad z)t

при t � 2 является почти примитивным в свободной неассоциативной алге-
бре F (x, y, z).

Доказательство. Элемент u не является примитивным в алгебре F (x, y, z),
поскольку не содержит ни одной линейной компоненты x, y или z. Пусть эле-
мент u принадлежит подалгебре H, порождённой редуцированным множеством
{h1, . . . , hk} свободных образующих. Если какая-то старшая часть h◦i входит ли-
нейно в представление старшей части u◦ = (x)(Ad z)t, то образующая hi входит
только линейно в представление элемента u, обеспечивая его примитивность
в подалгебре H. В противном случае h1 = h◦1 = z, h◦2 = (x)(Ad z)t, s < t. Пусть
h2 = h◦2 + h∗2. Тогда положим

u′ = u− (h2)(Adh1)t−s = xy + (h∗2)(Adh1)t−s ∈ H.

Затем для записи элемента u′ от свободных образующих {h1, . . . , hk} получим
элементы u′′ и т. д. На каждом шаге этой цепочки получаем новое u(m+1) или
только линейное вхождение некоторой образующей hi в элемент u(m), а зна-
чит, примитивность элемента u в подалгебре H. В конце получим u(n) = xy и
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x, y ∈ H, а с учётом того, что z ∈ H, имеем H = F (x, y, z), что противоречит
собственности подалгебры H.

Отметим, что элемент u = xy + (x)(Ad z)t, t > 1, является примером почти
примитивного элемента в алгебре F (X), X = {x, y, z}, |X| = 3, старшая часть
которого не является почти примитивным элементом в алгебре F (X).

Теорема 3. Пусть n > 2, X = {x1, . . . , xn}. Тогда
а) пусть элемент u ∈ F (X) не является примитивным элементом в F (X), но
старшая часть u◦ является примитивным элементом в любой собственной
подалгебре, порождённой однородными образующими, u◦ ∈ H◦ � F (X).
Тогда элемент u является почти примитивным элементом в F (X);

б) в обратную сторону утверждение а) верно для однородных элементов;
в) существует неоднородный элемент в F (x, y), для которого в обратную сто-
рону утверждение а) неверно.

Доказательство. Докажем утверждение а). Пусть элемент u не явля-
ется почти примитивным. Тогда существуют собственная подалгебра H =
= alg{h1, . . . , hk} с редуцированным множеством свободных образующих, в ко-
торой элемент u не является примитивным. Рассмотрим подалгебру H◦ =
= alg{h◦1, . . . , h◦k} ⊂ F (X) с редуцированным множеством свободных образу-
ющих и покажем, что в ней элемент u◦ не является примитивным. Во-первых,
подалгебра H◦ является собственной, так как существует v, такой что �(v) = 1,
v /∈ H, следовательно, v /∈ H◦. Во-вторых, так как u ∈ H, то u = f(h1, . . . , hk),
но тогда найдётся g, такой что u◦ = g(h◦1, . . . , h

◦
k), значит, u◦ ∈ H◦. Нако-

нец, u◦ не примитивен в H◦, так как в противном случае существует старшая
часть h◦j , входящая линейно в представление элемента u

◦. Но тогда образую-
щая hj входит только линейно в представление элемента u в подалгебре H,
а значит, u является примитивным элементом подалгебры H по предложению 1.
Но по условию теоремы элемент u◦ является примитивным элементом в лю-
бой собственной подалгебре, порождённой однородными образующими, а значит,
примитивен в подалгебре H◦. Противоречие.

Утверждение б) очевидно.
Докажем утверждение в). Рассмотрим элемент u = x2y + x. Тогда эле-

мент u◦ = x2y не является примитивным в alg{x2, y}. Пусть u ∈ H =
= alg{h1, . . . , hk} � F (X) с редуцированным множеством свободных образу-
ющих {h1, . . . , hk}. Тогда если никакая старшая часть h◦i не входит линейно
в u, то без ограничения общности возможны два случая. В первом случае,
когда h◦1 = x2, h◦2 = y, имеем h1 = x2 + αx + βy, h2 = y. Тогда H � u′ =
= (h1−βh2)h2−u = αxy−x. Если в u′◦ линейно входит h◦3, то h3 входит только
линейно в u, значит, элемент u примитивный. В противном случае {x, y} ⊂ H,
поэтому H = F (X). Во втором случае, когда (h1h2)h3 = (xx)y, имеем h1 = x,
h3 = y, поэтому H = F (X). Противоречие. Следовательно, u является прими-
тивным элементом в H, поэтому u—почти примитивный элемент в F (X).
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Гипотеза. Для любого n � 2 существует неоднородный элемент в F (X),
X = {x1, . . . , xn}, для которого утверждение пункта а) теоремы 3 в обратную
сторону неверно. Возможно, таким элементом является

(
. . .

(
(x2

1x2)x3

)
. . .

)
xn +

+ x1.
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