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Аннотация

В работе на основе понятий условного терма и неявной операции предлагается
метод унификации подходов к изучению алгебраических и логически определимых
подмножеств универсальных алгебр с помощью конгруэнций свободных алгебр. При-
водится обзор результатов автора по данной тематике.

Abstract

A. G. Pinus, The algebraic and logical geometries of universal algebras (a uni-
fied approach), Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 17 (2011/2012), no. 1,
pp. 189—204.

Using the congruences of free algebras as well as the concepts of a conditional term
and an implicit operation, a unifying method for studying algebraic and logically definable
subsets of universal algebras is suggested. An overview of the results of the author in
this field of research is included.

1.

Основные понятия алгебраической геометрии универсальных алгебр введены
в работах Б. И. Плоткина 1990-х годов [20,23,32—36] и связаны с проблемами
классификации универсальных алгебр, в том числе по решёткам их алгебраиче-
ских множеств (совокупностей решений термальных уравнений). Одновременно
с этим в статьях Г. Баумслага, А. Г. Мясникова и В. Н. Ремесленникова [22,30]
подобные проблемы рассматривались с точки зрения классификации групп (а
в ряде других работ— и иных классических алгебр, см. [1—5, 24, 28, 29, 37]).
В дальнейшем в работах Б. И. Плоткина [21,38], А. Г. Мясникова, В. Н. Реме-
сленникова и Э. Ю. Данияровой [25, 26] рассматривались проблемы классифи-
кации универсальных алгебр на основе строения решёток их формульных под-
множеств (логическая геометрия алгебр). В этом случае, однако, приходилось

Фундаментальная и прикладная математика, 2011/2012, том 17, № 1, с. 189—204.
c© 2011/2012 Центр новых информационных технологий МГУ,

Издательский дом «Открытые системы»



190 А. Г. Пинус

отказываться от основного инструмента исследования решёток алгебраических
множеств алгебр— ядер гомоморфизмов свободных алгебр. Б. И. Плоткиным
для исследования решёток формульных подмножеств универсальных алгебр
был предложен механизм, связанный с гомоморфизмами алгебр Линденбаума
в булевы алгебры подмножеств степеней основных множеств классифицируе-
мых алгебр. Работы же В. Н. Ремесленникова с соавторами были основаны на
использовании понятий классической теории моделей.

На основе разработанной мною в 1990-х годах теории условных термов
мне удалось унифицировать подходы к изучению решёток алгебраических и
формульных подмножеств универсальных алгебр, сведя изучение решёток фор-
мульных подмножеств к изучению ядер гомоморфизмов свободных алгебр (как
это было изначально в алгебраической геометрии универсальных алгебр). Обоб-
щая этот подход, на основе понятия неявной операции над категорией универ-
сальных алгебр удаётся получить результаты, связанные с алгебраической и
логической геометриями этих алгебр как частные случаи неявной геометрии
универсальных алгебр. Изложению этих подходов, а также ряда результатов,
естественным образом возникающих при этом изложении, и посвящена данная
статья.

Напомним некоторые основные понятия и результаты алгебраической гео-
метрии универсальных алгебр (см., к примеру, [20,33,36]).

2.

Пусть V —некоторое фиксированное многообразие универсальных алгебр
сигнатуры σ, FV (X)— V -свободная порождённая множеством X алгебра. Для
любой алгебры A = 〈A;σ〉 ∈ V пусть V (FV (X);A)— совокупность всех
гомоморфизмов алгебры FV (X) в алгебру A, рассматриваемая (при есте-
ственном отождествлении гомоморфизма µ ∈ V (FV (n);A) с кортежем ā =
= 〈µ(x1), . . . , µ(xn)〉, в случае когда X = {x1, . . . , xn}) как аффинное простран-
ство An над A. Гомоморфизмы µ— точки этого пространства V (FV (X);A) = An.

Для любой системы равенств

T = {si(x̄i) = ti(ȳi) | i ∈ I},
где x̄i, ȳi ⊆ X, si, ti — термы от соответствующих переменных (T ⊆ FV (X) ×
×FV (X)), точка µ : FV (X) → A есть решение системы уравнений T , если

µ
(
si(x̄i)

)
= sA

i

(
µ(x̄i)

)
= tAi

(
µ(x̄i)

)
= µ

(
ti(ȳi)

)
для любых si(x̄i) = ti(ȳi) ∈ T , т. е. если T ⊆ ker µ.

Ставя в соответствие множеству B ⊆ V (FV (X);A) отношение B′ ⊆ FV (X)×
×FV (X) и отношению T ⊆ FV (X) ×FV (X) множество T ′ ⊆ V (FV (X);A),

T → T ′
A = {µ : FV (X) → A | T ⊆ ker µ},

B → B′ =
⋂

µ∈B

ker µ,
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получаем соответствие Галуа между бинарными отношениями (системами ра-
венств) на алгебре FV (X) и множествами точек пространства V (FV (X);A) =
= An.

Конгруэнция T алгебры FV (X) называется A-замкнутой, если T = B′ для
некоторого B ⊆ V (FV (X);A). Множество B ⊆ V (FV (X);A) называется A-за-
мкнутым или алгебраическим множеством пространства V (FV (X);A) = An,
если B = T ′

A для некоторого T ⊆ FV (X) ×FV (X).
Это соответствие Галуа индуцирует операции замыкания B → B′′

A = (B′)′A
и T → T ′′

A = (T ′
A)′ на подмножествах пространства V (FV (X);A) = An и на

решётке ConFV (X).
Легко заметить, что, в частности, конгруэнция θ ∈ ConFV (X) A-замкну-

та (θ′′A = θ) тогда и только тогда, когда алгебра FV (X)/θ аппроксимируется
подалгебрами алгебры A.

3.

V -алгебры A1 и A2 называются геометрически эквивалентными (A1
∆∼ A2)

тогда и только тогда, когда T ′′
A1

= T ′′
A2
для любого бинарного отношения T на

алгебре FV (n) при любом натуральном n.

Определение 1 [11]. V -алгебра A1 геометрически тоньше, чем V -алге-
бра A2 (A1 �∆ A2) тогда и только тогда, когда для любого n ∈ ω и для
любого T ⊆ FV (n) × FV (n) имеет место включение T ′′

A1
⊆ T ′′

A2
(или, что эк-

вивалентно, Con∆
A2

FV (n) ⊆ Con∆
A1

FV (n)). Здесь Con∆
A FV (n)— семейство всех

A-замкнутых конгруэнций алгебры FV (n).
Совокупность Con∆

A FV (n) образует полную решётку относительно теоре-
тико-множественного включения ⊆. Эта решётка двойственна решётке Algn A
(относительно ⊆) всех алгебраических подмножеств пространства An =
= V (FV (n);A).

Эквивалентность ∆∼—это эквивалентность, порождённая на V квазипоряд-
ком �∆.

Под ∞-квазитождеством будем понимать L∞,ω-формулу вида

∀ x̄

(
&
i∈I

si(x̄) = ti(x̄) → s(x̄) = t(x̄)
)

,

где si(x̄), ti(x̄), s(x̄), t(x̄)— σ-термы от переменных x̄ = x1, . . . , xn.

Теорема 1 [11]. Для любых V -алгебр A1, A2 отношение A1 �∆ A2 име-
ет место тогда и только тогда, когда любое ∞-квазитождество, истинное на
алгебре A1, истинно и на A2.

Следствие 1 [11]. Для V -алгебр A1, A2 отношение A1
∆∼ A2 равносильно

совпадению их ∞-квазиэквациональных теорий.
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Теорема 2 [11]. Любое ∞-квазитождество, истинное на A1, истинно и на A2

тогда и только тогда, когда любая конечно порождённая подалгебра алгебры A2

изоморфно вложима в некоторую прямую степень алгебры A1.

Следствие 2 [11]. Для V -алгебр A1, A2 отношение A1 �∆ A2 имеет место
тогда и только тогда, когда любая конечно порождённая подалгебра алгебры A2

изоморфно вложима в некоторую прямую степень алгебры A1.

4.

Отступление 1. В связи с теоремой 1 представляют интерес классы алгебр,
аксиоматизируемые некоторой системой ∞-квазитождеств (∞-квазимногообра-
зия).

Пусть lim
�

K— совокупность прямых пределов прямых спектров вложимо-
сти K-алгебр, а I, S, P — стандартные операторы над классами универсальных
алгебр.

Теорема 3 [15]. Класс K алгебр сигнатуры σ является ∞-квазимногообра-
зием тогда и только тогда, когда IK ⊆ K, SK ⊆ K, PK ⊆ K, lim

�
K ⊆ K.

Теорема 4 [15]. Для любого класса K σ-алгебр Q∞(K) = lim
�

ISP (K). Здесь

Q∞(K)—наименьшее ∞-квазимногообразие, включающее в себя класс K.

5.

Отступление 2. Многообразие V назовём геометрически полным, если лю-
бые неодноэлементные V -алгебры A1 и A2 геометрически эквивалентны (т. е.
любая конечно порождённая V -алгебра изоморфно вложима в некоторую пря-
мую степень любой неодноэлементной V -алгебры).

Следствие 3 [18]. Многообразие V геометрически полно тогда и только то-
гда, когда все его конечно порождённые подпрямо неразложимые V -алгебры
изоморфно вложимы друг в друга.

Геометрически полными являются многообразия булевых алгебр, дистрибу-
тивных решёток, элементарных p-групп (для простых p).

Любое геометрически полное многообразие является минимальным квазим-
ногообразием. Обратное неверно. Однако если многообразие содержит конечную
неодноэлементную подалгебру и является минимальным квазимногообразием,
то оно геометрически полное.

Алгебру A назовём финитарно слабо эквационально компактной, если для
любого натурального n и любой финитно выполнимой в A системы уравнений
{t′i(x̄) = t′′i (x̄) | i ∈ ω} (здесь x̄ = x1, . . . , xn, t′i, t′′i — термы сигнатуры σ) эта
система выполнима в A.

Утверждение 1 [18]. Для геометрически полного многообразия любая его
алгебра финитарно эквационально компактна.
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Теорема 5 [18]. Для многообразия V , включающего в себя некоторую неод-
ноэлементную конечную алгебру, следующие условия эквивалентны:
1) V геометрически полно;
2) V порождается некоторой конечной алгеброй A, которая строго проста
(проста и не содержит неодноэлементных подалгебр), A— единственная
подпрямо неразложимая V -алгебра и A вложима в любую неодноэлемент-
ную подалгебру алгебры A × A.

Утверждение 2 [18]. Любое геометрически полное многообразие либо по-
лупросто, либо является многообразием с единицей (т. е. любая V -алгебра со-
держит одноэлементную подалгебру).

6.

Теорема 6 (аналог теоремы Левенгейма—Сколема—Тарского [11]). Для
любого многообразия V не более чем счётной сигнатуры, для любой неодноэле-
ментной V -алгебры A, для любого кардинала k � 2ℵ0 существует V -алгебра Ak,

такая что A
∆∼ Ak и |Ak| = k.

Ограничение k � 2ℵ0 существенно.
Квазиупорядоченную совокупность

〈
V ;�∆

〉
назовём геометрической ква-

зишкалой многообразия V , частично упорядоченное множество
〈
V/

∆∼ ;�∆
〉
—

геометрической шкалой многообразия V .

Утверждение 3 [11]. Если V —многообразие с единицей и в V существуют
k попарно не вложимых друг в друга подпрямо неразложимых V -алгебр, то

в шкале
〈
V/

∆∼ ;�∆
〉
существуют 2k несравнимых элементов.

Следствие 4 [11]. Для любого многообразия V с единицей шкала〈
V/

∆∼ ;�∆
〉
изоморфна частично упорядоченному множеству 〈P (IVfgsi)/∼;�e

m〉.
Здесь ∼—эквивалентность, порождённая квазипорядком �e

m, IVfgsi — совокуп-
ность типов изоморфизма конечно порождённых подпрямо неразложимых V -ал-
гебр, �e —отношение вложимости на IVfgsi, а отношение �m определяется на
множестве P (A) всех подмножеств квазиупорядоченного множества 〈A;�〉 сле-
дующим образом: для B,C ⊆ A B �m C тогда и только тогда, когда для любого
b ∈ B существует c ∈ C, такой что b � c.

Следствие 5 [11]. Шкала
〈
V/

∆∼ ;�∆
〉
линейна тогда и только тогда, когда

линейно упорядоченным является множество 〈IVfgsi;�e〉. При этом порядко-

вый тип
〈
V/

∆∼ ;�∆
〉
равен 1 + αd + 1, где αd —порядковый тип дедекиндова

пополнения порядкового типа множества 〈IVfgsi;�e〉.
Замечание. Геометрические шкалы Морита-эквивалентных многообразий

изоморфны. Обратное неверно (например, можно рассмотреть многообразия бу-
левых алгебр и дистрибутивных решёток).
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7.

Рассмотрим теперь вопросы, связанные с геометрией формульных подмно-
жеств универсальных алгебр (с логической геометрией алгебр).

Предварительно напомним основные понятия теории условных термов.
Условием сигнатуры σ называется конечная система равенств и неравенств

вида

τ(x̄) =




t11(x̄) =i1 t21(x̄),
. . .

t1n(x̄) =in t2n(x̄),

где tij(x̄)—некоторые термы сигнатуры σ, ij ∈ {0, 1} и =1 есть обычное равен-
ство, а =0 — его отрицание.

Конечное множество условий {τ1(x̄), . . . , τk(x̄)} является полной системой
условий, если формула

k∨
i=1

τi(x̄) тождественно истинна на любой алгебре, в то

время как при p 	= q � k формулы τp(x̄)& τq(x̄) невыполнимы.
Понятие условного терма определяется индукцией по сложности этого тер-

ма:

а) любая переменная и константа сигнатуры σ есть условный терм;
б) если t1(x̄), . . . , tn(x̄)— совокупность условных термов и f(x1, . . . , xn) ∈ σ,
то f

(
t1(x̄), . . . , tn(x̄)

)
также условный терм;

в) если t1(x̄), . . . , tn(x̄)—условные термы и {τ1(x̄), . . . , τn(x̄)}—полная си-
стема условий, то

t(x̄) =




τ1(x̄) → t1(x̄),
. . .

τn(x̄) → tn(x̄)

также условный терм.

Для любого условного терма t(x̄) на любой алгебре A = 〈A;σ〉 естественным
образом определяется соответствующая условно термальная функция. В слу-
чае когда условный терм t(x̄) строится по правилу в), для любых элементов
ā, b ∈ A t(ā) = b тогда и только тогда, когда A |= τi(ā) и ti(ā) = b для некоторо-
го i � n.

Условно термальные функции на алгебре A являются в определённом смысле
кусочно термальными.

Если A конечна или равномерно локально конечна, то функция f на A услов-
но термальна тогда и только тогда, когда она коммутирует со всеми внутренними
изоморфизмами алгебры A.

Более подробную информацию об условно термальных функциях можно най-
ти в [7,8].

Через CT(σ) обозначим совокупность всех условно термальных функций
сигнатуры σ от переменных x1, . . . , xn.
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Пусть

Fc
V (n) = FV

({x1, . . . , xn} ∪ CTn(σ)
)
.

Для любых A = 〈A;σ〉 ∈ V и ā = a1, . . . , an ∈ A пусть µā — гомоморфизм ал-
гебры Fc

V (n) в A, такой что µā(xi) = ai, µā

(
t(x1, . . . , xn)

)
= t(ā) для t ∈ CTn(σ).

Мы будем отождествлять кортеж ā ∈ An с гомоморфизмом µā. Тем самым (как
и выше для случая алгебраической геометрии) мы получаем соответствие Га-
луа между подмножествами пространства An и бинарными отношениями на
алгебре Fc

V (n): для B ⊆ An пусть B′
c ∈ ConFc

V (n), здесь B′
c =

⋂
ā∈B

ker µā; для
T ⊆ Fc

V (n) ×Fc
V (n) пусть

T ′
A,c = {ā ∈ An | T ⊆ ker µā}.

Так мы получаем операции замыкания на решётке ConFc
V (n)

θ → (θ′A,c)
′
c = θ′′A,c

и на подмножествах пространства An

B → (B′
c)

′
A,c = B′′

A,c.

Подмножество B ⊆ An назовём условно алгебраическим, если B = B′′
A,c.

Любое алгебраическое множество является, в частности, условно алгебраиче-
ским. Совокупность всех условно алгебраических подмножеств пространства An

мы обозначим как CAlgn A, при этом 〈CAlgn A;⊆〉—полная решётка.
Конгруэнцию θ ∈ ConFc

V (n) назовём A-c-замкнутой, если θ = θ′′A,c. Пусть

Con∆,c
V Fc

V (n)—решётка всех A-c-замкнутых конгруэнций алгебры Fc
V (n). Ре-

шётка Con∆,c
V Fc

V (n) двойственна решётке CAlgn A.
Формальное равенство двух условных термов назовём условным уравнени-

ем.
Совокупность решений любого условного уравнения определяется некоторой

бескванторной формулой логики первого порядка, и обратно, любое множество
элементов алгебры A, определимое бескванторной формулой Φ(x̄), истинной на
всех идемпотентах алгебры A (это значит, что она истинна на всех кортежах
вида 〈a, . . . , a〉, где a—любой идемпотент алгебры A), является множеством
решений некоторого условного уравнения.

Определение 2 [14]. Для V -алгебр A1, A2 условная геометрия алгебры A1

тоньше, чем условная алгебраическая геометрия алгебры A2 (A1 �∆,c A2),
если для любой θ ∈ ConFc

V (n) имеет место неравенство θ′′A1,c � θ′′A2,c или, что

эквивалентно, Con∆,c
A2

Fc
V (n) ⊆ Con∆,c

A1
Fc

V (n).

Пусть
∆,c∼ —эквивалентность, порождённая квазипорядком �∆,c.

Лемма 1 [14]. Для любой A ∈ V A-c-замкнутые конгруэнции на Fc
V (n)

определимы своими ограничениями на множество {x1, . . . , xn} ∪ CTn(σ).
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Условное ∞-квазитождество— это формула вида

∀ x̄

( ∞

&
i=1

t′i(x̄) = t′′i (x̄) → q(x̄) = p(x̄)
)

,

где t′i, t′′i , p, q—условные термы.

Лемма 2 [14]. Для любого многообразия V и любых V -алгебр A1, A2

A1 �∆,c A2 тогда и только тогда, когда любое условное ∞-квазитождество,
истинное на A1, истинно и на A2.

Теорема 7 [14]. Для любых V -алгебр A1, A2 A1 �∆,c A2 тогда и только
тогда, когда любая неодноэлементная конечно порождённая подалгебра алге-
бры A2 вложима в алгебру A1.

Замечание. A1 �∆,c A2

(
A1

∆,c∼ A2

)→ A1 �∆ A2

(
A1

∆∼ A2

)
.

Следствие 6 [14]. Для любой V -алгебры A конечной или счётной сигнатуры
и для любого кардинала k, такого что 2ℵ0 � k � |A|, существует алгебра Ak

из V , такая что |Ak| = k и Ak
∆,c∼ A.

В общем случае невозможно повышать мощность алгебры, сохраняя отно-

шение
∆,c∼ .

Следствие 7 [14]. Для любой бесконечной алгебры A конечной сигнатуры из
некоторого локально конечного многообразия V и для любого кардинала k � 2ℵ0

существует V -алгебра Ak, такая что |Ak| = k и Ak
∆,c∼ A.

Квазипорядок
〈
V ;�∆,c

〉
назовём условно геометрической квазишкалой

многообразия V , а частичный порядок
〈
V/

∆,c∼ ;�∆,c
〉
— условно геометриче-

ской шкалой многообразия V .
Подмножество B квазипорядка 〈A;�〉 называется идеалом в 〈A;�〉, если
1) для любых a ∈ A, b ∈ B из a � b вытекает включение a ∈ B;
2) для любых a, b ∈ B существует c ∈ B, такой что a, b � c.
Пусть 〈IA;⊆〉— семейство всех идеалов квазипорядка 〈A;�〉, частично упо-

рядоченное отношением ⊆.
Для любого класса алгебр K пусть JK—класс всех типов изоморфизма

K-алгебр и �e —отношение вложимости на JK.
Теорема 8 [14]. Для любого многообразия V условно геометрическая шкала〈

V/
∆,c∼ ;�∆,c

〉
двойственна порядку 1+〈IJVfg;⊆〉, здесь Vfg — совокупность всех

конечно порождённых V -алгебр.

8.

Отступление 3 (примеры). На основе теоремы 8 и некоторых моих резуль-
татах о скелетах вложимости дискриминаторных многообразий (см. [6, 31]) мы
получаем следующие утверждения.
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Теорема 9 [16]. Для любого дискриминаторного многообразия V конечной
сигнатуры, не являющегося локально конечным

1) любое счётное частично упорядоченное множество изоморфно вложимо

в шкалу
〈
V/

∆,c∼ ;�∆,c
〉
;

2) в
〈
V/

∆,c∼ ;�∆,c
〉
существуют 2ℵ0 попарно несравнимых элементов.

Теорема 10 [16]. Для любого конечно порождённого дискриминаторного

многообразия V конечной или счётной сигнатуры шкала
〈
V/

∆,c∼ ;�∆,c
〉
не со-

держит бесконечных множеств попарно несравнимых элементов и не содержит
бесконечных возрастающих цепей.

Теорема 11 [16]. Для нетривиального полупростого (либо локально конеч-

ного) конгруэнц-дистрибутивного многообразия V его шкала
〈
V/

∆,c∼ ;�∆,c
〉

линейна тогда и только тогда, когда V порождено некоторой квазипрималь-
ной алгеброй A без нетривиальных неодноэлементных подалгебр, для кото-
рой её одноэлементные подалгебры сопряжены автоморфизмами. В этом случае〈
V/

∆,c∼ ;�∆,c
〉 ∼= ω∗.

9.

Определение 3. Элементарное условие сигнатуры σ— это любая элемен-
тарная формула этой сигнатуры. На этой основе определяются понятия полной
системы элементарных условий, элементарно-условного терма, элементар-
но-условно термальной функции по аналогии с определением полной системы
условий, условного терма, условно термальной функции, определённых выше на
основе понятия условия (см. [7,8]).

Пусть ECTn(σ) — совокупность всех элементарных условных тер-
мов (e-условных термов) от переменных x1, . . . , xn. Пусть Fec

V (n) =
= FV

({x1, . . . , xn} ∪ ECTn(σ)
)
.

По аналогии с понятием условно алгебраического множества для алгебры A
и A-условно замкнутой конгруэнции определяется (см. [14]) понятие e-условно
алгебраического множества в пространстве An и понятие A-e-c-замкнутой
конгруэнции на алгебре Fec

V (n).
Тем самым мы получаем двойственные решётки: EC Algn A— e-условно ал-

гебраических множеств пространства An и Con∆,ec
V Fec

V (n)—A-e-c-замкнутых
конгруэнций алгебры Fec

V (n).

Лемма 3 [14]. Все e-условно алгебраические множества пространства An

для V -алгебры A = 〈A;σ〉 определимы в A некоторой (конечной либо бес-
конечной) совокупностью элементарных формул, истинных на идемпотентных
элементах алгебры A. Верно и обратное.
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По аналогии с отношениями �∆,c (
∆,c∼ ) определяются отношения �∆,ec (

∆,ec∼ )
на многообразии V .

e-условное ∞-квазитождество—это формула вида

∀ x̄

(
&
i∈I

t′i(x̄) = t′′i (x̄) → q(x̄) = p(x̄)
)

,

где t′i, t′′i , q, p— e-условные термы.

Лемма 4 [14]. Для любых V -алгебр A1, A2 A1 �∆,ec A2 тогда и только тогда,
когда любое e-условное ∞-квазитождество, истинное на алгебре A1, истинно и
на алгебре A2.

Теорема 12 [14]. Для любых V -алгебр A1, A2 A1 �∆,ec A2 тогда и только
тогда, когда A2 одноэлементна или для любого кортежа элементов ā2 из A2 в A1

существует кортеж ā1, имеющий в A1 тот же элементарный тип, что и ā2 в A2.

Следствие 8 [14]. Для любой универсальной алгебры A конечной или счёт-

ной сигнатуры существует некоторая алгебра A′,
∆,ec∼ -эквивалентная алгебре A

и такая, что |A′| � 2ℵ0 .

Квазипорядок 〈V ;�∆,ec〉 назовём e-условно геометрической квазишкалой

многообразия V , а частичный порядок
〈
V/

∆,ec∼ ;�∆,ec
〉
— e-условно геометри-

ческой шкалой V .

10.

Явный параллелизм изучения решёток Algn A, CAlgn A, EC Algn A и двой-
ственных им решёток Con∆ A, Con∆,c A, Con∆,ec A конгруэнций свободных ал-
гебр подсказывает возможность рассмотрения их как частных случаев более
общей ситуации.

Мы предложим подобное рассмотрение на основе понятия неявной операции
на категориях универсальных алгебр.

11.

Понятие неявной операции было введено в работе [27] С. Эйленберга и
М. П. Шутценберже о псевдомногообразиях полугрупп. В [12] это понятие обоб-
щается на любые категории универсальных алгебр. Пусть K—некоторый класс
универсальных алгебр фиксированной сигнатуры σ и K̄—категория, объекты
которой—K-алгебры, а морфизмы— гомоморфизмы одних K-алгебр в другие
(все или часть). Напомним определение n-арной неявной операции f на кате-
гории K̄: это семейство n-арных функций fA на основных множествах K-ал-
гебр A, которые коммутируют с K̄-морфизмами. Для любых A,B ∈ K, для
любого ϕ ∈ Mor(K̄), ϕ : A → B, для любых a1, . . . , an ∈ A

ϕ
(
fA(a1, . . . , an)

)
= fB

(
ϕ(a1), . . . , ϕ(an)

)
,
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и для любой A ∈ K и для любых a1, . . . , an ∈ A

fA(a1, . . . , an) ∈ 〈{a1, . . . , an}〉A.

Здесь 〈B〉A —подалгебра алгебры A, порождённая множеством B ⊆ A.
Через IFn(K̄) обозначим совокупность всех n-арных неявных операций на

категории K̄. Очевидно, что все термальные операции являются неявными опе-
рациями для любой категории K̄.

Если K—некоторое многообразие, а Mor(K̄)— совокупность всех гомомор-
физмов K-алгебр в K-алгебры, то K̄-неявные операции— это термальные опера-
ции.

Если K—некоторый универсальный класс алгебр и Mor(K̄)— совокупность
всех изоморфных вложений K-алгебр в K-алгебры, то K̄-неявные операции опи-
сываются бесконечными аналогами условных термов (см. [9]).

Если K—некоторое псевдомногообразие (некоторый класс конечных алгебр,
замкнутый относительно подалгебр, гомоморфных образов и конечных прямых
произведений), а Mor(K̄)— совокупность всех гомоморфизмов K-алгебр в K-ал-
гебры, то K̄-неявные операции описываются бесконечными аналогами позитивно
условных термов на K (см. [10]).

Если K—некоторый псевдоуниверсальный класс (некоторый класс конеч-
ных алгебр, замкнутый относительно подалгебр и изоморфизмов), а Mor(K̄)—
совокупность всех изоморфных вложений K-алгебр в K-алгебры, то K̄-неявные
операции описываются бесконечными аналогами условных термов на K (см. [9]).

12.

Пусть V = V (K)—многообразие, порождённое классом K, и FV (Y )—
V -свободная Y -порождённая алгебра. Через F K̄

V (n) (для n ∈ ω) обозначим
алгебру FV

({x1, . . . , xn} ∪ IFn(K̄)
)
. Для любой K-алгебры A = 〈A;σ〉 кортеж

ā = 〈a1, . . . , an〉 элементов из A естественным образом отождествляем с гомо-
морфизмом ϕā алгебры F K̄

V (n) в алгебру A:

ϕā(xi) = ai, ϕā(f) = fA

(
ϕā(x1), . . . , ϕā(xn)

)
для f ∈ IFn(K̄).

Следуя стандартным подходам алгебраической геометрии универсальных ал-
гебр, строим соответствие Галуа между подмножествами пространства An и
семейством бинарных отношений на алгебре F K̄

V (n): для B ⊆ An −→ B ′̄
K ∈

∈ ConF K̄
V (n) и B′

K =
⋂

ā∈B

ker ϕā; для T ⊆ F K̄
V (n) × F K̄

V (n) −→ T ′
A,K̄ ⊆ An и

T ′
A,K̄ = {ā ∈ An | T ⊆ ker ϕā}.
Отображения θ → (θ′

A,K̄)′̄K = θ′′
A,K̄ и B → (B ′̄

K)′
A,K̄ = B′′

A,K̄ определяют

операции замыкания на решётке ConF K̄
V (n) и на совокупности подмножеств

пространства An. Подмножество B ⊆ An назовём K̄-неявно алгебраическим
множеством для алгебры A, если B = B′′

A,K̄. Если K—некоторое многообразие
и Mor(K̄)—все гомоморфизмы K-алгебр в K-алгебры, то все алгебраические
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множества пространства An являются K̄-неявно алгебраическими множества-
ми, верно и обратное. Пусть K̄Algn A— совокупность (полная решётка) всех
K̄-неявных алгебраических подмножеств пространства An.

Пусть ConK̄
A F K̄

V (n)— совокупность (полная решётка, не являющаяся подре-
шёткой решётки ConF K̄

V (n)) всех A-K̄-замкнутых конгруэнций (конгруэнций,
замкнутых относительно операции θ → θ′′

A,K̄) алгебры F K̄
V (n).

Решётки K̄Algn A и ConK̄
A F K̄

V (n) двойственны.
Под K̄-неявным уравнением будем понимать формальное равенство двух

K̄-неявных операций. Множество решений подобного K̄-неявного уравнения
f = g в K-алгебре A—это, естественно,

{ā ∈ An | fA(ā) = gA(ā)}.
Как правило, множество решений подобного K̄-неявного уравнения в алге-

бре A может быть определено некоторыми формулами какого-либо логического
языка. Для многообразий K (с соответствующими морфизмами) — это атомные
формулы. Для универсальных классов (с соответствующими морфизмами) —
бескванторные L∞,ω-формулы, истинные на одноэлементных алгебрах. Для
псевдомногообразий (с соответствующими морфизмами) — бесконечные дизъ-
юнкции бесконечных конъюнкций отрицаний атомных формул с одной атомной
формулой. Для псевдоуниверсальных классов (с соответствующими морфизма-
ми) — бескванторные L∞,ω-формулы, истинные на одноэлементной алгебре.

Формулу

∀x1, . . . , xn

(
&
i∈I

fi(x1, . . . , xn)=gi(x1, . . . , xn) → h(x1, . . . , xn)=k(x1, . . . , xn)

)
,

где fi, gi, h, k— K̄-неявные операции, определим как K̄-неявное ∞-квазитож-
дество.

По аналогии с отношениями �∆, �∆,c, �∆,ec (сравнения алгебраических
геометрий, условно алгебраических геометрий, элементарно условно алгебраи-
ческих геометрий) K-алгебр A1 и A2 определим отношение �∆,K̄ (сравнения
K̄-неявных алгебраических геометрий K-алгебр) на классе K:

A1 �∆,K̄ A2 ⇐⇒ ConK̄
A2

F K̄
V (n) ⊆ ConK̄

A1
F K̄

V (n) ⇐⇒
⇐⇒ T ′′

A1,K̄ ⊆ T ′′
A2,K̄ для любых T ⊆ F K̄

V (n) ×F K̄
V (n).

Лемма 5 [17]. Для категории K̄ универсальных алгебр и любых K-алгебр
A1, A2 отношение A1 �∆,K̄ A2 истинно тогда и только тогда, когда любое
K̄-неявное ∞-квазитождество, истинное на A1, будет истинно и на A2.

Эта лемма влечёт различные следствия для различных категорий алгебр.

Теорема 13 [17]. Для любого многообразия V и любых V -алгебр A1, A2

A1 �∆ A2 тогда и только тогда, когда любая конечно порождённая подалгебра
алгебры A2 вложима в некоторую прямую степень алгебры A1.
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Эта теорема следует из леммы 5, поскольку отрицание K̄-неявного ∞-ква-
зитождества (для рассматриваемой категории K̄ = V̄ ) эквивалентно некоторой
формуле вида ∃x1, . . . , xn некоторая конъюнкция (возможно, бесконечная) атом-
ных формул и одного отрицания подобной атомной формулы.

Теорема 14 [17]. Для универсального класса K и любых K-алгебр A1, A2

A1 �∆,c A2 тогда и только тогда, когда |A2| = 1 или любая конечно порождённая
подалгебра алгебры A2 вложима в алгебру A1.

Теорема 15 [17]. Для любого псевдомногообразия K и любых K-алгебр
A1, A2 A1 �∆,K̄ A2 тогда и только тогда, когда алгебра A2 вложима в неко-
торую прямую степень алгебры A1.

Следствие 9 [17]. Для любого псевдомногообразия K и любых алгебр A1, A2

из K A1 �∆,K̄ A2 тогда и только тогда, когда A1 �∆ A2.

Теорема 16 [17]. Для любого псевдоуниверсального класса K и любых K-ал-
гебр A1, A2 A1 �∆,K̄ A2 тогда и только тогда, когда или A2 одноэлементна, или
A2 вложима в алгебру A1.

Следствие 10 [17]. Для любого псевдоуниверсального класса K и любых
K-алгебр A1, A2: A1 �∆,K̄ A2 тогда и только тогда, когда A1 �∆,c A2.

13.

Наконец, рассмотрим некоторые вопросы «близости» алгебраических геомет-

рий универсальных алгебр: отношение ∆∼ и некоторые вариации этого отноше-
ния.

Две алгебры A1 = 〈A1;σ1〉, A2 = 〈A2;σ2〉 назовём геометрически тож-
дественными, если существует биекция ϕ множества A1 на A2, такая что
ϕ(Algn A1) = Algn A2 для любого n ∈ ω.

Алгебры A1, A2 назовём геометрически схожими, если для любого нату-
рального n решётки Algn A1 и Algn A2 изоморфны.

Напомним, что алгебры A1, A2 геометрически эквивалентны (A1
∆∼ A2),

если для некоторого многообразия V A1,A2 ∈ V и для любого n ∈ ω
Con∆

A1
FV (n) = Con∆

A2
FV (n).

Алгебры A1 и A2 геометрически подобны, если категории KV (A1)(A1) и
KV (A2)(A2) изоморфны. Здесь V (A)—многообразие, порождённое алгеброй A,
и объекты категории KV (A)—пары 〈{x1, . . . , xn}, B〉, где B ⊆ An —алгебраи-
ческое множество алгебры A = 〈A;σ〉, а K(A)-морфизмы— отображения вида

[s] : 〈{x1, . . . , xn};B〉 → 〈{y1, . . . , ym};C〉,
определимые гомоморфизмами s : FV (y1, . . . , ym) → FV (x1, . . . , xn), такие, что
µs ∈ C для любого µ ∈ B.

Алгебры A1, A2 категорно эквивалентны, если существует изоморфизм ϕ
категории V (A1) на категорию V (A2), такой что ϕ(A1) = A2.
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Мы имеем также стандартное определение рационально эквивалентных ал-
гебр.

Утверждение 4 [13]. Имеет место следующая диаграмма для этих отно-
шений (здесь стрелки означают строгую импликацию, обратная импликация
неверна):

рац. экв. кат. экв. геом. под.
геом. схож.

геом. экв.

геом. тожд.

� � � �

�

�

� � �

�
�

�
���

�
�

�
���

Отметим два открытых вопроса:

1) найти абстрактное описание последовательностей решёток вида 〈Algn A |
n ∈ ω〉;

2) описать отношения между свойствами решёток Algn A и свойствами ал-
гебр A.

Утверждение 5 [13]. Для любой полной решётки L существует алгебра A,
такая что L ∼= Alg1 A. Для решёток Algn A (при n � 2) это не так (см. [19]).
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