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Аннотация

Построена теория определителей матриц над решётками с псевдодополнениями.
Предыдущие результаты об определителях булевых матриц— частный случай постро-
енной теории.

Abstract

E. E. Marenich, Determinant theory for lattice matrices, Fundamentalnaya i priklad-
naya matematika, vol. 17 (2011/2012), no. 5, pp. 87—101.

The determinant theory for matrices over a pseudo-complemented distributive lattice
is presented. Previous results on this topic are special cases of the theorems proved in
this paper.

1. Введение

Теория определителей булевых матриц, по-видимому, впервые рассмотрена
О. Б. Соколовым [7]. Дальнейшее развитие теории определителей булевых мат-
риц можно проследить по работам [2—6, 10, 14—16].

Мы рассматриваем теорию определителей матриц над более общими решёт-
ками, а именно над решётками с псевдодополнениями. Предыдущие результаты
об определителях булевых матриц— частные случаи теорем, доказанных в дан-
ной работе.

2. Обозначения

Для частично упорядоченных множеств, полурешёток и решёток в работе
используется терминология из [11].

Пусть (P,�)—частично упорядоченное множество. Обозначим через 0̃ и 1̃
наименьший и наибольший элементы в (P,�) соответственно, если они суще-
ствует.
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Обозначим через atom(P ) множество всех атомов решётки P .
Для решёточных матриц в работе используется терминология из [13].
Обозначим через Pm×n множество всех (m × n)-матриц над решёткой P .

Матрицы с элементами из P обозначаются большими латинскими буквами:

A = (aij)m×n, B = (bij)m×n, C = (cij)m×n, . . .

Для матрицы A ∈ Pn×n обозначим через A(r) и A(r) соответственно r-ю
строку и r-й столбец матрицы A, r = 1, 2, . . . , n.

Для векторов v1, v2, . . . , vk ∈ Pm×1 определим [v1, v2, . . . , vk] как матрицу
B ∈ Pm×k, для которой B(j) = vj , j = 1, 2, . . . , k.

Единичная матрица En×n ∈ Pn×n определяется равенствами

eij =

{
1̃, если i = j,

0̃, если i �= j.

Матрица A ∈ Pn×n называется обратимой, если существует матрица
B ∈ Pn×n, такая что A · B = B · A = En×n.

Пусть Sn —множество всех подстановок множества {1, 2, . . . , n}. Для каждой
подстановки π ∈ Sn определена подстановочная матрица M(π) = (mij)n×n,
такая что

mij =

{
1̃, если j = π(i),
0̃, если j �= π(i).

Обозначим через Pern(P ) множество всех подстановочных (n×n)-матриц над P .
Матрица Jn×n размера n×n называется универсальной, если все её элемен-

ты равны единице 1̃.
Столбцовым (строчечным) пространством матрицы A называется множе-

ство всех линейных комбинаций столбцов (строк) матрицы A. Обозначим через
Column(A) (Row(A)) столбцовое (строчечное) пространство матрицы A.

Базисом пространства Column(A) (Row(A)) называется минимальное поро-
ждающее множество пространства.

Пусть A ∈ Pm×n —ненулевая матрица. Наименьшее число векторов в бази-
сах пространства Column(A) (Row(A)) называется столбцовым (строчечным)
рангом пространства и обозначается rankc(A) (rankr(A)). Столбцовый и стро-
чечный ранг нулевой матрицы равен нулю.

Мультипликативный ранг матрицы A равен наименьшему числу r =
= rankm(A), такому что A = BC, где B ∈ Pn×r и C ∈ P r×n. Мультипли-
кативный ранг нулевой матрицы равен нулю.

3. Решётки с псевдодополнениями

Пусть (P,∧,�)—полурешётка с нулём 0̃, a ∈ P .
Наибольшее решение x ∈ P уравнения a∧ x = 0̃ называется псевдодополне-

нием элемента a и обозначается a∗. Если a∗ существует, то a∧x = 0̃ равносильно
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тому, что x � a∗ для всех x ∈ P . Если для всех a ∈ P существует a∗, то говорят,
что P —полурешётка с псевдодополнениями.

Рассмотрим основные свойства псевдодополнений.

Лемма 3.1. Пусть (P,∨,∧,�)—дистрибутивная решётка с псевдодополне-
ниями, a, b ∈ P . Тогда

(a ∨ b)∗ = a∗ ∧ b∗, (a ∨ a∗)∗ = 0̃, a∗ ∨ b∗ � (a ∧ b)∗.

Доказательство. Следующие утверждения равносильны:

x � (a ∨ b)∗; (a ∨ b) ∧ x = 0̃; a ∧ x = 0̃, b ∧ x = 0̃; x � a∗ ∧ b∗.

Имеем (a ∨ a∗)∗ = a∗ ∧ a∗∗ = 0̃.
Так как (a ∧ b) ∧ (a∗ ∨ b∗) = 0̃, то (a∗ ∨ b∗) � (a ∧ b)∗.

Лемма 3.2. Пусть (P,∧,�)—полурешётка с псевдодополнениями, a, b, c ∈
∈ P . Справедливы следующие утверждения.

1. a ∧ b∗ = 0̃ равносильно тому, что a � b∗∗ или b∗ � a∗.
2. a ∧ b∗ = b ∧ a∗ = 0̃ равносильно тому, что a∗ = b∗.

Если P —решётка с псевдодополнениями и (a∧b)∗ = a∗∨b∗ для всех a, b ∈ P ,
то P назовём d-решёткой. Примерами d-решёток являются булевы решётки,
цепи с нулём и единицей, прямое произведение d-решёток. Пентагон— пример
недистрибутивной d-решётки.

4. Сечение cutz(A) матрицы A ∈ P m×n

Пусть (P,∧,∨,�)—дистрибутивная решётка с нулём 0̃ и единицей 1̃. Обо-
значим через join(P ) множество всех ∨-неразложимых элементов решётки P .

Определим функцию ϕz : P → {0̃, 1̃} равенствами

ϕz(a) =

{
1̃, если z � a,

0̃, если z �� a,

для всех a ∈ P , z ∈ join(P ).

Лемма 4.1. Пусть z ∈ join(P ) − {0̃}. Справедливы утверждения

ϕz(a ∨ b) = ϕz(a) ∨ ϕz(b), ϕz(a ∧ b) = ϕz(a) ∧ ϕz(b)

для всех a, b ∈ P .

Доказательство. Пусть ϕz(a ∨ b) = 1̃. Имеем a ∨ b � z, (a ∧ z) ∨ (b ∧ z) = z,
a ∧ z = z или b ∧ z = z. Поэтому a � z или b � z, ϕz(a) ∨ ϕz(b) = 1̃.

Пусть ϕz(a ∨ b) = 0̃. Имеем a ∨ b �� z, a �� z и b �� z. Поэтому ϕz(a) = 0̃ или
ϕz(b) = 0̃, ϕz(a) ∨ ϕz(b) = 0̃.

Значит, ϕz(a ∨ b) = ϕz(a) ∨ ϕz(b).
Аналогично ϕz(a ∧ b) = ϕz(a) ∧ ϕz(b).
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Лемма 4.2. Пусть P —дистрибутивная решётка с псевдодополнениями, z ∈
∈ join(P ) − {0̃}. Тогда ϕz(a∗) � ϕz(a)∗ для всех a ∈ P .

Доказательство. Если a ∧ x = 0̃, то ϕz(a) ∧ ϕz(x) = 0̃, ϕz(x) � ϕz(a)∗. Для
x = a∗ получаем, что ϕz(a∗) � ϕz(a)∗.

Лемма 4.3. Пусть P —булева решётка, z ∈ join(P ) − {0̃} = atom(P ). Спра-
ведливы следующие утверждения.

1. ϕz(ā ϕz(a) для всех a ∈ P .
2. ϕz(a ∧ b̄) = ϕz(a) ∧ ϕz(b) для всех a, b ∈ P .

Доказательство. Равносильны неравенства z � a и z �� ā. Если ϕz(a) = 1̃,
то z � a, z �� ā; ϕz(a) = 1̃, ϕz(ā) = 0̃; ϕz(ā) = ϕz(a).

Если ϕz(a) = 0̃, то z �� a, z � a, ϕz(a) = 0̃, ϕz(ā) = 1̃, ϕz(ā) = ϕz(a).

Сечением cutz(A) матрицы A ∈ Pm×n, где z ∈ join(P )−{0̃}, назовём матрицу

cutz(A) =
(
ϕz(aij)

)
m×n

.

Если z, u ∈ join(P ), z � u, то cutz(A) � cutu(A).

Лемма 4.4 [9]. Пусть z ∈ join(P )−{0̃}. Справедливы следующие утвержде-
ния.

1. Для всех A ∈ Pm×n, λ ∈ P

cutz(λA) = ϕz(λ)cutz(A).

2. Для всех A,B ∈ Pm×n

cutz(A + B) = cutz(A) + cutz(B).

3. Для всех A ∈ Pm×n, B ∈ Pn×k

cutz(AB) = cutz(A)cutz(B).

Пусть L(S)—подрешётка решётки P , порождённая конечным множеством S,
таким что S ⊆ P . Тогда L(S)—конечная дистрибутивная решётка.

Пусть Set(A)—множество всех элементов матрицы A, Lattice(A)—решётка,
порождённая множеством Set(A). Lattice(A)—конечная дистрибутивная решёт-

ка с единицей ‖A‖ =
m∨

i=1

n∨
j=1

aij и нулём
m∧

i=1

n∧
j=1

aij .

Теорема 4.1 [9]. Пусть A ∈ Pm×n, S —конечное множество, Set(A) ⊆ S ⊆P ,
L = L(S). Тогда

A =
∑

z∈join(L)−{0̃}
z cutz(A).

Доказательство. Из условия теоремы имеем, что

aij =
∨

z∈join(L)−{0̃},
z�aij

z, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

Отсюда получаем нужное утверждение.
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5. Полуперманенты решёточных матриц

Пусть (P,∧,∨,�)—дистрибутивная решётка, A ∈ Pn×n.
Определим перманент per(A) и полуперманенты per±1(A) матрицы

A ∈ Pn×n равенствами

per(A) =
∨

π∈Sn

a1π(1) ∧ a2π(2) ∧ . . . ∧ anπ(n),

per+(A) = per1(A) =
∨

π∈S+
n

a1π(1) ∧ a2π(2) ∧ . . . ∧ anπ(n),

per−(A) = per−1(A) =
∨

π∈S−
n

a1π(1) ∧ a2π(2) ∧ . . . ∧ anπ(n),

где S+
n —множество всех чётных подстановок и S−

n —множество всех нечётных
подстановок множества {1, . . . , n}.

Лемма 5.1. Пусть A ∈ Pn×n. Справедливы следующие утверждения.

1. per+(tA) = per+(A), per−(tA) = per−(A).
2. Пусть матрица B получена перестановкой двух столбцов (строк) матри-

цы A. Тогда

per+(B) = per−(A), per−(B) = per+(A).

3. Пусть A(k) = b + c, b, c ∈ Pn×1. Пусть матрица B получена из матри-
цы A заменой столбца A(k) на столбец b. Пусть матрица C получена из
матрицы A заменой столбца A(k) на столбец c. Тогда

per+(A) = per+(B) ∨ per+(C), per−(A) = per−(B) ∨ per−(C).

4. Пусть матрица B получена из матрицы A умножением некоторого столбца
(строки) на элемент λ. Тогда

per+(B) = λ ∧ per+(A), per−(B) = λ ∧ per−(A).

5. Для всех λ ∈ P имеем

per+(λA) = λ ∧ per+(A), per−(λA) = λ ∧ per−(A).

Доказательство. Имеем

per+(tA) =
∨

π∈S+
n

(
aπ(1)1 ∧ aπ(2)2 ∧ . . . ∧ aπ(n)n

)
=

=
∨

π−1∈S+
n

(
a1π−1(1) ∧ a2π−1(2) ∧ . . . ∧ anπ−1(n)

)
= per+(A).
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Существует транспозиция τ , такая что B(j) = A(τ(j)), j = 1, 2, . . . , n. Поэтому

per+(B) =
∨

π∈S+
n

(
a1π(τ(1)) ∧ a2π(τ(2)) ∧ . . . ∧ anπ(τ(n))

)
=

=
∨

σ∈S−
n

(
a1σ(1) ∧ a2σ(2) ∧ . . . ∧ anσ(n)

)
= per−(A).

Пусть A(i | j) получена из матрицы A удалением строки A(i) и столбца A(j).

Следствие 5.1. Для всех A ∈ Pn×n имеем

per+(A) =
n∨

r=1

air ∧ per(−1)i+r

(
A(i | r)

)
, i = 1, 2, . . . , n,

per−(A) =
n∨

r=1

air ∧ per(−1)i+r+1

(
A(i | r)

)
, i = 1, 2, . . . , n.

Теорема 5.1. Пусть A ∈ Pn×n, L = Lattice(A). Тогда

per±(A) =
∨

z∈join(L)−{0̃}
z ∧ per±

(
cutz(A)

)
.

Доказательство. Имеем

per±(A) =
∨

z∈join(L)−{0̃}
z ∧ ϕz

(
per±(A)

)
=

∨
z∈join(L)−{0̃}

z ∧ per±
(
cutz(A)

)
.

6. Определители решёточных матриц

Пусть (P,∨,∧,�)—дистрибутивная решётка с псевдодополнениями. Опре-
делим определитель (детерминант) det(A) решёточной матрицы A ∈ Pn×n фор-
мулой

det(A) = per+(A) ∧ per−(A)∗ ∨ per−(A) ∧ per+(A)∗.

Имеем

det(A) = per(A) ∧
∧ (per+(A) ∨ per+(A)∗) ∧ (per−(A) ∨ per−(A)∗) ∧ (per+(A)∗ ∨ per−(A)∗).

В частности,
det(A) � per(A).

Если P —булева решётка, то

det(A) =
(
per+(A) ∧ per−(A)

)
∨

(
per−(A) ∧ per+(A)

)
.

Рассмотрим свойства определителей.
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Теорема 6.1. Пусть A ∈ Pn×n. Тогда
1) det(A) = 0̃ равносильно тому, что per+(A)∗ = per−(A)∗;
2) det(A) = 1̃ равносильно тому, что per(A) = 1̃, per+(A)∗ ∨ per−(A)∗ = 1̃.

Доказательство. Докажем первое утверждение. Следующие равенства рав-
носильны: det(A) = 0̃; per+(A)∧per−(A)∗ = per−(A)∧per+(A)∗ = 0̃; per+(A)∗ =
= per−(A)∗.

Докажем второе утверждение. Достаточно доказать, что следующие системы
равносильны:



per+(A) ∨ per−(A) = 1̃,

per+(A) ∨ per+(A)∗ = 1̃,

per−(A) ∨ per−(A)∗ = 1̃,

per+(A)∗ ∨ per−(A)∗ = 1̃,

{
per+(A) ∨ per−(A) = 1̃,

per+(A)∗ ∨ per−(A)∗ = 1̃.

Предположим, что {
per+(A) ∨ per−(A) = 1̃,

per+(A)∗ ∨ per−(A)∗ = 1̃.

Имеем

per+(A)∗ ∨ per−(A)∗ = 1̃,

per−(A) = per−(A) ∧ (per+(A)∗ ∨ per−(A)∗) = per−(A) ∧ per+(A)∗,
per−(A) � per+(A)∗,

1̃ = per+(A) ∨ per−(A) � per+(A)∗ ∨ per+(A).

Аналогично
per−(A) ∨ per−(A)∗ = 1̃.

Если два столбца матрицы A равны, то det(A) = 0̃.

Следствие 6.1. Пусть P —булева решётка, A ∈ Pn×n. Справедливы следую-
щие утверждения.

1. det(A) = 0̃ равносильно тому, что per+(A) = per−(A).
2. det(A) = 1̃ равносильно тому, что per+(A) = per−(A).

Теорема 6.2. Пусть A ∈ Pn×n, λ ∈ P . Справедливы следующие утвержде-
ния.

1. det(A) = det(tA).
2. Пусть матрица B получена перестановкой двух столбцов матрицы A. Тогда

det(B) = det(A).
3. Пусть матрица B получена умножение некоторого столбца (строки) мат-

рицы A на элемент λ. Тогда det(B) � λ ∧ det(A).
4. det(λA) � λ ∧ det(A).
5. Если A имеет два одинаковых столбца (строки), то det(A) = 0̃.
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Доказательство. Докажем утверждение 3. Имеем

det(B) = λ ∧ per+(A) ∧ (
λ ∧ per−(A)

)∗ ∨ λ ∧ per−(A) ∧ (
λ ∧ per+(A)

)∗
.

Обозначим a = per+(A), b = per−(A). Перепишем предыдущее равенство в виде

det(A) = λ ∧ a ∧ (λ ∧ b)∗ ∨ λ ∧ b ∧ (λ ∧ a)∗.

Докажем сначала, что

λ ∧ a ∧ (λ ∧ b)∗ � λ ∧ a ∧ b∗.

Обозначим c = λ ∧ a ∧ (λ ∧ b)∗. Имеем c ∧ b = (λ ∧ b) ∧ a ∧ (λ ∧ b)∗ = 0̃, c � b∗,
c = c ∧ λ ∧ a � λ ∧ a ∧ b∗. Поэтому

λ ∧ per+(A) ∧ (
λ ∧ per−(A)

)∗ � λ ∧ per+(A) ∧ per−(A)∗.

Аналогично

λ ∧ per−(A) ∧ (
λ ∧ per+(A)

)∗ � λ ∧ per−(A) ∧ per+(A)∗.

Следовательно,
det(B) � λ ∧ det(A).

Докажем утверждение 5. Имеем

per+(A) ∧ per−(A)∗ =
∨

π∈S+
n

(
a1π(1) ∧ . . . ∧ anπ(n)

) ∧ ∧
σ∈S−

n

(
a1σ(1) ∧ . . . ∧ anσ(n)

)∗
.

Предположим, что A(i) = A(j). Пусть τ — такая транспозиция, что τ(i) = j,
τ(j) = i. Если π ∈ S+

n , то σ = τπ ∈ S−
n . Имеем

a1π(1) ∧ a2π(2) ∧ . . . ∧ anπ(n) ∧
(
a1σ(1) ∧ a2σ(2) ∧ . . . ∧ anσ(n)

)∗ =

= a1π(1) ∧ a2π(2) ∧ . . . ∧ anπ(n) ∧
(
a1π(1) ∧ a2π(2) ∧ . . . ∧ anπ(n)

)∗ = 0̃.

Поэтому per+(A) ∧ per−(A)∗ = 0̃.
Аналогично per−(A) ∧ per+(A)∗ = 0̃.

Теорема 6.3. Пусть P —дистрибутивная d-решётка, A ∈ Pn×n, λ ∈ P . Спра-
ведливы следующие утверждения.

1. Пусть матрица B получена умножение некоторого столбца (строки) мат-
рицы A на элемент λ. Тогда det(B) = λ ∧ det(A).

2. det(λA) = λ ∧ det(A).

Доказательство. Докажем утверждение 1. Имеем

det(B) = λ ∧ per+(A) ∧ (
λ ∧ per−(A)

)∗ ∨ λ ∧ per−(A) ∧ (
λ ∧ per+(A)

)∗ =
= λ ∧ per+(A) ∧ (λ∗ ∨ per−(A)∗) ∨ λ ∧ per−(A) ∧ (λ∗ ∨ per+(A)∗) =
= λ ∧ per+(A) ∧ per−(A)∗ ∨ λ ∧ per−(A) ∧ per+(A)∗ = λ ∧ det(A).

Утверждение 2 доказывается аналогично.
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Теорема 6.4. Пусть P —дистрибутивная d-решётка, столбцы v1, v2, . . . , vk

принадлежат Pn×1. Если

A(j) =
k∑

r=1

λrjvr, j = 1, 2, . . . , n,

где λrj ∈ P , то

det(A) �
∨

(i1,i2,...,in)∈I

(λi11 ∧ λi22 ∧ . . . ∧ λinn) ∧ det[vi1 , vi2 , . . . , vin
],

где I = {1, 2, . . . , k}n.

Доказательство. Имеем

per+(A) ∧ per−(A)∗ =

=
( ∨

(i1,i2,...,in)∈I

(λi11 ∧ λi22 ∧ . . . ∧ λinn) ∧ per+[vi1 , vi2 , . . . , vin
]
)
∧

∧ (
(λi11 ∧ λi22 ∧ . . . ∧ λinn)∗ ∨ per−[vi1 , vi2 , . . . , vin

]∗
) ∧

∧
∧

(j1,j2,...,jn) �=(i1,i2,...,in)

(
(λj11 ∧ λj22 ∧ . . . ∧ λjnn)∗ ∨ per−[vj1 , vj2 , . . . , vjn

]∗
)

�

�
∨

(i1,...,in)∈I

(λi11 ∧ . . . ∧ λinn) ∧ per+[vi1 , . . . , vin
] ∧ per−[vi1 , . . . , vin

]∗ =

=
∨

(i1,i2,...,in)∈I

(λi11 ∧ λi22 ∧ . . . ∧ λinn) ∧ det[vi1 , vi2 , . . . , vin
].

Аналогично

per−(A) ∧ per+(A)∗ �
∨

(i1,...,in)∈I

(λi11 ∧ . . . ∧ λinn) ∧ det[vi1 , . . . , vin
].

Следствие 6.2. Пусть P —дистрибутивная d-решётка, A ∈ Pn×n. Справед-
ливы следующие утверждения.

1. Если rankm(A) < n, то det(A) = 0̃.
2. Если det(A) �= 0̃, то rankm(A) = n.

Доказательство. Обозначим k = rankm(A).
Существуют столбцы v1, v2, . . . , vk ∈ Pm×1, линейная оболочка которых со-

держит все столбцы матрицы A. Имеем, что

A(j) =
k∑

r=1

λrjvr, j = 1, 2, . . . , n.

Для любых индексов (i1, . . . , in) два столбца матрицы [vi1 , . . . , vin
] равны. По-

этому det[vi1 , vi2 , . . . , vin
] = 0̃. По теореме 6.4 получаем, что det(A) = 0̃.
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Из следствия 6.2, теоремы 6.1 и следствия 6.1 получаем следствие 6.3.

Следствие 6.3. Пусть A ∈ Pn×n, rankm(A) < n. Справедливы следующие
утверждения.

1. per+(A)∗ = per−(A)∗.
2. Если P —булева решётка, то per+(A) = per−(A).

Следствие 6.4. Пусть A ∈ Pn×n. Если det(A) > 0̃, то

rankm(A) = rankc(A) = rankr(A) = n.

Если det(A) > 0̃, то множество столбцов (строк) матрицы A образует базис
пространства Column(A) (Row(A)).

Теорема 6.5. Пусть A ∈ Pn×n, S —конечное множество, такое что Set(A) ⊆
⊆ S ⊆ P , L = L(S). Тогда

det(A) �
∨

z∈join(L)−{0̃}
z ∧ det

(
cutz(A)

)
.

Доказательство. Из леммы 4.2 следует, что

ϕz

(
det(A)

)
�

� per+
(
cutz(A)

) ∧ per−
(
cutz(A)

)∗ ∨ per−
(
cutz(A)

) ∧ per+
(
cutz(A)

)∗ =

= det
(
cutz(A)

)
.

Поэтому

det(A) =
∨

z∈join(L)−{0̃}
z ∧ ϕz

(
det(A)

)
�

∨
z∈join(L)−{0̃}

z ∧ det
(
cutz(A)

)
.

7. Определители булевых матриц

Пусть (P,∧,∨,�)—булева решётка.

Лемма 7.1. Пусть A ∈ Pn×n, S —конечное множество, такое что
Set(A) ⊆ S ⊆ P , L = L(S). Тогда

det(A) =
∨

z∈atom(L)

z ∧ det
(
cutz(A)

)
.

Доказательство. Докажем, что ϕz

(
det(A)

)
= det

(
cutz(A)

)
. Из леммы 4.3

получаем, что

ϕz

(
det(A)

)
= ϕz

(
per+(A) ∧ per−(A) ∨ per−(A) ∧ per+(A)

)
=

= per+
(
cutz(A)

) ∧ per−
(
cutz(A)

) ∨ per−
(
cutz(A)

) ∧ per+
(
cutz(A)

)
=

= det
(
cutz(A)

)
.
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Пусть A ∈ Pn×n, M(π) ∈ Pern(P ). Подстановочная матрица M(π) называ-
ется изолированной в матрице A, если M(π) � A и никакая подматрица J2×2

матрицы A не содержит двух единиц 1̃ матрицы M(π).

Лемма 7.2 [8]. Пусть A,B,C ∈ Pn×n, A = BC. Если матрица E = En×n

является изолированной в матрице A, то существует подстановочная матрица
M(π) ∈ Pern(P ), такая что M(π) � B и M(π−1) � C.

Лемма 7.3. Пусть P = {0̃, 1̃}. Справедливы следующие утверждения.
1. Пусть A ∈ Pn×n. Определитель det(A) равен 1̃ тогда и только тогда, когда

A содержит только чётные или только нечётные подстановочные матрицы.
2. det(AB) � det(A) ∧ det(B) для любых матриц A,B ∈ Pn×n.

Доказательство. 1. Определитель det(A) равен 1̃ тогда и только тогда, когда
per+(A) = per−(A).

Если per+(A) = 1̃, то per−(A) = 0̃ и A содержит только чётные подстано-
вочные матрицы.

Если per+(A) = 0̃, то per−(A) = 1̃ и A содержит только нечётные подстано-
вочные матрицы.

2. Предположим, что det(AB) = 1̃, det(A) ∧ det(B) = 0̃.
Если det(AB) = 1̃, то существует матрица M(σ) ∈ Pern(P ), изолированная

в матрице A. Тогда существует подстановочная матрица M(π) ∈ Pern(P ), такая
что M(π) � A и M(π−1) � B.

Пусть det(A) = 0̃. Тогда A содержит чётные и нечётные подстановочные
матрицы. Поэтому AB содержит чётные и нечётные подстановочные матрицы.
Имеем, что det(AB) = 0̃, — противоречие.

Если det(AB) = 1̃, то det(A)∧det(B) = 1̃. Это доказывает утверждение 2.

Теорема 7.1 [3,5,14]. Пусть A,B ∈ Pn×n. Тогда det(AB) � det(A)∧det(B).

Доказательство. Обозначим L = L
(
Set(A) ∪ Set(B)

)
. Из лемм 7.1 и 7.3

следует, что

det(A) ∧ det(B) =

=
( ∨

z∈atom(L)

z ∧ det
(
cutz(A)

)) ∧
( ∨

z∈atom(L)

z ∧ det
(
cutz(B)

))
=

=
∨

z∈atom(L)

z ∧
(
det

(
cutz(A)

) ∧ det
(
cutz(B)

))
�

�
∨

z∈atom(L)

z ∧ det
(
cutz(AB)

)
= det(AB).

Следствие 7.1. Пусть Gr—подгруппа полугруппы Pn×n с единицей E. Тогда
det(A) = det(E) для всех A ∈ Gr.

Доказательство. Имеем

det(E) = det(AA−1) � det(A) ∧ det(A−1) � det(A).
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С другой стороны,

det(A) = det(AE) � det(A) ∧ det(E) � det(E).

В частности, если матрица A обратима, то det(A) = 1̃.
Обозначим через ind(A) наименьшее натуральное число, такое что Aind(A) =

= Aind(A)+d для некоторого d > 0̃. Пусть peri(A)—наименьшее натуральное
число, такое что Aind(A) = Aind(A)+peri(A). Из теории полугрупп известно, что
множество

Gr(A) =
{
Aind(A), Aind(A)+1, . . . , Aind(A)+peri(A)−1

}
есть циклическая группа относительно умножения.

Следствие 7.2. Пусть A ∈ Pn×n. Справедливы следующие утверждения.

1. Если

B ∈ Gr(A) =
{
Aind(A), Aind(A)+1, . . . , Aind(A)+peri(A)−1

}
,

то
det(B) = det

(
Aind(A)

)
.

2. Для всех матриц A ∈ Pn×n

det(A) � det(A2) � . . . � det
(
Aind(A)

)
= det

(
Aind(A)+1

)
= . . . .

Следствие 7.3. Пусть A,B ∈ Pn×n. Если A = UBT и B = V AW для
некоторых матриц T, U, V, W ∈ Pn×n, то det(A) = det(B).

Доказательство. Имеем, что det(A) = det(UBT ) � det(B), det(B) =
= det(V AW ) � det(A).

8. Детерминантный ранг матрицы

Пусть (P,∧,∨,�)—дистрибутивная решётка с псевдодополнениями.
Перманентным рангом ненулевой матрицы A ∈ Pm×n называется наимень-

шее натуральное число k = rankp(A), для которого существует такая (k×k)-под-
матрица B матрицы A, что per(B) �= 0̃. Перманентный ранг нулевой матрицы
равен нулю.

Детерминантным рангом ненулевой матрицы A ∈ Pm×n называется наи-
меньшее натуральное число k = rankd(A), для которого существует такая
(k×k)-подматрица B матрицы A, что det(B) �= 0̃. Детерминантный ранг нулевой
матрицы равен нулю.

Если B —подматрица матрицы A, то rankd(B) � rankd(A).
Пример 8.1. Пусть P = {0̃, 1̃}. Детерминантный ранг ненулевой матрицы

A ∈ Pm×n —наименьшее натуральное число k, для которого существует такая
(k × k)-подматрица B матрицы A, что B содержит только чётные или только
нечётные подстановочные матрицы.



Теория определителей решёточных матриц 99

Рассмотрим свойства детерминантного ранга.

Теорема 8.1. Пусть P —дистрибутивная d-решётка, A ∈ Pm×n. Если суще-
ствует такая (k × k)-подматрица B матрицы A, что det(B) �= 0̃, и det(C) = 0̃
для всех

(
(k + 1) × (k + 1)

)
-подматриц C матрицы A, то rankd(A) = k.

Доказательство. Справедливо равенство per+(C)∗ = per−(C)∗. Пусть D —(
(k + 2) × (k + 2)

)
-подматрица матрицы A. Раскладывая per+(D) по первой

строке, получаем

per+(D)∗ =
k+2∧
r=1

(
d∗1r ∨per+

(
D(1 | r)

)∗) =
k+2∧
r=1

(
d∗1r ∨per−

(
D(1 | r)

)∗) = per−(D)∗.

Поэтому det(C) = 0̃. Отсюда следует, что det(D) = 0̃ для всех (r × r)-подмат-
риц D матрицы A, где r > k.

Следствие 8.1. Пусть x ∈ Pn×1, b ∈ Pm×1. Если система линейных
уравнений Ax = b совместна, то rankd(A) = rankd(A, b), где (A, b) =
=

[
A(1), A(2), . . . , A(n), b

]
.

Следующая теорема даёт верхние оценки для числа rankd(A).

Теорема 8.2. Пусть A ∈ Pm×n. Справедливы следующие утверждения.

1. rankd(A) � rankp(A).
2. rankd(A) � rankm(A).

Доказательство. 1. Для всех матриц B ∈ P k×k справедливо неравенство
det(B) � per(B). Поэтому rankd(A) � rankp(A).

2. Пусть k = rankd(A), B — такая (k × k)-подматрица матрицы A, что
det(B) �= 0̃. Из второго утверждения следствия 6.2 получаем, что

rankd(B) = k = rankm(B) � rankm(A).

Для всех D ∈ Pm×n, M ⊆ {1, 2, . . . ,m}, N ⊆ {1, 2, . . . , n} обозначим через
D(M,N) подматрицу, полученную из матрицы D удалением всех строк D(i),
i /∈ M , и удалением всех столбцов D(j), j /∈ N .

Теорема 8.3. Пусть P —булева решётка, B ∈ Pm×l, C ∈ P l×n. Тогда

rankd(BC) � min{rankd(B), rankd(C)}.
Доказательство. Обозначим k = rankd(B). Для любых множеств M ⊆

⊆ {1, 2, . . . ,m}, N ⊆ {1, 2, . . . , n}, таких что |M | = |N | = k + 1, определена
матрица A = (BC)(M,N). Имеем

A = B(M, {1, 2, . . . , l})C({1, 2, . . . , l}, N).

Пусть D = B(M, {1, 2, . . . , l}), C({1, 2, . . . , l}, N) = (cij)l×n. Тогда

A(j) =
l∑

s=1

csjD
(s), j = 1, 2, . . . , k + 1.
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По теореме 6.5 получаем, что

det(A) �
∨

(i1,i2,...,ik+1)∈I

(ci11∧ci22∧. . .∧cik+1k+1)∧det
([

D(i1), D(i2), . . . , D(ik+1)
])

,

где I = {1, 2, . . . , l}n. Из равенства k = rankd(B) следует, что

det
([

D(i1), . . . , D(ik+1)
])

= 0̃.

Поэтому det(A) = 0̃ и rankd(BC) � k = rankd(B).
Аналогично rankd(BC) � rankd(A).

Следствие 8.2. Пусть P —булева решётка, A, B —решёточные матрицы
над P . Если A = UBT и B = V AW для некоторых решёточных матриц T ,
U , V , W , то

rankd(A) = rankd(B).

Доказательство. Имеем, что

rankd(A) = rankd(UBT ) � rankd(B),
rankd(B) = rankd(V AW ) � rankd(A).

Литература

[1] Аранович Б. И. Использование матричных методов в проблемах анализа релей-
но-контактных сетей // Автоматика и телемеханика. — 1949. — Т. 10. — С. 437—451.

[2] Поплавский В. Б. Объёмы и определители степеней транзитивных и рефлексив-
ных булевых отношений на конечном множестве // Изв. Тульск. гос. ун-та. Сер.
Математика. Механика. Информатика. — 2004. — Т. 10, № 1. — С. 134—141.

[3] Поплавский В. Б. Определители степеней булевых матриц // Чебышёвский сб. —
2004. — Т. 5, № 3 (11). — С. 98—111.

[4] Поплавский В. Б. Ориентированные определители произведения булевых матриц //
Математика. Механика. Вып. 6. —Изд-во Саратовск. ун-та, 2004. — С. 111—114.

[5] Поплавский В. Б. О разложении определителей булевых матриц // Фундамент. и
прикл. мат. — 2007. — Т. 13, вып. 4. — С. 199—223.

[6] Поплавский В. Б. О рангах, классах Грина и теории определителей булевых мат-
риц // Дискрет. мат. — 2008. — Т. 20, № 4. — С. 42—60.

[7] Соколов О. Б. Применение булевых определителей к анализу логических мно-
гополюсников // Учёные записки Казанск. гос. ун-та. — 1963. — Т. 123, № 6. —
С. 155—164.

[8] De Caen D., Gregory D. A. Primes in the semigroup of Boolean matrices // Linear
Algebra Appl. — 1981. —Vol. 37. — P. 119—134.

[9] Chechlarova K. Powers of matrices over distributive lattices. A review // Fuzzy Sets
Systems. — 2003. —Vol. 138. — P. 627—641.

[10] Chesley D. S., Bevis J. H. Determinants for matrices over lattices // Proc. Royal Soc.
Edinburgh. — 1969. —Vol. 68. — P. 138—144.

[11] Grätzer G. General Lattice Theory. — Berlin: Akademie, 1978.



Теория определителей решёточных матриц 101
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