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Аннотация

В данной статье изучаются свойства алгоритма Видемана—Копперсмита. В част-
ности, для случая симметричной системы линейных уравнений из приближений фор-
мального ряда, которые строятся в этом алгоритме в шагах с нечётными номерами,
построен ортогональный базис пространства Крылова. Предложены модификации ал-
горитма, использующие описанные свойства.

Abstract

M. A. Cherepniov, A connection of series approximations and the basis of the Krylov
space in block algorithms of Coppersmith and Montgomery, Fundamentalnaya i priklad-
naya matematika, vol. 17 (2011/2012), no. 5, pp. 211—223.

In this paper, some properties of the Wiedemann—Coppersmith algorithm are studied.
In particular, when the matrix of a linear system is symmetric, an orthogonal basis of
the Krylov space is constructed with the help of approximations of formal series from odd
steps of this algorithm. We propose some modifications that use the described properties.

В настоящее время для решения больших разреженных систем линейных
уравнений над полем из двух элементов чаще всего используются блочные ал-
горитмы Монтгомери и Видемана—Копперсмита.

Первоначальная последовательная версия алгоритма Видемана—Копперсми-
та была ускорена в работе [12] ценой увеличения объёма используемой опера-
тивной памяти, что на практике (см. [10]) ограничивает возможности выбора
параметров, обеспечивающих быстрейшее выполнение всего алгоритма.

В данной статье сделана попытка выявить некоторые общие принципы, по
которым работают алгоритмы Монтгомери и Видемана—Копперсмита. Представ-
ляется, что это поможет воспользоваться преимуществами каждого из них.

Заметим, что в алгоритме Видемана—Копперсмита, как и в алгоритмах Лан-
цоша и Монтгомери, решение находится через его координаты в пространстве
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Крылова. Нетрудно заметить, что коэффициенты решения в пространстве Кры-
лова ищутся как коэффициенты некоторого достаточно хорошего приближе-
ния ряда по положительным степеням некоторой формальной переменной. Их
можно искать, последовательно наращивая порядок приближения, как это сде-
лано Копперсмитом в [6], или при помощи сравнительно небольшого количе-
ства приближений с порядками, равными степеням двойки, как предлагает-
ся в [5, 7]. Отметим, что в этих работах строится базис всех приближений
при помощи асимптотически более быстрого алгоритма с количеством опера-
ций O(N log2 N log log N) против O(N2) у Копперсмита. Однако константа в O
в первой оценке достаточно большая, кроме того, она плохо зависит от так на-
зываемого блочного фактора, ускоряющего весь алгоритм при использовании
параллельных вычислений. Для постановки последнего рекорда разложения
чисел RSA на множители (12 декабря 2009 года разложено число RSA-768,
содержащее 232 десятичные цифры, или 768 бит) была взята процедура, ана-
логичная процедуре в исходной версии Копперсмита, но строящая только «хо-
рошие» приближения, степени которых равны степеням двойки. Слабым звеном
обоих подходов является необходимость использования плохо параллелизуемого
алгоритма умножения матричных полиномов [6,8], который, кроме того, требует
увеличения используемой оперативной памяти.

Ещё одно важное замечание состоит в том, что во всех этих алгоритмах,
кроме алгоритма Монтгомери, дважды последовательно строятся блоки AiY ,
A ∈ FN×N , Y ∈ Fn×N , F = GF (2), i = 0, . . . ,≈ 2N/n, в то время как умноже-
ние на матрицу A— трудоёмкая операция.

1. Блочный фактор

Применение блочного фактора, т. е. замены числа используемых столбцов n
на n1 = ns, для алгоритмов типа Видемана—Копперсмита весьма эффективно,
так как позволяет при помощи распараллеливания в s раз уменьшить время на
построение AiY .

Важно отметить, что алгоритм умножения матричных полиномов, приме-
нявшийся при постановке последнего рекорда, потребовал дополнительного, по
сравнению с оригинальной версией Копперсмита, объёма оперативной памяти
(всего около 1 ТБ при s = 8). Таким образом, ограничения оперативной памяти
используемого кластера не позволили взять большее значение блочного фактора
для уменьшения времени работы программы в целом.

2. Сведение к симметричному случаю

Для того чтобы свести нахождение решения линейной, вообще говоря несим-
метричной, системы AX = 0 к симметричному случаю, вместо матрицы A рас-
сматривают матрицу ATA. В этом случае используемые в ланцошеподобных
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алгоритмах последовательные произведения AiB для некоторого начального
вектора или блока векторов B превращаются в (ATA)iB. Выясним, насколь-
ко такое вычисление сложнее.

Поскольку матрица A занимает большой объём оперативной памяти, её ре-
жут на вертикальные блоки

A = (A1 ‖ A2 ‖ . . . ‖ Ak)

и хранят на разных кусках оперативной памяти.

Пусть на j-м процессоре хранится Aj , а также j-й кусок предыдущих ре-
зультатов, необходимых для текущих вычислений, т. е.

(ATA)iB =




Vi1

Vi2

. . .
Vik


 ,

где часть Vij блока Vi = (ATA)iB также лежит на вычислительном узле c но-
мером j, j = 1, . . . , k. Несложно понять, что операции вычисления «скалярных»
произведений V T

i Vi и умножения блока на «маленькую» матрицу Vig при такой
схеме хранения являются практически идеальными с точки зрения параллель-
ных свойств и требуют минимальных обменов данными между вычислительны-
ми узлами.

Величина AjVij —блок размера N×n, который вычисляется на вычислитель-
ном узле с номером j, на котором хранится соответствующая часть Vij блока Vi

и часть Aj матрицы A. Вычисление суммы AVi =
k∑

j=1

AjVij формально требует

полного обмена всеми AjVij . Чтобы этого добиться, воспользуемся алгоритмом
односторонней «циклической пересылки» [4]. Время на передачу данных при
этом алгоритме является постоянной величиной, не зависящей от числа k вы-
числительных узлов. Кстати, если разделить хранимые на каждом узле векторы
пополам и верхнюю часть циклически складывать в одну сторону, а нижнюю—
в другую, то, поскольку современные коммутационные сети встречный поток
данных обрабатывают параллельно, т. е. без дополнительных затрат по време-
ни, общее время при такой двусторонней пересылке сократится вдвое. Результат
вычисления AVi на узле j умножается на AT

j , затем можно переходить к сле-
дующей итерации. Как мы видим, наличие дополнительного умножения на AT

увеличивает примерно в два раза время на счёт, но не увеличивает время на
пересылки, которое, как правило, является определяющим. Требования к опера-
тивной памяти не меняются. Кроме того, время на счёт может быть уменьшено
в разы путём дополнительного увеличения параметра k (числа вычислитель-
ных узлов), поскольку алгоритм циклической пересылки при этом не потребует
дополнительного времени.
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3. Быстрые алгоритмы построения приближений

В последнее время появилось несколько алгоритмов, которые строят прибли-
жения, удовлетворяющие нужным свойствам (например, невырожденны в неко-
тором смысле), к формальным рядам рекурсивно [5,7,12]. Суть их в следующем.
Пусть имеется приближение G1(λ) ∈ Fm×m[λ] порядка d к формальному ряду
α(λ) ∈ F l×m[[λ]]:

α(λ)G1(λ) = O(λd).

Пусть также построено приближение G2 порядка d к ряду α(λ)G1(λ)/λd

и оба эти приближения удовлетворяют некоторым нужным для алгоритма
свойствам. Тогда в ряде случаев удаётся доказать, что произведение мат-
риц G1 · G2, являющееся, очевидно, приближением порядка 2d, удовлетворя-
ет тем же свойствам. Таким образом, задача построения приближения доста-
точно большого порядка 2k сводится к построению двух приближений поряд-
ка 2k−1 и умножению матричных полиномов. Степени этих полиномов в рас-
сматриваемых случаях не превосходят порядка соответствующего приближе-
ния и в среднем по столбцам равны его половине (см., например, [6]). От-
метим, что для вычисления матрицы G2 необходимо, чтобы матрица G1 уже
была вычислена, поэтому данные вычисления не являются параллельными.
Легко понять, что для вычисления приближения порядка 2k этим алгорит-
мом нам придётся вычислить 2i приближений порядка 2k−i, i = 0, 1, . . . , k.
Общее число необходимых приближений становится в два раза больше их
числа при последовательном построении, однако непосредственно строятся
только 2k приближений первой степени. Построение каждого из остальных
сводится к одному умножению матричных полиномов, при этом общее чис-
ло операций в поле коэффициентов рассматриваемых многочленов оценива-
ется величиной O(2k · kc), где c—некоторая небольшая абсолютная констан-
та.

Однако для работы с матричными многочленами высокой степени тре-
буется большая оперативная память, которая значительно возрастает из-за
необходимости применения быстрых алгоритмов умножения матричных по-
линомов на одном кластере, что становится критическим для современной
техники. Этот дополнительный рост выражается в некотором логарифмиче-
ском множителе к объёму оперативной памяти, необходимой для хранения
рассматриваемых многочленов. Этого нет при использовании последователь-
ных алгоритмов. Сложность этих алгоритмов несколько выше и составляет
O(22k), однако она может быть уменьшена оптимизацией последовательных
шагов.

Как мы указывали выше, в алгоритме Видемана—Копперсмита фактически
приходится дважды вычислять ряд. В данной статье предложено экономичное
решение путём указанного увеличения количества шагов в последовательном
алгоритме построения приближений, которое может быть компенсировано упро-
щением каждого из них.
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4. Связь между приближениями рядов
по положительным и отрицательным
степеням переменной

Пусть

α(λ) =
∞∑

i=0

αiλ
i ∈ Fn×n[[λ]].

Рассмотрим преобразование «точка» (иногда его называют «зеркало»), которое
действует на формальные ряды по правилу

α̇(λ) = α(λ−1),

а на многочлены фиксированной степени t следующим образом (см. также опе-
рацию rev в [6]):

Q̇ = Q̇(λ) = λtQ(λ−1).

Рассмотрим приближения типа Паде к ряду по положительным степеням:

α(λ)Q(t)(λ) + P (t)(λ) =
∞∑

i=2t+1

ρ
(t)
i λi,

Q(t)(λ) ∈ Fn×2n[λ], P (t)(λ) ∈ Fn×2n[λ], deg Q(t),deg P (t) � t.

В некоторых работах (см., например, [5, 7]) приняты несколько другие обозна-
чения:

(α(λ) ‖ In)
(

Q(t)

P (t)

)
= O(λ2t+1)

(In — единичная матрица размера n), что будем обозначать как ord+ G(t) �2t+1,
где

G(t) =
(

Q(t)

P (t)

)
.

Матрицу Q(t) будем называть верхней частью G(t).
Нетрудно понять, что Q̇(t), Ṗ (t) будут матричными приближениями типа

Паде к соответствующему ряду по отрицательным степеням переменной:

α̇(λ)Q̇(t)(λ) + Ṗ (t)(λ) =
∞∑

i=t+1

ρ
(t)
i λ−i,

или

(α̇(λ) ‖ In)
(

Q̇(t)

Ṗ (t)

)
= O(λ−(t+1)),

что будем обозначать как ord− Ġ(t) � t + 1, где

Ġ(t) =
(

Q̇(t)

Ṗ (t)

)
.
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По построению для произвольного матричного многочлена подходящего раз-

мера deg G = deg Ġ, ˙̇G = G, ord+ Ġ = ord− G + deg G, или ord+ Ġ − 2 deg Ġ =
= ord− Ġ− deg G = c(G). Значит, приближения Паде при преобразовании «точ-
ка» переходят в приближения Паде, а свойство c(G) � 1 является для них
характеристическим.

Отметим здесь для дальнейшего, что если

α̇(λ)Q̃(t)(λ) + P̃ (t)(λ) =
∞∑

i=t+1−δ

ρ̃
(t)
i λ−i, δ ∈ {0, 1, . . . , t}, deg Q̃(t),deg P̃ (t) = t,

то

α(λ) ˙̃Q(t)(λ) + ˙̃P (t)(λ) =
∞∑

i=2t+1−δ

ρ̃
(t)
i λi,

или

ord+ ˙̃G(t) = ord+

(
˙̃Q(t)

˙̃P (t)

)
� 2t + 1 − δ.

При этом если при 2t � δ свободный член многочлена ˙̃Q(t) равен нулю, то и

свободный член многочлена ˙̃P (t) тоже равен нулю.

Таким образом, ord+ λδ ˙̃G(t)(λ) � 2t + 1 и δ младших коэффициентов это-
го матричного многочлена равны нулю. Приближения, обладающие этим свой-
ством, очевидно, образуют линейное подпространство над F [λ].

Как уже отмечалось, мы рассматриваем в данной работе только симметрич-
ный случай: A = AT.

Определим для произвольного многочлена

Q(λ) =
deg Q∑
i=0

λiQi ∈ Fn×2n[λ],

матрицы A ∈ FN×N и начального блока B ∈ FN×2n блоки векторов Q(A,B)−

и Q(A,B)+ по следующим формулам:

Q(A,B)− =
deg Q∑
i=0

AiBQi, (1)

Q(A,B)+ =
deg Q∑
i=0

Adeg Q−iBQi = Q̇(A,B)−. (2)

Отметим сразу, что если рассматривать многочлен Q как многочлен степени
deg Q+1 с нулевым старшим коэффициентом, то определяемый блок получится
из предыдущего умножением слева на A, т. е. данное определение зависит от
формальной степени многочлена, под которой мы в дальнейшем, если это не
ясно из контекста, будем понимать степень ненулевого монома максимальной
степени данного многочлена, добавляя в случае необходимости рассмотрения
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многочлена как многочлена большей степени явно указанные нулевые мономы
больших степеней.

Важно отметить, что если B ∈ FN×n, Q(i)(λ) ∈ Fn×n[λ], deg Q(i)(λ) = i и
свободные члены этих многочленов являются невырожденными матрицами, то
имеет место равенство линейных пространств над F :

〈AiB, i = 0, . . . , t〉 = 〈Q(i)(A,B)+, i = 0, . . . , t〉.
Определим скалярное произведение (Q1, Q2)+ матричных полиномов

Q1(λ), Q2(λ) ∈ Fn×2n[λ] как коэффициент при λdeg Q1+deg Q2+1 в ряде

QT
1 (λ)α(λ)Q2(λ).

Легко убедиться, что это скалярное произведение совпадает с коэффициентом
при λ−1 в ряде

Q̇T
1 (λ)α̇(λ)Q̇2(λ),

т. е. со скалярным произведением (Q̇1, Q̇2)−, определённым в [2] и линейным
по обоим аргументам. Нетрудно понять, что преобразование «точка» сохраняет
произведение,

˙(Q1Q2) = Q̇1Q̇2,

и
˙(Q1 + Q2) = Q̇1 ⊕ Q̇2,

где ⊕ означает сложение полиномов путём сложения коэффициентов при стар-
ших степенях, затем при степенях, на единицу меньших, и т. д. с присвоением
формальной степени суммы максимума формальных степеней слагаемых. По-
этому в силу (2) определённое нами скалярное произведение (Q1, Q2)+ будет
линейным относительно операции ⊕. Поскольку, как было доказано в [2],(

Q̇1(λ), Q̇2(λ)
)− = (Q̇1(A,B)−)TAQ̇2(A,B)−,

то(
Q1(λ), Q2(λ)

)+ =
(
Q̇1(λ), Q̇2(λ)

)− =

= (Q̇1(A,B)−)TAQ̇2(A,B)− = (Q1(A,B)+)TAQ2(A,B)+.

5. Последовательный алгоритм

Покажем, как при помощи скалярного произведения матричных полиномов
можно последовательно строить решение разреженной симметричной системы
линейных уравнений при использовании техники [6]. В этой статье приближе-
ния G(i)(λ) ∈ F 2n×2n[λ] ряда (α(λ) ‖ In) ∈ Fn×2n[[λ]] строятся последовательно.

Столбцы матрицы

G(1)(λ) =
(

In On

α0 λIn

)
, (3)
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очевидно, образуют базис приближений порядка 1. Пусть для некоторого i

(α(λ) ‖ In)G(i)(λ) = Ciλ
i
(
1 + O(λ)

)
, Ci ∈ Fn×2n, (4)

и столбцы матрицы G(i)(λ) образуют базис всех приближений порядка i. Выби-
рается невырожденная матрица τi, при которой Ciτi имеет нижнетреугольный
вид; число нулевых столбцов в ней обозначим ni. Тогда

G(i+1)(λ) = G(i)(λ)τi

(
λI2n−ni

O
O Ini

)
.

Поскольку линейное пространство приближений порядка i+1 вложено в ли-
нейное пространство приближений порядка i, порождённое столбцами G(i)(λ)τi,
то из (4) следует, что столбцы G(i+1)(λ) образуют базис приближений порядка
i + 1.

Если обозначить

G(i)(λ) =
(

Q(i)(λ)
P (i)(λ)

)
, Q(i)(λ), P (i)(λ) ∈ Fn×2n[λ],

то по построению deg Q(i)(λ) � i − 1 и

Q(i+1)(λ) = λQ(i)(λ)τi1 + Q(i)(λ)τi2 = λQ(i)(λ)τi1 ⊕
(
Q(i)(λ)τi2 + O2nλdeg Q(i)+1

)
для некоторых матриц τi1, τi2 ∈ F 2n×2n, где O2n ∈ Fn×2n —нулевая матрица.
Поэтому

Q(i+1)(A,B)+ = Q(i)(A,B)+τi1 + AQ(i)(A,B)+τi2.

Поскольку deg Q(i)(λ) = i − 1, то скалярное произведение(
Q(1)(A,B)+

)T
AQ(i+1)(A,B)+ =

(
Q(1)(λ), Q(i+1)(λ)

)+ = Q
(1)
0

T
Ci+1 =

(
Ci+1

On

)
(5)

с учётом предыдущего равенства позволяет вычислить сам коэффициент Ci+1,
а также

Q(i+1)(A,B)+, AQ(i+1)(A,B)+, . . . , Ak−1Q(i+1)(A,B)+

непосредственно из блоков

Q(i)(A,B)+, AQ(i)(A,B)+, A2Q(i)(A,B)+, . . . , AkQ(i)(A,B)+

без использования коэффициентов ряда α(λ), которые в данной версии вычис-
лять не нужно. Таким образом, в шаге алгоритма используется только одно
умножение на матрицу A блока Ak−1Q(i+1)(A,B)+ ∈ FN×2n для получения
очередной последовательности блоков

Q(i+1)(A,B)+, AQ(i+1)(A,B)+, . . . , AkQ(i+1)(A,B)+.

Для построения всего пространства Крылова в виде описанных выше блоков
нам необходимо построить последовательность приближений

˜̃G
(r)

(λ) =


 ˜̃Q

(r)

(λ)
˜̃P

(r)

(λ)


 ∈ F 2n×n[λ], deg ˜̃G

(r)

= r, r = 0, 1, . . . ,≈ N

n
, (6)
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верхняя часть свободных членов которых представляет невырожденные мат-
рицы. Для этого будем использовать приближения G(2r+1)(λ), построенные
в шагах с нечётными номерами, над которыми будем производить следующие
преобразования.

Пусть d(j, 2r + 1)— степень j-го столбца G(2r+1)(λ) как матричного много-
члена.

Шаг 1. Рассмотрим столбцы, для степеней которых выполняется неравенство
d(j, 2r + 1) � r. Если верхние части их свободных членов образуют матрицу

ранга n, то ˜̃G(r)(λ) можно составить из тех из них, верхние части свободных
членов которых линейно независимы.

Шаг 2. В противном случае рассмотрим линейное подпространство над F [λ]
относительно обычного сложения столбцов, для которых d(j, 2r + 1) � r + 1
и верхние части свободных членов которых нулевые. Поскольку эти столбцы
являются приближениями, их свободные члены полностью нулевые. В это про-
странство войдут умноженные на λ столбцы, выбранные на первом шаге. Если
они не являются базисом всего рассматриваемого подпространства, выберем
в нём столбцы, образующие базис дополнения. Разделив эти столбцы на λ, по-
лучим столбцы степени r порядка 2r. Дополним ими столбцы, выбранные на

первом шаге. Если число выбранных столбцов равно n, мы нашли ˜̃G
(r)

(λ).
Шаг 3. Если на втором шаге набрать нужные столбцы не удалось, аналогично

рассматриваем столбцы с условием d(j, 2r +1) � r +2 и верхними частями двух
младших коэффициентов, равными нулю, и т. д.

Обозначим число необходимых итераций v(r) и рассмотрим его как случай-
ную величину, зависящую от матричных коэффициентов используемых здесь
приближений, которые будем считать независимыми случайными величинами.

Теорема. Математическое ожидание v(r) не превосходит 1,76. При
log2(N/n) > 10 с вероятностью 0,99 max

s
v(s) � 4 log2(N/n).

Доказательство. В работе [2] было показано, как построить приближения
Q̃(s)(λ) ∈ Fn×n[λ], deg Q̃(s) = s, с невырожденными старшими коэффициентами

Q̃
(s)
s ряда α̇(λ) =

∞∑
i=0

αiλ
−i так, чтобы

α̇(λ)Q̃(s)(λ) − P̃ (s)(λ) =
∞∑

i=s+1−δ(s)

α̃
(s)
i λ−i (7)

для некоторого P̃ (s)(λ) ∈ Fn×n[λ], deg P̃ (s) = s при небольших значениях δ(s).
При этом ненулевые столбцы в матрицах α̃

(s)
s+1−l, l > 0, расположены справа, а

их число u(s)(l) не возрастает с ростом l.
Имеем

α(λ) ˙̃Q(s)(λ) − ˙̃P (s)(λ) =
∞∑

i=2s+1−δ(s)

α̃
(s)
i λi.
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Обозначим

˙̃G
(r)

=


 ˙̃Q

(r)

˙̃P
(r)


 .

Этот матричный многочлен имеет невырожденную верхнюю часть свободного

члена и может быть взят в качестве ˜̃G
(r)

. Однако шаги 1—3 непосредственно
строят подобный многочлен с заведомо не большим значением δ(r).

Столбцы многочленов λ ˙̃G(r)(λ), находящиеся на позициях

u(r)(2) + 1, . . . , u(r)(1), (8)

считая справа, будут лежать в линейных пространствах, описанных в шаге 2.
В случае δ(r) = 1 имеем, что u(r)(2) = 0, и верхние части столбцов сво-

бодного члена многочлена ˙̃G(r)(λ) на позициях (8) дополняют верхние части
свободных членов столбцов, выбранных на первом шаге до матрицы полного
ранга n, так как линейное пространство над F столбцов, выбранных на пер-

вом шаге в этом случае, содержит столбцы многочлена ˙̃G(r)(λ), находящиеся на
позициях u(r)(1) + 1, . . . , n, считая справа.

Соответственно столбцы, находящиеся на позициях u(r)(3) + 1, . . . , u(r)(2),
в многочлене λ2 ˙̃G(r)(λ) находятся в линейном пространстве, описанном в ша-
ге 3, и т. д. Как было отмечено выше, алгоритм Видемана—Копперсмита строит
матричные приближения, столбцы которых являются базисом над F [λ] отно-
сительно обычного сложения, всех приближений данного порядка. Поэтому
рассматриваемые образы могут быть выбраны на шагах 2 и 3. Поэтому чис-
ло итераций v(r) не превосходит δ(r).

Как было вычислено в [3], при log2(N/n) > 10 с вероятностью 0,99
max

s
δ(s) � 4 log2(N/n), в то время как среднее значение δ(s) не превосхо-

дит 1,76. Теорема доказана.

Общее число шагов построения приближений в нашем алгоритме примерно
равно 2N/n. Для построения пространства Крылова будет использована поло-
вина из них.

Построенные многочлены ˜̃Q(i)(λ) имеют степень i и невырожденные свобод-
ные члены. Порядок их будет меньше, чем 2i + 1, на число δ′(i) � δ(i):

α(λ) ˜̃Q(i)(λ) − ˜̃P (i)(λ) =
∞∑

l=2i+1−δ′(l)

˜̃α(i)
l λl.

Поэтому при j < i − δ′(i)( ˜̃Q(j)(A,B)+
)T

A ˜̃Q(i)(A,B)+ = 0,

а при i − δ′(i) � j � i( ˜̃Q(j)(A,B)+
)T

A ˜̃Q(i)(A,B)+ =
( ˜̃Q(j)(λ), ˜̃Q(i)(λ)

)+ =
∑

k+l=j+i+1

˜̃Q(j)T
k

˜̃α(i)
l , (9)
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где

˜̃Q(j)(λ) =
j∑

l=0

˜̃Q(j)
l λl

и сумма справа в (9) содержит не более δ′(l) + 1 слагаемых.
По построению

˜̃Q(r)(λ) = Q(2r+1)(λ)
(

τr0 +
1
λ

τr1 + . . . +
1

λδ′(r) τrδ′(r)

)

для некоторых τri ∈ F 2n×2n. Поэтому

˜̃Q(r)(A,B)+ =
δ′(r)∑
i=0

AiQ(2r+1)(A,B)+τri,

и при k = max
i

δ′(i) мы, используя имеющуюся на каждом шаге последователь-
ность

Q(2r+1)(A,B)+, AQ(2r+1)(A,B)+, . . . , AkQ(2r+1)(A,B)+,

можем вычислить ˜̃Q(r)(A,B)+.
Несложная доортогонализация приводит к последовательному построению A

ортогонального базиса Wi пространства Крылова одновременно с очередным
слагаемым в сумме

X =
≈N/n∑
i=0

Wi(WT
i AWi)−1WT

i B, (10)

при помощи которого решение системы строится так же, как в алгоритме Монт-
гомери [11].

Доортогонализация требует временного хранения последовательных блоков
пространства Крылова, не ортогональных друг другу, и вычисления их скаляр-
ных произведений. Число этих блоков определяется величиной δ′(s) � δ(s). Ес-
ли ограничиться хранением в оперативной памяти лишь k ≈ 7 последовательных
блоков пространства Крылова, а предыдущие O(ln N) хранить в долговременной
памяти на жёстком диске, то из-за редкого (≈ N/(2k)) к ней обращения, это не
повлияет на скорость работы всего алгоритма.

Не очень сложно построить процедуру, дающую аппроксимации, удовлетво-
ряющие условиям (7) с δ(s) = 1. Поэтому есть все основания полагать, что
реальное время работы нашего алгоритма значительно меньше: шаг 3 не нужен,
а иногда не нужен и шаг 2.

Грубая оценка снизу требуемого объёма используемой оперативной памяти
даёт оценку

max
s

δ(s) · Nn = O(nN ln N),

что по порядку совпадает с требованиями для алгоритма Томэ [12]. Однако если
δ(s) ∈ {0, 1}, эти требования существенно снижаются.
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6. Параллельный алгоритм

Коэффициенты Ci в шаге алгоритма можно строить, как в [6], при помощи
свёртки полинома G(i) и ряда α. Согласно формулам (9) доортогонализацию

тоже можно проводить для многочленов ˜̃Q(i)(λ), а ˜̃α(i)
l (λ) строить при помощи

свёрток с рядом α. В результате будем получать ортогональный базис простран-
ства Крылова Wi в виде многочленов Wi(λ), для которых Wi = Wi(A,B)+.
Поэтому формула (10) даст X(λ), deg X ≈ N/n, X = X(A,B)+, который вы-
числяется в результате повторного параллельного вычисления с использованием
блочного фактора элементов AiB, i = 0, 1, . . . ,≈ N/n.

7. Заключение

Предложенный в этой работе последовательный алгоритм, по существу, вы-
полняет те же действия, что и алгоритм Монтгомери [11]. Количество умно-
жений на матрицу A в нём вдвое больше. Применение техники построения
приближений из [6] позволяет уменьшить время на доортогонализацию полу-
чаемых блоков относительно уже построенных, сократив их число с трёх до не
более чем одного. Применение параллельных систем в этом случае ограничено
необходимостью собирать на каждом шаге матрицы Ci (5).

Если строить последовательные приближения кусками с вычислением части
координат решения, то можно совсем отказаться от 3-го и 4-го шагов, запоми-
ная только кусок пространства Крылова. В этом случае не будет необходимости
иметь большую память и можно отказаться от использования кластеров боль-
шой мощности в решении рассматриваемой задачи. Кроме того, можно запоми-
нать текущий кусок пространства Крылова и не строить его дважды.

Если сравнивать трудоёмкость этого алгоритма с трудоёмкостью алгоритма
Монтгомери, то следует отметить, что левый множитель в формуле для вычис-
ления скалярных произведений (5) не меняется и, значит, может храниться на
вычислительном узле, вычисляющем правый множитель. Тем самым экономится
время на пересылки при вычислении скалярных произведений, которое играет
доминирующую роль. Скалярное произведение векторов заменено на скаляр-
ное произведение многочленов, которое проще и требует меньше оперативной
памяти. Количество сложений векторов в каждых двух шагах предложенного
алгоритма примерно в два раза меньше, чем в одном шаге алгоритма Монтгоме-
ри, имеющего в два раза меньше шагов. Число векторов, которые надо хранить,
примерно в четыре раза меньше.

Аналогичные модификации могут быть применены и для алгоритма постро-
ения σ-базиса [5].

Конечно, рассматриваемый алгоритм, как и алгоритм Видемана—Копперсми-
та, использует вдвое большее число умножений на большую разреженную мат-
рицу, чем алгоритм Монтгомери. Однако эти умножения используются в проце-
дуре последовательного вычисления коэффициентов ряда, которая легко парал-
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лелизуется на вычислительные ресурсы, не связанные быстрыми каналами, т. е.
может быть проделана в Интернете.
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