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Аннотация

Длиной конечной системы порождающих конечномерной ассоциативной алгебры
над произвольным полем называется наименьшее натуральное число k, такое что сло-
ва длины, не большей k, порождают данную алгебру как векторное пространство.
Длиной алгебры называется максимум длин её систем порождающих. В настоящей
работе исследованы основные теоретико-кольцевые свойства функции длины: поведе-
ние длины при присоединение единицы к алгебре, при взятии прямой суммы алгебр,
при переходе к подалгебрам, при гомоморфизмах. Получена верхняя оценка длины ал-
гебры как функция индекса нильпотентности её радикала Джекобсона и размерности
фактора по радикалу. Также вычислены функции длины отдельных алгебр, в част-
ности следующих классических матричных подалгебр: алгебры верхнетреугольных
матриц, алгебры диагональных матриц, алгебры Шура, алгебры Куртера и классов
алгебр: локальных, коммутативных.

Abstract

O. V. Markova, The length function and matrix algebras, Fundamentalnaya i priklad-
naya matematika, vol. 17 (2011/2012), no. 6, pp. 65—173.

By the length of a finite system of generators for a finite-dimensional associative
algebra over an arbitrary field we mean the least positive integer k such that the words
of length not exceeding k span this algebra (as a vector space). The maximum length
for the systems of generators of an algebra is referred to as the length of the algebra. In
the present paper, we study the main ring-theoretical properties of the length function:
the behavior of the length under unity adjunction, direct sum of algebras, passing to
subalgebras and homomorphic images. We give an upper bound for the length of the
algebra as a function of the nilpotency index of its Jacobson radical and the length of the
quotient algebra. We also provide examples of the length computation for certain algebras,
in particular, for the following classical matrix subalgebras: the algebra of upper triangular
matrices, the algebra of diagonal matrices, the Schur algebra, Courter’s algebra, and for
the classes of local and commutative algebras.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке грантом МД-2502.2012.1 и грантом РФФИ
12-01-00140-а.

Фундаментальная и прикладная математика, 2011/2012, том 17, № 6, с. 65—173.
c© 2011/2012 Центр новых информационных технологий МГУ,

Издательский дом «Открытые системы»



66 О. В. Маркова

1. Введение

Классическим направлением исследований в теории матриц является изу-
чение различных числовых характеристик матричных подалгебр. Для функции
размерности эти исследования восходят к работе И. Шура 1905 г. [32], в кото-
рой получена верхняя оценка размерности [n2/4] + 1 коммутативных подалгебр
алгебры матриц порядка n над полем комплексных чисел, где [x] обозначает
наибольшее целое число, не превосходящее x. Эта область активно развивается
в течение XX века, достаточно упомянуть работу Н. Джекобсона 1944 г. [22],
в которой оценка И. Шура была перенесена на случай произвольного поля,
статью М. Герштенхабера 1961 г. [19], в которой получена оценка размерно-
сти коммутативной алгебры, порождённой двумя матрицами, работу А. Паза
1984 г. [30], результаты которого описаны ниже, монографию Д. А. Супруненко
и Р. И. Тышкевич 1966 г. [12], а также работы [16, 18,23,25,33,36].

Важную роль в изучении конечномерных алгебр играет такой инвариант
алгебры, как длина (длина понимается в смысле определения 2.11). Задача
вычисления длины впервые возникла в работах А. Спенсера и Р. Ривлина
1959—1960 гг. [34,35] для полной алгебры матриц порядка 3 в связи с возмож-
ным применением в механике сплошных сред. В общей формулировке проблема
вычисления длины полной алгебры матриц Mn(F) как функции порядка матриц
была поставлена А. Пазом в 1984 году в работе [30] и до сих пор является от-
крытой. Существует гипотеза, состоящая в том, что зависимость между длиной
и порядком матриц линейная и задаётся следующей формулой.

Гипотеза 1.1 [30]. Пусть F —произвольное поле. Тогда l
(
Mn(F)

)
= 2n − 2.

Известно, что эта гипотеза верна при n = 2, 3, 4 (см. [30, пример]). Однако
существующие верхние оценки длины алгебры матриц не являются линейными.

Оценка, полученная в работе А. Паза, является квадратичной относительно
порядка матриц.

Теорема 1.2 [30, теорема 1, замечание 1]. Пусть F —произвольное поле.
Тогда

l
(
Mn(F)

)
�
⌈

n2 + 2
3

⌉
,

где �·� обозначает наименьшее целое число, большее или равное данному.

В работе 1997 г. [29] К. Паппачена предложил обобщение метода комбина-
торного подсчёта линейно независимых слов, использованного А. Пазом и с его
помощью получил верхнюю оценку длины произвольной ассоциативной алге-
бры A как функцию двух её инвариантов: размерности и максимальной степени
минимального многочлена элементов алгебры m(A).

Теорема 1.3 [29, теорема 3.1]. Пусть F —произвольное поле, и пусть

f(d,m) = m

√
2d

m − 1
+

1
4

+
m

2
− 2.
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Тогда
l(A) < f

(
dimA,m(A)

)
.

Для матричной алгебры эта теорема даёт верхнюю оценку асимптотики
O(n3/2).

Теорема 1.4 [29, следствие 3.2]. Пусть F —произвольное поле. Тогда

l
(
Mn(F)

)
< n

√
2n2

n − 1
+

1
4

+
n

2
− 2.

Некоторые системы порождающих, длины которых не превосходят 2n − 2,
рассмотрены в [17, 26, 27]. Пример системы порождающих длины 2n − 2 в слу-
чае, когда основное поле является алгебраически замкнутым характеристики 0,
построен в [24, раздел 4].

В работе А. Паза [30, теорема 2] также было доказано, что верхняя оценка
длины коммутативной матричной подалгебры над полем комплексных чисел C

равна n−1, т. е. для коммутативных подалгебр получена линейная относительно
порядка матриц точная верхняя оценка длины.

Приложения разрабатываемой теории возникают в следующем классе задач
вычислительных методов теории матриц (см., например, [1, 15]): рассматривает-
ся подалгебра в полной алгебре матриц Mn(F) порядка n над полем F (обычно
полем комплексных или действительных чисел), заданная порождающим множе-
ством A1, . . . , Ak, и требуется проверить, обладает ли данная алгебра некоторым
заданным свойством. При этом процедура проверки должна быть рациональной,
т. е. использующей конечное число арифметических операций с элементами мат-
риц. Такие процедуры, как правило, включают в себя рациональную процедуру
вычисления базиса алгебры. Длина порождающего множества A1, . . . , Ak огра-
ничивает сверху число матриц, участвующих в рассматриваемых произведениях
матриц, т. е. является мерой сложности этой процедуры. Также длина опре-
деляет сложность рациональной процедуры проверки, является ли некоторое
множество системой порождающих для заданной алгебры.

Отметим, что в ряде вычислительных задач требуется оценить длину произ-
вольного подмножества S ′ в алгебре A, которое может порождать не всю алге-
бру, а её собственную подалгебру A′ ⊂ A, или найти такое число M ∈ N, что для
любой подалгебры A′ ⊆ A будет справедлива оценка l(A′) � M . Ввиду триви-
альной оценки длины l(A′) � dimA′−1 всегда можно положить M = dimA−1.
Однако, как показывает, например, оценка в теореме 1.4, тривиальная оценка
может не быть точной.

Таким образом, вопросы, связанные с вычислением и оцениванием длин раз-
личных матричных подалгебр, мотивированы приложениями и активно разра-
батываются. Поэтому построение общей теории функции длины представляет
не только самостоятельный теоретический интерес, но и является эффективным
инструментом работы с различными классами вычислительных задач в приклад-
ной и теоретической алгебре.
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Цель настоящей работы— изучение основных алгебраических свойств функ-
ции длины и применение этих результатов к вычислению или оцениванию длин
классических матричных подалгебр.

Раздел 3 посвящён изучению основных теоретико-кольцевых свойств функ-
ции длины.

В разделе 3.1 показано, что длина системы порождающих не меняется при
обратимых линейных заменах этой системы.

В разделе 3.2 показано, что длина алгебры не меняется при присоединении
к алгебре внешней единицы.

В разделе 3.3 получены точные оценки длины прямой суммы алгебр. В каче-
стве следствия вычислена длина алгебры верхнетреугольных матриц, найдены
оценки для длин подалгебр данной алгебры.

Основной результат раздела 3.5 заключается в том, что длина алгебры не
уменьшается при переходе к алгебраическому расширению основного поля. По-
строен пример строгого возрастания длины алгебры при переходе к алгебраиче-
скому замыканию поля.

В разделе 3.6 исследуется поведение длины при переходе от алгебры к её
фактор-алгебрам.

В разделе 3.8 длина произвольной конечномерной алгебры оценена свер-
ху функцией от индекса нильпотентности её радикала Джекобсона и длины
фактор-алгебры по радикалу.

В разделе 4 исследуется длина коммутативных алгебр. Получено обобщение
результата А. Паза о длине коммутативных матричных подалгебр на случай про-
извольного поля. Показана точность этой оценки. Более того, охарактеризован
класс коммутативных матричных подалгебр длины n− 1 в терминах порождаю-
щих элементов. Как следствие установлено, что максимальные по длине комму-
тативные подалгебры в Mn(F) являются также максимальными по включению.

В разделе 4.2 приведены примеры вычисления длин таких классических ком-
мутативных матричных подалгебр, как алгебра Шура, алгебра Куртера и др. Эти
примеры также показывают, что длины максимальных по включению коммута-
тивных подалгебр в Mn(F) могут принимать любое натуральное значение в от-
резке от 1 до n−1, т. е. максимальные по включению коммутативные подалгебры
не обязательно имеют максимальную длину.

В разделе 4.4 получена точная верхняя оценка длины коммутативной алге-
бры как функция таких инвариантов алгебры, как размерность алгебры и мак-
симальная степень минимального многочлена элементов алгебры. Эта оценка
существенно сильнее общей оценки К. Паппачены из теоремы 1.3: в последнюю
входит квадратный корень из размерности алгебры, а в полученную автором—
логарифм размерности.

Раздел 5 посвящён изучению вопроса о связи длины подалгебры с длиной
содержащей её алгебры. В алгебре матриц любого порядка, превышающего 3,
построены примеры, показывающие, что функция длины может расти при пере-
ходе к подалгебрам. Для матричных подалгебр порядков 2 и 3 установлено, что
длина подалгебры не превосходит длины содержащей её алгебры.
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Полностью решён вопрос о возможных значениях разности длины подалге-
бры и длины содержащей её алгебры: показано, что длина подалгебры может
превышать длину содержащей её алгебры на любое натуральное число.

Рассмотрены специальные конструкции двух- и трёхблочных верхнетре-
угольных матричных подалгебр. Заметим, что до настоящего времени существо-
вало не много примеров алгебр с явно вычисленной длиной, поэтому вычисление
длин подалгебр данного вида представляет непосредственный интерес. Помимо
этого, представленные конструкции дают пример того, что отношение длины по-
далгебры к длине алгебры может быть любым рациональным числом из отрезка
[1, 2].

Некоторые из этих результатов с другими доказательствами содержатся в ра-
ботах автора [6—10,20].

2. Основные определения и обозначения

Кольцо A, являющееся также векторным пространством над полем F, на-
зывается алгеброй над F или F-алгеброй, если для любого λ ∈ F и любых
a, b ∈ A выполняется равенство λ(ab) = (λa)b = a(λb). Алгебра называется ко-
нечномерной, если соответствующее векторное пространство имеет конечную
размерность над F. Алгебра называется конечно порождённой, если в ней су-
ществует такое конечное подмножество S = {a1, . . . , ak}, называемое системой
порождающих, что каждый элемент алгебры является линейной комбинаци-
ей конечного числа произведений элементов из S; пустое произведение равно
единичному элементу. Легко убедиться, что любая конечномерная алгебра по-
рождается своим базисом, т. е. является конечно порождённой. Понятия теории
колец и алгебр, использованные в статье, можно найти, например, в [11].

Важную роль в изучении конечномерных алгебр играет такой инвариант
алгебры, как длина, определим её согласно [29].

Обозначение 2.1. Через 〈S〉 будем обозначать линейную оболочку (множе-
ство всех конечных линейных комбинаций с коэффициентами из F) подмноже-
ства S некоторого векторного пространства над F.

Обозначение 2.2. Пусть B = {b1, . . . , bm}—непустое конечное множество
(алфавит). Конечные последовательности букв из B назовём словами. Пусть B∗

обозначает множество всех слов в алфавите B, FB — свободную полугруппу над
алфавитом B, т. е. B∗ с операцией конкатенации.

Определение 2.3. Длина слова bi1 · · · bit
, где bij

∈ B, равна t. Будем считать
1 (пустое слово) словом от элементов B длины 0.

Обозначение 2.4. Пусть Bi обозначает множество всех слов в алфавите B
длины, не большей i, i � 0. Тогда через Bi \ Bi−1 обозначим множество всех
слов в алфавите B длины, равной i, i � 1.
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Замечание 2.5. Произведения элементов из порождающего множества S
можно рассматривать как образы элементов свободной полугруппы FS при есте-
ственном гомоморфизме, их также можно называть словами от образующих и
использовать естественные обозначения Si и Si \ Si−1.

Обозначение 2.6. Положим S0 = {1A}, если алгебра A содержит едини-
цу 1A, иначе положим S0 = ∅.

Обозначение 2.7. Обозначим через Li(S) линейную оболочку слов из Si.
Заметим, что L0(S) = 〈1A〉 = F для алгебр с единицей и L0(S) = 0 иначе. Пусть

также L(S) =
∞⋃

i=0

Li(S) обозначает линейную оболочку всех слов в алфавите
{a1, . . . , ak}.

Замечание 2.8. Так как S является системой порождающих для A, то
A = L(S). Из определения Si для i, j > 0 получаем, что

Si+j = SiSj ∪ S1, (2.1)

Li+j(S) = 〈Li(S)Lj(S) + L1(S)〉 (2.2)

и

L0(S) ⊆ L1(S) ⊆ . . . ⊆ Lh(S) ⊆ . . . ⊆ L(S) = A. (2.3)

В дальнейшем все рассматриваемые алгебры имеют конечную размерность.
Определение 2.9. Длиной системы порождающих S алгебры A называ-

ется наименьшее неотрицательное целое число k, для которого Lk(S) = A.
Обозначим длину системы порождающих S через l(S).

Замечание 2.10. В случае алгебр с единицей равенства (2.1) и (2.2) можно
упростить:

Si+j = SiSj , (2.4)

Li+j(S) = 〈Li(S)Lj(S)〉. (2.5)

Определение 2.11. Длиной алгебры A называется число l(A) = max
S

l(S),
где максимум берётся по всем системам порождающих этой алгебры.

Определение 2.12. Слово v ∈ Sj \ Sj−1 называется сократимым над S,
если найдётся такой номер i < j, что v ∈ Li(S) (т. е. v представляется в виде
линейной комбинации слов меньшей длины).

Определение 2.13. Слово v ∈ Sj называется несократимым над S, если
оно не является сократимым.

Определение 2.14. Назовём слова v = ai1ai2 · · · aip
, w = aj1aj2 · · · ajq

∈ S∗

формально равными, если p = q и для каждого 1 � s � p выполнено is = js;
в противном случае назовём эти слова формально различными.

Обозначение 2.15. Пусть j ∈ {1, . . . , k} и v ∈ S∗. Через #j(v) обозначим
число вхождений буквы aj в слово v.

Обозначение 2.16. Пусть I : S∗ → Zk
+ обозначает отображение, ставящее

в соответствие слову v ∈ S∗ строку
(
#1(v), . . . ,#k(v)

)
.
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Предложение 2.17. Отображение I порождает отношение эквивалентно-
сти ℘I на множестве S∗:

(v, w) ∈ ℘I ⇐⇒ I(v) = I(w).

Пусть
℘I(v) = {w ∈ S∗ | (v, w) ∈ ℘I}—

класс эквивалентности слова v ∈ S∗.

Доказательство. Проверим, что отношение ℘I является эквивалентностью.
Действительно, для любого v ∈ S∗ верно равенство I(v) = I(v), поэтому
(v, v) ∈ ℘I . Для любых v, w ∈ S∗ равенство I(v) = I(w) симметрично, по-
этому (v, w) ∈ ℘I тогда и только тогда, когда (w, v) ∈ ℘I . Если (u, v) ∈ ℘I

и (v, w) ∈ ℘I , то I(u) = I(v), I(v) = I(w), следовательно, I(u) = I(w), и
(u,w) ∈ ℘I .

Обозначение 2.18. Для каждого v ∈ S∗ существует подстановка ϕv ∈ Sk,
упорядочивающая координаты вектора I(v), т. е.

x1 = #ϕv(1)(v) � x2 = #ϕv(2)(v) � . . . � xk = #ϕv(k)(v).

Через I0 : S∗ → Zk
+ обозначим отображение, ставящее в соответствие слову

v ∈ S∗ упорядоченную строку (x1, . . . , xk).

Предложение 2.19. Отображение I0 порождает отношение эквивалентности
℘I0 на множестве S∗:

(v, w) ∈ ℘I0 ⇐⇒ I0(v) = I0(w).

Пусть
℘I0(v) = {w ∈ S∗ | (v, w) ∈ ℘I0}—

класс эквивалентности слова v ∈ S∗.

Доказательство. Доказательство аналогично доказательству предложе-
ния 2.17.

Определение 2.20. Лексикографическим порядком на числовых наборах
из Zk

+ мы будем называть порядок, при котором набор X = (x1, . . . , xk) пред-
шествует набору Y = (y1, . . . , yk), если для некоторого s ∈ {0, . . . , k − 1} и для

всех i = 1, . . . , s выполнено xi = yi и xs+1 < ys+1. Обозначим это как X
lex
< Y .

Замечание 2.21. Поскольку множество Zk
+ является линейно упорядочен-

ным относительно лексикографического порядка, то его непустое подмножество
I0(S∗) также является линейно упорядоченным относительно лексикографиче-
ского порядка. В дальнейшем будем использовать следующее обозначение:

v
I0
� w ⇐⇒ ∀ v, w ∈ S∗ I0(v)

lex
� I0(w).

Отметим, что равенство v
I0= w равносильно условию (v, w) ∈ ℘I0 для любых

v, w ∈ S∗.
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Обозначение 2.22. Пусть a ∈ A и deg a обозначает степень минимального
многочлена элемента a над полем F. Из конечномерности алгебры A следует,
что для любого a ∈ A справедлива оценка deg a � dimA. Тогда положим

m(S) = max{deg w, w ∈ S},
m(S∗) = max{deg w, w ∈ S∗},
m(A) = max

S
m(S) = max

a∈A
{deg a}.

Обозначение 2.23. Обозначим через N, Z, Z+ множества натуральных, це-
лых, неотрицательных целых чисел соответственно. Через R и C обозначим поля
действительных и комплексных чисел, через Fq —конечное поле мощности q.

Обозначение 2.24. Пусть x ∈ R. Через [x] будем обозначать целую часть
числа x, т. е. наибольшее целое число, не превосходящее x. Через �x� будем обо-
значать наименьшее целое число z, такое что z � x. Через {x} будем обозначать
дробную часть числа x, т. е. {x} = x − [x].

Обозначение 2.25. Обозначим через Mm,n(F) линейное пространство мат-
риц размера m × n над полем F, через Mn(F)—алгебру матриц порядка n над
полем F, через Tn(F)—алгебру верхнетреугольных матриц порядка n над по-
лем F, через Dn(F)—алгебру диагональных матриц порядка n над полем F,
через Nn(F)—подалгебру нильпотентных матриц в Tn(F), через E, En — еди-
ничную матрицу в Mn(F), через O, On, Om×n —нулевые матрицы в Mn(F) и
Mm,n(F) соответственно, через Ei,j — (i, j)-ю матричную единицу, т. е. матрицу
с 1 на (i, j)-м месте и 0 на остальных.

3. Базовые алгебраические свойства
функции длины

3.1. Поведение длины системы образующих
при преобразованиях этой системы

В данном разделе приведены примеры преобразований систем порождающих,
сохраняющих длину. В частности, показано, что длина системы порождающих
не меняется при обратимых линейных заменах этой системы.

Предложение 3.1. Пусть F —произвольное поле и A—конечномерная ал-
гебра над F. Если S = {a1, . . . , ak}— система порождающих этой алгебры и
C = {ci,j} ∈ Mk(F)—невырожденная матрица, то множество координат вектора

C


a1

...
ak


 =


c1,1a1 + c1,2a2 + . . . + c1,kak

...
ck,1a1 + ck,2a2 + . . . + ck,kak


 , (3.1)
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т. е. множество

Sc = {c1,1a1 + c1,2a2 + . . . + c1,kak, . . . , ck,1a1 + ck,2a2 + . . . + ck,kak},

является системой порождающих алгебры A и l(Sc) = l(S).

Доказательство. Докажем равенство Ln(S) = Ln(Sc) индукцией по n.
База индукции. При n = 0 утверждение верно по определению. Пусть n = 1.

По определению любая линейная комбинация γ1a1 + . . . + γkak, γ1, . . . , γk ∈ F,
принадлежит L1(S). Следовательно, L1(Sc) ⊆ L1(S). Из невырожденности мат-
рицы C следует, что существует обратная матрица C−1 = (di,j). Тогда в силу
соотношения (3.1)

ai = (di,1, di,2, . . . , di,k)


c1,1a1 + c1,2a2 + . . . + c1,kak

...
ck,1a1 + ck,2a2 + . . . + ck,kak


 ∈ L1(Sc)

для всех i = 1, . . . , k по определению линейной оболочки. Следовательно,
L1(S) ⊆ L1(Sc). А значит, L1(Sc) = L1(S).

Шаг индукции. Допустим, что n > 1 и для всех m < n утверждение доказа-
но. Тогда с учётом равенства (2.2) получаем

Ln(S) = 〈L1(S)Ln−1(S) + L1(S)〉 = 〈L1(Sc)Ln−1(Sc) + L1(Sc)〉 = Ln(Sc).

Предложение 3.2. Пусть F —произвольное поле и A—конечномерная ал-
гебра с единицей над F. Пусть S = {a1, . . . , ak}— система порождающих этой
алгебры, такая что 1A /∈ 〈a1, . . . , ak〉. Тогда для любых γ1, . . . , γk ∈ F множе-
ство S1 = {a1 + γ11A, . . . , ak + γk1A}— система порождающих алгебры A и
l(S1) = l(S).

Доказательство. Как и в предыдущем утверждении, докажем равенство
Ln(S) = Ln(S1) для всех n, используя индукцию по n.

База индукции. Так как 1A ∈ L0(S) = L0(S1), то L1(S1) = L1(S).
Шаг индукции. Допустим, что n > 1 и для всех m < n утверждение доказа-

но. Тогда, пользуясь равенством (2.5), получаем

Ln(S) = 〈L1(S)Ln−1(S)〉 = 〈L1(S1)Ln−1(S1)〉 = Ln(S1).

Предложение 3.3. Пусть F —произвольное поле, A—конечномерная F-ал-
гебра без единицы и S = {a1, . . . , ak}— система порождающих для алгебры A.
Тогда существует система порождающих S ′ для A, удовлетворяющая следую-
щим условиям:

1) S ′ ⊆ S;
2) dimL1(S ′) = |S ′|;
3) l(S ′) = l(S).

Доказательство. Для любой системы порождающих по определению вы-
полнены равенства L0(S) = 0 и L1(S) = 〈S〉. Пусть ai1 , . . . , aim

—элементы S,
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образующие базис 〈S〉. Тогда положим S ′ = {ai1 , . . . , aim
}. Получаем, что мно-

жество S ′ удовлетворяет условиям 1) и 2).
Как и в предыдущем утверждении, докажем равенство Ln(S) = Ln(S ′) для

всех n, используя индукцию по n.
База индукции. Поскольку L0(S) = 0 = L0(S ′), то

L1(S) = 〈S〉 = 〈S ′〉 = L1(S ′).

Шаг индукции. Допустим, что n > 1 и для всех r < n утверждение доказано.
Тогда, снова пользуясь равенством (2.2), получаем

Ln(S) = 〈L1(S)Ln−1(S) + L1(S)〉 = 〈L1(S ′)Ln−1(S ′) + L1(S ′)〉 = Ln(S ′),

следовательно, условие 3) также выполнено.

Предложение 3.4. Пусть F —произвольное поле, A—конечномерная F-ал-
гебра с единицей 1A и S = {a1, . . . , ak}— система порождающих для алгебры A.
Тогда существует система порождающих S ′ для A, удовлетворяющая следую-
щим условиям:

1) S ′ ⊆ S;
2) 1A /∈ 〈S ′〉;
3) dimL1(S ′) = |S ′| + 1;
4) l(S ′) = l(S).

Доказательство. Для любой системы порождающих по определению вы-
полнены равенства L0(S) = 〈1A〉 и L1(S) = 〈S ∪ {1A}〉. Рассмотрим множество
S1 = {1A, a1, a2, . . . , ak}. Последовательно удаляя из S1 те элементы, которые
линейно выражаются через элементы с меньшими значениями индексов, полу-
чаем множество S2 = {1A, aj1 , aj2 , . . . , ajm

}. По построению элементы из S2

образуют базис L1(S). Положим S ′ = S2 \ {1A} = {aj1 , aj2 , . . . , ajm
}. Получаем,

что 1A /∈ 〈S ′〉 и

L1(S) = 〈S ∪ {1A}〉 = 〈S ′ ∪ {1A}〉 = 〈S ′〉 + 〈1A〉 = 〈S ′〉 ⊕ 〈1A〉 = L1(S ′). (3.2)

Значит, условия 1)—3) выполнены.
Как и в предыдущем утверждении, докажем равенство Ln(S) = Ln(S ′) для

всех n, используя индукцию по n.
База индукции доказана в (3.2).
Шаг индукции. Допустим, что n > 1 и для всех r < n утверждение доказано.

Тогда воспользуемся равенством (2.5):

Ln(S) = 〈L1(S)Ln−1(S)〉 = 〈L1(S ′)Ln−1(S ′)〉 = Ln(S ′),

Как следствие, условие 4) также выполнено.

Следствие 3.5. Пусть F —произвольное поле и A—конечномерная F-алге-
бра, возможно без единицы. Тогда без ограничения общности можно считать,
что система порождающих алгебры A является линейно независимой системой
элементов.
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3.2. Поведение длины при присоединении к алгебре единицы

В данном разделе показано, что длина алгебры не меняется при присоедине-
нии к ней внешней единицы.

Теорема 3.6. Пусть F —произвольное поле и A—конечномерная алгебра
без единицы над полем F. Определим F-алгебру A1 = A ⊕ F со следующими
операциями:

(a1, f1) + (a2, f2) = (a1 + a2, f1 + f2),
f1(a, f2) = (f1a, f1f2),

(a1, f1)(a2, f2) = (a1a2 + f2a1 + f1a2, f1f2),
a, a1, a2 ∈ A, f1, f2 ∈ F.

Тогда A1 —конечномерная F-алгебра с единичным элементом (0, 1) и l(A) =
= l(A1).

Доказательство. Из построения видно, что A1 является F-алгеброй, её ко-
нечномерность следует из равенства dimF A1 = dimF A + 1.

Элемент (0, 1) является единицей в алгебре A1, поскольку для любых a ∈ A,
f ∈ F выполнено

(a, f)(0, 1) = (a0 + f0 + 1a, f1) = (a, f),
(0, 1)(a, f) = (0a + 1a + f0, 1f) = (a, f).

Теперь докажем равенство длин l(A) = l(A1).
1. Сначала докажем оценку l(A1) � l(A). Для этого возьмём в A1 систему

порождающих S1 = {b1, . . . , bk} длины l(S1) = l(A1). По определению каждый
bi имеет вид (ai, fi), где ai ∈ A и fi ∈ F, i = 1, . . . , k. Согласно предложению 3.4
можно считать, что dimL1(S1) = |S1|+1 = k+1. Тогда по предложению 3.2 мно-
жество S0 = {(a1, 0), . . . , (ak, 0)} будет системой порождающих для A1, l(S1) =
= l(S0) и dimL1(S0) = dimL1(S1) = k + 1, т. е. элементы a1, . . . , ak линейно
независимы в A. Обозначим S = {a1, . . . , ak}. Получаем, что для любого m � 1

Lm(S) = 〈Sm〉 ∼= 〈{(v, 0), v ∈ Sm} = 〈Sm
0 \ S0

0 〉. (3.3)

По условию на S0

Lm(S0) = 〈Sm
0 \ S0

0 〉 ⊕ 〈S0
0 〉. (3.4)

Следовательно, для любого m � 1

dimLm(S0) = dimLm(S) + 1. (3.5)

При m = l(S1) получаем, что

dimLm(S) = dimLm(S0) − 1 = dimA1 − 1 = dimA.

Значит, множество S является системой порождающих для A, и из равенства
размерностей получаем, что

l(A1) = l(S0) = l(S) � max
S

l(S) = l(A).
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2. Докажем обратное неравенство l(A) � l(A1). Для этого возьмём в A
систему порождающих S = {a1, . . . , ak} длины l(S) = l(A). Согласно предло-
жению 3.3 можно считать, что dimL1(S) = |S| = k. Рассмотрим подмножество
S0 = {(a1, 0), . . . , (ak, 0)} в A1. По построению dimL1(S0) = k + 1, т. е. для
любого m � 1 S и S0 удовлетворяют соотношениям (3.3)—(3.5). При m = l(S)
получаем, что

dimLm(S0) = dimLm(S) + 1 = dimA + 1 = dimA1.

Значит, множество S0 является системой порождающих для A1, и из равенства
размерностей получаем, что

l(A) = l(S) = l(S0) � max
SA1

l(SA1) = l(A1).

Следствие 3.7. Пусть F —произвольное поле и A— такая подалгебра Mn(F),
что E /∈ A. Если A1 = 〈E,A | A ∈ A〉, то l(A1) = l(A).

Таким образом, без ограничения общности мы можем считать далее, что все
рассматриваемые в этой работе алгебры содержат единицу.

3.3. Длина прямой суммы алгебр

В данном разделе получены точные верхняя и нижняя оценки длины прямых
сумм алгебр.

Пусть A и B—конечномерные алгебры над одним полем F. Через A ⊕ B
обозначим алгебру, элементами которой являются пары (a, b), a ∈ A, b ∈ B,
с покоординатными сложением, умножением на числа и умножением, т. е. для
любых (a1, b1), (a2, b2), (a, b) ∈ A⊕ B и для любого α ∈ F выполнено

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2),
α(a, b) = (αa, αb),

(a1, b1)(a2, b2) = (a1a2, b1b2).

Замечание 3.8. Отметим, что если A и B—алгебры с единицами 1A и 1B
соответственно, то алгебра A⊕B содержит единицу 1A⊕B = (1A, 1B). В случае,
когда в прямую сумму входят слагаемые как с единицами, так и без, обязательно
дополним их единицами внешним образом.

Теорема 3.9. Пусть A и B—конечномерные ассоциативные алгебры над
полем F длин lA и lB соответственно. Тогда выполнены следующие неравенства:

max{lA, lB} � l(A⊕ B) � lA + lB + 1. (3.6)

Доказательство. Обозначим p = lA, q = lB.
Для того чтобы доказать нижнюю оценку, возьмём системы порождающих

{a1, . . . , ak} и {b1, . . . , bm} для A и B с длинами p и q соответственно. Тогда
множество {(a1, 0), . . . , (ak, 0), (0, b1), . . . , (0, bm)} будет системой порождающих
в A⊕ B длины, не меньшей max{p, q}.
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Возьмём в A ⊕ B произвольную систему порождающих S = {(c1, d1), . . . ,
(cn, dn)} и докажем, что всякое слово от элементов S длины p + q + 2 сокра-
тимо. Заметим, что множество c1, . . . , cn является системой порождающих для
алгебры A, множество d1, . . . , dn является системой порождающих для алге-
бры B. Обозначим N = p + q + 2. Пусть

v = (ci1 , di1) · · · (ciN
, diN

) = (ci1 · · · ciN
, di1 · · · diN

), ij ∈ {1, . . . , n}, j = 1, . . . , N.

Так как длина алгебры A равна p, то слово ci1 · · · cip+1 сократимо, т. е.

ci1 · · · cip+1 = α1ci1 · · · cip
+ . . . + αM−1cn + αM1A.

Так как длина алгебры B равна q, то слово dip+2 · · · diN
сократимо, т. е.

dip+2 · · · diN
= β1dip+2 · · · diN−1 + . . . + βK−1dn + βK1B.

Подставляя выражения для ci1 · · · cip+1 и dip+2 · · · diN
в v, получим

{(ci1 · · · cip+1 , di1 · · · dip+1) − α1(ci1 · · · cip
, di1 · · · dip

) − . . . −
− αM−1(cn, dn) − αM (1A, 1B)}{(cip+2 · · · ciN

, dip+2 · · · diN
) −

− βK(1A, 1B) − βK−1(cn, dn) − . . . − β1(cip+2 · · · ciN−1 , dip+2 · · · diN−1)} =
= (0, x)(y, 0) = 0.

Значит, слово v представляется в виде линейной комбинации слов меньшей
длины. Так как v было выбрано произвольно, то l(A⊕ B) � p + q + 1.

По индукции оценки в предыдущей теореме обобщаются на произвольное
число слагаемых.

Следствие 3.10. Пусть F —произвольное поле и k ∈ N, k � 2. Пусть
A1, . . . ,Ak —конечномерные ассоциативные алгебры над полем F длин l1, . . . , lk

соответственно. Пусть A =
k⊕

j=1

Aj . Тогда выполнены следующие неравенства:

max{l1, . . . , lk} � l(A) �
k∑

j=1

lj + k − 1.

Следствие 3.11. Пусть A—подалгебра блочно-треугольных матриц, т. е. все
матрицы из A имеют вид

A =




A1,1 A1,2 . . . A1,k

0 A2,2 . . . A2,k

. . .

0 0 . . . Ak,k


 ,

где Ai,j ∈ Mni,nj
(F), n1+n2+. . .+nk = n, причём все матрицы Ai,i образуют по-

далгебру в Mni
(F) длины li, i = 1, . . . , k. Тогда для l(A) выполнены следующие

неравенства:

max{l1, . . . , lk} � l(A) �
k∑

j=1

lj + k − 1. (3.7)
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Отсюда легко вытекает следующий результат.

Следствие 3.12. Пусть F —произвольное поле и A—произвольная подалге-
бра алгебры Tn(F). Тогда l(A) � n − 1.

Доказательство. Любая подалгебра треугольной матричной алгебры явля-
ется блочно-треугольной алгеброй, все блоки которой имеют единичный размер.
Так как l(F) = 0, имеем оценку l(A) � 0 + n − 1 = n − 1.

Теорема 3.13. Пусть F —произвольное поле и D—произвольная подалгебра
в Dn(F). Положим A = D + Nn(F). Тогда l(A) = n− 1. В частности, l

(
Tn(F)

)
=

= n − 1.

Доказательство. Верхняя оценка l(A) � n − 1 доказана в следствии 3.12.
Пусть D1, . . . , Dk —базис D. Рассмотрим следующую систему порождающих
для A:

S = {Ei,i+1, i = 1, . . . , n − 1} ∪ {D1, . . . , Dk}.
Для любых 1 � i < j � n и r, s = 1, . . . , k выполнено DrEi,j = (Dr)i,iEi,j ,
Ei,jDr = (Dr)j,jEi,j и DrDs ∈ 〈D1, . . . , Dk〉. Также E1,n = E1,2E2,3 · · ·En−1,n

не может быть представлена как произведение меньшего, чем n − 1, числа эле-
ментов S. Таким образом, l(S) = n − 1, и следовательно, l(A) � n − 1.

Отметим, что обе оценки (3.6) являются точными. Это следует из теорем 3.15
и 5.24 ниже.

Приведём пример алгебры, длина которой не совпадает с оценками из тео-
ремы 3.9 и лежит строго между ними.

Пример 3.14. Пусть A = B = Dn(F2), n � 2. Согласно теореме 4.60 l(A) =
= l(B) = [log2 n] > 0. Также

l(A⊕ B) = l
(
D2n(F2)

)
=

= [log2 2n] = [log2 n + log2 2] = [log2 n + 1] = [log2 n] + 1 = l(A) + 1.

Следовательно,

max{l(A), l(B)} = l(A) < l(A) + 1 = l(A⊕ B) < 2l(A) + 1 = l(A) + l(B) + 1.

3.4. Примеры вычисления длины
прямых сумм матричных подалгебр

Для некоторых прямых сумм матричных подалгебр удаётся точно вычислить
длину.

Теорема 3.15. Пусть F —произвольное поле. Тогда l(Tn(F) ⊕ F) = n.

Доказательство. По теоремам 3.9 и 3.13

l(Tn(F) ⊕ F) � l
(
Tn(F)

)
+ l(F) + 1 = n − 1 + 0 + 1 = n.
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Рассмотрим следующую систему порождающих для Tn(F) ⊕ F:

S = {Ai = Ei,i + Ei,i+1, En,n, En+1, i = 1, . . . , n − 1}.

Заметим, что все Ai —идемпотенты и AjAk = 0 при j > k и k − j > 2,
а AjAj+1 · · ·Aj+t = Ej,j+t + Ej,j+t+1 и An−sAn−s+1 · · ·An−1En,n = En−s,n,
1 � t � n − 2, 1 � s � n − 1, т. е. у матриц в L1(S) ненулевые элементы могут
находиться на главной диагонали и на первой наддиагонали, у матриц в L2(S)—
также на второй наддиагонали, у матриц в Lk(S)— также на k-й наддиагонали.
Тогда dimL1(S) = n+1, dimLk+1(S) = dimLk(S)+n−k, 1 � k � n−1. Отсюда
получаем, что при 2 � k � n

dimLk(S) = (n + 1) + (n − 1) + (n − 2) + . . . + (n − k + 1).

Значит,

dimLn−1(S) =
n(n + 1)

2
<

n(n + 1)
2

+ 1 = dimLn(S) = dim (Tn(F) ⊕ F)

и l(S) = n.

Теорема 3.16. Пусть F —произвольное поле. Тогда l
(
T2(F) ⊕ T2(F)

)
= 3.

Доказательство. По теореме 3.9

l
(
T2(F) ⊕ T2(F)

)
� 2l

(
T2(F)

)
+ 1 = 3.

Рассмотрим следующую систему порождающих для T2(F) ⊕ T2(F):

S = {A = E1,1 + E1,2 + E3,3 + E3,4, B = E2,2 + E3,3, E4}.

Видно, что dimL1(S) = 3. Так как B2 = B, A2 = A, AB = E1,2 + E3,3 и
BA = E3,3 + E3,4, то

dimL2(S) = 5 < 6 = dim T2(F) ⊕ T2(F).

Поскольку BAB = E3,3, то dimL3(S) = 6 и l
(
T2(F) ⊕ T2(F)

)
� l(S) = 3.

Лемма 3.17. Пусть F —произвольное поле. Тогда l
(
F ⊕ M2(F)

)
= 2.

Доказательство. Обозначим A = F⊕M2(F). Так как A изоморфна блочной
подалгебре в M3(F), то по теореме Гамильтона—Кэли m(A) = 3. При этом
dimA = 5. Значит, A удовлетворяет условиям леммы 5.62, и следовательно, мы
получаем верхнюю оценку l(A) � 2.

Нижняя оценка получается по теореме 3.9 и лемме 5.52:

l(A) � max
{
l(F), l

(
M2(F)

)}
� l
(
M2(F)

)
= 2.

Лемма 3.18. Пусть F —произвольное поле. Тогда l
(
M2(F) ⊕ D2(F)

)
= 3.

Доказательство. Обозначим A = M2(F) ⊕ D2(F).
Верхняя оценка длины получается по теореме 3.9 и лемме 3.17:

l(A) = l(M2(F) ⊕ F ⊕ F) � l(M2(F) ⊕ F) + l(F) + 1 = 2 + 0 + 1 = 3.
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Нижняя оценка достигается на следующей системе порождающих алге-
бры A:

S =
{

A =
(

1 0
1 0

)
⊕
(

1 0
0 0

)
, B =

(
0 1
0 0

)
⊕
(

0 0
0 0

)}
.

Действительно,

A2 = A, B2 = 0, AB =
(

0 1
0 1

)
⊕
(

0 0
0 0

)
, BA =

(
1 0
0 0

)
⊕
(

0 0
0 0

)
,

ABA =
(

1 0
1 0

)
⊕
(

0 0
0 0

)
.

Таким образом, dimL2(S) = 5 < 6 = dimA, но L3(S) = A. Следовательно,
l(A) � l(S) = 3.

3.5. Поведение длины алгебры
при переходе к расширению поля

Пусть даны поле F и его расширение K. Рассмотрим конечномерное вектор-
ное пространство AF над F. Определим пространство AK над K как тензорное
произведение AF ⊗F K.

Предложение 3.19. Пусть A—конечномерная алгебра с единицей над по-
лем F. Тогда для любого расширения K поля F выполняется неравенство
l(AF) � l(AK).

Доказательство. Обозначим l = l(AF). Тогда по определению длины алге-
бры существует система порождающих S = {a1, . . . , ak} алгебры AF длины l.
Очевидно, что S ′ = {a1 ⊗ 1, . . . , ak ⊗ 1} является системой порождающих алге-
бры AK. Покажем, что l(S ′) = l.

Так как l(S) = l, существует слово v = v(a1, . . . , ak) длины l, несократимое
в Ll(S). Предположим, что v ⊗ 1 сократимо в Ll(S ′). Тогда существуют такие

слова v′
1, . . . , v

′
m ∈ (S ′)l−1 и элементы α1, . . . , αm ∈ K, что v ⊗ 1 =

m∑
i=1

αiv
′
i.

Однако в силу выбора множества образующих S ′ каждое слово v′
i имеет вид

v′
i = (ai1 ⊗ 1) · · · (aij

⊗ 1) = (ai1 · · · aij
) ⊗ 1,

т. е. каждое слово v′
i имеет вид v′

i = vi ⊗ 1 для некоторого vi ∈ Sl−1. Тогда

v ⊗ 1 =
m∑

i=1

vi ⊗ αi, откуда следует, что αi ∈ F и v =
m∑

i=1

αivi. Противоре-

чие с несократимостью слова v показывает, что v′ несократимо в Ll(S ′), т. е.
l = l(S) � l(S ′). Обратное неравенство следует из того, что любой элемент ал-
гебры AK — это линейная комбинация элементов вида a ⊗ 1, a ∈ AF, а каждый
такой элемент— линейная комбинация слов из (S ′)l.

Следовательно, l(AK) � l(S ′) = l = l(AF).

Отметим, что это неравенство может быть строгим. Это следует из теоре-
мы 4.60 ниже.
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3.6. Связь между длиной алгебры
и длиной её гомоморфных образов

Теорема 3.20. Пусть F —произвольное поле, A и B—алгебры над F и
ϕ : A → B—эпиморфизм. Тогда l(B) � l(A).

Доказательство. Обозначим K = ker ϕ. Тогда по теореме о гомоморфиз-
ме B ∼= A/K. Рассмотрим систему порождающих SB = {b1, . . . , bm} алгебры B
длины l(SB) = l(B). Пусть a1, . . . , am — такие элементы A, что ϕ(aj) = bj ,
j = 1, . . . , m, и пусть e1, . . . , ek ∈ K образуют базис K. Тогда SA =
= {a1, . . . , am, e1, . . . , ek} является системой порождающих для A.

Пусть N = l(SA). Покажем, что l(SB) � N . Для этого покажем, что для
произвольного элемента w ∈ LN+1(SB) верно w ∈ LN (SB). По определению w
найдётся такой многочлен PN+1 ∈ F〈x1, . . . , xm〉 степени, не большей N + 1,
что w = PN+1(b1, . . . , bm). Тогда если положить v = PN+1(a1, . . . , am), то
ϕ(v) = w. По построению v ∈ LN+1(SA), следовательно, v ∈ LN (SA), т. е.
найдётся такой многочлен PN ∈ F〈x1, . . . , xm+k〉 степени, не большей N , что
v = PN (a1, . . . , am, e1, . . . , ek). Поскольку K —идеал в A, то найдётся такой мно-
гочлен QN ∈ F〈x1, . . . , xm〉 степени, не большей N , что v = QN (a1, . . . , am) + r,
r ∈ K ⊆ L1(SA). Значит,

w = ϕ(v) = ϕ(QN (a1, . . . , am) + r) = ϕ
(
QN (a1, . . . , am)

)
=

= QN (b1, . . . , bm) ∈ LN (SB).

Следовательно, l(B) = l(SB) � l(SA) � l(A).

Следующий пример показывает, что из равенства длин в теореме 3.20, вооб-
ще говоря, не следует, что ϕ—изоморфизм алгебр.

Пример 3.21. Пусть A = Tn(R), B = Dn(R). Существует естественный го-
моморфизм π : A → B, действующий следующим образом:

π :


a1,1 ∗

. . .
0 an,n


 �→


a1,1 0

. . .
0 an,n


 .

При этом

dimA =
n(n + 1)

2
> n = dimB

и A � B, однако из теорем 3.13 и 4.60 получаем, что l(A) = l(B) = n − 1.
Следующий пример показывает, что неравенство в теореме 3.20 может быть

строгим.

Пример 3.22. Пусть A = Tn(F2), B = Dn(F2), n > 2. Существует естествен-
ный гомоморфизм π : A → B, описанный в примере 3.21. Из теорем 3.13 и 4.60
получаем, что l(A) = n − 1 > [log2(n)] = l(B).
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3.7. Нижняя оценка длины тензорного произведения

Лемма 3.23. Пусть F —произвольное поле, A и B—конечномерные алгебры
с единицами над F. Тогда l(A⊗F B) � l(A) + l(B).

Доказательство. Обозначим m = l(A), n = l(B). Построим систему поро-
ждающих алгебры A⊗ B длины m + n.

Пусть SA = {a1, . . . , ap}— система порождающих для A длины m и
SB = {b1, . . . , bq}— система порождающих для B длины n. Рассмотрим мно-
жество

S = {ai ⊗ 1, 1 ⊗ bj , i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q} ⊂ A⊗F B.

Покажем, что S является системой порождающих для алгебры A ⊗ B длины
m + n.

Поскольку Lm(SA) = A и Ln(SB) = B, то

Lm(SA) ⊗ Ln(SB) = A⊗ B.

Пусть N ∈ N. По определению

LN (S) =
〈

ai1 · · · ais
⊗ bj1 · · · bjt

∣∣∣∣ s, t ∈ Z+,
0 � s + t � N

〉
.

Заметим, что если s � m+1 или t � n+1, то любое слово ai1 · · · aiS
⊗bj1 · · · bjt

сократимо, так как сократимо ai1 · · · ais
или bj1 · · · bjt

, т. е.

LN (S) =
〈

ai1 · · · ais
⊗ bj1 · · · bjt

∣∣∣∣ s, t ∈ Z+, s � m, t � n
0 � s + t � N

〉
. (3.8)

Следовательно,

Lm+n(S) =
〈

ai1 · · · ais
⊗ bj1 · · · bjt

∣∣∣∣ s, t ∈ Z+,
0 � s + t � m + n

〉
=

=
〈

ai1 · · · ais
⊗ bj1 · · · bjt

∣∣∣∣ s, t ∈ Z+,
s � m, t � n

〉
= Lm(SA) ⊗ Ln(SB) = A⊗ B.

Таким образом, S является системой порождающих для алгебры A ⊗ B и
l(S) � m + n.

Для доказательства равенства l(S) = m + n достаточно показать, что

Lm+n−1(S) �= A⊗ B.

Действительно, из равенства (3.8) следует, что

Lm+n−1(S) =
〈

ai1 · · · ais
⊗ bj1 · · · bjt

∣∣∣∣ s, t ∈ Z+, s � m, t � n,
0 � s + t � m + n − 1

〉
=

= Lm−1(SA) ⊗ Ln(SB) + Lm(SA) ⊗ Ln−1(SB).

Пусть v1, . . . , vd —базис пространства Lm−1(SA), vd+1, . . . , vM — его допол-
нение до базиса пространства Lm(SA) = A. Пусть также w1, . . . , wr —базис
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пространства Ln−1(SB), wr+1, . . . , wK — его дополнение до базиса простран-
ства Ln(SB) = B. Тогда по определению элементы vi ⊗ wj при i = 1, . . . , M ,
j = 1, . . . , K образуют базис пространства Lm(SA) ⊗ Ln(SB) = A ⊗ B, эле-
менты vi ⊗ wj при i = 1, . . . , d, j = 1, . . . , K образуют базис пространства
Lm−1(SA) ⊗ Ln(SB) и элементы vi ⊗ wj при i = 1, . . . , M , j = 1, . . . , r обра-
зуют базис пространства Lm(SA)⊗Ln−1(SB). Таким образом, элементы vi ⊗wj

при i = d + 1, . . . , M , j = r + 1, . . . , K лежат в A ⊗ B = Lm+n(S), но не лежат
в Lm+n−1(S).

3.8. Верхняя оценка длины алгебры как функция
от индекса нильпотентности её радикала Джекобсона
и длины фактора по радикалу

В данном разделе получена верхняя оценка длины алгебры как функция двух
инвариантов этой алгебры: индекса нильпотентности её радикала Джекобсона и
длины фактора по радикалу. В частности, в случае локальных алгебр (локаль-
ность понимается в смысле определения 3.24) предлагаемая верхняя оценка
длины является усовершенствованием ранее полученной автором оценки из ра-
боты [10].

Определение 3.24. Ассоциативная алгебра называется локальной, если она
обладает единственным максимальным правым идеалом.

Определение 3.25. Радикалом Джекобсона ассоциативного кольца называ-
ется пересечение всех его максимальных правых идеалов.

Замечание 3.26. Известно, что множество всех необратимых элементов ло-
кальной алгебры содержится в её радикале Джекобсона. Радикал Джекобсона J
артинова кольца нильпотентен, т. е. существует такое натуральное число N , что
JN = (0), а JN−1 �= (0), здесь через JN обозначено множество всех произведе-
ний элементов из J длины N , число N называют индексом нильпотентности
идеала J (см., например, [11, § 4.4]. В частности, радикал Джекобсона конеч-
номерной алгебры нильпотентен.

Согласно основной теореме об эквивалентности различных определений ло-
кальности (см. [11, § 5.2]), определение 3.24 эквивалентно следующему.

Определение 3.27. Ассоциативная алгебра называется локальной, если фак-
тор-алгебра A/J(A) является алгеброй с делением.

Сперва докажем вспомогательные утверждения относительно длин сокра-
тимых слов от элементов произвольного подмножества в данной алгебре и от
элементов её систем порождающих.

Лемма 3.28. Пусть F —произвольное поле и A—конечномерная F-алгебра.
Положим B = A/J(A), где J(A) обозначает радикал Джекобсона алгебры A,
и Q = l(B) + 1. Пусть S = {A1, . . . , Ak} ⊆ A—произвольная система порожда-
ющих алгебры A. Тогда для любого набора i = (i1, . . . , iQ) ∈ NQ, 1 � is � k,
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s = 1, . . . , k, существует такой многочлен Pi ∈ F〈x1, . . . , xk〉 степени, не большей
Q − 1, что Ai1Ai2 · · ·AiQ

− Pi(A1, . . . , Ak) ∈ J(A).

Доказательство. Если хотя бы один из элементов Ai1 , . . . , AiQ
принадлежит

J(A), то лемма выполняется тривиально.
Рассмотрим естественный гомоморфизм алгебр

π : A → B, A �→ A + J(A), A ∈ A,

ядром которого является идеал J(A). Поскольку множество S выбрано как
система порождающих для алгебры A, то множество

SB = {B1 = π(A1), . . . , Bk = π(Ak)} ⊆ B
является системой порождающих для фактор-алгебры B. По определению длины
получаем, что l(SB) � Q − 1. Таким образом, любое слово от элементов SB

длины Q сократимо в смысле определения 2.12. Следовательно, найдётся такой
многочлен Pi ∈ F〈x1, . . . , xk〉 степени, не большей Q − 1, что

Bi1 · · ·BiQ
= Pi(B1, . . . , Bk). (3.9)

Пользуясь линейностью и мультипликативностью отображения π, из равен-
ства (3.9) получаем соотношения

π(Ai1 · · ·AiQ
) = π

(
Pi(A1, . . . , Ak)

)
, π

(
Ai1 · · ·AiQ

− Pi(A1, . . . , Ak)
)

= 0,

это и означает, что

Ai1 · · ·AiQ
− Pi(A1, . . . , Ak) ∈ J(A).

Следствие 3.29. Пусть F —произвольное поле, A—конечномерная F-ал-
гебра и J(A)— её радикал Джекобсона, B = A/J(A) и D = dimF B. Пусть
A1, . . . , AD ∈ A—произвольные элементы. Тогда существует такой многочлен
P ∈ F〈x1, . . . , xD〉 степени, не большей D−1, что A1A2 · · ·AD−P (A1, . . . , AD) ∈
∈ J(A).

Доказательство. Как и при доказательстве леммы 3.28, pассмотрим есте-
ственный гомоморфизм алгебр π : A → B. Множество

S = {B1 = π(A1), . . . , BD = π(AD)} ⊆ B
является системой порождающих для некоторой подалгебры B′ ⊆ B. Используя
тривиальную оценку длины, получаем, что

l(S) � l(B′) � dimB′ − 1 � dimB − 1 = D − 1.

Далее рассуждая как в доказательстве лемме 3.28, получим требуемое утвер-
ждение.

Теорема 3.30. Пусть F —произвольное поле и A—конечномерная F-алге-
бра с единицей. Пусть J(A)—радикал Джекобсона алгебры A, через N обо-
значим индекс нильпотентности J(A). Пусть также B = A/J(A). Тогда l(A) �
� (l(B) + 1)N − 1.



Функция длины и матричные алгебры 85

Доказательство. Обозначим Q = l(B) + 1, q = QN . Пусть S =
= {S1, . . . , Sk}—произвольная система порождающих алгебры A. Покажем, что
любое слово длины q от элементов S сократимо в смысле определения 2.12.

Зафиксируем слово W = Si1 · · ·Siq
. Найдётся число 0 � t � q, такое что t

сомножителей в W лежат в J(A) (обозначим их B1, . . . , Bt), а остальные q − t
сомножителей в W не лежат в J(A) (их обозначим A1, . . . , Aq−t).

Пусть K1, . . . , Kt+1 ⊆ {1, . . . , q − t}, Ki ∩ Kj = ∅,
t+1⋃
i=1

Ki = {1, . . . , q − t}, и

если Ki �= ∅, то Ki = {ki, ki + 1, . . . , ki + |Ki| − 1}. Положим

Vi =



∏

r∈Ki

Ar, если Ki �= ∅,

1A, если Ki = ∅.

Тогда слово W можно представить в виде

W =
t∏

i=1

(ViBi) · Vt+1.

Рассмотрим три случая.
1. Пусть t � N . Так как J(A)—идеал в A, то Vi · Bi ∈ J(A), для всех

i = 1, . . . , t. Тогда
N∏

i=1

(ViBi) = 0 по определению N . Следовательно,

W =
t∏

i=1

(ViBi) · Vt+1 = 0 ·
( t∏

i=N+1

(ViBi) · Vt+1

)
= 0,

т. е. в этом случае W = 0, а значит, слово W сократимо.
2. Пусть t = 0. В этом случае имеем

W =
N−1∏
j=0

(AjQ+1AjQ+2 · · ·AjQ+Q).

По лемме 3.28 для каждого j = 0, . . . , N − 1 найдётся многочлен Pj ∈
∈ F〈x1, . . . , xk〉 степени, не большей Q − 1, такой что

AjQ+1AjQ+2 · · ·AjQ+Q − Pj(S1, . . . , Sk) = Rj ∈ J(A).

По определению индекса нильпотентности радикала R0R1 · · ·RN = 0, т. е.

N−1∏
j=0

(
AjQ+1AjQ+2 · · ·AjQ+Q − Pj(S1, . . . , Sk)

)
= 0.

Раскрывая скобки, получаем, что единственный одночлен старшей степени сов-
падает с W , а все остальные слагаемые лежат в Lq−1(S). Поэтому, пере-
нося все слагаемые, кроме первого, в правую часть равенства, получим, что
W ∈ Lq−1(S), т. е. слово W сократимо.
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3. Пусть 0 < t < N . Пусть T1 —множество таких Ki, что |Ki| < Q, T2 —
множество таких Ki, что |Ki| � Q. Если s1 = |T1|, то |T2| = t + 1− s1. Заметим,
что s1 < t + 1, так как иначе

t+1∑
j=1

|Kj | � (t + 1)(Q − 1) � N(Q − 1) < NQ − t,

противоречие.
Если Ki ∈ T2, то |Ki| = qiQ + ri, и если Kj ∈ T1, то |Kj | = Q − rj для

qi, rj ∈ N, ri ∈ Z+, ri � Q − 1, rj � Q.
Покажем, что

∑
i : Ki∈T2

qi � N − t. Действительно, если
∑

i : Ki∈T2

qi � N − t− 1,
то

QN − t =
∑

i : Ki∈T1

|Ki| +
∑

j : Kj∈T2

|Kj | =

=
( ∑

j : Kj∈T2

qj + s1

)
Q +

∑
j : Kj∈T2

rj −
∑

i : Ki∈T1

ri �

� (N − t − 1 + s1)Q + (t + 1 − s1)(Q − 1) − s1 = QN − t − 1.

Противоречие.
Пусть i такое, что Ki ∈ T2. Снова применяя лемму 3.28 и рассуждая как

в пункте 2, получаем, что существуют элементы Ri,1, Ri,2, . . . , Ri,qi−1, R
′
i,qi

∈
∈ J(A) и многочлен Pi ∈ F〈x1, . . . , xk〉 степени, не большей qiQ − 1, такие
что

Vi =
(
Ri,1Ri,2 · · ·Ri,qi−1R

′
i,qi

+ Pi(S1, . . . , Sk)
)
Aki+qiQ · · ·Aki+|Ki|−1 =

= Ri,1Ri,2 · · ·Ri,qi−1Ri,qi
+ P ′

i , (3.10)

где
Ri,qi

= R′
i,qi

· (Aki+qiQ · · ·Aki+|Ki|−1) ∈ J(A)

и P ′
i —многочлен от S1, . . . , Sk степени, не большей |Ki| − 1.
Пусть i < t + 1 такое, что Ki ∈ T1. В этом случае заметим, что B′

i = ViBi ∈
∈ J(A). Если Kt+1 ∈ T1, то положим

B′
t =

{
BtVt+1, если Kt ∈ T2,

VtBtVt+1, если Kt ∈ T1.

Подставляя представления для Vi из равенства (3.10) в слово W и раскрывая
скобки, получим, что существует многочлен P от элементов S1, . . . , Sk степени,
не большей q − 1, такой что

W − P =
∏
k

(∏
ak

( qak∏
j=1

Rak,jBak

)∏
ck

B′
ck

)

есть произведение не менее N радикальных элементов Ri,j , Bi и B′
i, следова-

тельно, W − P = 0, т. е. слово W сократимо.
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Таким образом, мы получили, что любое слово длины QN от элементов си-
стемы S сократимо в смысле определения 2.12. Это означает, что l(S) � QN −1.

Следовательно,

l(A) = max
S

l(S) � max
S

{QN − 1} = QN − 1.

Следствие 3.31. Пусть F —произвольное поле и A—конечномерная F-алге-
бра с единицей. Пусть J(A)—радикал Джекобсона алгебры A, через N обозна-
чен индекс нильпотентности J(A). Пусть также B = A/J(A). Тогда для длины
любой подалгебры A′ ⊆ A справедлива верхняя оценка l(A′) � N dimB − 1.

Доказательство. Из теоремы получим, что l(A′) � N(l(B′) + 1) − 1, где
B′ = A′/J(A)—подалгебра в B. Как в доказательстве следствия 3.29, имеем
оценку l(B′) � dimB′ − 1 � dimB − 1.

Следствие 3.32. Пусть F —произвольное поле, A—конечномерная локаль-
ная F-алгебра и J(A)— её радикал Джекобсона, через N обозначен индекс
нильпотентности J(A). Пусть A = F1A + J(A). Тогда l(A) � N − 1.

Следующий пример показывает, что эта оценка является точной.
Пример 3.33. Рассмотрим алгебру A матриц вида


α β1 . . . βn−1

0 α
. . . βn−2

. . . . . .
. . . . . .

0 0 0 α


 , α, βj ∈ F.

Эта алгебра является локальной, её радикал Джекобсона равен

J =

〈
0 β1 . . . βn−1

0 0
. . . βn−2

. . . . . .
. . . . . .

0 0 0 0




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
βj ∈ F

〉
.

Следовательно, N = N(J) = n. Имеем l(A) = N − 1 = n − 1 по лемме 4.5.
Замечание 3.34. С другой стороны, в теореме 4.11 будет дан пример такой

локальной алгебры A = F1A + J(A) с индексом нильпотентности радикала N ,
что l(A) = N − 2 < N − 1.

Определение 3.35. Пусть F —произвольное поле, n ∈ N и f(x) =
= xn+an−1x

n−1+. . . +a1x+a0 ∈ F[x]. Сопровождающей матрицей многочлена
f(x) называется матрица

A =




0 0 0 . . . 0 −a0

1 0 0 . . . 0 −a1

0 1 0 . . . 0 −a2

...
...

. . . . . .
...

...
0 0 0 . . . 1 −an−1


 ∈ Mn(F).
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Лемма 3.36. Пусть p ∈ N —простое число, D ∈ N, D � 2. Рассмотрим поле
FpD как Fp-алгебру. Тогда l(FpD ) = D − 1 = dimFp

FpD − 1.

Доказательство. Согласно [4, гл. 2, § 5] существуют f(x) ∈ Fp[x]—нор-
мированный неприводимый многочлен степени D, A ∈ MD(Fp)— сопровожда-
ющая матрица многочлена f(x), такие что алгебра FpD изоморфна подалгебре
A ⊂ MD(Fp), порождённой матрицей A.

Согласно [4, теорема 2.14] многочлен f(x) имеет ровно D различных корней
в алгебраическом замыкании поля Fp. Поэтому жорданова нормальная форма
матрицы A состоит из D клеток размера 1 с попарно различными собственны-
ми значениями. Следовательно, матрица A циклическая (см. определение 4.2,
лемму 4.5). Тогда

l(FpD) = l(A) = D − 1.

Следующая лемма показывает, что оценка из теоремы 3.30 является точной
для любых N и Q.

Лемма 3.37. Пусть p ∈ N —простое число, N,D ∈ N, N,D � 2. Рассмотрим
Fp-алгебру A, состоящую из всех матриц вида


b1 b2 b3 . . . bN−1 bN

0 b1 b2 . . . bN−2 bN−1

0 0 b1 . . . bN−3 bN−2

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 . . . 0 b1


 ∈ MN (FpD ).

Тогда

1) A—коммутативная локальная алгебра;
2) радикал Джекобсона J(A) состоит из тех матриц, у которых b1 = 0, и

N(J) = N ;
3) B = A/J(A) ∼= FpD ;
4) l(B) = D − 1;
5) l(A) = DN − 1.

Доказательство. Утверждения 1)—3) верны по построению.
Утверждение 4) доказано в лемме 3.36.
Докажем утверждение 5). dimA = DN , поэтому нам нужно проверить ра-

венство
l(A) = DN − 1 = dimA− 1.

Для этого достаточно предъявить элемент, порождающий алгебру A.
Согласно [4, гл. 2, § 5] существуют f(x) ∈ Fp[x]—нормированный непри-

водимый многочлен степени D, A ∈ MD(Fp)— сопровождающая матрица мно-
гочлена f(x), такие что алгебра A изоморфна коммутативной алгебре B блоч-
но-треугольных матриц вида
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


h1(A) h2(A) h3(A) . . . hN−1(A) hN (A)
OD h1(A) h2(A) . . . hN−2(A) hN−1(A)
OD OD h1(A) . . . hN−3(A) hN−2(A)
...

...
...

. . .
...

...
OD OD OD . . . OD h1(A)


 ∈ MDN (Fp),

где hi(x) ∈ Fp[x]—многочлен степени, меньшей D, i = 1, . . . , N . Поэтому по
лемме 4.5 достаточно доказать, что алгебра B содержит циклическую матрицу.

Покажем, что циклической является матрица

B =




A ID OD . . . OD OD

OD A ID . . . OD OD

OD OD A
. . . OD OD

...
...

...
. . .

...
...

OD OD OD . . . OD A


 ∈ B.

Действительно, любое конечное поле совершенно, значит, к матрице B приме-
нима лемма 4 из [5, гл. 4, § 15.6]. Согласно [4, теорема 2.14] многочлен h(x)
имеет ровно D различных корней в алгебраическом замыкании поля Fp, поэто-
му жорданова нормальная форма матрицы B состоит из D клеток размера N
с попарно различными собственными значениями. Следовательно, матрица B
циклическая.

4. Длина коммутативных алгебр

В [30] было установлено, что длина любой коммутативной подалгебры алге-
бры матриц порядка n над полем комплексных чисел C не больше n − 1, т. е.
для коммутативных подалгебр получена линейная относительно порядка мат-
риц верхняя оценка длины. В разделе 4.1 показано, что эта оценка справедлива
в случае произвольного поля и является точной. Таким образом, можно гово-
рить о коммутативных подалгебрах в Mn(F) длины n − 1 как о коммутативных
подалгебрах максимальной длины. Здесь возникают следующие естественные
вопросы: получить описание коммутативных подалгебр максимальной длины и
установить связь между максимальными по длине и максимальными по вклю-
чению коммутативными матричными подалгебрами.

В настоящем разделе показано, что максимальными по длине являются по-
далгебры, порождённые циклическими матрицами (см. определение 4.2), и толь-
ко они. Как следствие получено, что максимальные по длине коммутативные
подалгебры в Mn(F) являются также максимальными по включению. С дру-
гой стороны, как показано в примерах из раздела 4.2, длины максимальных по
включению коммутативных подалгебр в Mn(F) могут принимать любое нату-
ральное значение в отрезке от 1 до n − 1, т. е. максимальные по включению
коммутативные подалгебры не обязательно имеют максимальную длину.
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В разделе 4.4 получена точная верхняя оценка длины коммутативной алге-
бры как функция таких инвариантов алгебры, как размерность алгебры и мак-
симальная степень минимального многочлена элементов алгебры. Эта оценка
является улучшением общей оценки, полученной в [29, теорема 3.1] в комму-
тативном случае. Этот результат применяется для вычисления длины алгебры
диагональных матриц над произвольным полем.

4.1. Верхняя оценка длины
коммутативных матричных алгебр

Теорема 4.1. Пусть F —произвольное поле и A—коммутативная подалгебра
в Mn(F). Тогда l(A) � n − 1.

Доказательство. Заметим, что в доказательстве теоремы 2 из [30] исполь-
зуется только алгебраическая замкнутость поля комплексных чисел. Следова-
тельно, утверждение теоремы справедливо для произвольного алгебраически
замкнутого поля. Тогда, взяв в предложении 3.19 в качестве расширения поля F

его алгебраическое замыкание F̄, получаем оценку l(A) � l(AF̄) � n − 1.

Нам потребуется следующий специальный класс матриц, который будет ис-
пользоваться и в дальнейшем.

Определение 4.2. Пусть F —произвольное поле. Матрица C ∈ Mn(F) назы-
вается циклической, если

dimF(〈E,C,C2, . . . , Cn−1〉) = n.

Предложение 4.3 [21, теорема 4.4.17]. Пусть F —произвольное поле. Мат-
рица C ∈ Mn(F) является циклической тогда и только тогда, когда её минималь-
ный многочлен совпадает с характеристическим.

Лемма 4.5 показывает точность оценки в теореме 4.1; её доказательство
основано на следующем результате Герштенхабера.

Теорема 4.4 (теорема Герштенхабера [36, теорема 1]). Пусть F —произ-
вольное поле, матрицы A,B ∈ Mn(F) такие, что AB = BA. Пусть A(A,B)—
подалгебра Mn(F), порождённая матрицами A и B. Тогда dimF A(A,B) � n.

Лемма 4.5. Пусть F —произвольное поле и A—коммутативная подалгебра
в Mn(F). Если существует циклическая матрица A ∈ A, то A является подал-
геброй, порождённой матрицей A, и l(A) = n − 1.

Доказательство. Сначала покажем, что A порождает A.
Поскольку матрицы E,A,A2, . . . , An−1 линейно независимы (по определе-

нию циклической матрицы), то dimF A � n. Рассмотрим произвольную матрицу
B ∈ A. Имеем AB = BA. Обозначим через L(A) подалгебру Mn(F), порождён-
ную матрицей A, и через L(A,B)—подалгебру Mn(F), порождённую матрицами
A, B. По построению L(A) ⊆ L(A,B) ⊆ A.
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По теореме 4.4 получаем dimF L(A,B) � n. Следовательно, L(A,B) = L(A),
поэтому B ∈ 〈E,A,A2, . . . , An−1〉, значит, B — значение некоторого многочлена
от A, A = L(A) и A—максимальная коммутативная подалгебра.

Из линейной независимости матриц E,A,A2, . . . , An−1 следует, что множе-
ство {A} является системой порождающих для A длины n − 1. Значит, l(A) =
= n − 1.

Следствие 4.6. Пусть F —произвольное поле и A—коммутативная подал-
гебра в Mn(F). Если m(A) = n, то dimA = n.

4.2. Длина классических коммутативных подалгебр
алгебры Mn(F)

Приведём примеры вычисления длин некоторых коммутативных матричных
подалгебр.

Во всех следующих примерах поле F произвольное.

Пример 4.7. Рассмотрим подалгебру A1 ⊆ Mn(F), состоящую из всех мат-
риц вида

A =




a11 a12 . . . a1n

0 a11 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . a11


 .

В [16, пример 2] доказано, что A1 —максимальная коммутативная подалгебра
в Mn(F) с индексом нильпотентности радикала N = 2. Тогда по следствию 3.32
получаем, что l(A1) = 1.

Пример 4.8 (алгебра Шура [32]). Алгебра Шура— пример коммутативной
подалгебры алгебры Mn(F) максимальной возможной размерности.

Пусть n = k + m, k,m ∈ N и |k − m| � 1. Рассмотрим следующую коммута-
тивную подалгебру AS ⊆ Mn(F):

AS =
{(

xIk Z
0 xIm

) ∣∣∣∣ x ∈ F, Z ∈ Mk,m(F)
}

.

Её размерность dimF(AS) = 1 + km = [n2/4] + 1 является максимально возмож-
ной для коммутативной подалгебры матричной алгебры, следовательно, AS —
максимальная коммутативная подалгебра Mn(F). J(AS) состоит из тех матриц,
у которых x = 0. Получаем, что N

(
J(AS)

)
= 2 и l(AS) = 1.

Пример 4.9 (алгебра Куртера [18]). Алгебра Куртера— коммутативная по-
далгебра алгебры M14(F)— знаменита тем, что dim(AC) = 13. Она была постро-
ена Р. Куртером как контрпример к гипотезе Герштенхабера, утверждающей, что
размерность максимальной коммутативной подалгебры алгебры Mn(F) не мень-
ше числа n (порядка матриц) (см. [16,18,19]. Отметим, что этот пример является
минимальным относительно размера матриц.
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Рассмотрим множество J всех матриц порядка 14 вида


0 0
O2×10 O20 0

x11 0
0 x11

x12 0
0 x12

x21 0 O10 O10×20 x21

x22 0
0 x22

z11 z12

z21 z22

y11 y12 z11 z12 z21 z22 0 0 0 0 x11 x12 0 0
y21 y22 0 0 0 0 z11 z12 z21 z22 x21 x22 0 0




,

где xij , yij и zij —произвольные элементы поля F . Из определения множества J
следует, что оно замкнуто относительно умножения и состоит из попарно ком-
мутирующих матриц. Пусть δ ∈ J . Матрица δ представляется в следующем
блочном виде:

δ =


O2 O O

A O10 O
Y B O2


 .

Пусть

δ′ =


O2 O O

A′ O10 O
Y ′ B′ O2




также матрица из J . Тогда

δ′δ =


 O2 O O

O O10 O
B′A O O2


 .

Следовательно, произведение любых трёх матриц из J равно нулю. Тогда AC =
= FE14 ⊕ J —коммутативная подалгебра M14(F) размерности 13 с радикалом
индекса нильпотентности 3. В [16, пример 4] показано, что AC является макси-
мальной коммутативной подалгеброй.

Предложение 4.10. Пусть AC —алгебра Куртера, определённая в приме-
ре 4.9. Тогда l(AC) = 2.

Доказательство. Из следствия 3.32 вытекает, что l(AC) � 2.
Возьмём в AC множество S, состоящее из матриц

X11 = E3,1 + E4,2 + E13,11, X12 = E5,1 + E6,2 + E13,12,

X21 = E7,1 + E8,2 + E14,11, X22 = E9,1 + E10,2 + E14,12,
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Z11 = E11,1 + E13,3 + E14,7, Z12 = E11,2 + E13,4 + E14,8,

Z21 = E12,1 + E13,5 + E14,9, Z22 = E12,2 + E13,6 + E14,10

и единичной матрицы. У всех этих матриц элементы левого нижнего угла (сто-
ящие на пересечении 13-й и 14-й строк с первым и вторым столбцами) равны
нулю. Значит, L1(S) �= AC . На втором шаге эти элементы можно получить,
например, так:

E13,1 = X11Z11, E13,2 = X11Z12, E13,1 = X21Z11, E13,1 = X22Z22.

Следовательно, S является системой порождающих для AC и l(S) = 2. А значит,
и l(AC) = 2.

Теорема 4.11. Пусть n ∈ N, n � 4. Пусть F —произвольное поле. Пусть
A = E1,2 + . . . + En−2,n−1 ∈ Mn(F) и Aα ⊆ Mn(F)—подалгебра, порождённая
матрицами E, E1,n + αEn,n−1, α �= 0, и A. Тогда l(Aα) = 2 при n = 4 и
l(Aα) = n − 3 при n � 5.

Доказательство. По построению Aα является локальной алгеброй. Как по-
казано в [12, гл. 3, теорема 1], индекс нильпотентности её радикала Джекоб-
сона равен N = N

(
J(Aα)

)
= n − 1. Следовательно, l(Aα) � n − 2 согласно

следствию 3.32.
Рассмотрим систему порождающих S = {A, B = E1,n + αEn,n−1}. Имеем

AB = BA = 0, B2 = αE1,n−1 = αAn−2, B3 = 0. (4.1)

Значит, при n = 4 L2(S) = Aα и l(Aα) = 2.
При n � 5 и при 2 � k � n − 3 верно

dimLk(S) = dim〈E,B,B2, A,A2, . . . , Ak〉 = k + 3,

следовательно, l(S) = n − 3 и l(Aα) � n − 3.
Осталось показать, что при n � 5 справедлива оценка l(Aα) � n−3. Рассмот-

рим произвольную систему порождающих S для Aα и докажем, что l(S) � n−3.
По лемме 4.34 dimL1(S) � 3.
I. Если dimL1(S) � 4, то

dimLn−3(S) = dimL0(S) +
n−3∑
k=1

(
dimLk(S) − dimLk−1(S)

)
=

= dimL1(S) +
n−3∑
k=2

(
dimLk(S) − dimLk−1(S)

)
� dimL1(S) +

n−3∑
k=2

1 =

= dimL1(S) + n − 4 � n = dimAα,

и l(S) � n − 3.
II. Пусть dimL1(S) = 3. Согласно предложению 3.4 без ограничения общно-

сти можно считать, что S = {A1, A2}, где

A1 =
n−2∑
j=1

γ1,jA
j + δ1B, A2 =

n−2∑
j=1

γ2,jA
j + δ2B.
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Из равенств (4.1) следует, что при k � 2 Sk\Sk−1 ⊆ 〈A2, A3, . . . , An−2〉. Поэтому
если S — система порождающих, то A1 и A2 линейно независимы по модулю
пространства 〈A2, A3, . . . , An−2〉, т. е.

det
(

γ1,1 δ1

γ2,1 δ2

)
�= 0.

Пусть матрица C = {ci,j} ∈ M2(F) такая, что

C =
(

γ1,1 δ1

γ2,1 δ2

)−1

.

По предложению 3.1 множество

Sc = {A′
1 = c1,1A1 + c1,2A2, A′

2 = c2,1A1 + c2,2A2}

является системой порождающих для Aα и l(Sc) = l(S). Покажем, что l(Sc) �
� n − 3.

По построению

A′
1 = A +

n−2∑
j=2

γ′
1,jA

j , A′
2 =

n−2∑
j=2

γ′
2,jA

j + B.

Обозначим

C2 =
n−2∑
j=2

γ′
2,jA

j .

При m � 1 рассмотрим матрицы

(A′
1)

m = Am +
n−2∑

t=m+1

εm,tA
t.

Получаем, что для некоторых µ, λ1, . . . , λn−3 ∈ F

〈A′
2, A

′
1, (A

′
1)

2, . . . , (A′
1)

n−3〉 =

= 〈B+µE1,n−1, A+λ1E1,n−1, A2+λ2E1,n−1, . . . , An−3+λn−3E1,n−1〉⊆Ln−3(Sc).

Теперь осталось проверить, что E1,n−1 ∈ Ln−3(Sc). Рассмотрим два случая.
1. Пусть C2

2 = 0. Тогда из равенства (4.1) следует, что

(A′
2)

2 = C2
2 + 2BC2 + B2 = B2 = αE1,n−1.

Поскольку α �= 0, то E1,n−1 ∈ L2(Sc) ⊆ Ln−3(Sc).
2. Пусть C2

2 �= 0. Положим k = min
2�j�n−2

{γ′
2,j �= 0}. В данном случае k

существует и k � (n − 2)/2. Тогда n − 2 − k � n − 4. Следовательно,

(A′
1)

n−k−2 · A′
2 = (A′

1)
n−k−2 · C2 = γ′

2,kE1,n−1 ∈ Ln−3(Sc).

Значит, Aα = 〈E,B,E1,n−1, A,A2, . . . , An−3〉 ⊆ Ln−3(Sc) и l(Sc) � n− 3.
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Предложение 4.12. Пусть m,n ∈ N, k ∈ Z+ и k + m + 1 � n. Рассмотрим
подалгебру Bk,m ⊆ Mn(F), порождённую матрицами

E, B = Em,m+1 + Em+1,m+2 + . . . + Em+k,m+k+1, Ei,j ,

1 � i � m, m + k + 1 � j � n.

Тогда Bk,m —максимальная коммутативная подалгебра в Mn(F) длины l(Bk,m) =
= k + 1.

Доказательство. В [13] доказано, что Bk,m —максимальная коммутативная
подалгебра в Mn(F) с индексом нильпотентности радикала N = k + 2.

Согласно следствию 3.32 получаем, что l(Bk,m) � k + 1.
Для доказательства нижней оценки l(Bk,m) � k + 1 рассмотрим следующую

систему порождающих в Bk,m:

S = {B, Ei,j | 1 � i � m, m + k + 1 � j � n, (i, j) �= (m,m + k + 1)}.

Имеем, что BEi,j = 0, Ei,jEp,q = 0 для любых Ei,j , Ep,q ∈ S. Также по постро-
ению для любого s = 2, . . . , k + 1 выполнено

Bs =
k−s+1∑

h=0

Em+h,m+h+s ∈ Ls(S), Bs /∈ Ls−1(S).

Значит, l(S) = k + 1.
Таким образом, l(Bk,m) = k + 1.

Следствие 4.13. Пусть n ∈ N, n � 2, и пусть F —произвольное поле. Тогда
для любого k ∈ N, 1 � k � n − 1, алгебра Mn(F) содержит максимальную
коммутативную подалгебру длины k.

Следствие 4.14. Пусть n ∈ N, n � 2, и пусть F —произвольное поле. Тогда
для любого k ∈ Z+, 0 � k � n − 2, алгебра Mn(F) содержит коммутативную
подалгебру длины k, не являющуюся максимальной по включению.

Определение 4.15. Матрица C ∈ Mn(F) называется циркулянтной матри-
цей или циркулянтом, если она имеет вид


c0 cn−1 cn−2 . . . c1

c1 c0 cn−1 . . . c2

c2 c1 c0 . . . c3

...
...

...
. . .

...
cn−1 cn−2 cn−3 . . . c0


 .

Замечание 4.16. Подмножество циркулянтных матриц в Mn(F) является
коммутативной подалгеброй, порождённой матрицей
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Pn =




0 0 . . . 0 1
1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0




(см., например, [2, гл. 1, § 3]). Подалгебру циркулянтных матриц в Mn(F) будем
обозначать Cn(F).

Теорема 4.17. Пусть F —произвольное поле. Тогда l
(
Cn(F)

)
= n − 1.

Доказательство. Поскольку

Pm
n =

n−m∑
i=1

Ei+m,i +
m∑

j=1

Ej,j+n−m

при m = 1, . . . , n − 1, то dim〈E,Pn, P 2
n , . . . , Pn−1

n 〉 = n и матрица Pn являет-
ся циклической. Следовательно, применяя лемму 4.5, получаем утверждение
теоремы.

Следующая конструкция является обобщением конструкции циркулянтных
матриц.

Определение 4.18. Пусть ϕ ∈ F, ϕ �= 0. Матрица C ∈ Mn(F) называется
ϕ-косоциркулянтом, если она имеет вид


c0 ϕcn−1 ϕcn−2 . . . ϕc1

c1 c0 ϕcn−1 . . . ϕc2

c2 c1 c0 . . . ϕc3

...
...

...
. . .

...
cn−1 cn−2 cn−3 . . . c0


 .

Замечание 4.19. Подмножество ϕ-косоциркулянтных матриц в Mn(F) явля-
ется коммутативной подалгеброй, порождённой матрицей

Qn =




0 0 . . . 0 ϕ
1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0




(см., например, [2, гл. 1, § 3]). Подалгебру ϕ-косоциркулянтных матриц в Mn(F)
будем обозначать Cn(F, ϕ).

Теорема 4.20. Пусть F —произвольное поле. Тогда l
(
Cn(F, ϕ)

)
= n − 1.

Доказательство. Поскольку

Qm
n =

n−m∑
i=1

Ei+m,i +
m∑

j=1

ϕEj,j+n−m
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при m = 1, . . . , n − 1, то dim〈E,Qn, Q2
n, . . . , Qn−1

n 〉 = n и матрица Qn явля-
ется циклической. Следовательно, применяя лемму 4.5, получаем утверждение
теоремы.

4.3. Коммутативные матричные алгебры
максимальной длины

4.3.1. Коммутативные матричные алгебры максимальной длины
над алгебраически замкнутыми полями

Лемма 4.21. Пусть F —произвольное поле и C ∈ Mn(F)—циклическая мат-
рица. Тогда матрица C + αE является циклической для любого α ∈ F.

Доказательство. При n = 1 имеем, что M1(F) = F, C = γ ∈ F и для любого
α ∈ F выполнено dim〈E,C + αE〉 = dim〈1, γ + α〉 = 1.

При n � 2 рассмотрим алгебру A ⊂ Mn(F), порождённую матрицами E
и C. В этом случае множество S = {C} является системой порождающих для
алгебры A и E /∈ 〈C〉. Тогда, применяя к S предложение 3.2, получим, что
множество S(α) = {C + αE} является системой порождающих для алгебры A
и Ln−1(S) = Ln−1

(
S(α)

)
. Следовательно,

n = dim〈E,C,C2, . . . , Cn−1〉 = dimLn−1(S) = dimLn−1

(
S(α)

)
=

= dim〈E,C + αE, (C + αE)2, . . . , (C + αE)n−1〉,

т. е. матрица C + αE циклическая.

Следствие 4.22. Не содержащая единицу алгебра A порождается цикли-
ческой матрицей тогда и только тогда, когда алгебра A1 = 〈E,A | A ∈ A〉
с присоединённой единицей порождается циклической матрицей. Поэтому тот
факт, что алгебра порождается некоторой циклической матрицей, не зависит от
наличия в алгебре единицы, и мы без ограничения общности можем считать,
что E ∈ A.

Лемма 4.23. Пусть F —произвольное поле и A ⊆ Mn(F)—коммутативная
подалгебра блочно-диагональных матриц c блоками Ai ⊆ Mni

(F), i = 1, . . . , k.
Тогда из равенства l(A) = n−1 следует, что l(Ai) = ni −1 для всех i = 1, . . . , k.

Доказательство. Из коммутативности A следует, что все Ai коммутативны.
Значит, для каждого i справедливо l(Ai) � ni − 1. Предположим, что найдётся
номер i0 ∈ {1, . . . , k}, такой что l(Ai0) < ni0 − 1. Тогда по следствию 3.11

l(A) �
k∑

j=1

l(Aj) + k − 1 <

k∑
j=1

(nj − 1) + k − 1 = n − 1.

Полученное противоречие доказывает лемму.
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Предложение 4.24. Пусть F —произвольное поле. Коммутативная подалге-
бра A в M2(F) имеет максимальную длину тогда и только тогда, когда она
порождена циклической матрицей.

Доказательство. Пусть A ∈ A—некоторая матрица. Если матрица A не
является циклической, т. е. dim(〈E,A〉) = 1, то A = aE, a ∈ F. Следовательно,
если найдётся A ∈ A, A �= aE, то A порождена циклической матрицей A.
В этом случае l(A) = 1, т. е. алгебра A максимальна по включению. Подалгебра,
порождённая только единичной матрицей, имеет длину 0.

Предложение 4.25. Пусть F —поле, в котором есть по крайней мере n раз-
личных ненулевых элементов, V —подпространство в Fn и для каждого i =
= 1, . . . , n найдётся такой vi ∈ V , что vi

i �= 0. Тогда найдётся такой v ∈ V , что
vi �= 0 для всех i = 1, . . . , n.

Доказательство. Доказательство проведём индукцией по n.
База индукции. При n = 1 утверждение верно.
Шаг индукции. Допустим, что n > 1 и для n − 1 утверждение доказано.

Это означает, что существует такой v0 ∈ V , что v0
i �= 0, i = 1, . . . , n − 1. Если

v0
n �= 0, то положим v = v0. В противном случае найдётся v1 ∈ V , v1

n �= 0.
Рассмотрим v0 + av1, a ∈ F, a �= 0. Пусть yi(x) = v1

i x + v0
i , i = 1, . . . , n − 1.

При каждом i v0
i �= 0, значит, уравнение yi(x) = 0 имеет в F не более одного

решения. Следовательно, если

X = {x ∈ F | найдётся такой i ∈ {1, . . . , n − 1}, что yi(x) = 0},

то |X| � n−1. Из условия на число элементов поля следует, что найдётся такой
a ∈ F, a �= 0, что v0

i + av1
i �= 0, i = 1, . . . , n. Вектор v0 + av1 и есть искомый.

Предложение 4.26. Пусть k,m, n ∈ N , n = k + m, F —поле, содержащее
не менее [n2/4] + 1 различных элементов ([·] обозначает целую часть числа).
Рассмотрим подалгебры A ⊆ Mk(F), B ⊆ Mm(F), порождённые циклически-
ми матрицами. Обозначим через C = A ⊕ B блочно-диагональную подалгебру
в Mn(F). Тогда C порождена циклической матрицей.

Доказательство. Рассмотрим циклические матрицы Ak ∈ A, Bm ∈ B. Тогда

A =
(

Ak 0
0 0

)
∈ C, B =

(
0 0
0 Bm

)
∈ C, E′ =

(
0 0
0 E

)
∈ C.

Обозначим C(α) = A + B + αE′. Покажем, что существует такое α ∈ F, что
множества собственных значений матриц A и B + αE′ не пересекаются, и со-
ответственно, матрица C(α) циклическая.

Действительно, пусть F̄ —алгебраическое замыкание поля F. Обозначим че-
рез γ1, . . . , γk множество собственных значений матрицы A и через β1, . . . , βm

множество собственных значений матрицы B. Положим

X̄ = {βj − γi | i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , m} ⊆ F̄
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и X = X̄ ∩ F. Имеем

|X| � |X̄| � k · m = k(n − k) �
[
n2

4

]
.

Тогда по условию на мощность поля F найдётся α0 ∈ F, α0 /∈ X, и в таком
случае множество собственных чисел матрицы A не пересекается с множеством
собственных чисел матрицы B + α0E

′. Следовательно,

χC(α0)(t) = χA(t)χ(B+α0E′)(t) = µA(t)µ(B+α0E′)(t) = µC(α0)(t)

и матрица C(α0) ∈ C циклическая.
Таким образом, по лемме 4.5 алгебра C порождена матрицей C.

Для доказательства основной теоремы нам понадобятся следующие класси-
ческие понятия теории колец и алгебр.

Определение 4.27. Конечномерная F-алгебра называется полупростой, ес-
ли её радикал Джекобсона равен нулю, J(A) = 0.

Предложение 4.28 [3, § 2.1, предложение 9]. Пусть F —произвольное поле
и A—конечномерная F-алгебра. Тогда фактор-алгебра по радикалу Джекобсона
A/J(A) является полупростой.

Теорема 4.29 (теорема Веддербарна—Артина [11, § 3.5, с. 69]). Пусть
F —произвольное поле и A—конечномерная полупростая F-алгебра. Тогда су-
ществуют такие числа n1, . . . , nr ∈ N и конечномерные тела D1, . . . , Dr над F,
что

A ∼=
r⊕

i=1

Mni
(Di).

В частности, если A—коммутативная полупростая алгебра, то

A ∼=
r⊕

i=1

Fi,

где Fi —конечномерные поля над F.

Предложение 4.30. Пусть F —произвольное поле и A—коммутативная ко-
нечномерная F-алгебра с единицей 1A, не являющаяся локальной. Рассмотрим
фактор-алгебру по радикалу Джекобсона B = A/J(A). Тогда алгебра B содер-
жит нетривиальное множество ортогональных идемпотентов B1, . . . , Bk, k � 2,
т. е. Bi �= 0, 1B и BiBj = δijBj ,

δij =

{
1, если i = j,

0, если i �= j.

Доказательство. Согласно предложению 4.28 алгебра B является коммута-
тивной полупростой алгеброй, при этом по условию данная алгебра не является



100 О. В. Маркова

алгеброй с делением. Следовательно, применяя к алгебре B теорему 4.29, полу-
чаем, что

B ∼=
r⊕

i=1

Fi,

где Fi —конечномерные поля над F и r � 2. Тогда элементы

B1 = (1, 0, . . . , 0), B2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , Br = (0, . . . , 1)

и будут искомыми.

Предложение 4.31 [3, § 3.6, предложения 1, 2]. Пусть N —ниль-идеал
кольца R. В этом случае любое конечное или счётное ортогональное множество
отличных от нуля идемпотентов может быть поднято по модулю N до орто-
гонального множества отличных от нуля идемпотентов кольца R, т. е. если
R1, R2, . . .— такие элементы кольца R, что Ri /∈ N и RiRj − δijRj ∈ N , то
найдутся такие элементы U1, U2, . . ., что Ui �= 0, Ui − Ri ∈ N и UiUj = δijUj .

Теорема 4.32. Пусть F —алгебраически замкнутое поле. Коммутативная по-
далгебра A в Mn(F) имеет максимальную длину тогда и только тогда, когда она
порождена циклической матрицей.

Доказательство. Достаточность следует из леммы 4.5.
Докажем необходимость. Пусть l(A) = n − 1. Покажем, что в этом случае

A порождена циклической матрицей. Доказательство проведём индукцией по
порядку матриц n.

База индукции. При n = 1 любая подалгебра с единицей A в M1(F) совпадает
с M1(F) = F и порождена циклическим элементом 1. При n = 2 утверждение
следует из предложения 4.24.

Шаг индукции. Предположим, что для коммутативных подалгебр в Mk(F),
k < n, выполнено утверждение теоремы. Рассмотрим два случая.

1. Пусть алгебра A не является локальной. Согласно предложениям 4.30
и 4.31 в алгебре A найдётся нетривиальный идемпотент— матрица A. Тогда
A2 = A и A �= 0, E, следовательно, A имеет ровно два различных собственных
значения: 0 и 1, причём в жордановой форме матрицы A все клетки размера
1× 1. Пусть 1 как собственное число A имеет кратность s, 1 � s � n− 1. Тогда
по теореме о жордановой нормальной форме найдётся такая невырожденная
матрица V ∈ Mn(F), что

E′
s = V −1AV =

(
Es 0
0 0n−s

)
.

По теореме об общем виде матрицы, коммутирующей с данной (см. [5, § 16.6]),
все матрицы, перестановочные с E′

s также являются блочно-диагональными и
состоят из двух блоков.

Обозначим
AV = V −1AV = {V −1AV | A ∈ A}.
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Очевидно, что l(A) = l(AV ), и A порождена циклической матрицей тогда и
только тогда, когда AV порождена циклической матрицей.

Имеем

E′
n−s =

(
0s 0
0 En−s

)
= E − E′

s ∈ AV .

Получаем, что AV = E′
sAV ⊕E′

n−sAV —блочно-диагональная подалгебра Mn(F)
с двумя ненулевыми блоками.

Из леммы 4.23 получаем, что блоки AV имеют длины s − 1 и n − s − 1.
Тогда по предположению индукции они порождены циклическими матрицами.
Алгебраически замкнутое поле F бесконечно, алгебры E′

sAV и E′
n−sAV удовле-

творяют условию предложения 4.26, следовательно, существует циклическая
матрица C ∈ AV . Тогда алгебра A порождена циклической матрицей V CV −1.

2. Пусть алгебра A локальна. Так как у конечного множества коммутиру-
ющих матриц над алгебраически замкнутым полем есть общий собственный
вектор (см. [14, гл. 1, § 1.3, лемма 1.3.17]), то найдётся такая невырожденная
матрица V ∈ Mn(F), что AV = V −1AV ⊆ Tn(F). По построению алгебра AV

также является локальной. Пусть J —радикал Джекобсона алгебры AV . Иде-
ал J нильпотентен (см. замечание 3.26), следовательно, J ⊆ Nn(F). Поскольку
поле F алгебраически замкнуто, то A/J = F, и любая матрица C ∈ AV пред-
ставляется в виде C = γE + CN , CN ∈ J .

Если для любого k = 1, . . . , n в J есть матрица Ck =
{
c
(k)
ij

}
, для которой

c
(k)
k,k+1 �= 0, то из предложения 4.25 получаем, что существует линейная комби-
нация матриц Ck —матрица C = {cij}, такая что все элементы ck,k+1 отличны
от 0. Матрицы E,C, . . . , Cn − 1 линейно независимы, поскольку при m < n для
Cm =

{
c
(m)
ij

}
выполнено c

(m)
ij = 0, j < i + m, и c

(m)
i,i+m равны некоторым про-

изведениям c
(1)
i,i+1 = ci,i+1 �= 0. Значит, матрица C циклическая, она порождает

алгебру AV . Следовательно, A порождена циклической матрицей V CV −1.
Предположим, что существует l ∈ {1, . . . , n − 1}, такое что для любой B =

= {bij} ∈ J выполнено bl,l+1 = 0. Пусть Bk =
{
b
(k)
ij

}
∈ J , k = 1, . . . , n− 1. Тогда

у матрицы B1B2 · · ·Bn−1 отличным от нуля может быть только последний эле-
мент в первой строке, он равен b

(1)
12 b

(2)
23 · · · b(n−1)

n−1,n. Но по нашему предположению
какой-то из сомножителей всегда равен нулю. Это означает, что произведение
любых n− 1 матриц в J равно 0. Тогда согласно следствию 3.32 l(A) = l(AV ) �
� n − 2, что противоречит максимальности A.

Следствие 4.33. Пусть F —алгебраически замкнутое поле. Если коммута-
тивная подалгебра A в Mn(F) имеет длину n−1, то она является максимальной
по включению.

Доказательство. По теореме 4.32 если l(A) = n − 1, то A порождена цик-
лической матрицей. Тогда из теоремы Герштенхабера 4.4 следует, что A—мак-
симальная по включению коммутативная подалгебра.
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4.3.2. Коммутативные подалгебры максимальной длины
над произвольными полями

Лемма 4.34. Пусть F —произвольное поле и A—алгебра с единицей над F.
Тогда l(A) = dimA− 1 тогда и только тогда, когда существует элемент A ∈ A
степени deg A = dimA, порождающий алгебру A. Как следствие, алгебра A
коммутативна.

Доказательство. Докажем достаточность. Если алгебра A порождена од-
ним элементом A степени deg A = dimA, то возьмём в A систему поро-
ждающих S = {A}. Получаем, что для любого k � 0 выполнено Lk(S) =
= 〈1A, A,A2, . . . , Ak〉, и следовательно, l(A) � l(S) = deg A − 1 = dimA− 1.

Докажем необходимость. Положим n = dimA. При n = 1 A = F, l(A) =
= l(F) = 0 и требуемым порождающим элементом является единица.

Рассмотрим случай n � 2. Пусть l(A) = n − 1. Рассмотрим систему по-
рождающих S для A длины l(S) = l(A). Предположим, что dimL1(S) � 3.
Тогда

dimLn−2(S) = dimL0(S) +
n−2∑
k=1

(
dimLk(S) − dimLk−1(S)

)
=

= dimL1(S) +
n−2∑
k=2

(
dimLk(S) − dimLk−1(S)

)
� dimL1(S) +

n−2∑
k=2

1 =

= dimL1(S) + n − 3 � n = dimA. (4.2)

Следовательно, Ln−2(S) = A и l(S) � n − 2. Противоречие.
Если dimL1(S) = 1, то dimL0(S) = dimL1(S) и l(S) = 0 < n − 1. Следо-

вательно, dimL1(S) = 2, т. е. существует элемент A ∈ S, такой что L1(S) =
= 〈1A, A〉. Тогда по определению длины

dimA = n = dimLn−1(S) = dim〈1A, A,A2, . . . , An−1〉.
Следовательно, deg A = dimA и алгебра A порождена элементом A.

Следствие 4.35. Пусть F —произвольное поле и A—коммутативная подал-
гебра в Mn(F) размерности dimA = n. Тогда l(A) = n− 1 тогда и только тогда,
когда A порождена циклической матрицей.

Следствие 4.36. Пусть F —произвольное поле и A—некоммутативная ал-
гебра с единицей над F. Тогда l(A) � dimA− 2.

Теорема 4.37. Пусть F —произвольное поле. Коммутативная подалгебра A
в Mn(F) имеет максимальную длину тогда и только тогда, когда она порождена
циклической матрицей.

Доказательство. Достаточность следует из леммы 4.5.
Пусть l(A) = n − 1. Рассмотрим подалгебру AF̄ ⊆ Mn(F̄). По предложе-

нию 3.19 и теореме 4.1

n − 1 = l(A) � l(AF̄) � n − 1,
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т. е. l(AF̄) = n−1. Тогда по теореме 4.32 подалгебра AF̄ порождена циклической
матрицей. Следовательно, dimF̄ AF̄ = n.

По построению dimF A = dimF̄ AF̄, т. е. dimF A = n. Согласно следствию 4.35
алгебра A порождена циклической матрицей.

Следствие 4.38. Пусть F —произвольное поле. Если коммутативная подал-
гебра A в Mn(F) имеет длину n − 1, то она является максимальной по включе-
нию.

Следствие 4.39. Пусть F —произвольное поле и A—коммутативная подал-
гебра в Mn(F). Если максимальная степень минимальных многочленов элемен-
тов алгебры m(A) не превосходит n − 1, то l(A) � n − 2.

4.4. Верхняя оценка длины для коммутативных алгебр
как функция от двух инвариантов

Вопрос о связи длины алгебры A с её инвариантами dimA и максимальной
степенью m(A) минимального многочлена элементов алгебры был впервые по-
ставлен в работе К. Паппачены [29], а именно получена верхняя оценка длины
(см. теорему 1.3).

В [17] оценивается длина систем матриц из Mn(F), обладающих следующим
свойством.

Определение 4.40 [17, определение 2.1]. Подмножество S = {X1, . . . , Xt}
в алгебре A обладает модифицированным свойством Пуанкаре—Биркго-
фа—Витта (сокращённо ПБВ-свойством), если любое произведение u =
= Xi1Xi2 · · ·Xim

может быть записано по модулю Lm−1(S) в виде∑
j1+j2+...+jt=m

c(j1,...,jt)X
jt

t X
jt−1
t−1 · · ·Xj1

1 ,

где c(j1,...,jt) = 0, когда Xjt

t X
jt−1
t−1 · · ·Xj1

1 < u относительно лексикографического
порядка.

Теорема 4.41 [17, теорема 2.7]. Пусть F —произвольное поле, S ⊂ Mn(F)—
множество матриц, обладающее модифицированным ПБВ-свойством. Тогда
l(S) � 2n − 2.

Отметим, что в [17,29,30] используются схожие комбинаторные методы под-
счёта линейно независимых подслов.

В данном разделе предлагается улучшение оценки из теоремы 1.3 в случае,
когда алгебра A коммутативна.

Пусть

g(d,m) =

{
(m − 1)[logm d] + [m{logm d}] − 1 при d � m � 2,

0 при d = m = 1.

Покажем, что для любой системы порождающих S ⊆ A выполнено l(S) �
� g
(
dimA,m(S)

)
и l(A) � g

(
dimA,m(A)

)
.
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Сначала выделим некоторые свойства функции g(d,m).

Лемма 4.42. Пусть d,m ∈ N, d � m � 2. Тогда для любых k, r0, r, s ∈ N,
1 � k � m − 1, 0 � r0 < mr, выполнены равенства

g(mr+s,m) = g(mr,m) + g(ms,m), (4.3)

g(kmr,m) = g(k, k) + g(mr,m), (4.4)

g(kmr + r0,m) = g(kmr,m). (4.5)

Доказательство. 1. Сначала проверим равенство (4.3):

g(mr+s,m) = (m − 1)[logm mr+s] + [m{logm mr+s}] − 1 =

= (m − 1)(r + s) + 1 − 1 =
(
(m − 1)r + 1 − 1

)
+
(
(m − 1)s + 1 − 1

)
=

=
(
(m − 1)[logm mr] + [m{logm mr}] − 1

)
+

+
(
(m − 1)[logm ms] + [m{logm ms}] − 1

)
= g(mr,m) + g(ms,m).

2. Теперь проверим равенство (4.4). Так как logm k ∈ [0, 1), logm mr ∈ N, то

[logm kmr] = [logm k + logm mr] = logm mr = r,

[m{logm kmr}] = [m{logm k}] = [mlogm k] = k.

Получаем

g(kmr,m) = (m − 1)[logm kmr] + [m{logm kmr}] − 1 = (m − 1)r + k − 1 =

= (k − 1 + 1 − 1) +
(
(m − 1)r + 1 − 1

)
=
(
(k − 1) logk k + [k{logk k}] − 1

)
+

+
(
(m − 1)[logm mr] + [m{logm mr}] − 1

)
= g(k, k) + g(mr,m).

3. Поскольку kmr � kmr + r0 < mr+1, то [logm(kmr + r0)] = [logm kmr] = r
и

[m{logm(kmr+r0)}] =
[
kmr + r0

mr

]
= k =

[
kmr

mr

]
= [m{logm kmr}],

следовательно, g(kmr + r0,m) = g(kmr,m).

Теорема 4.43. При фиксированном значении m � 2 функция g(d,m) явля-
ется неубывающей по d.

Доказательство. Пусть m � 2—некоторое натуральное число, d1, d2 ∈ N,
m � d1 < d2. Проверим, что g(d1,m) � g(d2,m). Числа d1 и d2 единствен-
ным образом представляются в виде di = qim

li + ri, li � 1, 1 � qi � m − 1,
0 � ri < mli , i = 1, 2. При этом [logm di] = li, [m{logm di}] = qi, следовательно,
g(di,m) = (m − 1)li + qi − 1, i = 1, 2. Из соотношения между числами d1 и d2

получаем, что
ml1 � d1 < d2 � ml2+1 − 1.

Тогда ml1 < ml2+1. Используя монотонность показательной функции, получа-
ем соотношение l1 < l2 + 1, или, что равносильно для целых чисел, l1 � l2.
Рассмотрим отдельно два случая.
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1. l1 < l2. Имеем

g(d2,m) − g(d1,m) = (m − 1)(l2 − l1) + (q2 − q1),

при этом по условию l2−l1 > 0, значит, l2−l1 � 1, и q2−q1 � 1−(m−1) = 2−m.
Следовательно,

g(d2,m) − g(d1,m) � m − 1 + 2 − m = 1 > 0

и
g(d2,m) > g(d1,m).

2. l1 = l2. Снова воспользуемся соотношением между числами d1 и d2. Имеем

d2 − d1 = ml1(q2 − q1) + r2 − r1 > 0.

По условию r2 − r1 � ml1 − 1, значит,

ml1(q2 − q1) + ml1 − 1 � d2 − d1 > 0,

или
ml1(q2 − q1 + 1) > 1.

Поскольку ml1 > 0, то также q2 − q1 + 1 > 0. Заметим, что q2 − q1 + 1 ∈ Z,
поэтому q2 − q1 + 1 � 1, следовательно, q2 � q1. Получаем, что

g(d2,m) − g(d1,m) = q2 − q1 � 0

и
g(d2,m) � g(d1,m).

Теорема 4.44. При фиксированном значении d � 2 функция g(d,m) являет-
ся неубывающей по m на множестве [2, d] ∩ N.

Доказательство. При d = 2 множество [2, d] ∩ N состоит из одной точки и
утверждение теоремы очевидно.

Пусть d � 3—некоторое натуральное число, и пусть m1,m2 ∈ N, 2 � m1 <
< m2 � d. Докажем, что g(d,m1) � g(d,m2). Доказательство проведём индук-
цией по d.

База индукции. Пусть d = 3, 2 � m � 3. Имеем 3 = 1 · 21 + 1 = 1 · 31,
следовательно,

g(3, 2) = (2 − 1) · 1 + 1 − 1 = 1 < 2 = (3 − 1) · 1 + 1 − 1 = g(3, 3).

Шаг индукции. Пусть d > 3 и для всех h < d утверждение выполнено.
I. Пусть m1,m2 ∈ N, 2 � m1 < m2 � d, такие, что [logm1

d] = [logm2
d] = l.

Так как m2 � d, то l � 1. Рассмотрим функцию

f : (1,+∞) → R, f(x) = l(x − 1) +
d

xl
.

Функция f непрерывна и дифференцируема на области определения, и

f ′(x) = l − ld

xl+1
=

l(xl+1 − d)
xl+1

.
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Поскольку для x ∈ [m1,m2] выполнено [logx d] = l, то xl+1 > d, следовательно,
f ′(x) > 0 на [m1,m2], т. е. на отрезке [m1,m2] функция f(x) возрастает. Тогда
для n1, n2 ∈ N ∩ [m1,m2], n1 < n2, получаем, что

f(n1) < f(n2), [f(n1)] � [f(n2)]

и

g(d, n1) = (n1 − 1)l +
[

d

nl
1

]
=
[
(n1 − 1)l +

d

nl
1

]
= [f(n1)] �

� [f(n2)] =
[
(n2 − 1)l +

d

nl
2

]
= (n2 − 1)l +

[
d

nl
2

]
= g(d, n2).

II. Таким образом, осталось доказать, что для 2 � m < d, таких что
[logm d] > [logm+1 d], выполнено g(d,m) � g(d,m + 1). Обозначим l = [logm d],
s = [logm+1 d], l > s � 1. Число d единственным образом представляется в виде

d = qml + r = q1(m + 1)s + r1,

где q, q1 ∈ N, r, r1 ∈ Z+ и 1 � q � m − 1, 1 � q1 � m, 0 � r < ml, 0 � r1 <
< (m + 1)s. Заметим, что НОД(m,m + 1) = 1, поэтому qml делится на m2, а
q1(m + 1)s не делится на m2, следовательно, r �= r1. Значит, хотя бы один из
остатков r и r1 строго положителен. Рассмотрим случаи.

1. s = 1.
а) r > 0, r1 > 0. Положим r0 = min{r, r1} > 0, d0 = d − r0. Имеем d > d0 �

� qml � ml � 22 = 4, d0 � m + 1. Тогда по предположению индукции

g(d0,m) � g(d0,m + 1).

По равенству (4.5) имеем, что g(d,m) = g(d0,m) и g(d,m + 1) = g(d0,m + 1).
Следовательно,

g(d,m) � g(d,m + 1).

б) r > 0, r1 = 0. Если d = m+1, то m+1 > qml � ml � m2, это неравенство
не выполняется при m � 2, поэтому можно считать, что d > m+1, d−1 � m+1
и q1 > 1. Тогда по предположению индукции

g(d − 1,m) � g(d − 1,m + 1).

По равенству (4.5) имеем, что g(d,m) = g(d − 1,m). Также

d − 1 = (q1 − 1)(m + 1) + m, g(d − 1,m + 1) = m + (q1 − 1) − 1,

значит,
g(d,m + 1) = m + q1 − 1 = g(d − 1,m + 1) + 1.

Следовательно, получаем неравенство

g(d,m) = g(d − 1,m) � g(d − 1,m + 1) = g(d,m + 1) − 1 < g(d,m + 1).
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в) r = 0, r1 > 0.
Если d = m2, то d = (m − 1)(m + 1) + 1. Следовательно,

g(d,m) = (m − 1) · 2 + 1 − 1 = 2m − 2 = m · 1 + m − 1 − 1 = g(d,m + 1).

Пусть d > m2. Напомним, что r1 � m < ml и при l � 3 также r1 < ml−1.
Имеем

d − r1 − 1 =

{
(q − 1)ml + (ml − r1 − 1) при q > 1,

(m − 1)ml−1 + (ml−1 − r1 − 1) при q = 1, l � 3,

g(d − r1 − 1,m) = (m − 1)l + (q − 1) − 1 при q > 1,

g(d − r1 − 1,m) = (m−1)(l−1) + m − 1 − 1 = (m−1)l + (q−1) − 1 при q1 = 1.

Значит,
g(d,m) = (m − 1)l + q − 1 = g(d − r1 − 1,m) + 1.

В доказательстве пункта 1б) было получено, что g(d − r1,m + 1) =
= g(d − r1 − 1,m + 1) + 1. Используя равенство (4.5), получаем, что

g(d,m + 1) = g(d − r1,m + 1) = g(d − r1 − 1,m + 1) + 1.

По предположению индукции g(d−r1−1,m) � g(d−r1−1,m+1). Следовательно,
получаем неравенство

g(d,m) = g(d − r1 − 1,m) + 1 � g(d − r1 − 1,m + 1) + 1 = g(d,m + 1).

2. s � 2.
а) r > 0, r1 > 0. Положим r0 = min{r, r1} > 0, d0 = d − r0. Имеем

d > d0 � qml � ml � 22 = 4, d0 � max{ml, (m + 1)s} � m + 1.

Тогда по предположению индукции g(d0,m) � g(d0,m + 1). Из равенства (4.5)
выводим, что

g(d,m) = g(d0,m), g(d,m + 1) = g(d0,m + 1).

Следовательно,
g(d,m) � g(d,m + 1).

б) r > 0, r1 = 0. При s � 2 верно, что d > m + 1, d − 1 � m + 1. Тогда
по предположению индукции g(d − 1,m) � g(d − 1,m + 1). Из равенства (4.5)
выводим, что g(d,m) = g(d − 1,m). Также имеем

d − 1 =

{
(q1 − 1)(m + 1)s +

(
(m + 1)s − 1

)
при q1 > 1,

m(m + 1)s−1 +
(
(m + 1)s−1 − 1

)
при q1 = 1,

g(d − 1,m + 1) =

{
ms + (q1 − 1) − 1 при q1 > 1,

m(s − 1) + m − 1 = ms + (q1 − 1) − 1 при q1 = 1,

значит,

g(d,m + 1) = ms + q1 − 1 = g(d − 1,m + 1) + 1.
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Следовательно, получаем неравенство

g(d,m) = g(d − 1,m) � g(d − 1,m + 1) = g(d,m + 1) − 1 < g(d,m + 1).

в) r = 0, r1 > 0. Обозначим d0 = d/m ∈ N. Поскольку в данном случае
d > (m + 1)2, то d0 > m + 1. Число d0 представляется в виде

d0 = qml−1 = q0(m + 1)t + r0,

где q0, t ∈ N, r0 ∈ Z+, 1 � q0 � m и 0 � r0 < (m + 1)t. Тогда по предположению
индукции

g(d0,m) = (m − 1)(l − 1) + q − 1 � mt + q0 − 1 = g(d0,m + 1). (4.6)

Прибавим m − 1 к обеим частям неравенства (4.6), получаем неравенство

(m − 1)l + q − 1 � m(t + 1) + (q0 − 1) − 1,

или, что эквивалентно,

g(d,m) � m(t + 1) + (q0 − 1) − 1. (4.7)

По определению чисел d0 и d имеем

d = md0 = q0m(m + 1)t + mr0,

и
d � q0m(m + 1)t.

Как показано в теореме 4.43, при фиксированном значении m + 1 справедлива
оценка

g(q0m(m + 1)t,m + 1) � g(d,m + 1). (4.8)

Непосредственно вычислим значение g(q0m(m+1)t,m+1). При q0 = 1 имеем
q0m(m + 1)t = m(m + 1)t и

g(q0m(m + 1)t,m + 1) = mt + m − 1 = m(t + 1) + (q0 − 1) − 1;

при 2 � q0 � m разделим q0m на m + 1 с остатком, получим

q0m = (q0 − 1)(m + 1) + (m + 1 − q0),

q0m(m + 1)t = (q0 − 1)(m + 1)t+1 + (m + 1 − q0)(m + 1)t,

g(q0m(m + 1)t,m + 1) = m(t + 1) + (q0 − 1) − 1.

Таким образом, при любом значении q0 справедливо равенство

g(q0m(m + 1)t,m + 1) = m(t + 1) + (q0 − 1) − 1,

т. е. значение функции g(q0m(m + 1)t,m + 1) совпадает с правой частью нера-
венства (4.7). Теперь из неравенств (4.7) и (4.8) получаем требуемую оценку

g(d,m) � g(q0m(m + 1)t,m + 1) � g(d,m + 1).

Теперь сформулируем вспомогательные комбинаторные результаты, которые
понадобятся нам в дальнейшем.



Функция длины и матричные алгебры 109

Лемма 4.45. Пусть l,m, q ∈ N, m � 2, 1 � q � m − 1. Положим N =
= (m − 1)l + q. Рассмотрим множество X ⊆ ZN , состоящее из всех строк X =
= (x1, . . . , xN ), удовлетворяющих условиям

0 � xN � xN−1 � . . . � x2 � x1 � m − 1

и
N∑

i=1

xi = N.

Рассмотрим функцию

F : X → Z, F (X) =
N∏

i=1

(xi + 1).

Тогда для любого X ∈ X справедливо неравенство

F (X) � (q + 1)ml,

причём минимум достигается на наборе X = (x1, . . . , xn) вида

x1 = . . . = xl = m − 1, xl+1 = q, xl+2 = . . . = xN = 0.

Доказательство. При m = 2 множество X состоит из одной строки X =
= (1, 1, . . . , 1), q = 1, N = l + 1 и F (X) = 2N = 2l+1 = (q + 1)ml.

Пусть m > 2. Поскольку множество X конечно, существует строка Y =
= (y1, . . . , yN ) ∈ X , такая что F (Y ) = min

X∈X
F (X). Покажем, что Y не может

содержать двух координат yp и yt, 1 � p < t � N , одновременно удовлетворяю-
щих неравенству 0 < yi < m − 1.

Предположим противное. Пусть для некоторых 1 � p < t � N выполнено

0 < yp < m − 1, 0 < yt < m − 1.

Обозначим s = yp + yt. Имеем 1 < s < 2m − 3. Рассмотрим функцию

F0(y) = (y + 1)(s − y + 1)
N∏

i=1,
i�=p,t

(yi + 1) = (y + 1)(s − y + 1) · P ′.

При фиксированном значении s произведение P ′ не зависит от y.
1. Пусть 1 < s � m − 1. Рассмотрим функцию F0(y) при 0 � y � s. Для

любого y ∈ Z, 0 � y � s, строка X(y), состоящая из чисел

y, s − y, yi, i ∈ {1, . . . , N} \ {p, q},
упорядоченных по убыванию, принадлежит множеству X и F

(
X(y)

)
= F0(y).

Квадратичная функция z(y) = (y + 1)(s − y + 1) строго возрастает при 0 � y �
� [s/2], при этом 0 < yt � [s/2]. Значит, z(0) < z(yt). Следовательно, получаем,
что

F (Y ) = F0(yt) = z(yt)P ′ > z(0)P ′ = F0(0) = F
(
X(0)

)
,

что противоречит выбору Y .
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2. Пусть m − 1 � s < 2m − 3. Рассмотрим функцию F0(y) при s − (m − 1) �
� y � m−1. Для любого y ∈ Z, s−(m−1) � y � m−1, строка X(y), состоящая
из чисел

y, s − y, yi, i ∈ {1, . . . , N} \ {p, t},
упорядоченных по убыванию, принадлежит множеству X и F

(
X(y)

)
= F0(y).

Квадратичная функция z(y) = (y +1)(s−y +1) строго убывает при [(s+1)/2] �
� y � m − 1, при этом [(s + 1)/2] � yp < m − 1. Значит, z(m − 1) < z(yp).
Следовательно, получаем, что

F (Y ) = F0(yp) = z(yp)P ′ > z(m − 1)P ′ = F0(m − 1) = F
(
X(m − 1)

)
,

что противоречит выбору Y . Следовательно, для некоторых ε, r, y ∈ Z, 0 � r �
� N , 1 � y � m − 2, ε = 0, 1, строка Y удовлетворяет соотношениям

y1 = . . . = yr = m − 1, yr+1 = εy, yr+2 = . . . = yN = 0.

Из условия Y ∈ X выводим, что

N = l(m − 1) + q = r(m − 1) + εy,

откуда при q � m − 2 получаем, что εy = q, r = l, значит, y = q. При q = m − 1
получаем, что εy = 0 и r = l + 1. Значит, в обоих случаях справедливы соотно-
шения

y1 = . . . = yl = m − 1, yl+1 = q, yl+2 = . . . = yN = 0.

Тогда
F (Y ) = (m − 1 + 1)l(q + 1)1(0 + 1)N−l−1 = (q + 1)ml.

Здесь и далее лексикографический порядок понимается в смысле определе-
ния 2.20.

Предложение 4.46. Пусть k ∈ N, X = (x1, . . . , xk) ∈ Zk
+, X �= (0, . . . , 0)

и x1 � x2 � . . . � xk. Пусть существуют такие X ′ = (x′
1, . . . , x

′
k), X ′′ =

= (x′′
1 , . . . , x′′

k) ∈ Zk
+, что X ′,X ′′ �= (0, . . . , 0) и X = X ′ + X ′′. Пусть Y ′′ =

= (y′′
1 , . . . , y′′

k ) ∈ Zk
+ и Y ′′ lex

> X ′′. Положим Y = X ′ + Y ′′. Пусть пере-
становка ϕ ∈ Sk такая, что yϕ(1) � yϕ(2) � . . . � yϕ(k). Обозначим Yϕ =

=
(
yϕ(1), yϕ(2), . . . , yϕ(k)

)
. Тогда X

lex
< Yϕ.

Доказательство. По условию X ′′ lex
< Y ′′. Прибавим X ′ к обеим частям срав-

нения, получим X = X ′+X ′′ lex
< X ′+Y ′′ = Y . При упорядочивании справедливо

Y
lex
� Yϕ. Следовательно, X

lex
< Yϕ.

Замечание 4.47. Из коммутативности алгебры A следует, что для произ-
вольных слов v, w ∈ S∗ свойство w ∈ ℘I(v) влечёт равенство элементов v и w
как элементов алгебры. Поэтому в дальнейшем, говоря о слове v ∈ S∗, будем
рассматривать класс эквивалентности ℘I(v), заданный представителем вида

a
#1(v)
1 a

#2(v)
2 · · · a#k(v)

k .
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Определение 4.48. Пусть v = ai1
1 ai2

2 · · · aik

k ∈ S∗. Подсловом слова v назы-
вается любое слово w = aj1

1 aj2
2 · · · ajk

k ∈ S∗, удовлетворяющее условиям js � is
для любого s = 1, . . . , k.

Лемма 4.49. Пусть F —произвольное поле, k,M ∈ N, k,M � 2. Пусть A—
ассоциативная конечномерная коммутативная F-алгебра и S = {a1, . . . , ak} ⊆
⊆ A—некоторое подмножество. Пусть v ∈ SM \ SM−1 —несократимое слово и
множество всех подслов v длины, не большей M − 1, линейно зависимо. Тогда
существуют n ∈ N, w ∈ LM−1(S), u1, . . . , un ∈ SM \ SM−1 и α1, . . . , αn ∈ F,
такие что

1) для всех 1 � s � n слово us несократимо;

2) для всех 1 � s � n выполнено v
I0
< us;

3) v =
n∑

i=1

αiui + w.

Доказательство. По условию о линейной зависимости существуют такие
подслова v1, . . . , vp слова v и β1, . . . , βp ∈ F, все неравные нулю, что

p∑
j=1

βjvj = 0. (4.9)

Если p = 1, то v1 = 0. Тогда v = 0—противоречие с несократимостью v.
Следовательно, p � 2. Не ограничивая общности, можно считать, что подслова
v1, . . . , vp упорядочены так, что их длины не возрастают.

Пусть t обозначает максимум из длин v1, . . . , vp, 1 � t � M − 1, и v1, . . . , vr

имеют длину t, vr+1, . . . , vp —длины не более t − 1. Если r = 1, то из равен-
ства (4.9) получаем, что

v1 = −β−1
1

p∑
j=2

βjvj ∈ Lt−1(S),

т. е. v1 сократимо. Тогда и v сократимо— противоречие. Значит, r � 2.
Положим I0(v) = (x1, . . . , xk), τ ∈ Sk и v = ax1

τ(1) · · · a
xk

τ(k).
Упорядочим переменные следующим образом: aτ(1) > aτ(2) > . . . > aτ(k).

Тогда слова из множества St \St−1 упорядочим лексикографически. Существует
такая подстановка σ ∈ Sr, что

vσ(1)

lex
< vσ(2)

lex
< . . .

lex
< vσ(r).

Тогда ввиду равенства (4.9)

vσ(1) = −β−1
σ(1)

p∑
j=1,

j �=σ(1)

βjvj =
r∑

j=1,
j �=σ(1)

β′
jvj + Vt−1, (4.10)

где β′
j = −β−1

σ(1)βj , Vt−1 ∈ Lt−1(S).
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По определению 4.48 существует v′ ∈ S(M−t) \ S(M−t)−1, для которого

v = v′ · vσ(1). (4.11)

Подставив в равенство (4.11) выражение для vσ(1), найденное в (4.10), получим

v =
r∑

j=1,
j �=σ(1)

β′
jv

′vj + VM−1, (4.12)

где VM−1 ∈ LM−1(S).
Обозначим K = {1, . . . , r} \ {σ(1)}. Пусть K1 ⊆ K —подмножество индек-

сов s, для которых v′vs несократимы, K2 = K \ K1.
Допустим, что множество K1 пусто. В этом случае∑

j∈K

β′
jv

′vj ∈ LM−1(S),

и из равенства (4.12) следует, что v ∈ LM−1(S), т. е. v сократимо. Противоречие.
Положим n = |K1|, K1 = {k1, . . . , kn}, uj = v′vkj

, αj = β′
kj
, j = 1, . . . , n, и

w =
∑

s∈K2

β′
sv

′vs + VM−1. По лемме 4.46 при всех j получаем I0(v) < I0(uj).

Лемма 4.50. Пусть F —произвольное поле. Пусть A—ассоциативная ко-
нечномерная коммутативная F-алгебра с единицей и S = {a1, . . . , ak} ⊆ A—
система порождающих. Пусть также m(S) = m � 2 и dimA = qml + r, l ∈ N,
0 � r < ml, 1 � q � m − 1. Положим N = (m − 1)l + q. Тогда любое слово
v ∈ SN \ SN−1 сократимо.

Доказательство. Предположим, что существует несократимое слово v′ ∈
∈ SN \ SN−1. Приведём это утверждение к противоречию.

Рассмотрим отображение T : I0(SN \ SN−1) → ZN
+ , такое что

T
(
(x1, . . . , xk)

)
=




(x1, . . . , xk, 0, . . . , 0) при k < N,

(x1, . . . , xk) при k = N,

(x1, . . . , xN ) при k > N.

Любое слово v длины N в k-буквенном алфавите содержит не более
min(k,N) различных букв. Поэтому при k > N у вектора I0(v) координаты
с (N + 1)-й по k-ю нулевые. Следовательно, отображение T биективно.

Обозначим через T2 подмножество тех строк (y1, . . . , yN ) из Im T , у которых
y1 � m, положим T1 = Im T \ T2.

Если T
(
I0(v)

)
∈ T2, то v содержит m-ю степень элемента из S и будет

сократимо по определению m.
Следовательно, T

(
I0(v′)

)
∈ T1. Заметим, что T1 ⊆ X , где X —множество,

определённое в лемме 4.45. (X ,
lex
�)—конечное линейно упорядоченное множе-

ство. Значит, существует несократимое слово v′′ ∈ SN \ SN−1, такое что любое

слово w ∈ SN \ SN−1, удовлетворяющее условию w
I0
> v′′, сократимо.
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Получаем, что v′′ —несократимое слово и для него не выполнено утвержде-
ние леммы 4.49. Это означает, что оно не удовлетворяет условию леммы 4.49
о линейной зависимости подслов. Следовательно, множество всех подслов сло-
ва v′′ длины, не большей N − 1, линейно независимо.

Пусть M обозначает число всех подслов слова v′′, T
(
I0(v′′)

)
= (x′′

1 , . . . , x′′
N );

число всех подслов слова v′′ длины, не большей N − 1, равно M − 1. Имеем

M =
k∏

i=1

(#i(v′′) + 1) =
N∏

j=1

(x′′
j + 1) = F

(
T
(
I0(v′′)

))
, (4.13)

где F —функция, определённая в лемме 4.45. Соотношение (4.13) и лемма 4.45
дают оценку

dimLN−1(S) � M − 1 � (q + 1)ml − 1 = qml + (ml − 1) � qml + r = dimA.

С другой стороны, из несократимости слова v′′ выводим оценку

dimLN−1(S) < dimA.

Полученное противоречие доказывает лемму.

Как следствие получаем верхнюю оценку для длины системы порождающих.

Следствие 4.51. Пусть F —произвольное поле, A—ассоциативная конеч-
номерная коммутативная F-алгебра с единицей и S — система порождающих
алгебры A. Пусть

g(d,m) =

{
(m − 1)[logm d] + [m{logm d}] − 1 при m � 2,

0 при m = 1.

Тогда l(S) � g
(
dimA,m(S)

)
.

Доказательство. Пусть m(S) = m, d = dimA.
При m = 1 любой элемент из S имеет вид α · 1A, α ∈ F, A ∼= F и l(S) =

= l(A) = l(F) = 0.
Пусть m � 2. Обозначим l = [logm d] � 1. Тогда ml � d < ml+1, и после

деления с остатком d на ml получим, что d = qml + r, где 0 � r < ml, 1 � q �
� m − 1. Тогда

[m{logm d}] = [mlogm d−[logm d]] =
[

d

ml

]
= q

и
g(d,m) = (m − 1)l + q − 1.

По лемме 4.50 получаем, что все слова из S(g(d,m)+1) \ S(g(d,m)+1)−1 сокра-
тимы, следовательно, l(S) � g(d,m).

Докажем основную теорему.
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Теорема 4.52. Пусть F —произвольное поле, A—ассоциативная конечно-
мерная коммутативная F-алгебра с единицей. Пусть

g(d,m) =

{
(m − 1)[logm d] + [m{logm d}] − 1 при m � 2,

0 при m = 1.

Тогда l(A) � g
(
dimA,m(A)

)
.

Доказательство. Пусть m(A) = m, d = dimA.
При m = 1 алгебра A ∼= F и l(A) = l(F) = 0.
Пусть m � 2. Пусть S —произвольная система порождающих алгебры A. По

определению m(S) � m, и значит, по теореме 4.5

g
(
d,m(S)

)
� g(d,m). (4.14)

Оценка (4.14) справедлива для любой системы порождающих, следовательно,

l(A) = max
S

l(S) � max
S

g
(
d,m(S)

)
� max

S
g(d,m) = g(d,m).

Следствие 4.53. Пусть F —произвольное поле, A—ассоциативная конечно-
мерная F-алгебра с единицей. Пусть S = {a1, . . . , ak}— такая система порожда-
ющих алгебры A, что для всех 1 � i < j � k верно

aiaj − ajai ∈ L1(S).

Пусть

g(d,m) =

{
(m − 1)[logm d] + [m{logm d}] − 1 при m � 2,

0 при m = 1.

Тогда l(S) � g
(
dimA,m(S)

)
.

4.5. Сравнение с другими оценками

Покажем, что для коммутативных алгебр оценка длины, полученная в тео-
реме 4.52, лучше общей оценки длины из теоремы 1.3.

Теорема 4.54. Пусть d,m ∈ N, d � m � 2 и

g(d,m) = (m − 1)[logm d] + [m{logm d}] − 1, f(d,m) = m

√
2d

m − 1
+

1
4

+
m

2
− 2.

Тогда справедливо неравенство

g(d,m) < f(d,m). (4.15)

Доказательство. Число d единственным образом представляется в виде
d = qml + r, где l ∈ N, 0 � r < ml, 1 � q � m − 1. При этом

g(d,m) = (m − 1)l + q − 1, f(d,m) = m

√
2(qml + r)

m − 1
+

1
4

+
m

2
− 2.
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Рассмотрим два случая.
1. l = 1. Имеем g(d,m) = m + q − 2 и

f(d,m) = m

√
2(qm + r)

m − 1
+

m

2
− 2 � m

√
2qm

m − 1
+

1
4

+
m

2
− 2. (4.16)

Из неравенства (4.16) следует, что для проверки условия g(d,m) < f(d,m)
достаточно показать, что

m

√
2qm

m − 1
+

1
4

+
m

2
− 2 > m + q − 2,

или, после вычитания из обеих частей m/2 − 2,

m

√
2qm

m − 1
+

1
4

>
m

2
+ q.

Выражения в обеих частях неравенства положительны, т. е. неравенство сохра-
нится после возведения их в квадрат, значит,

m2

(
2qm

m − 1
+

1
4

)
>

m2

4
+ qm + q2,

или
q

m − 1
(m3 − m2 + (1 − q)m + q2) > 0. (4.17)

Таким образом, осталось доказать, что выполнено неравенство (4.17).
Рассмотрим функцию

h : R → R, h(x) = x3 − x2 + (1 − q)x + q.

Имеем
h′(x) = 3x2 − 2x + 1 − q,

при q ∈ N верно 3q − 2 > 0, h′(x) = 0 при x1,2 = (1 ±
√

3q − 2)/3 и h′(x) > 0
при x > (1 +

√
3q − 2)/3. Следовательно, функция h(x) возрастает на интер-

вале
(
(1 +

√
3q − 2)/3,+∞

)
. Отметим, что при q ∈ N выполнено неравенство

(1 +
√

3q − 2)/3 < q, поэтому h(x) возрастает и на [q, +∞). Поскольку при этом
h(q) = q3 − 2q2 + 2q = q

(
(q − 1)2 + 1

)
> 0 при q > 0, то h(x) > 0 при x � q. По

условию q � m − 1, q > 0 и m − 1 > 0, значит, h(m) > h(q) > 0 и
q

m − 1
h(m) > 0.

Таким образом, неравенство (4.17) выполнено.
2. l � 2. Оценим f(d,m) снизу:

f(d,m) > m

√
2(qml + r)

m − 1
+

m

2
−2 > m

√
2(qml)

m
+

m

2
−2 �

√
2m(l+1)/2−1. (4.18)

Оценим g(d,m) сверху:

g(d,m) � l(m − 1) + m − 1 − 1 = (l + 1)(m − 1) − 1. (4.19)
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Рассмотрим функцию

δ : [2,+∞) → R, δ(x) =
√

2x(l+1)/2 − (l + 1)(x − 1).

Имеем

δ′(x) =
√

2(l + 1)
2

x(l−1)/2 − (l + 1).

Поскольку x � 2 и l � 2, то x(l−1)/2 � x1/2 �
√

2. Следовательно,

δ′(x) �
√

2(l + 1)
2

√
2 − (l + 1) = 0,

т. е. функция δ(x) возрастает на области определения и для всех x > 2 выпол-
нено δ(x) � δ(2).

Теперь рассмотрим функцию

h : [2,+∞) → R, h(l) =
√

2 · 2(l+1)/2 − (l + 1) = 2 · 2l/2 − (l + 1).

Имеем

h′(l) = 2 · 1
2

ln 2 · 2l/2 − 1.

Поскольку l � 2, то 2l/2 � 2 и 2 ln 2 > 1. Следовательно, h′(l) � 0, т. е.
функция h(l) возрастает на области определения и для всех l > 2 выполнено
h(l) � h(2) = 1.

Из неравенств (4.18) и (4.19) получаем, что

f(d,m) − g(d,m) >
√

2m(l+1)/2 − (l + 1)(m − 1) � 2 · 2l/2 − (l + 1) � 1.

Точность оценки из теоремы 4.52 будет показана в разделе 4.6. С другой
стороны, неравенство в теореме 4.52 может быть строгим.

Предложение 4.55. Над произвольным полем F существуют коммутатив-
ная F-алгебра A произвольной размерности dimA � 4, для которой l(A) <
< g
(
dimA,m(A)

)
.

Доказательство. Рассмотрим подалгебру A = A1 ⊆ Mn(F), n � 2, из при-
мера 4.7. Для неё справедливы равенства dimA1 = n, m(A1) = 2 и l(A1) = 1.
Следовательно, при n � 4 получаем, что

l(A1) = 1 < [log2 n] = g(n, 2) = g
(
dimA1,m(A1)

)
.

Покажем, что при некоторых ограничениях на значения размерности оценка
длины для коммутативных подалгебр в Mn(F), полученная в теореме 4.52, также
лучше общей оценки длины из следствия 4.39.

Предложение 4.56. Пусть F —произвольное поле и A ⊂ Mn(F)—коммута-
тивная подалгебра. Тогда

1) если m(A) = n, то l(A) = g
(
dimA,m(A)

)
= n − 1;

2) если m(A) = n − 1 и dimA � 2n − 3, то l(A) � g
(
dimA,m(A)

)
� n − 2;

3) если m(A) � n − 2 и dimA � 2n − 5, то l(A) � g
(
dimA,m(A)

)
� n − 3.
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Доказательство. При m(A) = n равенства dimA = n и l(A) = n−1 следуют
из леммы 4.5. В этом случае также g

(
dimA,m(A)

)
= g(n, n) = n − 1 = l(A).

При m(A) = n − 1 и dimA � 2n − 3 по теореме 4.43 получаем оценку

l(A) � g
(
dim(A),m(A)

)
� g(2n − 3, n − 1) = (n − 2) · 1 + 1 − 1 = n − 2.

При m(A) � n−2 и dimA � 2n−5 по теоремам 4.43 и 4.44 получаем оценку

l(A) � g
(
dim(A),m(A)

)
� g
(
2n − 5,m(A)

)
�

� g(2n − 5, n − 2) = (n − 3) · 1 + 1 − 1 = n − 3.

Замечание 4.57. Отметим, что множества алгебр из пунктов 2) и 3) не
пусты. Например, рассмотрим следующее семейство алгебр: пусть

Ck =
k−1∑
i=1

Ei,i+1 ∈ Mk(F),

r, n ∈ N, r � 3, n1 � n2 � . . . � nr ∈ N, n = n1 + . . . + nr, Cj ⊂ Mnj
(F)—

подалгебра, порождённая матрицами E, Cnj
, j = 1, . . . , r. Положим

C =
r⊕

j=1

Cj ⊂ Mn(F).

Тогда

1) m(C) = n при |F| � r,
2) m(C) = n − 1 при |F| = r − 1 и nr = 1,
3) m(C) � n − 2 при |F| � r − 2.

Для локальных алгебр теорема 4.52 не даёт существенных улучшений отно-
сительно следствия 3.32, как показывает следующее утверждение.

Предложение 4.58. Пусть N ∈ N, F —поле характеристики p > N или
характеристики 0. Пусть A—конечномерная коммутативная локальная F-алге-
бра с единицей. Пусть J(A)—радикал Джекобсона алгебры A, индекс нильпо-
тентности J(A) равен N . Тогда l(A) � N − 1 � g

(
dimA,m(A)

)
, причём при

dimA � 2N неравенство строгое: N − 1 < g
(
dimA,m(A)

)
.

Доказательство. По определению индекса нильпотентности радикала и со-
гласно основной теореме об эквивалентности различных определений локально-
сти (см. [11, § 5.2]) m(A) � N . С другой стороны, при данных ограничениях на
поле существует элемент a ∈ A, такой что deg a = N (см., например, [12, гл. 1,
следствие предложения 5]). Следовательно, m(A) = N .

Из явного вида функции g(d,m) видно, что g(dimA, N) = N − 1 при N �
� dimA � 2N − 1 и g(2N,N) = N . Тогда по теореме 4.43 при dimA � 2N
получаем оценку

g(dimA, N) � g(2N,N) = N > N − 1.
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Пример 4.59. Пусть F —поле характеристики p > 0, и пусть k ∈ N,
k > p. Пусть F[X1, . . . , Xk]—алгебра многочленов от k коммутирующих пе-
ременных. Положим Ip = (Xp

1 , . . . , Xp
k)�F[X1, . . . , Xk] и рассмотрим фактор-ал-

гебру A = F[X1, . . . , Xk]/Ip. В алгебре A возьмём идеал I = (Xp−1
1 · · ·Xp−1

k +Ip)
и положим Bp,k = A/I. По построению Bp,k является коммутативной локаль-
ной алгеброй с единицей размерности dimBp,k = pk − 1, m(Bp,k) = p, индекс
нильпотентности радикала равен N = k(p − 1) > p = m(Bp,k). Таким образом,

dimBp,k − 1 > N − 1 = (p − 1)k − 1 = (p − 1) logp pk−1 + (p − 1) − 1 =

= g
(
(p − 1)pk−1 + pk−1 − 1, p

)
= g
(
dimBp,k,m(Bp,k)

)
.

Следовательно, для алгебры Bp,k оценки длины из теоремы 4.52 и следствия 3.32
совпадают и улучшают тривиальную оценку l(Bp,k) � dimBp,k − 1.

4.6. О длине алгебры диагональных матриц

Теорема 4.60. Пусть F —произвольное поле.
1. Если F бесконечно, то l

(
Dn(F)

)
= n − 1.

2. Справедливо

l
(
Dn(Fq)

)
=

{
n − 1 при q � n,

(q − 1)[logq n] + [q{logq n}] − 1 при q < n.

Доказательство. Заметим, что если поле F бесконечно, то m
(
Dn(F)

)
= n =

= dim Dn(F), и утверждение 1 теоремы следует из леммы 4.34.
Пусть F = Fq. В этом случае dim Dn(Fq) = n и m

(
Dn(Fq)

)
= min(n, q).

Также g(n, n) = n − 1 и g(n, q) = (q − 1)[logq n] + [q{logq n}] − 1 при q < n.
Верхняя оценка

l
(
Dn(Fq)

)
� g
(
dim Dn(Fq),m

(
Dn(Fq)

))
следует из теоремы 4.52.

Докажем нижнюю оценку

l
(
Dn(Fq)

)
� g
(
n,min(n, q)

)
индукцией по n.

База индукции. При n = 1, . . . , q утверждение следует из леммы 4.34.
Шаг индукции. Допустим, что n > q и для всех n′ < n утверждение доказа-

но. Заметим, что для любых a, b ∈ N верно

Dab(F) ∼= Da(F) ⊗F Db(F), Da+b(F) ∼= Da(F) ⊕ Db(F). (4.20)

Тогда по теореме 3.9 для любых t > s получаем

l
(
Dt(F)

)
= l
(
Ds+(t−s)(F)

)
= l
(
Ds(F) ⊕ Dt−s(F)

)
�

� max
{
l
(
Ds(F)

)
, l
(
Dt−s(F)

)}
� l
(
Ds(F)

)
. (4.21)
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1. Пусть n = ql, l � 2. Из равенства (4.20) и предложения 3.23 получаем

l
(
Dql(Fq)

)
= l
(
Dq(Fq) ⊗ Dql−1(Fq)

)
� l
(
Dq(Fq)

)
+ l
(
Dql−1(Fq)

)
. (4.22)

Тогда, используя предположение индукции и (4.3), получаем

l
(
Dq(Fq)

)
+ l
(
Dql−1(Fq)

)
� g(q, q) + g(ql−1, q) = g(ql, q).

2. Пусть n = kql, где 2 � k � q − 1, l � 1. Из равенств (4.4) и (4.20),
неравенства (4.22) и предложения 3.23 получаем

l
(
Dkql(Fq)

)
= l
(
Dk(Fq) ⊗ Dql(Fq)

)
� l
(
Dk(Fq)

)
+ l
(
Dql(Fq)

)
�

� g(k, k) + g(ql, q) = g(kql, q). (4.23)

3. Пусть n = kql + r, где 0 < r < ql, 1 � k � q − 1, l � 1. Используя
равенство (4.5), неравенства (4.21) и (4.23), получаем

l
(
Dkql+r(Fq)

)
� l
(
Dkql(Fq)

)
� g(kql, q) = g(kql + r, q).

Следствие 4.61. Верхняя оценка длины коммутативной алгебры в теоре-
ме 4.52 является точной для любого значения dimA и бесконечного множества
значений m(A).

Следствие 4.62. Пусть F —произвольное поле и A— такая подалгебра ал-
гебры Tn(F), что {diag(a1,1, . . . , an,n) | A = (ai,j) ∈ A} = Dn(F). Тогда l(A) �
� l
(
Dn(F)

)
, в частности, если |F| � n, то l(A) = n − 1.

Доказательство. Пусть S — система порождающих алгебры Dn(F) длины
l(S) = l

(
Dn(F)

)
, и пусть N1, . . . , Nt —базис для A ∩ Nn(F). Пусть SA = S ∪

∪{N1, . . . , Nt}. Так как для любых матриц D ∈ Dn(F) и N ∈ Nn(F) справедливо
DN,ND ∈ Nn(F), то l(SA) = l(S) = l

(
Dn(F)

)
. Следовательно, l(A) � l(SA) =

= l
(
Dn(F)

)
.

Следствие 4.63. Пусть F —конечное поле. Тогда существуют алгебра AF и
расширение K поля F такие, что l(AF ⊗ K) > l(AF).

Доказательство. Пусть |F| = q. Положим n = q2, AF = Dn(F). Тогда
l(AF) = 2(q − 1) < q2 − 1 = n − 1, поскольку q + 1 > 2.

Если степень расширения K больше или равна 2, то |K| � q2 = n и l(AK) =
= l
(
Dn(K)

)
= n − 1 > l(AF).

Следствие 4.63 показывает, что неравенство из предложения 3.19 может быть
строгим.

5. Связь длины алгебры с длиной её подалгебр

Пусть A—конечномерная ассоциативная алгебра над произвольным полем F.
В ряде вычислительных задач требуется оценить длину произвольного подмно-
жества S ′ в алгебре A, которое может порождать не всю алгебру, а её собствен-
ную подалгебру A′ ⊂ A, или, что эквивалентно, найти такое число M ∈ N, что
для любой подалгебры A′ ⊆ A будет справедлива оценка l(A′) � M .
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Заметим, что такие характеристики алгебры A, как размерность и макси-
мальная степень минимального многочлена элемента, не возрастают при перехо-
де к подалгебрам. Поэтому ввиду тривиальной оценки длины l(A′) � dimA′−1
всегда можно взять M = dimA− 1. В более общем случае, если удаётся полу-
чить верхнюю оценку длины алгебры вида l(A) � h

(
dimA,m(A)

)
, где функция

h(x, y) : R × R → R является неубывающей по каждой переменной, также для
любой подалгебры A′ ⊆ A верно l(A′) � h

(
dimA′,m(A′)

)
� h

(
dimA,m(A)

)
.

Но тривиальная оценка может не быть точной. Например, если взять
A = Tn(F), то согласно теореме 3.12 для любой подалгебры A′ ⊆ A спра-
ведлива оценка l(A′) � n − 1 = l(A), при этом dimA = n(n + 1)/2, т. е.
тривиальную оценку можно улучшить на порядок.

С другой стороны, произвольное подмножество всегда можно вложить в си-
стему порождающих всей алгебры, поэтому естественно было бы предположить,
что длину подалгебры можно оценить длиной любой содержащей её алгебры.
Однако, как будет показано в этом разделе (пример 5.9), уже в алгебре матриц
порядка 4 можно построить пример, показывающий, что функция длины может
расти при переходе к подалгебрам.

Пусть F —произвольное поле и A—конечномерная ассоциативная F-алге-
бра. Пусть действительнозначная функция f определена на всех подалгебрах
алгебры A.

Определение 5.1. Будем говорить, что функция f монотонна на алгебре A,
если для любой подалгебры B ⊆ A выполнено f(B) � f(A).

Определение 5.2. Будем говорить, что функция f строго монотонна на
алгебре A, если для любой подалгебры B � A выполнено f(B) < f(A).

Определение 5.3. Будем говорить, что функция f монотонна на подал-
гебрах алгебры A, если f монотонна на каждой подалгебре B ⊆ A, т. е. для
любых подалгебр B′ ⊆ B ⊆ A выполнено f(B′) � f(B).

Определение 5.4. Будем говорить, что функция f строго монотонна на
подалгебрах алгебры A, если f строго монотонна на каждой подалгебре B ⊆ A,
т. е. для любых подалгебр B′ � B ⊆ A выполнено f(B′) < f(B).

Замечание 5.5. Заметим, что функция размерности монотонна в смысле
определений 5.1—5.4, а максимальная степень минимального многочлена эле-
мента монотонна в смысле определений 5.1 и 5.3, но не строго монотонна.

Покажем, что существует алгебра A, такая что функция длины монотонна
на A, но не строго монотонна.

Пример 5.6. Пусть F —произвольное поле, n ∈ N, n � 2, A = Tn(F) и
B ⊆ A—произвольная подалгебра. По лемме 3.12 справедлива оценка l(B) �
� n−1, и n−1 = l(A) по теореме 3.13. Следовательно, функция длины монотонна
на A в смысле определения 5.1. Рассмотрим подалгебру C ⊆ A, порождённую
циклической матрицей

C = E +
n−1∑
i=1

Ei,i+1.
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Заметим, что

dim C = n <
n(n + 1)

2
= dimA

и C �= A, но по лемме 4.5 имеем l(C) = n − 1 = l(A).
Покажем, что существует матричная подалгебра A, такая что функция дли-

ны не монотонна на A.

Предложение 5.7. Пусть F —произвольное поле. Рассмотрим алгебру A4 ⊂
⊂ T4(F), порождённую как векторное пространство матрицами E, E4,4, E1,2,
E1,3 и E2,3. Тогда l(A4) = 2.

Доказательство. Согласно следствию 3.12 l(A4) � 3.
Размерность подалгебры M4(F), порождённой одной матрицей, не больше 4,

а dimF A4 = 5. Значит, для любой системы порождающих S = {A1, . . . , Ak}
в A4 справедливо k � 2, и если S = {A1, A2}, то E /∈ 〈A1, A2〉. Рассмотрим
возможные случаи.

1. Допустим, что в системе порождающих S найдутся три матрицы A1, A2,
A3, такие что E /∈ 〈A1, A2, A3〉. Тогда dimF L1(S) � 4. Так как S — система поро-
ждающих, имеем dimF L2(S) > dimF L1(S) � 4. Следовательно, dimF L2(S) = 5,
т. е. l(S) � 2.

2. Рассмотрим случай S = {A,B}, E /∈ 〈A,B〉. По предложению 3.2 можно
считать, что

A =




0 a12 a13 0
0 0 a23 0
0 0 0 0
0 0 0 a44


 , B =




0 b12 b13 0
0 0 b23 0
0 0 0 0
0 0 0 b44


 .

Так как S — система порождающих, то хотя бы один из элементов a44 и b44

отличен от нуля. Без ограничения общности можно считать, что a44 �= 0. По
предложению 3.1, рассматривая преобразование

A → A, B → B − b44

a44
A

системы порождающих алгебры A4 с обратимой матрицей(
1 −b44/a44

0 1

)
,

можно считать, что b44 = 0. Тогда

A2 = a12a23E1,3 + a2
44E4,4, AB = a12b23E1,3, BA = a23b12E1,3,

B2 = b12b23E1,3, A3 = a3
44E4,4.

Другие произведения матриц A и B большей или равной 3 длины равны ну-
лю. Если AB = BA = 0, то L(A,B)—коммутативная алгебра. Следователь-
но, {A,B} не является системой порождающих некоммутативной алгебры A4.
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Следовательно, или AB �= 0, или BA �= 0, или выполнены оба неравенства
одновременно. Тогда E1,3 ∈ L2(S). В этом случае

E4,4 = a−2
44 (A2 − a12a23E1,3) ∈ L2(S), E1,2, E1,3 ∈ 〈A,B,E1,3, E4,4〉 ⊆ L2(S).

Следовательно, L2(S) = A4 и l(S) = 2. Значит, и l(A4) = 2.

Следствие 5.8. Рассмотрим подалгебру A′ ⊂ A4, порождённую матрицей
A = E1,2 + E2,3 + E4,4. Тогда l(A′) = 3.

Доказательство. Непосредственная проверка показывает, что матрица A
циклическая. Тогда по лемме 3.12 имеем l(A′) = 4 − 1 = 3.

Пример 5.9. Пусть F —произвольное поле. Рассмотрим алгебру A4 ⊂ T4(F),
порождённую как векторное пространство матрицами E, E4,4, E1,2, E1,3 и E2,3,
и подалгебру A′ ⊂ A4, порождённую матрицей A = E1,2 + E2,3 + E4,4. По
доказанному в предложении 5.7 и следствии 5.8 l(A4) = 2 < 3 = l(A′).

Обобщим следствие 5.8 на случай произвольного n � 4.

Следствие 5.10. Для всех n � 4 и для любого поля F, в котором больше n−4
элементов, существуют такие подалгебры A′

n ⊂ An ⊂ Mn(F), что l(A′
n) > l(An).

Доказательство. Пусть f4, . . . , fn ∈ F —различные ненулевые элементы.
Рассмотрим в Mn(F) подалгебры

A′
n = 〈{E1,1 + E2,2 + E3,3, E1,2, E1,3, E2,3, E4,4, . . . , En,n}〉,

An =
〈

E1,2 + E1,3 +
n∑

i=4

fiEi,i

〉
.

Тогда A′
n ⊂ An и l(A′

n) = n − 1, так как E1,2 + E1,3 +
n∑

i=4

fiEi,i —циклическая

матрица. По теореме 4.60 l
(
Dn−4(F)

)
= n − 5. Последовательное применение

утверждения примера 5.9 и теоремы 3.9 о прямой сумме даёт

l(An) = l
(
A4 ⊕ Dn−4(F)

)
� 2 + (n − 5) + 1 = n − 2.

Таким образом пример 5.9 и следствие 5.8 дают положительный ответ на во-
прос, может ли длина подалгебры превосходить длину содержащей её алгебры.
Возникает следующий естественный вопрос: какие значения могут принимать
разность и отношение длины подалгебры и длины содержащей её алгебры?

Пусть F —произвольное поле и (A,A′)—пара, состоящая из F-алгебры A и
её подалгебры A′ ⊆ A. В следующей теореме будет доказано, что существуют
семейства пар данного вида, такие что l(A′) � l(A), и разность длин может
принимать сколь угодно большое значение. Таким образом будет получен от-
вет на первый вопрос. Вопрос о значениях отношения длин будет рассмотрен
в следующих двух разделах.

Теорема 5.11. Пусть k ∈ N —произвольное натуральное число, n = 4k. Тогда
существуют такие алгебры A′ ⊂ A ⊂ Mn(F), что l(A′) − l(A) = k.
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Доказательство. Явная конструкция пары (A,A′) алгебр над F, таких что
A′ ⊆ A и l(A′)−l(A) = k, приведена в примере 5.12 и предложении 5.13. Данная
конструкция также использует утверждение примера 5.9.

Пример 5.12. Пусть F —достаточно большое поле, k —фиксированное поло-
жительное число, n = 4k. Пусть

A = A4 ⊕ . . . ⊕A4︸ ︷︷ ︸
k раз

⊂ Mn(F),

Ai = E4i−3,4i−3 + E4i−3,4i−2 + E4i−2,4i−2 + E4i−2,4i−1 + E4i−1,4i−1, i = 1, . . . , k.

Положим

A′ =
〈 k∑

i=1

(aiAi + biE4i,4i)
〉

⊂ A,

здесь ai, bi, i = 1, . . . , k, — различные ненулевые элементы F.
Как будет показано в следующем предложении, l(A) = 3k − 1, в то время

как l(A′) = n − 1 = 4k − 1 согласно предложению 4.3.

Предложение 5.13. Пусть k —фиксированное положительное число, F — та-
кое поле, что |F| � 2k + 1. Пусть

A = A4 ⊕ . . . ⊕A4︸ ︷︷ ︸
k раз

⊂ Mn(F).

Тогда l(A) = 3k − 1.

Доказательство. Из теоремы 3.9 о прямой сумме и примера 5.9 следует,
что l(A) � 2k + k − 1 = 3k − 1. Рассмотрим систему порождающих

SA =
{

A =
k∑

i=1

(αi(Ai − E4i−2,4i−1) + βiE4i,4i), E4j−2,4j−1, j = 1, . . . , k

}
,

где αi, βi, i = 1, . . . , k, — различные ненулевые элементы F,

Ai = E4i−3,4i−3 + E4i−3,4i−2 + E4i−2,4i−2 + E4i−2,4i−1 + E4i−1,4i−1, i = 1, . . . , k.

Поскольку

AE4j−2,4j−1 = αj(E4j−3,4j−1 + E4j−2,4j−1), E4j−2,4j−1A = αjE4j−2,4j−1

и степень минимального многочлена A равна 3k, то l(SA) = 3k − 1 = l(A).

5.1. Блочные подалгебры
в алгебре верхнетреугольных матриц

5.1.1. Алгебры с двумя блоками

Отметим, что в примере 5.12 величина m = l(A′) − l(A)—произвольное на-
туральное число, однако отношение r = l(A′) : l(A) = 3 : 2 постоянно. Этот и
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следующий раздел посвящены доказательству того факта, что для любого раци-
онального числа r ∈ [1, 2] можно так подобрать F-алгебру A и её подалгебру A′,
что l(A′)/l(A) = r.

В данном разделе рассмотрены двухпараметрические семейства алгебр An,m

вида

An,m =

〈
E,

n∑
i=1

Ei,i, Ei,j

∣∣∣∣∣
1 � i < j � n
или
n + 1 � i < j � n + m

〉
⊂ Tm+n(F),

где n � m—натуральные числа, над произвольным полем F. Удалось явно вы-
числить их длины и подобрать в каждой алгебре из этого семейства подалгебру
A′

n,m, для которой l(A′
n,m) > l(An,m). Подбирая нужные значения параметров

n и m, получаем требуемые значения отношения l(A′
n,m)/l(An,m) (см. следствия

5.25—5.26).

Замечание 5.14. Данные конструкции обобщают пример 5.9, а именно по-
лучается серия алгебр A(n) = An,m и их подалгебр A′(n) с фиксированной
разностью длин m, для которых отношение длин r = r(n) является непостоян-
ной дробно-линейной функцией.

Замечание 5.15. Алгебра A4, описанная в примере 5.9, в обозначениях дан-
ного раздела совпадает с A3,1.

Обозначение 5.16. Любая матрица A ∈ An,m имеет вид

A =
(

A′ 0
0 A′′

)
,

где A′ ∈ Tn(F), A′′ ∈ Tm(F). Далее будем использовать обозначение A =
= A′ ⊕ A′′.

В следующих двух леммах будет показано, что в системах порождающих
можно выбрать элементы специального вида, которые нужны для дальнейшего
вычисления длин алгебр An,m.

Лемма 5.17. Пусть n ∈ N, n � 3, и пусть S —произвольная система по-
рождающих для An,m. Тогда существует система порождающих S̃ для алге-
бры An,m, такая что выполнены следующие условия:

1) dimL1(S̃) = |S̃| + 1;
2) существует матрица A0 = A′

0 ⊕ A′′
0 ∈ S̃, такая что

A′
0 =

∑
1�i<j�n

ai,jEi,j , A′′
0 =

∑
1�i<j�m

ai+n,j+nEi+n,j+n + E;

3) для всех S ∈ S̃, S �= A0, выполнено (S)i,i = 0, i = 1, . . . , n + m;

4) существуют матрицы B1, . . . , Bn−1 ∈ S̃ и индекс k ∈ {1, . . . , n − 1}, такие
что
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а) для всех r = 1, . . . , n − 1

B′
r = Er,r+1 +

n∑
i=1

n∑
j=i+2

bi,j;rEi,j , B′′
r ∈ Nm(F),

A′
0 =

∑
2�j−i�n−1

âi,jEi,j , A′′
0 =

∑
1�i<j�m

âi+n,j+nEi+n,j+n + E,

либо
б) для всех r = 1, . . . , n − 1, r �= k,

B′
r = Er,r+1 + brEk,k+1 +

n∑
i=1

n∑
j=i+2

bi,j;rEi,j , B′′
r ∈ Nm(F),

B′
k = A′

0 = akEk,k+1 +
n∑

i=1

n∑
j=i+2

âi,jEi,j , ak �= 0,

B′′
k = A′′

0 =
∑

1�i<j�m

âi+n,j+nEi+n,j+n + E;

5) l(S̃) = l(S).

Доказательство. Будем последовательно преобразовывать S до системы по-
рождающих, удовлетворяющей условиям 1)—5).

Условие 1. Данное условие можно считать выполненным согласно предложе-
нию 3.4

Условие 2. Предположим, что для всех элементов S ∈ S выполнено (S)i,i =
= (S)i+1,i+1, i = 1, . . . , n + m− 1, и приведём это утверждение к противоречию.
Действительно, данное условие означает, что множество S лежит в алгебре
FE ⊕ Nn+m(F) и, соответственно, алгебра An,m, порождённая множеством S,
является подалгеброй в FE ⊕ Nn+m(F). С другой стороны,

D =
n∑

i=1

Ei,i ∈ An,m,

но при этом D /∈ FE ⊕ Nn+m(F). Противоречие. Следовательно, найдётся мат-
рица A = A′ ⊕ A′′ ∈ S, такая что

A′ = α1E +
∑

1�i<j�n

ai,jEi,j , A′′ = α2E +
∑

1�i<j�m

ai+n,j+nEi+n,j+n,

где α1 �= α2. Положим A0 = (α2 − α1)−1(A − α1E).
По предложению 3.2 с сохранением длины перейдём к системе порождающих

S0 = {A0, S | S ∈ S, S �= A}.

Условие 3. По предложению 3.2 с сохранением длины перейдём к системе
порождающих

S ′ = {S − (S)1,1E | S ∈ S0},
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затем по предложению 3.1 с сохранением длины перейдём к системе порождаю-
щих

S ′′ = {A0, S − (S)n+1,n+1A0 | S ∈ S ′, S �= A0}.

Для простоты дальнейшего изложения обозначим S ′′ снова через S.
Условие 4. Поскольку Ei,i+1 ∈ An,m, но для любых t � 2 и S ∈ St\St−1 коэф-

фициент (S)i,i+1, i = 1, . . . , n− 1, равен 0, то найдутся матрицы B1, . . . , Bn−1 ∈
∈ S, такие что векторы

ui =
(
(Bi)1,2, (Bi)2,3, . . . , (Bi)n−1,n

)
, i = 1, . . . , n − 1,

линейно независимы.
Теперь выполним преобразование F системы S (по предложению 3.1 F со-

храняет длину S), которое на всех элементах S ∈ S, S �= Bi, i = 1, . . . , n − 1,
и S �= A0, действует тождественно, т. е. F(S) = S, а действие F на множестве
матриц {Bj | j = 1, . . . , n − 1} и на матрице A0 зависит от принадлежности
матрицы A0 этому множеству и определяется следующим образом.

а) Пусть A0 /∈ {B1, . . . , Bn−1}. Невырожденным линейным преобразованием
F = {fi,j} ∈ Mn−1(F) можно перевести набор векторов {ui | i = 1, . . . , n − 1}
в набор

{e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en−1 = (0, 0, . . . , 1)} ⊂ Fn−1,

т. е.

ei =
n−1∑
j=1

fi,juj .

Тогда положим

F(Br) =
n−1∑
j=1

fr,jBj .

При этом

F(Br)′ = Er,r+1 +
n∑

i=1

n∑
j=i+2

bi,j;rEi,j .

Также положим

F(A0) = A0 −
n−1∑
i=1

(A0)i,i+1F(Bi).

б) Пусть A0 ∈ {B1, . . . , Bn−1}, т. е. A0 = Bp для некоторого p ∈ {1, . . . , n−1}.
Так как у любой матрицы в Mn−1,n−2(F) ранга n−2 существует невырожденная
подматрица порядка n− 2, то в этом случае найдётся индекс k ∈ {1, . . . , n− 1},
такой что векторы

vi =
(
(Bi)1,2, . . . , (Bi)k−1,k, (Bi)k+1,k+2, . . . , (Bi)n−1,n

)
, i = 1, . . . , n−1, i �= p,
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линейно независимы. Поскольку упорядочивание матриц Bj произвольно, мож-
но считать, что p = k. Невырожденным линейным преобразованием G = {gi,j} ∈
∈ Mn−2(F) можно перевести набор векторов {vi | i = 1, . . . , n−1, i �= k} в набор

{e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en−2 = (0, 0, . . . , 1)} ⊂ Fn−2,

т. е.

ei =
k−1∑
j=1

gi,jvj +
n−2∑
j=k

gi,jvj+1.

Тогда положим

F(Br) =
k−1∑
j=1

fr,jBj +
n−2∑
j=k

fr,jBj+1, r < k,

F(Br) =
k−1∑
j=1

fr−1,jBj +
n−2∑
j=k

fr−1,jBj+1, r > k,

F(A0) = A0 −
n−1∑
i=1,
i�=k

(A0)i,i+1F(Bi),

т. е.

F(Br)′ = Er,r+1 + brEk,k+1 +
n∑

i=1

n∑
j=i+2

bi,j;rEi,j для r �= k,

F(A0)′ = akEk,k+1 +
n∑

i=1

n∑
j=i+2

âi,jEi,j , ak �= 0,

F(A0)′′ =
∑

1�i<j�m

âi+n,j+nEi+n,j+n + E.

Для простоты дальнейшего изложения обозначим F(A0) и F(Br) снова че-
рез A0 и Br соответственно. Тогда система порождающих S̃ = F(S) и будет
искомой.

Условие 5. Преобразования системы S из пунктов 1—4 не меняли её дли-
ны, следовательно, длина полученной системы порождающих S̃ равна длине
исходной системы.

Лемма 5.18. Пусть n � 3, m � 2, и пусть S — система порождающих
для An,m, удовлетворяющая условиям 1)—4) леммы 5.17. Тогда выполнено одно
из следующих условий:

а) существуют такие матрицы C,C1, . . . , Cm−1 ∈ 〈S \ A0〉, что

C ′′
r = Er+n,r+n+1 +

m∑
i=1

m∑
j=i+2

ci+n,j+n;rEi+n,j+n, r = 1, . . . , m − 1,
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и если Ã0 = E − A0 + C, то

Ã′′
0 =

m∑
i=1

m∑
j=i+2

ãi+n,j+nEi+n,j+n,

б) существуют индекс s ∈ {1, . . . , m − 1} и такие матрицы C,Cr ∈ 〈S \ A0〉,
r = 1, . . . , m − 1, r �= s, Cs ∈ 〈S〉, что

C ′′
r = Er+n,r+n+1 + crEs+n,s+n+1 +

m∑
i=1

m∑
j=i+2

ci+n,j+n;rEi+n,j+n

при r = 1, . . . , m − 1, r �= s, и если Cs = Ã0 = E − A0 + C, то

Ã′′
0 = ãsEs+n,s+n+1 +

m∑
i=1

m∑
j=i+2

ãi+n,j+nEi+n,j+n, ãs �= 0.

Доказательство. Поскольку для любых S1, S2 ∈ S и для любого i =
= n + 1, . . . , n + m − 1 справедливо (S1S2)i,i+1 = 0 при S1 �= A0, S2 �= A0,
а также

(S1A0)i,i+1 = (S1)i,i+1, (A0S2)i,i+1 = (S2)i,i+1, (A2
0)i,i+1 = 2(A0)i,i+1,

то найдутся такие C̃1, . . . , C̃m−1 ∈ S, что векторы

wi =
(
(C̃i)n+1,n+2, (C̃i)n+2,n+3, . . . , (C̃i)n+m−1,n+m

)
, i = 1, . . . , m − 1,

линейно независимы.
Условие а). Пусть A0 /∈ {C̃1, . . . , C̃m−1}. Невырожденным линейным пре-

образованием Fc = {fi,j} ∈ Mm−1(F) можно перевести набор векторов
{wi | i = 1, . . . , m − 1} в набор

{e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , em−1 = (0, 0, . . . , 1)} ⊂ Fm−1,

т. е.

ei =
m−1∑
j=1

fi,jwj .

Положим

Cr =
m−1∑
j=1

fr,jC̃j .

Тогда
Cr ∈ 〈C̃1, . . . , C̃m−1〉 ⊂ 〈S \ A0〉, r = 1, . . . , m − 1,

и

C ′′
r = Er+n,r+n+1 +

m∑
i=1

m∑
j=i+2

ci+n,j+n;rEi+n,j+n.
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Теперь положим

C =
m−1∑
i=1

âi+n,i+n+1Ci,

т. е.
(C)i+n,i+n+1 = (A0)i+n,i+n+1

для любого i = 1, . . . , m − 1. Тогда

Ã′′
0 = E − A′′

0 + C ′′ =
m∑

i=1

m∑
j=i+2

ãi+n,j+nEi+n,j+n.

Условие б). Пусть C̃p = A0 для некоторого p ∈ {1, . . . , m − 1}.
При m = 2 положим Ã0 = E − A0 и C1 = Ã0.
Пусть m � 3. У любой матрицы в Mm−1,m−2(F) ранга m − 2 существует

невырожденная подматрица порядка m − 2. Следовательно, найдётся индекс
s ∈ {1, . . . , m − 1}, такой что векторы

xi =
(
(C̃i)1,2, . . . , (C̃i)s−1,s, (C̃i)s+1,s+2, . . . , (C̃i)m−1,m

)
,

i = 1, . . . , m − 1, i �= p,

линейно независимы. Поскольку порядок матриц C̃j произволен, можно считать,
что p = s. Невырожденным линейным преобразованием Gc = {gi,j} ∈ Mm−2(F)
можно перевести набор {xi | i = 1, . . . , m − 1, i �= s} в набор

{e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , em−2 = (0, 0, . . . , 1)} ⊂ Fm−2,

т. е.

ei =
s−1∑
j=1

gi,jxj +
m−2∑
j=s

gi,jxj+1.

Положим

Cr =
s−1∑
j=1

gr,jC̃j +
m−2∑
j=s

gr,jC̃j+1, r < s,

Cr =
s−1∑
j=1

gr−1,jC̃j +
m−2∑
j=s

gr−1,jC̃j+1, r > s.

Тогда

Cr ∈ 〈C̃1, . . . , C̃s−1, C̃s+1, . . . , C̃m−1〉 ⊂ 〈S \ A0〉, r = 1, . . . , m − 1, r �= s,

C ′′
r = Er+n,r+n+1 + crEs+n,s+n+1 +

m∑
i=1

m∑
j=i+2

ci+n,j+n;rEi+n,j+n.

Теперь положим

C =
m−1∑
i=1,
i�=s

âi+n,i+n+1Ci
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и Cs = Ã0 = E − A0 + C, т. е. (C)i+n,i+n+1 = (A0)i+n,i+n+1 для любого i =
= 1, . . . , m − 1, i �= s. Тогда

Ã′′
0 = I − A′′

0 + C ′′ = ãsEs+n,s+n+1 +
m∑

i=1

m∑
j=i+2

ãi+n,j+nEi+n,j+n,

где ãs �= 0.

Вычислим длину алгебр An,m отдельно для различных значений n и m.

Лемма 5.19. Пусть F —произвольное поле. Тогда l(A1,1) = 1 и l(A2,2) = 3.

Доказательство. Так как A1,1 = D2(F), по теореме 4.60 l(A1,1) = 1.
Алгебра A2,2 порождается циклической матрицей E1,1 + E1,2 + E2,2 + E3,4.

Следовательно, по лемме 4.5 l(A2,2) = 3.

Лемма 5.20. Пусть F —произвольное поле. Тогда l(A2,1) = 2 и l(A3,2) = 3.

Доказательство. Алгебра A2,1 порождается циклической матрицей E1,1 +
+ E1,2 + E2,2. Следовательно, по лемме 4.5 l(A2,1) = 2.

2. Пусть S —произвольная система порождающих для A3,2. Не ограничивая
общности, можно считать, что S удовлетворяет условиям 1)—4) леммы 5.17 и,
значит, одному из условий леммы 5.18. Покажем, что L3(S) = A3,2. Имеем

B1B2(E − A0) = aE1,3, a �= 0,

B1(E − A0)2 = b11E1,2 + b12E2,3 + b13E1,3,

B2(E − A0)2 = b21E1,2 + b22E2,3 + b23E1,3,

где векторы (b11, b12) и (b21, b22) линейно независимы,

C1A
2
0 = bE4,5 + cE1,3, b �= 0.

Также

E4,4 +E5,5 = (A0− (A0)1,2E1,2− (A0)1,3E1,3− (A0)2,3E2,3− (A0)4,5E4,5) ∈ L3(S).

Возьмём

S = {A = E1,2, B = E2,3 + E4,4 + E4,5 + E5,5, E}.
Из равенств A2 = 0, AB = E1,3, BA = 0, B2 = E4,4 + 2E4,5 + E5,5 и B3 − B2 =
= E4,5 выводим, что l(S) = 3 = l(A3,2).

Лемма 5.21. Пусть F —произвольное поле, n,m ∈ N и n − m � 2. Тогда
l(An,m) = n − 1.

Доказательство. I. Сначала докажем верхнюю оценку l(An,m) � n − 1.
Для этого рассмотрим произвольную систему порождающих S для An,m. Не
ограничивая общности, можно считать, что S удовлетворяет условиям 1)—4)
леммы 5.17.

1. Индукцией по p = n−(j−i) докажем, что Ei,j ∈ Ln−1(S) при 1 � i < j � n,
j − i � 2.
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База индукции. При p = 1 рассмотрим произведение B1B2 · · ·Bn−1 ∈
∈ Ln−1(S). Заметим, что B′

1B
′
2 · · ·B′

n−1 = (ak)tE1,n, t ∈ {0, 1}, и
B′′

1 B′′
2 · · ·B′′

n−1 = 0 как произведение n − 1 нильпотентной матрицы B′′
r по-

рядка m � n− 2 при t = 0 и как произведение n− 2 нильпотентных матриц B′′
r ,

r �= k, и одной унитреугольной матрицы B′′
k порядка m � n − 2 при t = 1.

Следовательно,
E1,n = (ak)−tB1B2 · · ·Bn−1 ∈ Ln−1(S).

Шаг индукции. Предположим, что утверждение верно для всех q, 1 < q < p.
Рассмотрим произведения матриц

Bj,j+n−p−1 = BjBj+1 · · ·Bj+n−p−1(E − A0)p−1 ∈ Ln−1(S), j = 1, . . . , p.

Имеем

B′
j,j+n−p−1 = (ak)tEj,j+n−p +

n∑
h=1

n∑
i=h+n−p+1

dh,i;j,pEh,i, t ∈ {0, 1},

при этом B′′
j,j+n−p−1 = 0 как произведение n − 1 нильпотентной матрицы B′′

r и
(E−A0)′′ порядка m � n−2 при t = 0 и как произведение n−2 нильпотентных
матриц B′′

r , r �= k, (E − A0)′′ и одной унитреугольной матрицы B′′
k порядка

m � n − 2 при t = 1.
По предположению индукции Ei,i+n−q−1 ∈ Ln−1(S) для любых q =

= 1, . . . , p − 1, i = 1, . . . , q. Значит, Bj,j+n−p−1 − (ak)tEj,j+n−p ∈ Ln−1(S).
Поскольку Bj,j+n−p−1 ∈ Ln−1(S) по построению, получаем, что

Ej,j+n−p−1 = (ak)−t
(
Bj,j+n−p−1 − (Bj,j+n−p−1 − (ak)tEj,j+n−p)

)
∈ Ln−1(S),

j = 1, . . . , p.

2. Теперь рассмотрим матрицы Bj,j = Bj(E − A0)n−2 ∈ Ln−1(S), j =
= 1, . . . , n − 1. По построению

(Bj,j)r,r+1 = (Bj)r,r+1, j, r = 1, . . . , n − 1,

т. е.

B′
j,j = Ej,j+1 + γjEk,k+1 +

n∑
h=1

n∑
i=h+2

dh,i;jEh,i, j �= k,

B′
k,k = at

kEk,k+1 +
n∑

h=1

n∑
i=h+2

dh,i;kEh,i, t ∈ {0, 1},

при этом (E′′ − A′′
0)n−2 = 0 как произведение n − 2 нильпотентных матриц

порядка m � n − 2, значит, B′′
r,r = B′′

r (E′′ − A′′
0)n−2 = 0.

По доказанному в пункте 1
n∑

h=1

n∑
i=h+2

dh,i;jEh,i ∈ Ln−1(S), j = 1, . . . , n.
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Значит,

Ek,k+1 = a−t
k

(
Bk,k −

n∑
h=1

n∑
i=h+2

dh,i;kEh,i

)
∈ Ln−1(S).

Тогда

Ej,j+1 = Bj,j −
n∑

h=1

n∑
i=h+2

dh,i;jEh,i − γjEk,k+1 ∈ Ln−1(S).

Следовательно, Ei,j ∈ Ln−1(S), 1 � i < j � n. Тогда для любой матрицы
N ∈ Nn(F) выполнено N ⊕ 0 ∈ Ln−1(S).

3. Пусть S1, . . . , Sn ∈ S. Пусть B ⊆ Tm(F)—подалгебра, порождённая мат-
рицами S′′

1 , . . . , S′′
n−1. Согласно следствию 3.12 l(B) � m − 1, значит, найдётся

элемент V ′′ ∈ Lm−1({S′′
1 , . . . , S′′

n−1}), такой что S′′
1 · · ·S′′

n−1 − V ′′ = 0. Положим
W ′′ = V ′′ · S′′

n ∈ Lm({S′′
1 , . . . , S′′

n} и заметим, что W ′′ —линейная комбинация
слов положительной длины от элементов S′′

1 , . . . , S′′
n. Пусть W ∈ Lm(S) ⊆

⊆ Ln−1(S)—прообраз W ′′. Тогда S1 · · ·Sn + W = S′ ⊕ 0, S′ ∈ Nn(F), но
S′ ⊕ 0 ∈ Ln−1(S) по доказанному в пунктах 1 и 2. Значит, слово S1 · · ·Sn

сократимо.
Таким образом, мы получили, что любое слово длины n от элементов S

сократимо, Ln(S) = Ln−1(S) и l(S) � n − 1.
II. Из теоремы 3.9 о прямой сумме получаем нижнюю оценку

l(An,m) � max{n − 1,m − 1} = n − 1.

Следовательно, l(An,m) = n − 1.

Лемма 5.22. Пусть F —произвольное поле, n ∈ N и n > 3. Тогда l(An,n−1) =
= n − 1.

Доказательство. I. Сначала докажем верхнюю оценку l(An,n−1) � n − 1.
Для этого рассмотрим произвольную систему порождающих S для An,n−1. Не
ограничивая общности, можно считать, что S удовлетворяет условиям 1)—4)
леммы 5.17 и, значит, одному из условий леммы 5.18.

1. Индукцией по p = n−(j−i) докажем, что Ei,j ∈ Ln−1(S) при 1 � i < j � n,
j − i � 2.

База индукции. Рассмотрим случай p = 1.
а) Предположим, что нет такого k, что A0 = Bk. Тогда B1B2 · · ·Bn−1 =

= E1,n ∈ Ln−1(S), поскольку B′′
1 B′′

2 · · ·B′′
n−1 = 0 как произведение n − 1 ниль-

потентной матрицы порядка n − 1. Также C1 · · ·Cn−2A0 = aEn+1,2n−1 + bE1,n,
a �= 0, т. е. En+1,2n−1 ∈ Ln−1(S).

б) Теперь предположим, что есть k, для которого A0 = Bk. Тогда

B1B2 · · ·Bn−1 = akE1,n + αEn+1,2n−1.

Пусть α = 0. Рассмотрим произведение C1 · · ·Cn−2 ∈ Ln−2(S). Имеем

(C1 · · ·Cn−2)′′ = aEn+1,2n−1, a �= 0,
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и

(C1 · · ·Cn−2)′ =
= β1E1,n−2 + β2E1,n−1 + β3E1,n + β4E2,n−1 + β5E2,n + β6E3,n ∈ Nn(F).

Заметим, что

(C1 · · ·Cn−2A0)′′ = (A0C1 · · ·Cn−2)′′ = (C1 · · ·Cn−2)′′,

при k > 2 справедливо (A0C1 · · ·Cn−2)′ = βE1,n, а при k < n − 2 справедливо
(C1 · · ·Cn−2A0)′ = βE1,n.

Следовательно, если хотя бы одно из неравенств k > 2 и k < n−2 выполнено,
то E1,n, En+1,2n−1 ∈ Ln−1(S).

Если система порождающих S удовлетворяет условию а) леммы 5.18, то β1 =
= β4 = β6 = 0, значит, (A0C1 · · ·Cn−2)′ = βE1,n. Таким образом, в этом случае
также E1,n, En+1,2n−1 ∈ Ln−1(S).

Пусть n − 2 � k � 2 и система порождающих S удовлетворяет условию б)
леммы 5.18. По условию леммы n � 4, следовательно, n = 4 и k = 2.

Если коэффициент c3−s, определённый в пункте б) леммы 5.18, не равен
нулю, то получаем, что (C3−s)′ ∈ N4(F),

(C2
3−s)

′′ = c3−sE5,7, (A0C
2
3−s)

′ = β′E1,4, (A0C
2
3−s)

′′ = c3−sE5,7,

значит, E1,n, En+1,2n−1 ∈ Ln−1(S).
Пусть c3−s = 0. Имеем

(C2C1)′′ = 0, (C2C1)′i,i+1 = (C1C2)′i,i+1, i = 1, 2, 3,(
A0(C1C2 − C2C1)

)′ = βE1,4,
(
A0(C1C2 − C2C1)

)′′ = aE5,7.

Таким образом, в этом случае также E1,n, En+1,2n−1 ∈ Ln−1(S).
Пусть теперь α �= 0. Это означает, что

(B1 · · ·Bk−1Bk+1 · · ·Bn−1)′′ = αE1,n−1

и
(B1 · · ·Bk−1Bk+1 · · ·Bn−1)′ = β1E1,n−1 + β2E1,n + β3E2,n.

Поскольку n > 3, то k �= 1 или k �= n − 1. При k �= 1 получаем, что

A0B1 · · ·Bk−1Bk+1 · · ·Bn−1 = αEn+1,2n−1,

а при k �= n − 1 получаем, что

B1 · · ·Bk−1Bk+1 · · ·Bn−1A0 = αEn+1,2n−1,

следовательно, E1,n, En+1,2n−1 ∈ Ln−1(S).
Таким образом, во всех случаях E1,n ∈ Ln−1(S), а также En+1,2n−1 ∈

∈ Ln−1(S).
Шаг индукции. Предположим, что утверждение верно для всех q, 1 < q < p.

Рассмотрим произведения

Bj,j+n−p−1 = BjBj+1 · · ·Bj+n−p−1(E − A0)p−1 ∈ Ln−1(S), j = 1, . . . , p.
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Тогда

B′
j,j+n−p−1 = (ak)tEj,j+n−p +

∑
1�h<i�n,
i−h>n−p

dh,i;j,pEh,i, t ∈ {0, 1},

B′′
j,j+n−p−1 = b(j, p)E1,n−1, b(j, p) ∈ F, как произведение n − 1 нильпотентной

матрицы порядка n − 1 при t = 0 и как произведение n − 2 нильпотентных и
одной унитреугольной матрицы порядка n − 1 при t = 1.

По предположению индукции Ei,i+n−q−1 ∈ Ln−1(S) для любых q =
= 2, . . . , p − 1, i = 1, . . . , q, и, как показано ранее, E1,n, En+1,2n−1 ∈ Ln−1(S).
Значит, Bj,j+n−p−1−(ak)tEj,j+n−p ∈ Ln−1(S). Поскольку Bj,j+n−p−1 ∈ Ln−1(S)
по определению, получаем, что

Ej,j+n−p−1 = (ak)−t
(
Bj,j+n−p−1 − (Bj,j+n−p−1 − (ak)tEj,j+n−p)

)
∈ Ln−1(S),

j = 1, . . . , p.

2. Теперь рассмотрим матрицы

Bj,j = Bj(E − A0)n−2 ∈ Ln−1(S), j = 1, . . . , n − 1.

По построению

(Bj,j)r,r+1 = (Bj)r,r+1, j, r = 1, . . . , n − 1,

т. е.

B′
j,j = Ej,j+1 + γjEk,k+1 +

n∑
h=1

n∑
i=h+2

dh,i;jEh,i, j �= k,

B′
k,k = at

kEk,k+1 +
n∑

h=1

n∑
i=h+2

dh,i;kEh,i, t ∈ {0, 1},

при этом B′′
r,r = b(r)En+1,2n−1, b(r) ∈ F, как произведение n − 1 нильпотентной

матрицы порядка n − 1 при r �= k либо r = k и t = 0 и как произведение n − 2
нильпотентных и одной унитреугольной матрицы порядка n − 1 при r = k и
t = 1.

По доказанному в пункте 1
n∑

h=1

n∑
i=h+2

dh,i;jEh,i + b(r)En+1,2n−1 ∈ Ln−1(S), j = 1, . . . , n.

Значит,

Ek,k+1 = a−t
k (Bk,k −

n∑
h=1

n∑
i=h+2

dh,i;kEh,i − b(r)En+1,2n−1) ∈ Ln−1(S).

Тогда

Ej,j+1 = Bj,j −
n∑

h=1

n∑
i=h+2

dh,i;jEh,i − γjEk,k+1 − b(j)En+1,2n−1 ∈ Ln−1(S).
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Следовательно, Ei,j ∈ Ln−1(S), 1 � i < j � n. Тогда для любой матрицы
N ∈ Nn(F) выполнено N ⊕ 0 ∈ Ln−1(S).

3. Пусть S1, . . . , Sn ∈ S. Пусть B ⊆ Tn−1(F)—подалгебра, порождённая
матрицами S′′

1 , . . . , S′′
n−1. Согласно следствию 3.12 l(B) � n−2, значит, найдётся

элемент V ′′ ∈ Ln−2({S′′
1 , . . . , S′′

n−1}), такой что S′′
1 · · ·S′′

n−1 − V ′′ = 0. Положим
W ′′ = V ′′ · S′′

n ∈ Ln−1({S′′
1 , . . . , S′′

n} и заметим, что W ′′ —линейная комбинация
слов положительной длины от элементов S′′

1 , . . . , S′′
n. Пусть W ∈ Ln−1(S)—

прообраз W ′′. Тогда S1 · · ·Sn + W = S′ ⊕ 0, S′ ∈ Nn(F), но S′ ⊕ 0 ∈ Ln−1(S) по
доказанному в пунктах 1 и 2. Значит, слово S1 · · ·Sn сократимо.

Таким образом, мы получили, что любое слово длины n от элементов S
сократимо, Ln(S) = Ln−1(S) и l(S) � n − 1.

II. Из теоремы 3.9 о прямой сумме получаем

l(An,n−1) � max{n − 1, n − 2} = n − 1.

Следовательно, l(An,n−1) = n − 1.

Лемма 5.23. Пусть F —произвольное поле, n ∈ N и n > 2. Тогда l(An,n) = n.

Доказательство. I. Сначала докажем верхнюю оценку l(An,n) � n. Для это-
го рассмотрим произвольную систему порождающих S для An,n. Не ограничи-
вая общности, можно считать, что S удовлетворяет условиям 1)—4) леммы 5.17
и, значит, одному из условий леммы 5.18.

1. Индукцией по p = n − (j − i) докажем, что Ei,j , Ei+n,j+n ∈ Ln(S) при
1 � i < j � n, j − i � 2.

База индукции. Рассмотрим случай p = 1.
а) Предположим, что нет такого k, что A0 = Bk. Тогда

B1B2 · · ·Bn−1(E − A0) = E1,n ∈ Ln(S),

поскольку B′′
1 B′′

2 · · ·B′′
n−1(E−A0)′′ = 0 как произведение n нильпотентных мат-

риц порядка n.
б) Пусть A0 = Bk. Тогда

B1B2 · · ·Bn−1 = akE1,n + α1En+1,2n−1 + α2En+1,2n + α3En+2,2n.

Если система порождающих S удовлетворяет условию а) леммы 5.18, то
(Ã0)n+1,n+2 = (Ã0)2n−1,2n = 0. Если система порождающих S удовлетворя-
ет условию б) леммы 5.18, то, поскольку n = m > 2, для введённого там
индекса s ∈ {1, . . . , n − 1} выполняется хотя бы одно из неравенств s �= 1
или s �= n − 1. При s �= 1 верно (Ã0)n+1,n+2 = 0, а при s �= n − 1 верно
(Ã0)2n−1,2n = 0. Также если (Ã0)n+1,n+2 = 0, то Ã0B1B2 · · ·Bn−1 = E1,n, и
если (Ã0)n+1,n+2 = 0, то B1B2 · · ·Bn−1Ã0 = E1,n. Значит, E1,n ∈ Ln(S). Также
C1 · · ·Cn−1A0 = aE1,n + bEn+1,2n ∈ Ln(S), b �= 0, следовательно, En+1,2n =
= b−1(C1 · · ·Cn−1A0 − aE1,n) ∈ Ln(S).

Шаг индукции. Предположим, что утверждение верно для всех q, 1 < q < p.
Рассмотрим произведения

Bj,j+n−p−1 = BjBj+1 · · ·Bj+n−p−1(E − A0)p ∈ Ln(S), j = 1, . . . , p.
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Имеем

B′
j,j+n−p−1 = at

kEj,j+n−p +
n∑

h=1

n∑
i=h+n−p+1

bh,i;j,pEh,i, t ∈ {0, 1},

и B′′
j,j+n−p−1 = b(j, p)En+1,2n, b(j, p) ∈ F, как произведение n нильпотентных

матриц порядка n при t = 0 и как произведение n − 1 нильпотентной и одной
унитреугольной матрицы порядка n при t = 1.

Также рассмотрим произведения

Cj,j+n−p−1 = CjCj+1 · · ·Cj+n−p−1A
p
0 ∈ Ln(S), j = 1, . . . , p.

Имеем

C ′′
j,j+n−p−1 = (ãs)tEj+n,j+2n−p +

n∑
h=1

n∑
i=h+n−p+1

ch,i;j,pEh+n,i+n, t ∈ {0, 1},

и C ′
j,j+n−p−1 = c(j, p)E1,n как произведение n нильпотентных матриц порядка n

при t = 0 и как произведение n − 1 нильпотентной и одной унитреугольной
матрицы порядка n при t = 1.

По предположению индукции Ei,i+n−q−1, Ei+n,i+2n−q−1 ∈ Ln(S) для любых
q = 2, . . . , p − 1, i = 1, . . . , q, и, как показано ранее, E1,n, En+1,2n ∈ Ln(S).
Значит,

Bj,j+n−p−1 − (ak)tEj,j+n−p, Cj,j+n−p−1 − (as)tEj+n,j+2n−p ∈ Ln(S).

Поскольку Bj,j+n−p−1, Cj,j+n−p−1 ∈ Ln(S) по определению, получаем, что

Ej,j+n−p−1 = (ak)−t
(
Bj,j+n−p−1 − (Bj,j+n−p−1 − (ak)tEj,j+n−p)

)
∈ Ln(S),

Ej+n,j+2n−p−1 =

= (as)−t
(
Cj,j+n−p−1 − (Cj,j+n−p−1 − (as)tEj+n,j+2n−p)

)
∈ Ln(S), j = 1, . . . , p.

2. Теперь рассмотрим матрицы

Bj,j = Bj(E − A0)n−1 ∈ Ln(S), Cj,j = CjA
n−1
0 ∈ Ln(S), j = 1, . . . , n − 1.

По построению

(Bj,j)r,r+1 = (Bj)r,r+1, j, r = 1, . . . , n − 1,

и
(Cj,j)r+n,r+n+1 = (Cj)r+n,r+n+1, j, r = 1, . . . , n − 1,

т. е.

B′
j,j = Ej,j+1 + βjEk,k+1 +

n∑
h=1

n∑
i=h+2

bh,i;j,n−1Eh,i, j �= k,

B′
k,k = (ak)tEk,k+1 +

n∑
h=1

n∑
i=h+2

bh,i;k,n−1Eh,i, t ∈ {0, 1},
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C ′′
j,j = Ej+n,j+n+1 + γjEs+n,s+n+1 +

n∑
h=1

n∑
i=h+2

ch,i;j,n−1Eh+n,i+n, j �= s,

C ′′
s,s = (ãs)uEs+n,s+n+1 +

n∑
h=1

n∑
i=h+2

ch,i;s,n−1Eh,i, u ∈ {0, 1}.

При этом B′′
r,r = b(j)E1,n как произведение n нильпотентных матриц порядка n

при r �= k либо при r = k и t = 0 и как произведение n − 1 нильпотентной
и одной унитреугольной матрицы порядка n при r = k и t = 1; аналогично
C ′

r,r = c(r)E1,n.
По доказанному в пункте 1

Bk,k − (ak)tEk,k+1, Cs,s − (as)tEs+n,s+n+1 ∈ Ln(S).

Значит, и Ek,k+1, Es+n,s+n+1 ∈ Ln(S). Тогда

Ej,j+1 = Bj,j −
n∑

h=1

n∑
i=h+2

bh,i;j,n−1Eh,i − βjEk,k+1 − b(j)En+1,2n ∈ Ln−1(S),

Ej+n,j+n+1 =Cj,j −
n∑

h=1

n∑
i=h+2

ch,i;j,n−1Eh,i−γjEs+n,s+n+1 − c(j)E1,n∈Ln−1(S).

Следовательно, Ei,j , Ei+n,j+n ∈ Ln−1(S), 1 � i < j � n.
3. Из соотношения

0 ⊕ E′′ = A0 − (A0)k,kEk,k+1 −
∑

1�i<j�n

(âi,jEi,j + âi+n,j+nEi+n,j+n)

получаем, что 0 ⊕ E′′ ∈ Ln(S).
Значит, для любой системы порождающих S верно Ln(S) = An,n, т. е.

l(An,n) � n.
II. Построим систему порождающих для алгебры An,n длины n. Пусть

Sn =
{

Ai = Ei,i+1 + En+i,n+i+1, i = 1, . . . , n − 1, E, En =
n∑

j=1

Ej,j

}
.

Так как AiAj = 0 при j �= i + 1 и EnAi = AiEn = Ei,i+1, то E1,n /∈ Ln−1(Sn),
где

Ln−1(Sn) =
〈

E, En, Ei,j , Ei+n,j+n, E1,n + En+1,2n

∣∣∣∣ 1 � i < j � n,
j − i � n − 2

〉
,

но E1,n = A1 · · ·An−1En ∈ Ln(Sn), и значит, Ln(Sn) = An,n. Следовательно,
l(An,n) = n.

Объединяя леммы 5.19—5.23, получаем следующую теорему.

Теорема 5.24. Пусть F —произвольное поле, n � m—натуральные числа,

An,m =

〈
E,

n∑
i=1

Ei,i, Ei,j

∣∣∣∣∣∣
1 � i < j � n
или
n + 1 � i < j � n + m

〉
⊂ Tm+n(F).
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Тогда

l(An,m) =




n − 1 при n − m � 2,

n − 1 при n = m + 1, n > 3,

n + 1 при n = m = 2,

n при n = m �= 2,

n при n = m + 1, m = 1, 2.

Следствие 5.25. Пусть F —произвольное поле, n � m—фиксированные на-
туральные числа. Пусть

Cn,m =
n−1∑
i=1

Ei,i+1 +
m−1∑
j=1

(Ej+n,j+n + Ej+n,j+n+1) + En+m,n+m ∈ An,m —

циклическая матрица,

A′
n,m = 〈Cj

n,m | 0 � j � n + m − 1〉 ⊆ An,m.

Тогда
1) l(A′

n,m) = n + m − 1 по лемме 4.5;
2) при n = m = 1, 2 и n = 2, m = 1 An,m = A′

n,m и l(An,m) = l(A′
n,m);

3) при n � 3

l(A′
n,m) − l(An,m) =

{
m при n − m � 2 или n = m + 1, n > 3,

m − 1 при n = m � 3 или n = 3, m = 2

и

l(A′
n,m)

l(An,m)
=

{
1 + m/(n − 1) при n − m � 2 или n = m + 1, n > 3,

1 + (m − 1)/n при n = m � 3 или n = 3, m = 2.

Следствие 5.26. Отношение длины подалгебры двухблочной алгебры
к длине алгебры может быть любым рациональным числом из отрезка [1, 2].

5.1.2. Алгебры с тремя блоками

В данном разделе рассмотрены трёхпараметрические семейства алгебр

An1,n2,n3 ⊂ Tn1(F) ⊕ Tn2(F) ⊕ Tn3(F),

An1,n2,n3 =

〈
E,

n1∑
i=1

Ei,i,

n1+n2∑
i=n1+1

Ei,i, Ei,j

∣∣∣∣ 1 � i < j � n1, или
n1 + 1 � i < j � n1 + n2, или
n1 + n2 + 1 � i < j � n1 + n2 + n3

〉

над произвольным полем F. При некоторых ограничениях на значения парамет-
ров n1, n2, n3 длины таких алгебр вычислены явно. При F �= F2 подобраны
подалгебры A′

n1,n2,n3
⊂ An1,n2,n3 , для которых l(A′

n1,n2,n3
) > l(An1,n2,n3), отно-

шение длин

r =
l(A′

n1,n2,n3
)

l(An1,n2,n3)
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принадлежит интервалу (1, 3) (см. следствия 5.36, 5.37 и 5.41. В частности,
построена серия алгебр с отношением длин r > 2.

Обозначение 5.27. Любая матрица A ∈ An1,n2,n3 имеет вид

A =


A′ 0 0

0 A′′ 0
0 0 A′′′


 , где A′ ∈ Tn1(F), A′′ ∈ Tn2(F), A′′′ ∈ Tn3(F).

Далее будем использовать обозначение A = A′ ⊕ A′′ ⊕ A′′′.
В следующих четырёх леммах будет показано, что в системах порождающих

можно выбрать элементы специального вида, которые нужны для дальнейшего
вычисления длин алгебр An1,n2,n3 .

Лемма 5.28. Пусть S —произвольная система порождающих для алгебры
An1,n2,n3 . Тогда существует система порождающих S̃ для An1,n2,n3 , такая что
выполнены следующие условия:

1) dimL1(S̃) = |S̃| + 1;
2) для любой матрицы S ∈ S̃ выполнено (S)i,i = 0, i = 1, . . . , n1;
3) а) либо существуют такие матрицы A1 = (ai,j;1), A2 = (ai,j;2) ∈ S̃, что

A′′
1 = E + N1, N1 ∈ Nn2(F), A′′′

1 ∈ Nn3(F),
A′′

2 ∈ Nn2(F), A′′′
2 = E + N2, N2 ∈ Nn3(F),

и для всех S ∈ S̃, S �= A1, A2, выполнено (S)i,i = 0, i =
= 1, . . . , n1 + n2 + n3,

б) либо существует такая матрица A0 = (ai,j;0), что

A′′
0 = E +N, N ∈ Nn2(F), A′′′

0 = aE +M, M ∈ Nn3(F), a /∈ {0, 1},
и для всех S ∈ S, S �= A0, выполнено (S)i,i = 0, i = 1, . . . , n1+n2+n3;

4) l(S̃) = l(S).

Доказательство. Будем последовательно преобразовывать S до системы по-
рождающих, удовлетворяющей условиям 1)—4).

Условие 1). Данное условие можно считать выполненным согласно предло-
жению 3.4.

Условие 2). По предложению 3.2 с сохранением длины перейдём к системе
порождающих

S1 = {S − (S)1,1E | S ∈ S}.
Условие 3а). Пусть существуют такие матрицы C1, C2 ∈ S1, что векторы

c1 =
(
(C1)n1+1,n1+1, (C1)n1+n2+1,n1+n2+1

)
,

c2 =
(
(C2)n1+1,n1+1, (C2)n1+n2+1,n1+n2+1

)
линейно независимы. В этом случае существует невырожденная матрица F =
= (fi,j) ∈ M2(F), такая что

(1, 0) = f1,1c1 + f1,2c2, (0, 1) = f2,1c1 + f2,2c2.
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Положим
Ai = fi,1C1 + fi,2C2, i = 1, 2,

и по предложению 3.1 с сохранением длины перейдём к системе порождающих

S2 = {A1, A2, S | S ∈ S1, S �= C1, C2}.

Затем по предложению 3.1 с сохранением длины перейдём к системе порожда-
ющих

S3 = {A1, A2, S− (S)n1+1,n1+1A1− (S)n1+n2+1,n1+n2+1A2 | S ∈ S2, S �= A1, A2}.

Положим S̃ = S3.
Условие 3б). Если не выполнено условие предыдущего пункта, то в S1 есть

такая матрица A, что векторы(
(A)n1+1 n1+1, (A)n1+n2+1 n1+n2+1

)
,
(
(A2)n1+1 n1+1, (A2)n1+n2+1 n1+n2+1

)
линейно независимы и вектор(

(A)n1+1 n1+1, (A)n1+n2+1 n1+n2+1

)
образует базис пространства〈(

(S)n1+1,n1+1, (S)n1+n2+1,n1+n2+1

) ∣∣ S ∈ S1

〉
.

По условию собственные числа матрицы A, отвечающие второму и третьему
блокам, различны и отличны от нуля. Значит, с сохранением длины можно
заменить в S1 матрицу A на матрицу A0 = (A)−1

n1+1,n1+1A. Тогда по предложе-
нию 3.1 с сохранением длины перейдём к системе порождающих

S2 = {A0, S − (S)n1+1,n1+1A0 | S ∈ S1, S �= A0}.

Положим S̃ = S2.
Условие 4). Преобразования системы S из пунктов 1)—3) не меняли её дли-

ны, следовательно, длина полученной системы порождающих S̃ равна длине
исходной системы.

Лемма 5.29. Пусть n1 � 3, и пусть S — система порождающих для An1,n2,n3 ,
удовлетворяющая условиям 1), 2 и 3а) леммы 5.28. Тогда существует система
порождающих S̃ для An1,n2,n3 с условием l(S̃) = l(S) и существуют такие
B1, . . . , Bn1−1 ∈ S̃ и k1, k2 ∈ {1, . . . , n1 − 1}, что выполнено одно из следующих
условий:

1) B′
r = Er,r+1 +

n1∑
i=1

n1∑
j=i+2

bi,j;rEi,j , B′′
r ∈ Nn2(F),

B′′′
r ∈ Nn3(F), r = 1, . . . , n − 1,

A′
s =

n1∑
h=1

n1∑
i=h+2

ah,i;sEh,i, s = 1, 2;
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2) найдётся j ∈ {1, 2}, для которого

B′
r = Er,r+1 + brjEkj ,kj+1 +

n1∑
h=1

n1∑
i=h+2

bh,i;rEh,i,

B′′
r ∈ Nn2(F), B′′′

r ∈ Nn3(F), r = 1, . . . , n1 − 1, r �= kj ,

A′
j = B′

kj
= a(kj , j)Ekj ,kj+1 +

n1∑
h=1

n1∑
i=h+2

ah,i;jEh,i, a(kj , j) �= 0,

B′′
kj

= A′′
j , B′′′

kj
= A′′′

j ,

A′
3−j = a(kj , 3 − j)Ekj ,kj+1 +

n1∑
h=1

n1∑
i=h+2

ah,i;3−jEh,i;

3) B′
r = Er,r+1 + br1Ek1,k1+1 + br2Ek2,k2+1 +

n1∑
h=1

n1∑
i=h+2

bh,i;rEh,i,

B′′
r ∈ Nn2(F), B′′′

r ∈ Nn3(F), r = 1, . . . , n1 − 1, r �= k1, k2,

A′
j = B′

kj
= a(k1, j)Ek1,k1+1 + a(k2, j)Ek2,k2+1 +

n1∑
h=1

n1∑
i=h+2

ah,i;jEh,i,

a(kj , j) �= 0, a(k1, 1)a(k2, 2) − a(k2, 1)a(k1, 2) �= 0,

B′′
kj

= A′′
j , B′′′

kj
= A′′′

j , j = 1, 2.

Доказательство. Поскольку Ei,i+1 ∈ An1,n2,n3 , но для любых t � 2 и
S ∈ St \ St−1 коэффициент (S)i,i+1 равен 0, i = 1, . . . , n1 − 1, то найдутся
такие B1, . . . , Bn1−1 ∈ S, что векторы

(
(Bi)1,2, (Bi)2,3, . . . , (Bi)n1−1,n1

)
, i =

= 1, . . . , n1 − 1, линейно независимы.
Теперь выполним следующее преобразование F системы S (по предложе-

нию 3.1 оно сохраняет длину S): все элементы S ∈ S, S �= Bi, i = 1, . . . , n1 − 1,
S �= A1, A2, оно оставляет на месте, а его действие на множество матриц Bj ,
j = 1, . . . , n1 − 1, и на матрицах A1, A2 зависит от принадлежности матриц
A1 и A2 этому множеству.

Если |{B1, . . . , Bn1−1}∩{A1, A2}| � 1, то преобразование F строится так же,
как в пункте 4) леммы 5.17.

Пусть существуют различные p и q, для которых A1 = Bp и A2 = Bq. Тогда
существуют k1, k2 ∈ {1, . . . , n1 − 1}, k1 < k2, такие что векторы

vi =
(
(Bi)1,2, . . . , (Bi)k1−1,k1 , (Bi)k1+1,k1+2, . . . ,

(Bi)k2−1,k2 , (Bi)k2+1,k2+2(Bi)n1−1,n1

)
, i = 1, . . . , n1 − 1, i �= p, q,

линейно независимы. Поскольку порядок матриц Bj произволен, можно считать,
что p = k1, q = k2. Невырожденным линейным преобразованием G = {gi,j} ∈
∈ Mn1−3(F) можно перевести набор {vi} в набор

{e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en1−3 = (0, 0, . . . , 1)} ⊂ Fn1−3,
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т. е.

ei =
k1−1∑
j=1

gi,jvj +
k2−1∑
j=k1

gi,jvj+1 +
n1−1∑
j=k2

gi,jvj+2.

Тогда положим

F(Br) =
k1−1∑
j=1

gr,jBj +
k2−1∑
j=k1

gr,jBj+1 +
n1−1∑
j=k2

gr,jBj+2, r < k1,

F(Br) =
k1−1∑
j=1

gr−1,jBj +
k2−1∑
j=k1

gr−1,jBj+1 +
n1−1∑
j=k2

gr−1,jBj+2, k1 < r < k2,

F(Br) =
k1−1∑
j=1

gr−2,jBj +
k2−1∑
j=k1

gr−2,jBj+1 +
n1−1∑
j=k2

gr−2,jBj+2, r > k2,

F(As) = As −
n1−1∑
i=1,

i�=k1,k2

(As)i,i+1F(Bi), s = 1, 2.

Имеем

F(Br)′ = Er,r+1 + br1Ek1,k1+1 + br2Ek2,k2+1 +
n1∑

h=1

n1∑
i=h+2

bh,i;rEh,i,

F(Br)′′ ∈ Nn2(F), F(Br)′′′ ∈ Nn3(F), r = 1, . . . , n1 − 1, r �= k1, k2,

F(Aj)′ = F(Bkj
)′ = a(k1, j)Ek1,k1+1 + a(k2, j)Ek2,k2+1 +

n1∑
h=1

n1∑
i=h+2

ah,i;jEh,i,

a(kj , j) �= 0, a(k1, 1)a(k2, 2) − a(k2, 1)a(k1, 2) �= 0,

F(Bkj
)′′ = F(Aj)′′, F(Bkj

)′′′ = F(Aj)′′′, j = 1, 2.

Положим S̃ = F(S).

Лемма 5.30. Пусть n1 � 3, и пусть S — система порождающих для An1,n2,n3 ,
удовлетворяющая условиям 1), 2) и 3б) леммы 5.28. Тогда существует система
порождающих S̃ для An1,n2,n3 с условием l(S̃) = l(S) и существуют такие
матрицы B1, . . . , Bn1−1 ∈ S̃ и индекс k0 ∈ {1, . . . , n1 − 1}, что выполнено одно
из следующих условий:

1) B′
r = Er,r+1 +

n1∑
i=1

n1∑
j=i+2

bi,j;rEi,j , B′′
r ∈ Nn2(F),

B′′′
r ∈ Nn3(F), r = 1, . . . , n − 1,

A′
0 =

n1∑
h=1

n1∑
i=h+2

ah,i;0Eh,i;
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2) B′
r = Er,r+1 + br0Ek0,k0+1 +

n1∑
h=1

n1∑
i=h+2

bh,i;rEh,i,

B′′
r ∈ Nn2(F), B′′′

r ∈ Nn3(F), r = 1, . . . , n1 − 1, r �= k0,

A′
0 = B′

k0
= a(k0, 0)Ek0,k0+1 +

n1∑
h=1

n1∑
i=h+2

ah,i;0Eh,i, a(k0, 0) �= 0,

B′′
k0

= A′′
0 , B′′′

k0
= A′′′

0 .

Доказательство. По условию матричные единицы Ei,i+1 принадлежат
An1,n2,n3 , но для любых t � 2 и S ∈ St \ St−1 коэффициент (S)i,i+1 равен 0,
i = 1, . . . , n1−1, следовательно, найдутся матрицы B1, . . . , Bn1−1 ∈ S, такие что
векторы

ui =
(
(Bi)1,2, (Bi)2,3, . . . , (Bi)n1−1,n1

)
, i = 1, . . . , n1 − 1,

линейно независимы.
Теперь выполним преобразование F системы порождающих S (по предло-

жению 3.1 F сохраняет длину S), которое на всех элементах S ∈ S, S �= Bi,
i = 1, . . . , n1−1, и S �= A0, действует тождественно, т. е. F(S) = S, а действие F
на множестве матриц {Bj | j = 1, . . . , n1 − 1} и на матрице A0 в зависимости от
принадлежности матрицы A0 этому множеству определяется следующим обра-
зом.

Условие 1). Пусть A0 /∈ {B1, . . . , Bn1−1}. Невырожденным линейным пре-
образованием F = {fi,j} ∈ Mn1−1(F) можно перевести набор векторов
{ui | i = 1, . . . , n1 − 1} в набор

{e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en1−1 = (0, 0, . . . , 1)} ⊂ Fn1−1,

т. е.

ei =
n1−1∑
j=1

fi,juj .

Тогда положим

F(Br) =
n1−1∑
j=1

fr,jBj .

При этом

F(Br)′ = Er,r+1 +
n1∑
i=1

n1∑
j=i+2

bi,j;rEi,j ,

F(Br)′′ ∈ Nn2(F), F(Br)′′′ ∈ Nn3(F), r = 1, . . . , n1 − 1.

Также положим

F(A0) = A0 −
n1−1∑
i=1

(A0)i,i+1F(Bi).
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Условие 2). Пусть A0 ∈ {B1, . . . , Bn1−1}, т. е. A0 = Bp для некоторого
p ∈ {1, . . . , n1 − 1}. Так как у любой матрицы в Mn1−1,n1−2(F) ранга n1 − 2
существует невырожденная подматрица порядка n1−2, то найдётся индекс k0 ∈
∈ {1, . . . , n1 − 1}, такой что векторы

vi =
(
(Bi)1,2, . . . , (Bi)k0−1,k0 , (Bi)k0+1,k0+2, . . . , (Bi)n1−1,n1

)
,

i = 1, . . . , n1 − 1, i �= p,

линейно независимы. Поскольку упорядочивание матриц Bj произвольно, мож-
но считать, что p = k0. Невырожденным линейным преобразованием G =
= {gi,j} ∈ Mn1−2(F) можно перевести набор векторов {vi | i = 1, . . . , n1 − 1,
i �= k0} в набор

{e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en1−2 = (0, 0, . . . , 1)} ⊂ Fn1−2,

т. е.

ei =
k0−1∑
j=1

gi,jvj +
n1−2∑
j=k0

gi,jvj+1.

Тогда положим

F(Br) =
k0−1∑
j=1

fr,jBj +
n1−2∑
j=k0

fr,jBj+1, r < k0,

F(Br) =
k0−1∑
j=1

fr−1,jBj +
n1−2∑
j=k0

fr−1,jBj+1, r > k0,

F(A0) = A0 −
n1−1∑
i=1,
i�=k0

(A0)i,i+1F(Bi).

Имеем

F(Br)′ = Er,r+1 + br0Ek0,k0+1 +
n1∑
i=1

n1∑
j=i+2

bi,j;rEi,j для r �= k0,

F(A0)′ = a(k0, 0)Ek0,k0+1 +
n1∑
i=1

n1∑
j=i+2

ai,j;0Ei,j , a(k0, 0) �= 0.

Также для всех 1 � i � n1 + n2 + n3 и r = 1, . . . , n1, r �= k0, выполнено(
F(Br)

)
i,i

= (Br)i,i = 0,
(
F(A0)

)
i,i

= (A0)i,i.

Для простоты дальнейшего изложения обозначим F(A0) и F(Br) снова че-
рез A0 и Br соответственно. Тогда система порождающих S̃ = F(S) и будет
искомой.

Лемма 5.31. Пусть n1 � 3, n2 � n3 � 2, и пусть S — система порождаю-
щих для An1,n2,n3 , удовлетворяющая условиям леммы 5.30. Тогда выполнены
следующие условия:



Функция длины и матричные алгебры 145

1) найдётся индекс c ∈ {n1 + 1, . . . , n1 + n2 − 1}, такой что

а) либо существуют такие матрицы C,Bn1+1, . . . , Bn1+n2−1 ∈ 〈S \ A0〉,
что

B′′
r = Er,r+1 +

n1+n2∑
i=n1+1

n1+n2∑
j=i+2

ci,j;rEi,j , r = n1 + 1, . . . , n1 + n2 − 1,

и если Ã0 = E − A0 + C, то

Ã′′
0 =

n1+n2∑
i=n1+1

n1+n2∑
j=i+2

ãi,jEi,j ,

б) либо существуют такие матрицы C,Br ∈ 〈S \ A0〉, r = n1 + 1, . . . ,
n1 + n2 − 1, r �= c, что

B′′
r = Er,r+1 + crEc,c+1 +

n1+n2∑
i=n1+1

n1+n2∑
j=i+2

ci,j;rEi,j ,

и если Ã0 = E − A0 + C, то

Ã′′
0 = ãcEc,c+1 +

n1+n2∑
i=n1+1

n1+n2∑
j=i+2

ãi,jEi,j , ãc �= 0

(в этом случае положим Bc = Ã0);

2) найдётся индекс d ∈ {n1 + n2 + 1, . . . , n1 + n2 + n3 − 1}, такой что

а) либо существуют такие матрицы D,Bn1+n2+1, . . . , Bn1+n2+n3−1 ∈
∈ 〈S \ A0〉, что

B′′′
r = Er,r+1 +

n1+n2+n3∑
i=n1+n2+1

n1+n2+n3∑
j=i+2

di,j;rEi,j ,

r = n1 + n2 + 1, . . . , n1 + n2 + n3 − 1,

и если Â0 = E − a−1A0 + D, то

Â′′′
0 =

n1+n2+n3∑
i=n1+n2+1

n1+n2+n3∑
j=i+2

âi,jEi,j ,

б) либо существуют такие матрицы D,Br ∈ 〈S \A0〉, r = n1 +n2 +1, . . . ,
n1 + n2 + n3 − 1, r �= d, что

B′′′
r = Er,r+1 + drEd,d+1 +

n1+n2+n3∑
i=n1+n2+1

n1+n2+n3∑
j=i+2

di,j;rEi,j ,
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и если Â0 = E − a−1A0 + D, то

Â′′′
0 = âdEd,d+1 +

n1+n2+n3∑
i=n1+n2+1

n1+n2+n3∑
j=i+2

âi,jEi,j , âd �= 0

(в этом случае положим Bd = Â0).

Доказательство. По условию матричные единицы Eh,h+1 принадлежат
An1,n2,n3 , но для любых S1, S2 ∈ S и для любых i = n1 + 1, . . . , n1 + n2 − 1,
j = n1 + n2 + 1, . . . , n1 + n2 + n3 − 1 справедливо

(S1S2)i,i+1 = (S1S2)j,j+1 = 0

при S1 �= A0, S2 �= A0, а также

(S1A0)i,i+1 = (S1)i,i+1, (S1A0)j,j+1 = a(S1)j,j+1,

(A0S2)i,i+1 = (S2)i,i+1, (A0S2)j,j+1 = a(S2)j,j+1,

(A2
0)i,i+1 = 2(A0)i,i+1, (A2

0)j,j+1 = 2a(A0)j,j+1.

Следовательно, найдутся матрицы B̃n1+1, . . . , B̃n1+n2−1 ∈ S, такие что векторы

wi =
(
(B̃i)n1+1,n1+2, (B̃i)n1+2,n1+3, . . . , (B̃i)n1+n2−1,n1+n2

)
,

i = n1 + 1, . . . , n1 + n2 − 1,

линейно независимы, и найдутся матрицы B̃n1+n2+1, . . . , B̃n1+n2+n3−1 ∈ S, та-
кие что векторы

wi =
(
(B̃i)n1+n2+1,n1+n2+2, (B̃i)n1+n2+2,n1+n2+3, . . . , (B̃i)n1+n2+n3−1,n1+n2+n3

)
,

i = n1 + n2 + 1, . . . , n1 + n2 + n3 − 1,

линейно независимы.
Пусть N = 1, 2. Обозначим M = n1 + (N − 1)n2 + 1.
Условие Nа). Предположим, что A0 /∈ {B̃M , . . . , B̃M+nN+1−2}. Невырожден-

ным линейным преобразованием FN = {fi,j;N} ∈ MnN+1−1(F) можно перевести
набор векторов {wi | i = M, . . . , M + nN+1 − 2} в набор

{e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , enN+1−1 = (0, 0, . . . , 1)} ⊂ FnN+1−1,

т. е.

eh =
nN+1−1∑

j=1

fh,j;Nwj+M−1.

Положим

Bh+M−1 =
nN+1−1∑

j=1

fh,j;M B̃j+M−1, h = 1, . . . , nN+1 − 1.

Тогда

Bh+M−1 ∈ 〈B̃M , . . . , B̃M+nN+1−2〉 ⊂ 〈S \ A0〉, h = 1, . . . , nN+1 − 1.
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Если N = 1, то

B′′
r = Er,r+1 +

n1+n2∑
i=n1+1

n1+n2∑
j=i+2

ci,j;rEi,j , r = n1 + 1, . . . , n1 + n2 − 1.

Положим

C =
n1+n2−1∑
i=n1+1

(A0)i,i+1Bi,

т. е. (C)h,h+1 = (A0)h,h+1 для любого h = n1 + 1, . . . , n1 + n2 − 1, и

Ã′′
0 = E − A′′

0 + C ′′ =
n2∑
i=1

n2∑
j=i+2

ãi+n1,j+n1Ei+n1,j+n1 .

Если N = 2, то

B′′′
r = Er,r+1 +

n1+n2+n3∑
i=1

n1+n2+n3∑
j=i+2

di,j;rEi,j ,

r = n1 + n2 + 1, . . . , n1 + n2 + n3 − 1.

Положим

D = a−1
n1+n2+n3−1∑
i=n1+n2+1

(A0)i,i+1Bi,

т. е. a(D)h,h+1 = (A0)h,h+1 для любого h = n1 + n2 + 1, . . . , n1 + n2 + n3 − 1, и

Â′′′
0 = E − a−1A′′′

0 + D′′′ =
n3∑
i=1

n3∑
j=i+2

âi+n1+n2,j+n1+n2Ei+n1+n2,j+n1+n2 .

Условие Nб). Пусть B̃p = A0 для некоторого p ∈ {M, . . . , M + nN+1 − 2}.
При n2 = 2 положим Ã0 = E − A0 и Bn1+1 = Ã0.
При n3 = 2 положим Â0 = E − a−1A0 и Bn1+n2+1 = Â0.
Пусть n2 � n3 � 3. У любой матрицы в MnN+1−1,nN+1−2(F) ранга nN+1 − 2

существует невырожденная подматрица порядка nN+1 − 2. Следовательно, най-
дётся индекс q ∈ {M, . . . , M + nN+1 − 2}, такой что векторы

xi =
(
(B̃i)M,M+1, . . . , (B̃i)q−1,q, (B̃i)q+1,q+2, . . . , (B̃i)M+nN+1−2,M+nN+1−1

)
,

i = M, . . . , M + nN+1 − 2, i �= p,

линейно независимы. Поскольку порядок матриц B̃j произволен, можно счи-
тать, что p = q. Невырожденным линейным преобразованием GN = {gi,j;N} ∈
∈ MnN+1−2(F) можно перевести набор {xi | i = M, . . . , M + nN+1 − 2, i �= q}
в набор

{e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , enN+1−2 = (0, 0, . . . , 1)} ⊂ FnN+1−2,
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т. е.

eh =
q−M∑
j=1

gh,j;Nxj+M−1 +
nN+1−1∑

j=q−M+1

gh,j;Nxj+M , h = 1, . . . , nN+1 − 2.

Положим

Bh+M−1 =
q−M∑
j=1

gh,j;N B̃j+M−1 +
nN+1−2∑

j=q−M+1

gh,j;N B̃j+M , h < q − M + 1,

Bh+M−1 =
q−M∑
j=1

gh−1,j;N B̃j+M−1 +
nN+1−2∑

j=q−M+1

gh−1,j;N B̃j+M , h > q − M + 1.

Тогда

Br ∈ 〈B̃M , . . . , B̃q−1, B̃q+1, . . . , B̃M+nN+1−2〉 ⊂ 〈S \ A0〉,
r = M, . . . , M + nN+1 − 2, r �= q.

При N = 1 положим c = q. Получаем

B′′
r = Er,r+1+crEc,c+1+

n1+n2∑
i=n1+1

n1+n2∑
j=i+2

ci,j;rEi,j , r = n1+1, . . . , n1+n2−1, r �= c.

Также пусть

C =
n1+n2−1∑
i=n1+1,

i�=c

(A0)i,i+1Bi,

т. е. (C)i,i+1 = (A0)i,i+1 для любого i = n1 + 1, . . . , n1 + n2 − 1, i �= c, и
Bc = Ã0 = E − A0 + C. Тогда

Ã′′
0 = E′′ − A′′

0 + C ′′ = ãcEc,c+1 +
n1+n2∑
i=n1+1

n1+n2∑
j=i+2

ãi,jEi,j ,

где ãc �= 0.
При N = 2 положим d = q. Получаем

B′′′
r = Er,r+1 + drEd,d+1 +

n1+n2+n3∑
i=n1+n2+1

n1+n2+n3∑
j=i+2

di,j;rEi,j ,

r = n1 + n2 + 1, . . . , n1 + n2 + n3 − 1, r �= d.

Также пусть

D = a−1
n1+n2+n3−1∑
i=n1+n2+1,

i�=d

(A0)i,i+1Bi,
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т. е. a(D)i,i+1 = (A0)i,i+1 для любого i = n1 + n2 + 1, . . . , n1 + n2 + n3 − 1, i �= d,
и Bd = Â0 = E − a−1A0 + D. Тогда

Â′′′
0 = E′′′ − a−1A′′′

0 + D′′′ = âdEd,d+1 +
n1+n2+n3∑
i=n1+n2+1

n1+n2+n3∑
j=i+2

âi,jEi,j ,

где âd �= 0.

Дальнейшее вычисление длин An1,n2,n3 проводится отдельно для различных
значений параметров n1, n2 и n3.

Лемма 5.32. Пусть n1, n2, n3 ∈ N, n1 � 3, n1 � n2 + 2, n2 � n3. Пусть F —
произвольное поле. Пусть S — система порождающих для алгебры An1,n2,n3 ,
удовлетворяющая условиям леммы 5.29. Тогда l(S) � n1 − 1.

Доказательство. 1. Индукцией по p = n1 − (j − i) докажем, что Ei,j ∈
∈ Ln1−1(S) при 1 � i < j � n1, j − i � 2.

База индукции. Заметим, что

B1B2 · · ·Bn1−1 = a(k1, 1)t1a(k2, 2)t2E1,n1 ∈ Ln1−1(S), t1, t2 ∈ {0, 1},
поскольку (B1B2 · · ·Bn1−1)′′ = 0 и (B1B2 · · ·Bn1−1)′′′ = 0 как произведения
n1 − 1 нильпотентной матрицы порядка ns+1 � n1 − 2, если не существует ks,
и как произведение n1 − 2 нильпотентной и одной унитреугольной матрицы
порядка ns+1 � n1 − 2, если ks существует, s = 1, 2.

Шаг индукции. Предположим, что утверждение верно для всех q, 1 < q < p.
Рассмотрим

Bj,j+n1−p−1 = BjBj+1 · · ·Bj+n1−p−1(E−A1−A2)p−1 ∈ Ln1−1(S), j = 1, . . . , p.

Получаем, что

B′
j,j+n1−p−1 = a(k1, 1)t1,j a(k2, 2)t2,j Ej,j+n1−p +

n1∑
h=1

n1∑
i=h+n1−p+1

ch,i;jEh,i,

t1,j , t2,j ∈ {0, 1},
B′′

j,j+n1−p−1 = 0 и B′′′
j,j+n1−p−1 = 0 как произведения n1 − 1 нильпотентной

матрицы порядка ns+1 � n1 − 2, если ks /∈ {j, . . . , j + n1 − p − 1} или ks не
существует, и как произведение n1 − 2 нильпотентной и одной унитреугольной
матрицы порядка ns+1 � n1 − 2, если ks ∈ {j, . . . , j + n1 − p − 1}, s = 1, 2. По
предположению индукции Ei,i+n1−q−1 ∈ Ln1−1(S) для любых q = 1, . . . , p − 1,
i = 1, . . . , q. Значит, Bj,j+n1−p−1 − Ej,j+n−p ∈ Ln1−1(S). Тогда

Ej,j+n1−p−1 = a(k1, 1)−t1,j a(k2, 2)−t2,j ×
×
(
Bj,j+n1−p−1 − (Bj,j+n1−p−1 − Ej,j+n1−p)

)
∈ Ln1−1(S), j = 1, . . . , p.

2. Теперь рассмотрим матрицы Bj,j = Bj(E − A1 − A2)n1−2 ∈ Ln1−1(S),
j = 1, . . . , n1 − 1. По построению

(Bj,j)r,r+1 = (Bj)r,r+1, r = 1, . . . , n1 − 1,
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B′′
j,j = 0 и B′′′

j,j = 0 как произведение n1 − 1 нильпотентной матрицы порядка
ns+1 � n1 − 2, если ks �= j или ks не существует, и как произведение n1 − 2
нильпотентных и одной унитреугольной матрицы порядка ns+1 � n1 − 2, если
ks = j, s = 1, 2. Следовательно, Bj,j = B′

j,j ⊕ 0 ⊕ 0, j = 1, . . . , n1 − 1.
По лемме 5.29 из равенств (Bj,j)r,r+1 = (Bj)r,r+1 следует, что

(Er,r+1 + Nr) ⊕ 0 ⊕ 0 ∈ 〈B′
j,j ⊕ 0 ⊕ 0 | j = 1, . . . , n1 − 1〉 =

= 〈Bj,j | j = 1, . . . , n1 − 1〉 ⊆ Ln1−1(S), Nr ∈ N2
n1

(F), r = 1, . . . , n1 − 1.

Учитывая пункт 1, получаем, что

Er,r+1 = (Er,r+1 + Nr) ⊕ 0 ⊕ 0 − Nr ⊕ 0 ⊕ 0 ∈ Ln1−1(S), r = 1, . . . , n1 − 1.

Следовательно, Ei,j ∈ Ln1−1(S), 1 � i < j � n1.
3. Из пунктов 1 и 2 получаем, что

(E − A1 − A2)n2 =
n1∑
i=1

Ei,i +
∑

1�h<i�n1

λh,iEh,i ∈ Ln2(S)

и
n1∑
i=1

Ei,i ∈ Ln1−1(S).

4. Пусть S1, . . . , Sn1 ∈ S. Множество S2,3 = {S′′ ⊕ S′′′, S ∈ S} являет-
ся системой порождающих для An2,n3 . По теореме 5.24 An2,n3 = Ln2+1(S2,3).
Следовательно, найдётся такой элемент S0 ∈ Ln2+1(S2,3), что (S1 · · ·Sn1)

′′ ⊕
⊕ (S1 · · ·Sn1)

′′′ − S0 = 0. Возьмём T0 ∈ Ln2+1(S)—прообраз S0. По условию
теоремы n1 − 1 � n2 + 1. Тогда S1 · · ·Sn1 − T0 = S′ ⊕ 0 ⊕ 0 ∈ Ln1−1(S). Зна-
чит, любое слово длины n1 от элементов S сократимо, Ln1(S) = Ln1−1(S) и
l(S) � n1 − 1.

Лемма 5.33. Пусть F —произвольное поле, |F| � 3 и n1, n2, n3 ∈ N, n1 �
� n2 +n3 +2. Пусть S — система порождающих для An1,n2,n3 , удовлетворяющая
условиям леммы 5.30. Тогда l(S) � n1 − 1.

Доказательство. 1. Индукцией по p = n1 − (j − i) докажем, что Ei,j ∈
∈ Ln1−1(S) при 1 � i < j � n1, j − i � 2. Обозначим m = n1 + n2 + 1.

База индукции. При p = 1 рассмотрим произведение B1 · · ·Bn1−1 ∈
∈ Ln1−1(S). Имеем

(B1 · · ·Bn1−1)′ = bE1,n1 , b �= 0,

при этом (B1 · · ·Bn1−1)′′ = 0 и (B1 · · ·Bn1−1)′′′ = 0 как произведения n1 − 1
нильпотентной матрицы порядков n2 � n1−2 и n3 � n1−2, если S удовлетворяет
условию 1) леммы 5.30, или n1 − 2 нильпотентных и одной унитреугольной
в противном случае. Таким образом,

E1,n1 = b−1(B1 · · ·Bn1−1) ∈ Ln1−1(S).

Шаг индукции. Предположим, что утверждение верно для всех q, 1 < q < p.
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При p � n1 − n3 − 2 и j = 1, . . . , p рассмотрим матрицы

Bj,j+n1−p−1 = Bj · · ·Bj+n1−p−1(E − A0)p−1 ∈ Ln1−1(S).

Имеем

B′
j,j+n1−p−1 = a(k0, 0)tEj,j+n1−p +

n1∑
h=1

n1∑
i=h+n1−p+1

ch,i;jEh,i, t ∈ {0, 1},

B′′
j,j+n1−p−1 = 0 и B′′

j,j+n1−p−1 = 0 как произведения нильпотентных матриц
длины, не меньшей порядков матриц.

При n1 − n3 − 1 � p < n1 − 1 и j = 1, . . . , p рассмотрим матрицы

Bj,j+n1−p−1 = Bj · · ·Bj+n1−p−1(E − a−1A0)n3−n1+p(E − A0)n1−n3−1,

Bj,j+n1−p−1 ∈ Ln1−1(S),

B′
j,j+n1−p−1 = a(k0, 0)tEj,j+n1−p +

n1∑
h=1

n1∑
i=h+n1−p+1

ch,i;jEh,i, t ∈ {0, 1},

B′′
j,j+n1−p−1 = 0 и B′′

j,j+n1−p−1 = 0 как произведения нильпотентных матриц
длины, не меньшей порядков матриц.

По предположению индукции Ei,i+n1−q−1 ∈ Ln1−1(S) для любых q =
= 2, . . . , p − 1, i = 1, . . . , q, и, как показано ранее, E1,n1 ∈ Ln1−1(S). Значит,

Bj,j+n1−p−1 − a(k0, 0)tEj,j+n1−p ∈ Ln1−1(S).

Получаем, что

Ej,j+n1−p−1 =

=
(
a(k0, 0)

)−t
(
Bj,j+n1−p−1 −

(
Bj,j+n1−p−1 −

(
a(k0, 0)

)t
Ej,j+n1−p

))
∈ Ln1−1(S)

при всех j = 1, . . . , p.
2. При j = 1, . . . , n1 − 1 рассмотрим матрицы

Bj,j = Bj(E − a−1A0)n3−1(E − A0)p−n3 , j �= k0,

Bk0,k0 = Bk0(E − a−1A0)n3(E − A0)p−n3−1,

Bj,j ∈ Ln1−1(S). Имеем, что

B′
j,j = Ej,j+1 + γjEk0,k0+1 +

n1∑
h=1

n1∑
i=h+2

ch,i;jEh,i, j �= k0,

B′
k0,k0

= a(k0, 0)Ek0,k0+1 +
n1∑

h=1

n1∑
i=h+2

ch,i;k0Eh,i,

B′′
r,r = 0, B′′′

r,r = 0 как произведения нильпотентных матриц длины, не мень-
шей порядков матриц. Учитывая пункт 1, получаем, что Ej,j+n1−p ∈ Ln1−1(S),
j = 1, . . . , p.
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3. Имеем

(E − A0)n2(E − a−1A0)n3 =
n1∑
i=1

Ei,i +
∑

1�h<i�n1

λh,iEh,i ∈ Ln2+n3(S),

n1∑
i=1

Ei,i ∈ Ln1−1(S).

4. Пусть S1, . . . , Sn1 ∈ S. Множество S2,3 = {S′′ ⊕ S′′, S ∈ S} являет-
ся системой порождающих для An2,n3 . По теореме 5.24 An2,n3 = Ln2+1(S ′).
Следовательно, найдётся элемент S0 ∈ Ln2+1(S2,3), такой что (S1 · · ·Sn1)

′′ ⊕
⊕ (S1 · · ·Sn1)

′′ − S0 = 0. Возьмём T0 ∈ Ln2+1(S) ⊆ Ln1−1(S)—прообраз S0.
Тогда S1 · · ·Sn1 − T0 = S′′ ⊕ 0⊕ 0 ∈ Ln1−1(S). Значит, любое слово длины n1 от
элементов S сократимо, Ln1(S) = Ln1−1(S) и l(S) � n1 − 1.

Теорема 5.34. Пусть F = F2. Пусть n1, n2, n3 ∈ N, n1 � 3, n1 � n2 + 2,
n2 � n3. Тогда l(An1,n2,n3) = n1 − 1.

Доказательство. Сначала докажем верхнюю оценку l(An1,n2,n3) � n1 − 1.
Для этого рассмотрим произвольную систему порождающих S для алгебры
An1,n2,n3 . Из данного условия на поле следует, что без ограничения общности
можно считать, что S удовлетворяет условиям леммы 5.29 и, соответственно,
условиям леммы 5.32, откуда получаем, что l(S) � n1 − 1. Тогда

l(An1,n2,n3) = max
S

l(S) � max
S

(n1 − 1) = n1 − 1.

Нижняя оценка следует из теорем 3.9 и 5.24:

l(An1,n2,n3) � max
{
l(An1,n2), l

(
Nn3(F2)

)}
� l(An1,n2) � n1 − 1.

Теорема 5.35. Пусть F —произвольное поле. Пусть n1, n2, n3 ∈ N, n1 �
� n2 + n3 + 2. Тогда l(An1,n2,n3) = n1 − 1.

Доказательство. Сначала докажем верхнюю оценку l(An1,n2,n3) � n1 − 1.
Для этого рассмотрим произвольную систему порождающих S для алгебры
An1,n2,n3 . Без ограничения общности можно считать, что S удовлетворяет усло-
виям леммы 5.28. Тогда из лемм 5.32 и 5.33 получаем, что l(S) � n1 − 1.
Следовательно,

l(An1,n2,n3) = max
S

l(S) � max
S

(n1 − 1) = n1 − 1.

Нижняя оценка следует из теорем 3.9 и 5.24:

l(An1,n2,n3) � max
{
l(An1,n2), l

(
Nn3(F2)

)}
� l(An1,n2) � n1 − 1.

Следствие 5.36. Пусть F �= F2 —произвольное поле, и пусть n1, n2, n3 ∈ N,
n1 � n2 + n3 + 2, n2 � n3 � 3. Пусть a ∈ F, a �= 0, 1, и
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Cn1,n2,n3 =
n1−1∑
i=1

Ei,i+1 +
n1+n2−1∑
j=n1+1

(Ej,j + Ej,j+1) + En1+n2,n1+n2 +

+
n1+n2+n3−1∑
k=n1+n2+1

(aEk,k + Ek,k+1) + aEn1+n2+n3,n1+n2+n3 ∈ An1,n2,n3 —

циклическая матрица. Положим

A′
n1,n2,n3

= 〈Cj
n1,n2,n3

| 0 � j � n1 + n2 + n3 − 1〉 ⊆ An1,n2,n3 .

Тогда

1) l(A′
n1,n2,n3

) = n1 + n2 + n3 − 1;
2) l(A′

n1,n2,n3
) − l(An1,n2,n3) = n2 + n3;

3) l(A′
n1,n2,n3

)/l(An1,n2,n3) = 1+(n2 +n3)/(n1−1) � 1+(n1−2)/(n1−1) < 2.

Следствие 5.37. Отношение длины подалгебры трёхблочной алгебры
к длине алгебры принимает все рациональные значения из интервала (1, 2).

Доказательство. Согласно следствию 5.37 достаточно показать, что при
условиях n1, n2, n3 ∈ N, n1 � n2+n3+2, n2 � n3 � 3 отношение (n2+n3)/(n1−1)
принимает все рациональные значения из интервала (0, 1). Для этого подберём
значение параметров n1, n2, n3 так, что

n2 + n3

n1 − 1
=

p

q
,

где p < q ∈ N —взаимно простые числа.
Положим n3 = 3. Поскольку q − p ∈ N, то существует число k ∈ N, такое

что k · min{(q − p), p} � 6. Положим n1 = kq + 1 и n2 = kp − 3.
По условию kq−kp � 6 и kp � 6, т. е. n2 = kp−3 � 3 = n3 и n1−(n2 +n3) =

= kq + 1− (kp− 3 + 3) = k(q − p) + 1 � 7 > 2. Значит, условия на параметры n1,
n2, n3 выполнены. Также получаем, что

n2 + n3

n1 − 1
=

n2 + 3
n1 − 1

=
kp

kq
=

p

q
.

Лемма 5.38. Пусть F —произвольное поле, n ∈ N и n > 2. Пусть S — систе-
ма порождающих для алгебры An,n,n, удовлетворяющая условиям леммы 5.29.
Тогда l(S) � n + 1.

Доказательство. 1. Индукцией по p = n−(j−i) докажем, что Ei,j ∈ Ln+1(S)
при 1 � i < j � n, j − i � 2.

База индукции. Рассмотрим произведение B1B2 · · ·Bn−1(E − A1 − A2)2 ∈
∈ Ln+1(S). Заметим, что

(B1B2 · · ·Bn−1(E − A1 − A2)2)′ = a(k1, 1)t1a(k2, 2)t2E1,n, t1, t2 ∈ {0, 1},

при этом
(B1B2 · · ·Bn−1(E − A1 − A2)2)′′ = 0
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и
(B1B2 · · ·Bn−1(E − A1 − A2)2)′′′ = 0

как произведения n+1 нильпотентной матрицы порядка n, если S удовлетворяет
условию 1) леммы 5.29, или одной унитреугольной и n нильпотентных матриц
порядка n иначе. Следовательно, получаем, что

E1,n = a(k1, 1)−t1a(k2, 2)−t2(B1B2 · · ·Bn−1(E − A1 − A2)2) ∈ Ln+1(S).

Шаг индукции. Рассмотрим матрицы

Bj,j+n−p−1 = BjBj+1 · · ·Bj+n−p−1(E − A1 − A2)p+1 ∈ Ln+1(S), j = 1, . . . , p.

Имеем

B′
j,j+n−p−1 = a(k1, 1)t1a(k2, 2)t2Ej,j+n−p +

n∑
h=1

n∑
i=h+n−p+1

ch,i;jEh,i,

t1, t2 ∈ {0, 1},

B′′
j,j+n−p−1 = 0 и B′′′

j,j+n−p−1 = 0 как произведения n+1 нильпотентной матрицы
порядка n, если tr = 0, или одной унитреугольной и n нильпотентных матриц
порядка n иначе.

По предположению индукции Ei,i+n−q−1 ∈ Ln+1(S) для любых q =
= 1, . . . , p − 1, i = 1, . . . , q. Значит,

Bj,j+n−p−1 − Ej,j+n−p ∈ Ln+1(S).

Отсюда получаем, что

Ej,j+n−p−1 =
(
Bj,j+n−p−1 − (Bj,j+n−p−1 − Ej,j+n−p)

)
∈ Ln+1(S), j = 1, . . . , p.

2. Теперь рассмотрим матрицы

Bj,j = Bj(E − A1 − A2)n ∈ Ln+1(S), j = 1, . . . , n − 1.

Имеем

B′
j,j = Ej,j+1 + γj,1Ek1,k1+1 + γj,2Ek2,k2+1 +

n∑
h=1

n∑
i=h+2

ch,i;jEh,i, j �= k1, k2,

B′
kr,kr

= ak1,rEk1,k1+1 + ak2,rEk2,k2+1 +
n∑

h=1

n∑
i=h+2

ch,i;rEh,i, r = 1, 2,

B′′
j,j = 0 и B′′′

j,j = 0 как произведения n нильпотентных и одной унитреугольной
или n + 1 нильпотентной матрицы порядка n. Учитывая пункт 1, получаем, что

Ej,j+1 + γj,1Ek1,k1+1 + γj,2Ek2,k2+1, ak1,rEk1,k1+1 + ak2,rEk2,k2+1 ∈ Ln+1(S),
j �= k1, k2, r = 1, 2.

а значит, Ej,j+1 ∈ Ln+1(S), j = 1, . . . , n − 1. Следовательно, Ei,j ∈ Ln+1(S),
1 � i < j � n.
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3. Из пунктов 1 и 2 получаем, что

(E − A1 − A2)n =
n∑

i=1

Ei,i +
∑

1�h<i�n

λh,iEh,i ∈ Ln(S),

следовательно,
n∑

i=1

Ei,i ∈ Ln+1(S).

4. Пусть S1, . . . , Sn+2 ∈ S. Множество S2,3 = {S′′ ⊕ S′′, S ∈ S} явля-
ется системой порождающих для An,n. По теореме 5.24 An,n = Ln+1(S2,3).
Следовательно, найдётся элемент S0 ∈ Ln+1(S2,3), такой что

(S1 · · ·Sn+2)′′ ⊕ (S1 · · ·Sn+2)′′′ − S0 = 0.

Возьмём T0 ∈ Ln+1(S)—прообраз S0. Тогда

S1 · · ·Sn+2 − T0 = S′ ⊕ 0 ⊕ 0 ∈ Ln+1(S).

Значит, любое слово длины n+2 от элементов S сократимо, Ln+2(S) = Ln+1(S)
и l(S) � n + 1.

Лемма 5.39. Пусть F —произвольное поле, |F| � 3, n ∈ N и n � 5. Пусть
S — система порождающих для алгебры An,n,n, удовлетворяющая условиям лем-
мы 5.31. Тогда l(S) � n + 1.

Доказательство. 1. Индукцией по p = n−(j−i) докажем, что Ei,j , Ei+n,j+n,
Ei+2n,j+2n ∈ Ln+1(S) при 1 � i < j � n.

База индукции. а) Пусть p = 1. Рассмотрим произведение B1B2 · · ·Bn−1 ∈
∈ Ln−1(S). Имеем

(B1B2 · · ·Bn−1)′ = a(k0, 0)t0E1,n, t0 ∈ {0, 1},
(B1B2 · · ·Bn−1)′′ = β2,1En+1,2n−1 + β2,2En+1,2n + β2,3En+2,2n,

(B1B2 · · ·Bn−1)′′′ = β3,1E2n+1,3n−1 + β3,2E2n+1,3n + β3,3E2n+2,3n.

Отметим, что поскольку n > 2, то для введённого в лемме 5.31 индекса
c ∈ {n + 1, . . . , 2n − 1} справедливо хотя бы одно из неравенств c �= n + 1 и
c �= 2n − 1.

При c �= n + 1 верно (Ã0)n+1,n+2 = 0,

(Ã0B1B2 · · ·Bn−1)′′ = 0, (Ã0B1B2 · · ·Bn−1)′ = (B1B2 · · ·Bn−1)′,

(Ã0B1B2 · · ·Bn−1)′′′ = β̃3,1E2n+1,3n−1 + β̃3,2E2n+1,3n + β̃3,3E2n+2,3n,

в этом случае обозначим B̃ = Ã0B1B2 · · ·Bn−1.
При c �= 2n − 1 верно (Ã0)2n−1,2n = 0,

(B1B2 · · ·Bn−1Ã0)′′ = 0, (B1B2 · · ·Bn−1Ã0)′ = (B1B2 · · ·Bn−1)′,

(B1B2 · · ·Bn−1Ã0)′′′ = β̃3,1E2n+1,3n−1 + β̃3,2E2n+1,3n + β̃3,3E2n+2,3n,

в этом случае обозначим B̃ = B1B2 · · ·Bn−1Ã0.
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Также заметим, что поскольку n > 2, то для введённого в лемме 5.31 индекса
d ∈ {2n + 1, . . . , 3n − 1} справедливо хотя бы одно из неравенств d �= 2n + 1 и
d �= 3n − 1.

При d �= 2n + 1 верно (Â0)2n+1,2n+2 = 0,

(Â0B̃)′′′ = 0, (Â0B̃)′′ = 0, (Â0B̃)′ = (B1B2 · · ·Bn−1)′,

а при d �= 3n − 1 верно (Â0)3n−1,3n = 0,

(B̃Â0)′′′ = 0, (B̃Â0)′′ = 0, (B̃Â0)′ = (B1B2 · · ·Bn−1)′.

Таким образом, E1,n ∈ Ln+1(S).
Имеем

(Bn+1 · · ·B2n−1A0)′ = bE1,n,

(Bn+1 · · ·B2n−1A0)′′ = ãt
cEn+1,2n, t ∈ {0, 1},

(Bn+1 · · ·B2n−1A0)′′′ = β3,1E2n+1,3n−1 + β3,2E2n+1,3n + β3,3E2n+2,3n.

Тогда

(Bn+1 · · ·B2n−1A0Â0)′ = (Â0Bn+1 · · ·B2n−1A0)′ = bE1,n,

(Bn+1 · · ·B2n−1A0Â0)′′=(Â0Bn+1 · · ·B2n−1A0)′′=(1−a−1)ãt
cEn+1,2n, t∈{0, 1}.

При d �= 2n + 1 верно

(Â0Bn+1 · · ·B2n−1A0)′′′ = 0,

а при d �= 3n − 1 верно

(Bn+1 · · ·B2n−1A0Â0)′′′ = 0.

Значит, либо

(1 − a−1)−1ã−t
c (Bn+1 · · ·B2n−1A0Â0 − bE1,n) = En+1,2n,

либо
(1 − a−1)−1ã−t

c (Â0Bn+1 · · ·B2n−1A0 − bE1,n) = En+1,2n,

т. е. En+1,2n ∈ Ln+1(S).
Имеем

(B2n+1 · · ·B3n−1A0Ã0)′ = b1E1,n,

(B2n+1 · · ·B3n−1A0Ã0)′′ = b2En+1,2n,

(B2n+1 · · ·B3n−1A0Ã0)′′′ = a(1 − a)ât
dE2n+1,3n, t ∈ {0, 1}.

Значит,

E2n+1,3n = a−1(1−a)−1â−t
d (B2n+1 · · ·B3n−1A0Ã0−b1E1,n−b2En+1,2n) ∈ Ln+1(S).

Таким образом, мы получили, что E1,n, En+1,2n, E2n+1,3n ∈ Ln+1(S).
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б) Рассмотрим случай p = 2. Пусть j ∈ {1, 2}. Рассмотрим произведения
BjBj+1 · · ·Bj+n−3Â

2
0 ∈ Ln(S). Имеем

(BjBj+1 · · ·Bj+n−3Â
2
0)

′ = a(k0, 0)t0Ej,j+n−2 + bE1,n, t0 ∈ {0, 1},

(BjBj+1 · · ·Bj+n−3Â
2
0)

′′ =




0 0 . . . β2,1 β2,2 β2,3

0 0 . . . 0 β2,4 β2,5

0 0 . . . 0 0 β2,6

0 0 . . . 0 0 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0 0 0




,

(BjBj+1 · · ·Bj+n−3Â
2
0)

′′′ = β3E2n+1,3n.

Отметим, что поскольку n > 4, то для введённого в лемме 5.31 индекса
c ∈ {n + 1, . . . , 2n − 1} справедливо хотя бы одно из неравенств c > n + 2 и
c < 2n − 2.

При c > n + 2 имеем

Ã′′
0 =




0 0 ∗ ∗ . . . ∗
0 0 0 ∗ . . . ∗
0 0 0 ∗ . . . ∗
...

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . ∗
0 0 0 0 . . . 0




,

(Ã0BjBj+1 · · ·Bj+n−3Â
2
0)

′ = a(k0, 0)t0Ej,j+n−2 + β1E1,n, t0 ∈ {0, 1},
(Ã0BjBj+1 · · ·Bj+n−3Â

2
0)

′′ = β2En+1,2n,

(Ã0BjBj+1 · · ·Bj+n−3Â
2
0)

′′′ = β̃3E2n+1,3n.

При c < 2n − 2 имеем

Ã′′
0 =




0 ∗ . . . ∗ ∗ ∗
0 0 . . . ∗ ∗ ∗
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0 0 ∗
0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0




,

(BjBj+1 · · ·Bj+n−3Â
2
0Ã0)′ = a(k0, 0)t0Ej,j+n−2 + β1E1,n, t0 ∈ {0, 1},

(BjBj+1 · · ·Bj+n−3Â
2
0Ã0)′′ = β2En+1,2n,

(BjBj+1 · · ·Bj+n−3Â
2
0Ã0)′′′ = β̃3E2n+1,3n.

Значит, либо

a(k0, 0)−t0(Ã0BjBj+1 · · ·Bj+n−3Â
2
0−β1E1,n−β2En+1,2n− β̃3E2n+1,3n)=Ej,j+n−2,
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либо

a(k0, 0)−t0(BjBj+1 · · ·Bj+n−3Â
2
0Ã0−β1E1,n−β2En+1,2n− β̃3E2n+1,3n)=Ej,j+n−2,

т. е. E1,n−1, E2,n ∈ Ln+1(S).
При j ∈ {1, 2} имеем

(Bj+nBj+n+1 · · ·Bj+2n−3A0Â
2
0)

′ = β1,1E1,n−1 + β1,2E1,n + β1,3E2,n,

(Bj+nBj+n+1 · · ·Bj+2n−3A0Â
2
0)

′′ =

= ãt
c(1 − a−1)2Ej+n,j+2n−2 + β2En+1,2n, t ∈ {0, 1},

(Bj+nBj+n+1 · · ·Bj+2n−3A0Â
2
0)

′′′ = β3E2n+1,3n.

Тогда

Ej+n,j+2n−2 = ã−t
c (1 − a−1)−2(Bj+nBj+n+1 · · ·Bj+2n−3A0Â

2
0 −

− β1,1E1,n−1 − β1,2E1,n − β1,3E2,n − β2En+1,2n − β3E2n+1,3n),

т. е. En+1,2n−1, En+2,2n ∈ Ln+1(S).
Также при j ∈ {1, 2} имеем

(Bj+2nBj+2n+1 · · ·Bj+3n−3A0Ã
2
0)

′ = β1,1E1,n−1 + β1,2E1,n + β1,3E2,n,

(Bj+2nBj+2n+1 · · ·Bj+3n−3A0Ã
2
0)

′′ = β2En+1,2n,

(Bj+2nBj+2n+1 · · ·Bj+3n−3A0Ã
2
0)

′′′ =

= ât
d(1 − a)2Ej+2n,j+3n−2 + β3E2n+1,3n, t ∈ {0, 1}.

Тогда

Ej+2n,j+3n−2 = â−t
d (1 − a)−2(Bj+2nBj+2n+1 · · ·Bj+3n−3A0Ã

2
0 −

− β1,1E1,n−1 − β1,2E1,n − β1,3E2,n − β2En+1,2n − β3E2n+1,3n),

т. е. E2n+1,3n−1, E2n+2,3n ∈ Ln+1(S).
Таким образом, мы получили, что

E1,n−1, E2,n, En+1,2n−1, En+2,2n, E2n+1,3n−1, E2n+2,3n ∈ Ln+1(S).

Шаг индукции. а) Пусть 3 � p � n− 2 и j ∈ {1, . . . , p}. Рассмотрим произве-
дения

Bj,j+n−p−1 = BjBj+1 · · ·Bj+n−p−1Ã
2
0Â

2
0 ∈ Ln−p+4(S),

Bj+n,j+2n−p−1 = Bj+nBj+n+1 · · ·Bj+2n−p−1A
2
0Â

2
0 ∈ Ln−p+4(S),

Bj+2n,j+3n−p−1 = Bj+2nBj+2n+1 · · ·Bj+3n−p−1Ã
2
0A

2
0 ∈ Ln−p+4(S).

Отметим, что поскольку p � 3, то n − p + 4 � n + 1 и Ln−p+4(S) ⊆ Ln+1(S).
Имеем

B′
j,j+n−p−1 = a(k0, 0)t1Ej,j+n−p +

n∑
h=1

n∑
i=h+n−p+1

bh,i;j,pEh,i, t1 ∈ {0, 1},
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B′′
j,j+n−p−1 =

2n∑
h=n+1

2n∑
i=h+2n−p+1

bh,i;j,pEh,i,

B′′′
j,j+n−p−1 =

3n∑
h=2n+1

3n∑
i=h+2n−p+1

bh,i;j,pEh,i,

B′
j+n,j+2n−p−1 =

n∑
h=1

n∑
i=h+n−p+1

bh,i;j+n,pEh,i,

B′′
j+n,j+2n−p−1 = (1 − a−1)2ãt2

c Ej+n,j+2n−p +

+
2n∑

h=n+1

2n∑
i=h+2n−p+1

bh,i;j+n,pEh,i, t2 ∈ {0, 1},

B′′′
j+n,j+2n−p−1 =

3n∑
h=2n+1

3n∑
i=h+2n−p+1

bh,i;j+n,pEh,i,

B′
j+2n,j+3n−p−1 =

n∑
h=1

n∑
i=h+n−p+1

bh,i;j+2n,pEh,i,

B′′
j+2n,j+3n−p−1 =

2n∑
h=n+1

2n∑
i=h+2n−p+1

bh,i;j+2n,pEh,i,

B′′′
j+2n,j+3n−p−1 = a2(1 − a)2ât3

d Ej+2n,j+3n−p +

+
3n∑

h=2n+1

3n∑
i=h+2n−p+1

bh,i;j+2n,pEh,i, t3 ∈ {0, 1}.

По предположению индукции Ei,i+n−q, Ei+n,i+2n−q, Ei+2n,i+3n−q ∈ Ln+1(S)
для любых q = 1, . . . , p − 1, i = 1, . . . , q. Значит,

Bj,j+n−p−1 − a(k0, 0)t1Ej,j+n−p ∈ Ln+1(S),

Bj+n,j+2n−p−1 − (1 − a−1)2ãt2
c Ej+n,j+2n−p ∈ Ln+1(S),

Bj+2n,j+3n−p−1 − a2(1 − a)2ât3
d Ej+2n,j+3n−p ∈ Ln+1(S).

Следовательно, получаем, что

Ej,j+n−p =

= a(k0, 0)−t1
(
Bj,j+n−p−1 −

(
Bj,j+n−p−1 −

(
a(k0, 0)

)t1
Ej,j+n−p

))
∈ Ln+1(S),

Ej+n,j+2n−p = (1 − a−1)−2ã−t2
c

(
Bj+n,j+2n−p−1 −

− (Bj+n,j+2n−p−1 − (1 − a−1)2ãt2
c Ej+n,j+2n−p)

)
∈ Ln+1(S),
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Ej+2n,j+3n−p = a−2(1 − a)−2â−t3
d

(
Bj+2n,j+3n−p−1 −

− (Bj+2n,j+3n−p−1 − a2(1 − a)2ât3
d Ej+2n,j+3n−p)

)
∈ Ln+1(S).

б) Пусть p = n − 1. Рассмотрим

BjÃ
2
0Â

2
0, Bj+nA2

0Â
2
0, Bj+2nÃ2

0A
2
0 ∈ L5(S) ⊆ Ln+1(S), j = 1, . . . , n − 1.

По построению

BjÃ
2
0Â

2
0, Bj+nA2

0Â
2
0, Bj+2nÃ2

0A
2
0 ∈ N3n(F)

и

(BjÃ
2
0Â

2
0)r,r+1 = (Bj)r,r+1,

(BjÃ
2
0Â

2
0)r+n,r+n+1 = 0, (BjÃ

2
0Â

2
0)r+2n,r+2n+1 = 0,

(Bj+nA2
0Â

2
0)r+n,r+n+1 = (Bj+n)r+n,r+n+1,

(Bj+nA2
0Â

2
0)r,r+1 = 0, (Bj+nA2

0Â
2
0)r+2n,r+2n+1 = 0,

(Bj+2nÃ2
0A

2
0)r+2n,r+2n+1 = (Bj+2n)r+2n,r+2n+1,

(Bj+2nÃ2
0A

2
0)r,r+1 = 0, (Bj+2nÃ2

0A
2
0)r+n,r+n+1 = 0, j, r = 1, . . . , n − 1.

По доказанному получаем, что

BjÃ
2
0Â

2
0 −

n−1∑
r=1

(Bj)r,r+1Er,r+1 ∈ Ln+1(S),

Bj+nA2
0Â

2
0 −

2n−1∑
r=n+1

(Bj+n)r+n,r+n+1Er+n,r+n+1 ∈ Ln+1(S),

Bj+2nÃ2
0A

2
0 −

3n−1∑
r=2n+1

(Bj+2n)r+2n,r+2n+1Er+2n,r+2n+1 ∈ Ln+1(S).

Следовательно,

Ek0,k0+1, Ec,c+1, Ed,d+1,

Er1,r1+1 + γr1Ek0,k0+1, Er2,r2+1 + γr2Ec,c+1, Er3,r3+1 + γr3Ed,d+1 ∈ Ln+1(S),
r1 ∈ {1, . . . , n − 1} \ {k0}, r2 ∈ {n + 1, . . . , 2n − 1} \ {c},
r3 ∈ {2n + 1, . . . , 3n − 1} \ {d}.

Значит,

Ej,j+1, Ej+n,j+n+1, Ej+2n,j+2n+1 ∈ Ln+1(S), j = 1, . . . , n − 1.

2. Заметим, что

0 ⊕ 0 ⊕ E = (a2 − a)−1(A2
0 − A0) + N1, N1 ∈ An,n,n ∩ N3n(F),

0 ⊕ E ⊕ 0 = (a−1 − 1)−1(a−1A2
0 − A0) + N2, N2 ∈ An,n,n ∩ N3n(F),
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и N1, N2 ∈ Ln+1(S) по доказанному выше. Следовательно, 0⊕E⊕0, 0⊕0⊕E ∈
∈ Ln+1(S).

Таким образом, Ln+1(S) = An,n,n, т. е. l(S) � n + 1.

Теорема 5.40. Пусть F �= F2 —произвольное поле, n ∈ N и n � 5. Тогда
l(An,n,n) = n + 1.

Доказательство. Сначала докажем верхнюю оценку l(An,n,n) � n + 1. Для
этого рассмотрим произвольную систему порождающих S для алгебры An,n,n.
Без ограничения общности можно считать, что S удовлетворяет условиям лем-
мы 5.28. Тогда из лемм 5.39 и 5.38 получаем, что l(S) � n + 1. Следовательно,

l(An,n,n) = max
S

l(S) � max
S

(n + 1) = n + 1.

Построим систему порождающих для An,n,n длины n + 1. Пусть

Sn+1 =
{

A =
n∑

j=1

(Ej,j + aEj+n,j+n), a �= 0, 1,

Ai = Ei,i+1 + En+i,n+i+1 + E2n+i,2n+i+1

∣∣∣∣ i = 1, . . . , n − 1
}

.

Так как AiAj = 0 при j �= i + 1,

AAi = AiA = Ei,i+1 + aEi+n,i+n+1, A2Ai = AiA
2 = Ei,i+1 + a2Ei+n,i+n+1

для i = 1, . . . , n − 1 и
A3 = (a + 1)A2 − aA,

то

dimLn+1(S) = 3 + 3
n−1∑
k=1

(n − k) = dimAn,n,n,

но dimLn+1(S) − dimLn(S) = 1, т. е. dimLn(S) < dimAn,n,n. Следовательно,
l(S) = n + 1 и l(An,n,n) � l(S) = n + 1.

Следствие 5.41. Пусть F �= F2 —произвольное поле, n ∈ N и n � 5. Пусть
a ∈ F, a �= 0, 1, и

Cn,n,n =
n−1∑
i=1

Ei,i+1 +
2n−1∑

j=n+1

(Ej,j + Ej,j+1) + E2n,2n +

+
3n−1∑

k=2n+1

(aEk,k + Ek,k+1) + aE3n,3n ∈ An,n,n —

циклическая матрица. Положим

A′
n,n,n = 〈Cj

n,n,n | 0 � j � 3n − 1〉 ⊆ An,n,n.

Тогда

1) l(A′
n,n,n) = 3n − 1;
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2) l(A′
n,n,n) − l(An,n,n) = 2n − 2;

3) 2 < l(A′
n,n,n)/l(An,n,n) = 2 + (n − 3)/(n + 1) < 3.

Замечание 5.42. Пусть

An1 = 〈E(n1), Ei,j , 1 � i < j � n1〉 ⊂ Tn1(F).

Заметим, что An1,n2,n3 = An1 ⊕An2,n3 и

l(An1,n2,n3) = l(An1) = max
(
l(An1), l(An2,n3)

)
.

Таким образом, мы получили ещё один пример точности нижней оценки в нера-
венствах (3.6).

5.2. Монотонность функции длины

В этом подразделе приведём примеры алгебр, для которых длина подалгебры
может быть оценена длиной всей алгебры.

Следствие 5.43. Пусть F —произвольное поле, n,m ∈ N, n � m−2, An,m —
алгебра, описанная в теореме 5.24. Пусть

B =
〈

Ei,j , 1 � i < j � n, E,

n∑
i=1

Ei,i, N1, . . . , Np ∈ 0 ⊕ Nm(F)
〉

⊆ An,m.

Тогда l(B) = n − 1 = l(An,m).

Предложение 5.44. Пусть F —произвольное поле, A—конечномерная ал-
гебра над F и B ⊆ A, причём существуют такие a1, . . . , an ∈ A, что
〈B, a1, . . . , an〉 = A и для любого b ∈ B выполнено aib, bai ∈ 〈a1, . . . , an〉. То-
гда l(B) � l(A).

Доказательство. Пусть SB —произвольная система порождающих алге-
бры B. Тогда SA = SB∪{a1, . . . , an} будет системой порождающих для A длины
l(SB). Следовательно, l(A) � l(SA) = l(SB), и значит, l(A) � max

SB
l(SB) =

= l(B).

Приведём примеры таких алгебр.
Пример 5.45. Пусть F —произвольное поле, A ⊆ Tn(F)—произвольная

подалгебра верхнетреугольной матричной алгебры и B = A ∩ Dn(F). Тогда
l(B) � l(A).

Пример 5.46. Пусть F —произвольное поле, A, B—конечномерные алгебры
над F. Тогда A ⊂ A⊕ B и l(A) � l(A⊕ B).

Пусть F —произвольное поле и A—конечномерная ассоциативная F--
алгебра с единицей 1A.

Покажем, что на подалгебрах алгебр длины 1 функция длины монотонна.

Лемма 5.47. Пусть F —произвольное поле, A—алгебра с единицей 1A над F

и A′ —произвольная подалгебра в A. Если l(A) = 1, то l(A′) � 1.
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Доказательство. Предположим, что существует подалгебра B ⊂ A длины
l(B) � 2. Обозначим n = dimA, m = dimB и k = l(B). Пусть S1 — система
порождающих для алгебры B длины l(S1) = k. Из условия k > 1 получаем,
что dimL1(S1) < m. Пусть B1, . . . , Bm ∈ Sk

1 —базис B. Существуют элементы
Bm+1, . . . , Bn ∈ A, такие что B1, . . . , Bn образуют базис A. Тогда множество
S2 = {Bm+1, . . . , Bn, S | S ∈ S1} будет системой порождающих алгебры A.
Также получаем, что dimL1(S2) � dimL1(S1) + n − m < m + n − m = n, т. е.
l(A) � l(S2) > 1. Противоречие.

Следствие 5.48. Пусть F —произвольное поле, A—алгебра с единицей 1A
над F. Если l(A) = 1, то для любого элемента A ∈ A справедливо deg A � 2.

Доказательство. Предположим, что существует такой элемент A ∈ A, что
deg A = k � 3. Пусть A′ ⊆ A—подалгебра, порождённая элементом A. По
построению l(A′) = k − 1 � 2. Но l(A′) � 1 по лемме 5.47. Противоречие.

Предложение 5.49. Пусть F —произвольное поле и A—подалгебра
в Mn(F), содержащая единичную матрицу E. Если для любой подалгебры
A′ ⊆ A с E ∈ A′ выполнено l(A′) � l(A), то для всех подалгебр B ⊆ A
выполнено l(B) � l(A).

Доказательство. Пусть B—подалгебра в A и E /∈ B. Положим B1 =
= 〈E,B | B ∈ B〉. По построению B ⊆ B1 ⊆ A. Тогда по условию пред-
ложения l(B1) � l(A). Согласно следствию 3.7 l(B) = l(B1). Следовательно,
l(B) � l(A).

Предложение 5.50. Пусть F —произвольное поле и A—подалгебра
в Mn(F), не содержащая единичную матрицу E. Пусть

A1 = 〈E,A | A ∈ A〉 ⊆ Mn(F).

Тогда если для любой подалгебры A′ ⊆ A1 выполнено l(A′) � l(A1), то для всех
подалгебр B ⊆ A выполнено l(B) � l(A).

Доказательство. Пусть B—подалгебра в A. В этом случае B также явля-
ется подалгеброй в A1. Следовательно, по условию l(B) � l(A1), но согласно
следствию 3.7 l(A1) = l(A). Следовательно, l(B) � l(A).

Следствие 5.51. В классе матричных подалгебр монотонность длины доста-
точно проверять на подалгебрах, содержащих единичную матрицу.

5.3. Подалгебры матриц порядков 2 и 3

Мы показываем, что для n = 2, 3 функция длины монотонна на подалгебрах
Mn(F), т. е. для произвольных подалгебр A′ ⊆ A ⊆ Mn(F) выполнено l(A′) �
� l(A). Таким образом, пример 5.9 является минимальным в классе матричных
подалгебр.

Ввиду следствия 5.51 в дальнейшем будем предполагать, что все рассматри-
ваемые подалгебры содержат единичную матрицу.
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5.3.1. Длина подалгебр в M2(F)

Лемма 5.52. Пусть F —произвольное поле. Тогда l
(
M2(F)

)
= 2.

Доказательство. Поскольку алгебра матриц M2(F) не является коммута-
тивной, то из следствия 4.36 получаем верхнюю оценку

l
(
M2(F)

)
� dim M2(F) − 2 = 2.

Эта оценка достигается на системе порождающих, состоящей из матриц E1,2

и E2,1.

Теорема 5.53. Пусть F —произвольное поле. Тогда для произвольных по-
далгебр A′ ⊆ A ⊆ M2(F) выполнено l(A′) � l(A) � l

(
M2(F)

)
= 2.

Доказательство. Пусть A′ ⊆ A ⊆ M2(F). Имеем

1 � dimA′ � dimA � dim M2(F) = 4.

Заметим, что если dimA � 2, то l(A) � 1. Рассмотрим случаи.
1. dimA = 1. Тогда A = FE, l(A) = 0 и не существует A′ �= A.
2. dimA = 2. В этом случае 1 � l(A) � dimA − 1 = 1, т. е. l(A) = 1, и по

лемме 5.47 также получаем оценку l(A′) � 1 = l(A).
3. dimA = 3. Покажем, что l(A) = 1. Ввиду тривиальных оценок

1 � l(A) � 2. Пусть l(A) = 2 = dimA − 1. Тогда по лемме 4.34 существует
элемент A ∈ A степени deg A = 3. Противоречие с теоремой Гамильтона—Кэли.

Таким образом, l(A) = 1. Также если A′ ⊂ A, то dimA′ � 2, и по дока-
занному в пунктах 1 и 2 справедлива оценка l(A′) � 1. Получаем, что l(A′) �
� 1 = l(A).

4. dimA = 4 = dim M2(F). Тогда A = M2(F) и l(A) = 2 по лемме 5.52. Если
A′ ⊂ A, то dimA′ � 3, следовательно, l(A′) � dimA′ − 1 � 2 = l(A).

Следствие 5.54. Пусть F —произвольное поле. Тогда функция длины строго
монотонна на алгебре M2(F).

5.3.2. Длина подалгебр в M3(F)

Лемма 5.55. Пусть F —произвольное поле. Тогда l
(
M3(F)

)
= 4.

Доказательство. Пусть S = {A1, . . . , Ak}— система порождающих алгебры
M3(F). По предложению 3.4 можно считать, что все элементы S линейно неза-
висимы и dimL1(S) = |S| + 1 = k + 1.

Если dimL1(S) � 2, то S = {A1}, и по теореме Гамильтона—Кэли
dimL(S) � 3 < 9 = dim M3(F), т. е. S не является системой порождающих.
Значит, dimL1(S) � 3.

Заметим, что если dimLi(S) < dim M3(F), то dimLi+1(S) � dimLi(S) + 1.
Следовательно, если dimL1(S) � 6 и l(S) � 4, то dimL2(S) � 7, dimL3(S) � 8
и dimL4(S) = 9, т. е. l(S) = 4. Значит, для систем порождающих S с |S| � 5
справедлива оценка l(S) � 4.
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Пусть 3 � dim L1(S) � 5. Предположим, что l(S) � 5, и приведём это
утверждение к противоречию.

Если l(S) > 4, то в S5\S5−1 найдётся несократимое слово B = Ai1 . . . Ai5 . Из
несократимости B следует, что и его подслова Ai1Ai2 , Ai1Ai2Ai3 и Ai1Ai2Ai3Ai4

несократимы, и значит, dimL4(S) � dimL1(S) + 3.
I. Допустим, что dimL2(S) = dimL1(S)+1. В этом случае все слова в L2(S)

представляются в виде линейной комбинации Ai1Ai2 и слов длины, меньшей 2.
Но тогда слово B —линейная комбинация сократимого по теореме Гамильто-
на—Кэли слова A3

i1
Ai2Ai5 и слов длины, меньшей 5, т. е. B сократимо. Проти-

воречие.
II. Пусть теперь dimL2(S) � dimL1(S) + 2. В этом случае dimL4(S) �

� dimL1(S) + 4.
При dim L1(S) = 5 получаем, что dimL4(S) = 9 = dim M3(F), L4(S) =

= M3(F), а значит, B сократимо. Противоречие.
Пусть dim L1(S) � 4.
1. Предположим, что все слова в L3(S) представляются в виде линейной

комбинации слова Ai1Ai2Ai3 и слов длины, меньшей 3. Тогда получим, что сло-
во B представляется в виде линейной комбинации сократимого слова A3

i1
Ai2Ai3

и слов длины, меньшей 5, т. е. B сократимо. Противоречие.
2. Пусть в L3(S) есть несократимое слово, не представляющееся в виде

линейной комбинации слова Ai1Ai2Ai3 и слов длины, меньшей 3. Следовательно,
dimL4(S) � dimL1(S) + 5.

При dim L1(S) = 4 получаем, что dimL4(S) = 9 = dim M3(F), L4(S) =
= M3(F), а значит, B сократимо. Противоречие.

Пусть dim L1(S) = 3. Возможны два случая: либо i1 = i2, либо i1 �= i2.
а) Если i1 = i2, то либо все слова в L4(S) представляются в виде линейной

комбинации слова A2
i1

Ai3Ai4 и слов длины, меньшей 4, либо dimL4(S) = 9.
Тогда слово B либо представляется в виде линейной комбинации сократимого
слова A3

i1
Ai3Ai4 и слов длины, меньшей 5, либо B ∈ L4(S), поскольку L4(S) =

= M3(F), т. е. B не может быть несократимо. Противоречие.
б) Если i1 �= i2, то либо dimL4(S) = 9 и B ∈ L4(S) = M3(F), либо сло-

во B представляется линейной комбинацией сократимого по пункту а) слова
A2

i1
Ai2Ai3Ai4 и слов меньшей длины, т. е. также получается, что B сократимо.

Противоречие.
Следовательно, все слова в S5 \ S5−1 сократимы и l(S) � 4. Тогда получаем

оценку
l
(
M3(F)

)
= max

S
l(S) � 4.

Эта оценка достигается на системе порождающих, состоящей из матриц E1,2 и
E1,2 + E2,3 + E3,1.

Теорема 5.56 [31, теорема 1.5.1]. Пусть F —алгебраически замкнутое поле,
A—подалгебра с единицей в Mn(F). Тогда существует базис пространства Fn,
в котором любая матрица A ∈ A представляется в блочно-верхнетреугольном
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виде

A =




A11 A12 . . . A1k

0 A22 . . . A2k

0 0 A33

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . Akk


 ,

где Aii ∈ Mni
(F), i = 1, . . . , k, n1 + . . . + nk = n, и множество {1, . . . , k} есть

объединение попарно непересекающихся множеств J1, J2, . . . , Jl, причём

1) {Aii | A ∈ A} = Mni
(F), i = 1, . . . , k;

2) если i, j ∈ Js, то Aii = Ajj для всех A ∈ A;
3) если i ∈ Jr, j ∈ Js и r �= s, то {(Aii, Ajj) | A ∈ A} = Mni

(F) ⊕ Mnj
(F);

4) если i ∈ Js, то существует такая матрица A ∈ A, что Aii = E и Ajj = 0
для всех j /∈ Js.

Предложение 5.57. Пусть F —произвольное поле. Пусть A—подалгебра
в M3(F) и A �= M3(F). Тогда dimA � 7.

Доказательство. I. Пусть поле F алгебраически замкнуто. Тогда по тео-
реме 5.56 существуют блочно-верхнетреугольная подалгебра B ⊂ M3(F) и
невырожденная матрица T ∈ M3(F), такие что T−1AT = B. Пусть k —число
диагональных блоков в B. Очевидно, что k ограничено сверху размером матриц,
т. е. k � 3.

1. Если k = 1, то B = M3(F), и следовательно, A = M3(F)—противоречие
с условием предложения.

2. Если k = 3, то B ⊆ T3(F) и dimA = dimB � dim T3(F) = 6.
3. Пусть k = 2. Тогда n1, n2 ∈ N и n1 + n2 = 3. Следовательно, либо n1 = 2,

n2 = 1, либо n1 = 1, n2 = 2. Значит, все матрицы B ∈ B либо имеют вид

B =


b1,1 b1,2 b1,3

b2,1 b2,2 b2,3

0 0 b3,3


 ,

либо имеют вид

B =


b1,1 b1,2 b1,3

0 b2,2 b2,3

0 b3,2 b3,3


 .

В обоих случаях получаем, что в двух фиксированных позициях в каждой мат-
рице из B стоят нули, т. е. число ненулевых координат не более 7, следовательно,
dimA = dimB � 7.

II. Пусть поле F не является алгебраически замкнутым и F̄ — его алгебраи-
ческое замыкание. Рассмотрим подалгебру AF̄ = (AF ⊗F F̄)F̄ ⊆ M3(F̄). По дока-
занному выше dimF̄ AF̄ � 7. По построению dimF A = dimF̄ AF̄, следовательно,
dimA � 7.
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Предложение 5.58. Пусть F —алгебраически замкнутое поле. Пусть A—
подалгебра в M3(F) и dimA = 6. Тогда существует невырожденная матрица
T ∈ M3(F), такая что T−1AT = T3(F).

Доказательство. По теореме 5.56 существуют блочно-верхнетреугольная
подалгебра B ⊂ M3(F) и невырожденная матрица T ∈ M3(F), такие что
T−1AT = B. Пусть k —число диагональных блоков в B, k � 3.

I. Если k = 1, то B = M3(F), и следовательно, A = M3(F)—противоречие
с условием предложения.

II. Если k = 3, то B ⊆ T3(F), при этом dimB = dimA = 6 = dim T3(F),
значит, B = T3(F).

III. Пусть k = 2. Покажем, что в этом случае dimB �= 6. Имеем, что
n1, n2 ∈ N и n1 + n2 = 3. Следовательно, либо n1 = 2, n2 = 1, либо n1 = 1,
n2 = 2.

1. Пусть n1 = 2, n2 = 1. В этом случае все матрицы B ∈ B имеют вид

B =


b1,1 b1,2 b1,3

b2,1 b2,2 b2,3

0 0 b3,3


 ,

причём из теоремы 5.56 следует, что B содержит матрицы

Bi,j = Ei,j + bi,j;1E1,3 + bi,j;2E2,3, 1 � i, j � 2,

и
B3,3 = E3,3 + b3,3;1E1,3 + b3,3;2E2,3.

Матрицы Bi,j линейно независимы, поэтому существует матрица C = {ci,j} ∈ B,
дополняющая множество матриц Bi,j до базиса алгебры B. Рассматривая пре-
образование

Bi,j → Bi,j , i, j = 1, 2, C → C −
2∑

i,j=1

ci,jBi,j − c3,3B3,3

базиса алгебры B с обратимой матрицей


1 0 0 0 0 −c1,1

0 1 0 0 0 −c1,2

0 0 1 0 0 −c2,1

0 0 0 1 0 −c2,2

0 0 0 0 1 −c3,3

0 0 0 0 0 1


 ,

можно считать, что C = c1,3E1,3 + c2,3E2,3. Поскольку C �= 0, то c1,3 и c2,3 не
равны нулю одновременно.

Если c1,3 �= 0, то

c−1
1,3B1,1C = E1,3, c−1

1,3B2,1C = E2,3 ∈ B.
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Если c2,3 �= 0, то

c−1
2,3B1,2C = E1,3, c−1

2,3B2,2C = E2,3 ∈ B.

Следовательно,

dimB � dim〈B1,1, B1,2, . . . , B3,3, E1,3, E2,3〉 = 7.

2. Пусть n1 = 1, n2 = 2. Пусть

A =


0 0 1

0 1 0
1 0 0


 .

Тогда отображение ϕ, ставящее в соответствие каждой матрице B ∈ B матри-
цу ϕ(B) = (A−1BA)T, является антиизоморфизмом алгебры B. Следователь-
но, dimB = dim ϕ(B). Алгебра ϕ(B) имеет блочную структуру, рассмотренную
в пункте 1 доказательства, поэтому dim ϕ(B) �= 6. Значит, и dimB �= 6.

Предложение 5.59. Пусть F —произвольное поле. Пусть A—подалгебра
в M3(F) и dimA = 6. Тогда l(A) � 2.

Доказательство. Пусть F̄ —алгебраическое замыкание поля F. Рассмотрим
подалгебру AF̄ = (AF ⊗F F̄)F̄ ⊆ M3(F̄). Последовательно применяя предложе-
ние 3.19, следствие 3.12 и лемму 5.58, получаем оценку

l(A) � l(AF̄) = l
(
T3(F)

)
= 2.

Лемма 5.60.Пусть F —произвольное поле. Пусть B2,1 —подалгебра в M3(F),
состоящая из всех матриц вида

B =


b1,1 b1,2 b1,3

b2,1 b2,2 b2,3

0 0 b3,3


 ,

и пусть B1,2 —подалгебра в M3(F), состоящая из всех матриц вида

C =


c1,1 c1,2 c1,3

0 c2,2 c2,3

0 c3,2 c3,3


 .

Тогда l(B1,2) = l(B2,1) = 3.

Доказательство. 1. Из следствия 3.11 о длине блочно-треугольных матрич-
ных алгебр получаем верхние оценки

l(B1,2) � l(F) + l
(
M2(F)

)
+ 1 = 2 + 0 + 1 = 3,

l(B2,1) � l
(
M2(F)

)
+ l(F) + 1 = 0 + 2 + 1 = 3.

2. Рассмотрим множество

S1 = {B1 = E1,2 + E2,3, B2 = E2,1} ⊂ B2,1.
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Имеем

B2
1 = E1,3, B2

2 = 0, B1B2 = E1,1, B2B1 = E2,2, B2B
2
1 = E2,3.

Таким образом, L3(S1) = B2,1, dimL2(S) = 6 < dimB2,1, следовательно, S1 яв-
ляется системой порождающих для алгебры B2,1 длины l(S1) = 3 и l(B2,1) = 3.

3. Рассмотрим множество

S2 = {C1 = E1,2 + E2,3, C2 = E3,2} ⊂ B1,2.

Имеем

C2
1 = E1,3, C2

2 = 0, C1C2 = E2,2, C2C1 = E3,3, C2
1C2 = E1,2.

Следовательно, L3(S2) = B1,2, dimL2(S) = 6 < dimB1,2, S2 является системой
порождающих для алгебры B1,2 длины l(S1) = 3 и l(B1,2) = 3.

Предложение 5.61. Пусть F —произвольное поле. Пусть A—подалгебра
в M3(F) и dimA = 7. Тогда l(A) � 3.

Доказательство. Пусть F̄ —алгебраическое замыкание поля F. Рассмотрим
подалгебру AF̄ = (AF ⊗F F̄)F̄ ⊆ M3(F̄). По теореме 5.56 существует невырожден-
ная матрица T ∈ M3(F̄), такая что либо T−1AF̄T = B2,1, либо T−1AF̄T = B1,2.
Следовательно, по лемме 5.60 l(AF̄) = 3. Из предложения 3.19 получаем требу-
емую оценку l(A) � l(AF̄) = 3.

Лемма 5.62. Пусть F —произвольное поле. Пусть A— F-алгебра с едини-
цей 1A, dimA = 5 и m(A) � 3. Тогда l(A) � 2.

Доказательство. Пусть S = {A1, . . . , Ak}—произвольная система порожда-
ющих алгебры A. Покажем, что l(S) � 2. По предложению 3.4 можно считать,
что все элементы S линейно независимы и dimL1(S) = |S| + 1 = k + 1. Если
dimL1(S) � 2, то S = {A1} и

dimL(S) � deg A1 � m(A) � 3 < 5 = dimA,

т. е. S не является системой порождающих. Значит, dimL1(S) � 3. Рассмотрим
случаи.

I. Если dimL1(S) = 5 = dimA, то L1(S) = A и l(S) = 1.
II. Если dimL1(S) = 4, то dimL2(S) � dimL1(S) + 1 = 5 = dimA, значит,

L2(S) = A и l(S) = 2.
III. Пусть dimL1(S) = 3, S = {A1, A2}. При этом dimL2(S) � dimL1(S) +

+ 1 = 4.
1. Если dimL2(S) = 5 = dimA, то L2(S) = A и l(S) = 2.
2. Предположим, что dimL2(S) = 4. Приведём это утверждение к противо-

речию. Рассмотрим множество

S3 \ S3−1 = {A3
1, A3

2, A2
1A2, A1A

2
2, A2A

2
1, A2

2A1, A1A2A1, A2A1A2}.

Слова A3
1 и A3

2 сократимы по определению m(A).
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а) Предположим, что оба слова A2
1 и A2

2 сократимы. Тогда все слова
в S3 \ S3−1, содержащие квадрат, также сократимы. В этом случае найдётся
такая перестановка π ∈ S2, что

L2(S) =
〈
1A, A1, A2, Aπ(1)Aπ(2)

〉
.

Поскольку Aπ(2)Aπ(1) ∈ L2(S), то Aπ(2)Aπ(1) = αAπ(1)Aπ(2) + U , где α ∈ F,
U ∈ L1(S). Получаем, что

Aπ(1)Aπ(2)Aπ(1) = Aπ(1)(αAπ(1)Aπ(2) + U) = αA2
π(1)Aπ(2) + V,

Aπ(2)Aπ(1)Aπ(2) = (αAπ(1)Aπ(2) + U)Aπ(2) = αAπ(1)A
2
π(2) + W,

где V,W ∈ L2(S), т. е. слова A1A2A1 и A2A1A2 сократимы. Таким образом, все
слова в S3 \ S3−1 сократимы, L3(S) = L2(S), но L2(S) �= A. Противоречие.

б) Пусть хотя бы одно из слов A2
1 и A2

2 несократимо. Без ограничения общ-
ности можно считать, что A2

1 несократимо. В этом случае

L2(S) = 〈1A, A1, A2, A2
1〉.

Поскольку A1A2, A2A1, A
2
2 ∈ L2(S), то

A1A2 = α1A
2
1 + U1, A2A1 = α2A

2
1 + U2, A2

2 = α3A
2
1 + U3,

где α1, α2, α3 ∈ F, U1, U2, U3 ∈ L1(S). Получаем, что

A2
1A2 = A1(α1A

2
1 + U1) = α1A

3
1 + V1,

A1A
2
2 = A1(α3A

2
1 + U3) = α3A

3
1 + V2,

A2A
2
1 = (α2A

2
1 + U2)A1 = α2A

3
1 + V3,

A2
2A1 = (α3A

2
1 + U3)A1 = α3A

3
1 + V4,

A1A2A1 = A1(α2A
2
1 + U2) = α2A

3
1 + V5,

A2A1A2 = A2(α1A
2
1 +U1) = α1A2A

2
1 +V6 = α1α2A

3
1 +α1V3 +V6 = α1α2A

3
1 +V7,

где V1, . . . , V7 ∈ L2(S). Таким образом, все слова в S3\S3−1 сократимы, L3(S) =
= L2(S), но L2(S) �= A. Противоречие.

Теорема 5.63. Пусть F —произвольное поле. Тогда для произвольных по-
далгебр A′ ⊆ A ⊆ M3(F) выполнено l(A′) � l(A) � l

(
M3(F)

)
= 4.

Доказательство. Пусть A′ ⊆ A ⊆ M3(F). Согласно следствию 5.51 можно
считать, что E ∈ A′, поэтому

1 � dimA′ � dimA � dim M3(F) = 9.

Заметим, что если dimA � 2, то l(A) � 1. Рассмотрим случаи.
1. dimA = 1. Тогда A = FE, l(A) = 0 и не существует A′ �= A.
2. dimA = 2. В этом случае 1 � l(A) � dimA − 1 = 1, т. е. l(A) = 1, и по

лемме 5.47 также получаем оценку l(A′) � 1 = l(A).
3. dimA = 3. Если A′ ⊂ A, то dimA′ � 2, и по доказанному в пунктах 1 и 2

справедлива оценка l(A′) � 1. Получаем, что l(A′) � 1 � l(A).
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4. dimA = 4.
Если l(A) = 3, то по лемме 4.34 A порождена одной матрицей A и deg A = 4,

но по теореме Гамильтона—Кэли для любой матрицы A ∈ M3(F) выполнено
deg A � 3. Противоречие. Следовательно, l(A) � 2.

Если l(A) = 1, то по лемме 5.47 получаем оценку l(A′) � 1 = l(A).
Пусть l(A) = 2. Если A′ ⊂ A, то dimA′ � 3, следовательно, l(A′) �

� dimA′ − 1 � 2 = l(A).
5. dimA = 5. По лемме 5.62 l(A) � 2.
Если l(A) = 1, то по лемме 5.47 получаем оценку l(A′) � 1 = l(A).
Пусть l(A) = 2. Если A′ ⊂ A, то dimA′ � 4, и по доказанному в пунктах

1—4, l(A′) � 2 = l(A).
6. dimA = 6. По предложению 5.59 l(A) � 2.
Если l(A) = 1, то по лемме 5.47 получаем оценку l(A′) � 1 = l(A).
Пусть l(A) = 2. Если A′ ⊂ A, то dimA′ � 5, и по доказанному в пунктах

1—5 l(A′) � 2 = l(A).
7. dimA = 7. По предложению 5.61 l(A) � 3.
Если l(A) = 1, то по лемме 5.47 получаем оценку l(A′) � 1 = l(A).
Пусть l(A) � 2.
Если A′ ⊂ A, то dimA′ � 6, и по доказанному в пунктах 1—6 l(A′) � 2 �

� l(A).
8. dimA = 9 = dim M3(F). Тогда A = M3(F) и l(A) = 4 по лемме 5.55.

Если A′ ⊂ A, то dimA′ � 7, и по доказанному в пунктах 1—7 l(A′) � 3 < 4 =
= l(A).

Следствие 5.64. Пусть F —произвольное поле. Тогда функция длины строго
монотонна на алгебре M3(F).

Автор выражает глубокую благодарность А. Э. Гутерману и А. В. Михалёву
за постановку задачи, постоянное внимание к работе и всестороннюю поддерж-
ку.
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