
Уточнение оценок для числа появлений элементов
в линейных рекуррентных последовательностях
над кольцами Галуа∗

О. В. КАМЛОВСКИЙ
Центр сертификационных исследований

e-mail: ov-kam@yandex.ru

УДК 519.4

Ключевые слова: линейные рекуррентные последовательности, псевдослучайные
числа, кольца Галуа, оценки экспоненциальных сумм, распределение элементов в по-
следовательностях.

Аннотация

Рассматривается задача получения оценок для числа появлений элементов на от-
резках линейных рекуррентных последовательностей векторов над кольцами Галуа.
Для её решения применяется метод тригонометрических сумм. Использование от-
личного от обычно применяющегося при решении рассматриваемой задачи класса
тригонометрических сумм позволяет в некоторых случаях уточнить известные ре-
зультаты.

Abstract

O. V. Kamlovskii, Improved bounds for the number of occurrences of elements in lin-
ear recurrence sequences over Galois rings, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika,
vol. 17 (2011/2012), no. 7, pp. 97—115.

We establish bounds for the number of occurrences of elements on segments of linear
recurrence sequences of vectors over Galois rings. We use the method of exponential sums
for this problem. We improve known results with the help of a new class of exponential
sums.

1. Введение

Пусть R —коммутативное кольцо с единицей. Последовательность u =
=

(
u(i)

)∞
i=0

элементов кольца R называется линейной рекуррентной после-
довательностью порядка m над кольцом R, если для некоторых элементов
a0, a1, . . . , am−1 кольца R выполнены равенства

u(i + m) = a0u(i) + a1u(i + 1) + . . . + am−1u(i + m − 1), i � 0.

Многочлен
F (x) = xm − am−1x

m−1 − . . . − a1x − a0
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называется характеристическим многочленом линейной рекуррентной последо-
вательности u (см., например, [7, 14]). С использованием линейных рекуррент-
ных последовательностей над конечными полями и кольцами вычетов удаётся
построить генераторы псевдослучайных чисел, обладающие хорошими свойства-
ми (см., например, [5]). Всюду в данной работе в качестве кольца R рассматри-
вается кольцо Галуа GR(qn, pn), состоящее из qn элементов и имеющее характе-
ристику pn, где p —простое число, q = pt для некоторого натурального числа t
(см. [9, 15]). Частными случаями кольца Галуа являются конечное поле Галуа
GR(q, p) = GF (q) из q элементов и примарное кольцо вычетов GR(pn, pn) = Zpn

по модулю pn.

Рассмотрим линейные рекуррентные последовательности u1, u2, . . . , ur над
кольцом R = GR(qn, pn), имеющие один и тот же характеристический много-
член F (x). Линейной рекуррентной последовательностью векторов будем назы-
вать последовательность, элементы которой имеют вид

(
u1(i), u2(i), . . . , ur(i)

)
для всех i � 0. Для каждого натурального числа l и набора z̄ = (z1, z2, . . . , zr)
из множества Rr обозначим Nl(z̄, u1, . . . , ur) количество целых чисел i ∈ 0, l − 1,
таких что 



u1(i) = z1,

u2(i) = z2,

. . .

ur(i) = zr.

Другими словами, величина Nl(z̄, u1, . . . , ur) равна числу появлений r-граммы z̄
на начальном отрезке длины l рассматриваемой линейной рекуррентной после-
довательности векторов. Отметим, что если последовательности u1, u2, . . . , ur

являются сдвигами одной линейной рекуррентной последовательности u, т. е.
для некоторых целых неотрицательных чисел s1, s2, . . . , sr выполнены равенства
u1 = xs1u, u2 = xs2u, . . . , ur = xsru, то величина Nl(z̄, u1, . . . , ur) равна чис-
лу появлений вектора z̄ среди векторов

(
u(i + s1), u(i + s2), . . . , u(i + sr)

)
, где

0 � i � l − 1.

Пусть F (x) —унитарный многочлен над кольцом R = GR(qn, pn). Назовём
многочлен F (x) реверсивным многочленом, если элемент F (0) принадлежит
мультипликативной группе R∗ кольца R. Обозначим F̄ (x) образ многочлена
F (x) при действии естественного эпиморфизма колец многочленов R[x] → R̄[x],
где R̄ = R/pR —фактор-кольцо кольца R по идеалу pR. Многочлен F (x) будем
называть многочленом Галуа над кольцом R, если многочлен F̄ (x) является
неприводимым многочленом над полем R̄ = GF (q).

В [3, теорема 3], в частности, было показано, что если F (x) —реверсив-
ный многочлен Галуа степени m над кольцом R = GR(qn, pn), имеющий период
T (F ) = pνT (F̄ ) = pν(qm − 1), u1, u2, . . . , ur —линейно независимая система
линейных рекуррентных последовательностей над кольцом R с характеристиче-
ским многочленом F (x), l < qm − 1, то имеет место неравенство
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∣∣∣∣Nl(z̄, u1, . . . , ur) − l

qnr

∣∣∣∣ �
n−1∑
k=0

(qr − 1)Sl,k(F )
q(k+1)r

, (1)

где

Sl,k(F ) =
(
3pν l

(
qm − l + (l − 1)(pn−k−1 − 1)qm/2

))1/3

. (2)

При доказательстве данного результата понадобилось оценить сверху модуль

суммы σl(u) =
l−1∑
i=0

χ
(
u(i)

)
значений аддитивного характера χ кольца R от произ-

вольной ненулевой линейной рекуррентной последовательности u над кольцом R
с характеристическим многочленом F (x). Ранее в работах [2,4,6,10,12,13,16,17]
для получения оценок величины σl(u) использовался подход И. М. Виноградова
и оценки не зависели от длины l отрезка линейной рекуррентной последова-
тельности. При доказательстве неравенства (1) для оценки величины σl(u) был
применён совершенно другой метод, основанный на идеях работы [11]. В [3]
показано, что оценка (1) нетривиальна и точнее всех аналогичных известных
оценок при l = O(m3/2qm/2), m → ∞.

В данной работе будет показано, что при некоторых ограничениях на длину l
исследуемого отрезка линейной рекуррентной последовательности оценка (1) до-
пускает существенное уточнение. Так, в условиях, сформулированных для оцен-
ки (1), при дополнительных соотношениях l < qm/2 и m � 2(1 + (n − 1) logq p)
справедливо неравенство

∣∣∣∣Nl(z̄, u1, . . . , ur) − l

qnr

∣∣∣∣ �
(

q

2(q − 1)

)1/3

Sl(F ),

где Sl(F ) —правая часть неравенства (1). Кроме того, показано, что при z̄ = 0̄,
l < qm/2/

(
2(q − 1)

)
и m � 2(n − 1) logq p справедливо соотношение

∣∣∣∣Nl(z̄, u1, . . . , ur) − l

qnr

∣∣∣∣ �
(

q

2(q − 1)2

)1/3

Sl(F ).

Доказательство результатов основано на сведении изучения частоты
Nl(z̄, u1, . . . , ur) к исследованию суммы

τl(z, u) =
∑

a∈R∗
χ(−az)

l−1∑
i=0

χ(au(i))

для всех элементов z кольца R и ненулевых линейных рекуррентных последо-
вательностей u над кольцом R с характеристическим многочленом F (x). Для
оценки суммы τl(z, u) применён метод, аналогичный тому, который использо-
вался в работе [3].
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2. Сведение к оценке тригонометрических сумм

Пусть R = GR(qn, pn), F (x) —унитарный многочлен над кольцом R,
u1, u2, . . . , ur —линейная рекуррентная последовательность над кольцом R
c характеристическим многочленом F (x). Назовём систему этих последова-
тельностей линейно независимой над кольцом R, если при всех векторах
c̄ = (c1, c2, . . . , cr) из множества Rr, последовательность uc̄ = c1u1 + c2u2 + . . . +
+ crur ненулевая. Заметим, что при всех c̄ ∈ Rr последовательность uc̄ при-
надлежит множеству LR(F ) всех линейных рекуррентных последовательностей
над кольцом R с характеристическим многочленом F (x). Определим норму ‖c‖
элемента c кольца R, норму ‖c̄‖ вектора c̄ = (c1, c2, . . . , cr), принадлежащего
множеству Rr, и норму ‖u‖ последовательности u =

(
u(i)

)∞
i=0

над кольцом R
по следующим правилам:

‖c‖ = max
{
j ∈ 0, n : c ∈ pjR

}
,

‖c̄‖ = min
{‖cj‖ : j ∈ 1, r

}
,

‖u‖ = min{‖u(j)‖ : j � 0}.
В дальнейшем нам понадобится следующий вспомогательный результат.

Лемма 1 [3]. Система последовательностей u1, u2, . . . , ur линейно незави-
сима над кольцом R тогда и только тогда, когда при всех c̄ ∈ Rr выполнено
равенство ‖uc̄‖ = ‖c̄‖.

Пусть χ —аддитивный характер кольца R, определённый на элементах этого
кольца равенством

χ(x) = exp

{
2πi

TrR
R0

(x)
pn

}
, (3)

где R0 = {0, e, 2e, . . . , (pn − 1)e}—подкольцо кольца R, порождённое едини-
цей e кольца R и изоморфное кольцу Zpn , TrR

R0
—функция следа из кольца R

в кольцо R0 (см. [9]).

Утверждение 1. Для каждой линейно независимой системы последователь-
ностей u1, u2, . . . , ur из множества LR(F ) имеет место неравенство∣∣∣∣Nl(z̄, u1, . . . , ur) − l

qnr

∣∣∣∣ � 1
|R∗|

n−1∑
k=0

qr − 1
q(k+1)r

max
z∈R, ‖z‖�k

max
u∈LR(F ), ‖u‖=k

|τl(z, u)|,

где

τl(z, u) =
∑

a∈R∗
χ(−az)

l−1∑
i=0

χ
(
au(i)

)
. (4)

Доказательство. Используя соотношения ортогональности для характеров
(см., например, [2]), получаем

Nl(z̄, u1, . . . , ur) =
l−1∑
i=0

r∏
j=1

1
qn

∑
cj∈R

χ
(
cj(uj(i) − zj)

)
,
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где z̄ = (z1, z2, . . . , zr). Преобразовав это соотношение, будем иметь

Nl(z̄, u1, . . . , ur) =
1

qnr

l−1∑
i=0

∑
(c1,c2,...,cr)∈Rr

χ

(
−

r∑
j=1

cjzj

)
χ

( r∑
j=1

cjuj(i)
)

.

Выделяя отдельно слагаемое, соответствующее нулевому набору (c1, c2, . . . , cr),
и изменяя порядок суммирования, получаем соотношение

Nl(z̄, u1, . . . , ur) − l

qnr
=

1
qnr

∑
c̄∈Rr\{0̄}

χ(−c̄ · z̄)
l−1∑
i=0

χ
(
uc̄(i)

)
,

где
c̄ · z̄ = (c1, c2, . . . , cr) · (z1, z2, . . . , zr) = c1z1 + c2z2 + . . . + crzr.

Заметим, что если a —фиксированный элемент из множества R∗, а вектор c̄
пробегает всё множество Rr \ {0̄}, то вектор ac̄ также пробегает всё множество
Rr \ {0̄}. Используя равенства (ac̄) · z̄ = a(c̄ · z̄), auc̄ = uac̄, получаем

Nl(z̄, u1, . . . , ur) − l

qnr
=

1
qnr|R∗|

∑
a∈R∗

∑
c̄∈Rr\{0̄}

χ
(−a(c̄ · z̄)

) l−1∑
i=0

χ
(
auc̄(i)

)
.

Изменив порядок суммирования, будем иметь

Nl(z̄, u1, . . . , ur) − l

qnr
=

1
qnr|R∗|

n−1∑
k=0

∑
c̄∈Rr\{0̄}, ‖c̄‖=k

τl(c̄ · z̄, uc̄).

Количество векторов c̄ ∈ Rr, имеющих норму k, равно q(n−k−1)r(qr−1) для всех
k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. Тогда∣∣∣∣Nl(z̄, u1, . . . , ur) − l

qnr

∣∣∣∣ � 1
|R∗|

n−1∑
k=0

qr − 1
q(k+1)r

max
c̄∈Rr, ‖c̄‖=k

|τl(c̄ · z̄, uc̄)|.

Для завершения доказательства остаётся воспользоваться леммой 1 и заметить,
что в условиях утверждения при всех c̄ ∈ Rr последовательность uc̄ является ли-
нейной рекуррентной последовательностью с характеристическим многочленом
F (x) и выполнено неравенство ‖c̄ · z̄‖ � ‖c̄‖.

В дальнейшем будем исследовать тригонометрическую сумму τl(z, u), где
u —последовательность из множества LR(F ).

3. Семейство сдвигов последовательности

Пусть u —чисто периодическая последовательность, состоящая из элементов
кольца R = GR(qn, pn), т. е. при некотором натуральном числе T выполнены
равенства u(i + T ) = u(i) для всех i � 0. Назовём сдвигом последовательно-
сти u последовательность xju, где j —целое неотрицательное число. Обозна-
чим P (u) —множество всех сдвигов последовательности u. Если T = T (u) —



102 О. В. Камловский

период последовательности u, то P (u) = {u, xu, x2u, . . . , xT−1u}. Отметим, что
если F (x) —реверсивный многочлен Галуа над кольцом R, то каждая линейная
рекуррентная последовательность из множества LR(F ) является чисто периоди-
ческой последовательностью.

В дальнейшем понадобятся следующие леммы.

Лемма 2 [2]. Для характера χ кольца R = GR(qn, pn), определённого ра-
венством (3), справедливы соотношения

∑
a∈R∗

χ(ax) =



|R∗|, если x = 0,

−|pR|, если x ∈ pn−1R \ {0},
0, если x /∈ pn−1R.

Лемма 3. Пусть u —чисто периодическая последовательность из элементов
кольца R = GR(qn, pn), z ∈ R, T = T (u). Тогда при всех j ∈ {0, 1, . . . , T − 1}
для значений суммы τl(z, u), определённой равенством (4), справедливы соотно-
шения

|τl(z, u) − τl(z, xju)| � qnj, |τl(z, u) − τl(z, xT−ju)| � qnj.

Доказательство. Используя лемму 2, получаем, что для каждой последова-
тельности v над кольцом R выполнены равенства

τl(z, v) =
l−1∑
i=0

∑
a∈R∗

χ
(
a(v(i) − z)

)
= Nl(z, v)|R∗| − Dl(z, v)|pR|, (5)

где Nl(z, v) —количество появлений элемента z среди элементов v(0), v(1), . . . ,
v(l − 1), а Dl(z, v) —количество элементов вида z + pn−1c, c ∈ R, pn−1c �= 0
среди элементов v(0), v(1), . . . , v(l − 1). Используя равенство (5) и учитывая,
что векторы

(
u(0), u(1), . . . , u(l − 1)

)
,

(
u(j), u(j + 1), . . . , u(j + l − 1)

)
, а также

векторы
(
u(0), u(1), . . . , u(l − 1)

)
,

(
u(T − j), u(T − j + 1), . . . , u(T − j + l − 1)

)
содержат по меньшей мере l − j равных элементов, получаем

|τl(z, u) − τl(z, xju)| �
� |Nl(z, u) − Nl(z, xju)| |R∗| + |Dl(z, u) − Dl(z, xju)| |pR| � j|R|

и аналогично
|τl(z, u) − τl(z, xT−ju)| � j|R|.

Лемма 4 [1]. Для всех неотрицательных действительных чисел x и нату-
ральных чисел s имеет место неравенство

x2 + 2
[x/s]∑
j=1

(x − sj)2 � 2x3

3s
,

где [x/s] —целая часть числа x/s.
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Теорема 1. Пусть u —чисто периодическая последовательность из элемен-
тов кольца R = GR(qn, pn), z ∈ R, T = T (u), l � T/2. Тогда имеет место
неравенство

|τl(z, u)| �
(

3qn

2

∑
v∈P (u)

|τl(z, v)|2
)1/3

.

Доказательство. Выберем последовательность ω, имеющую максимальное
значение величины |τl(z, v)| среди всех линейных рекуррентных последователь-
ностей v из множества P (u). Пусть τ = |τl(z, ω)|. Для доказательства теоремы
достаточно показать, что

τ �
(

3qn

2

∑
v∈P (u)

|τl(z, v)|2
)1/3

.

Для всех чисел s ∈ {0, 1, . . . , T − 1} положим ωs = xsω, ω−s = xT−sω. Из
равенства (5) следует, что τ = |τl(z, ω)| � l|R∗|, а значит, [τ/qn] < l � T/2. Это
неравенство гарантирует, что все последовательности

ω−[τ/qn], . . . , ω−1, ω0, ω1, . . . , ω[τ/qn]

являются попарно различными. Согласно лемме 3 для всех j ∈ {0, 1, . . . , T − 1}
выполнены неравенства

|τl(z, ωj)| � τ − qnj, |τl(z, ω−j)| � τ − qnj,

а тогда, используя лемму 4, получаем

∑
v∈P (u)

|τl(z, v)|2 =
∑

v∈P (ω)

|τl(z, v)|2 � τ2 + 2
[τ/qn]∑
j=1

(τ − qnj)2 � 2τ3

3qn
.

4. Уточнение оценок с использованием
мультипликаторов многочленов

Пусть F (x) —реверсивный многочлена Галуа над кольцом R = GR(qn, pn),
имеющий степень m. Известно (см. [9,15]), что в расширении S = GR(qmn, pn)
кольца R содержится корень α многочлена F (x), причём α ∈ S∗. Группа S∗

является прямым произведением своих подгрупп Γ(S) = {x ∈ S : xqm−1 = e} и
e + pS, причём группа Γ(S) является циклической подгруппой порядка qm − 1.
Пусть α = α0β, где α0 ∈ Γ(S), β ∈ e + pS. Рассмотрим период T (F ) многочлена
F (x). Справедливы равенства T (F ) = pνT (F̄ ) = pν(qm −1)/d, где 0 � ν � n−1,
а d —делитель числа qm − 1. Кроме того, мультипликативные порядки ord α0

и ordβ элементов α0 и β соответственно удовлетворяют равенствам ord α0 =
= T (F̄ ), ord β = pν .

В дальнейшем нам понадобится понятие мультипликатора многочлена. По
аналогии с [8] назовём абсолютным мультипликатором многочлена F (x) над
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кольцом R множество

MR(F ) = {a ∈ Γ(R) : F (x) | xj − a при некотором j � 0}.
Опишем свойства множества MR(F ).

Утверждение 2. Пусть F (x) —реверсивный многочлен Галуа над кольцом
R = GR(qn, pn), t = (T (F̄ ), q − 1). Справедливы следующие утверждения:

1) MR(F ) = 〈α〉 ∩ Γ(R), где 〈α〉— группа, порождённая элементом α,
2) для каждой ненулевой последовательности u ∈ LR(F ) и элемента

a ∈ MR(F ) выполнено включение au ∈ P (u), причём если au = xju для
некоторого числа j ∈ N0, то T (F̄ )/t делит j,

3) |MR(F )| = t.

Доказательство. Для доказательства утверждения 1) достаточно заметить,
что многочлен F (x) делит многочлен xj − a для некоторого целого неотрица-
тельного числа j тогда и только тогда, когда αj = a.

Докажем утверждение 2). Представим линейную рекуррентную последова-
тельность u, используя функцию следа:

u(i) = TrS
R(bαi), i � 0, (6)

где b —однозначно определённый ненулевой элемент кольца S (см. [9, теоре-
ма 8]). Если a ∈ MR(F ), то a = αj для некоторого числа j � 0, и для
последовательности v = au справедливы равенства

v(i) = aTrS
R(bαi) = TrS

R(abαi) = TrS
R(bαi+j) = u(i + j).

Значит, v = xju и v ∈ P (u). Из равенства au = xju и соотношения (6) следует,
что элемент αj − a принадлежит множеству pS. Обозначим ᾱ образ элемента α
при действии естественного эпиморфизма из кольца S в поле S/pS = GF (qm).
Тогда элемент ᾱj будет принадлежать полю GF (q). Это возможно тогда и только
тогда, когда ord ᾱ = T (F̄ ) делит j(q − 1), т. е. когда T (F̄ )/t делит j.

Докажем утверждение 3). Используя утверждение 1) и равенство R∗ =
= Γ(R)×̇(e + pR), получаем

|MR(F )| = |{j ∈ 0, T (F ) − 1: αj
0 ∈ Γ(R), βj = e}|. (7)

Элемент αj
0 принадлежит Γ(R) тогда и только тогда, когда α

j(q−1)
0 = e. Это

условие равносильно тому, что T (F̄ )/t делит j. Так как ordβ = pν , равенство
βj = e выполнено тогда и только тогда, когда pν делит j. В итоге, используя
равенство (7), получаем |MR(F )| = t.

Следующий результат при некоторых более сильных ограничениях на l су-
щественно уточняет теорему 1 в случае, когда z = 0.

Теорема 2. Пусть F (x) —реверсивный многочлен Галуа над кольцом
R = GR(qn, pn), u —ненулевая линейная рекуррентная последовательность из
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множества LR(F ), t = (T (F̄ ), q − 1). Тогда при l � T (F̄ )/(2t) справедливо нера-
венство

|τl(0, u)| �
(

3qn

2t

∑
v∈P (u)

|τl(0, v)|2
)1/3

.

Доказательство. Зададим на множестве P (u) бинарное отношение ∼, поло-
жив для всех v, v′ ∈ P (u) v ∼ v′ тогда и только тогда, когда найдётся элемент
a ∈ MR(F ), такой что v = av′. Отношение ∼ является отношением эквива-
лентности на множестве P (u). Кроме того, если v ∼ v′, то τl(0, v) = τl(0, v′).
Обозначим {v} класс эквивалентности относительно рассматриваемого отноше-
ния ∼, содержащий представитель v. Пусть ω —линейная рекуррентная после-
довательность из множества P (u), имеющая максимальное значение величины
|τl(0, v)| среди всех линейных рекуррентных последовательностей v из множе-
ства P (u), и пусть τ0 = |τl(0, ω)|. По доказанному в теореме 1 справедливо
неравенство [τ0/qn] < l, а значит, [τ0/qn] < T (F̄ )/(2t) � T (u)/(2t). Тогда, опре-
делив для всех чисел s ∈ {0, 1, . . . , T (u) − 1} последовательности ωs = xsω,
ω−s = xT (u)−sω, рассмотрим следующие классы:{

ω−[τ0/qn]

}
, . . . , {ω−1}, {ω0}, {ω1}, . . . ,

{
ω[τ0/qn]

}
.

Согласно пункту 2) утверждения 2 эти классы являются попарно различными,
причём по пункту 3) утверждения 2 каждый из рассматриваемых классов имеет
мощность t = |MR(F )|. В итоге, используя леммы 3 и 4, получаем

∑
v∈P (u)

|τl(0, v)|2 � t

(
τ2
0 + 2

[τ0/qn]∑
j=1

(τ0 − qnj)2
)

� 2tτ3
0

3qn
.

5. Оценки тригонометрических сумм

Получим оценки для тригонометрической суммы
∑

v∈P (u)

|τl(z, v)|2, где сумма
τl(z, v) определена равенством (4).

Нам понадобятся следующие леммы.

Лемма 5. Пусть χ —аддитивный характер кольца R = GR(qn, pn), опреде-
лённый равенством (3), f = |R∗| = qn−1(q−1), z ∈ R, ‖z‖ � k, где 0 � k � n−1.
Тогда справедливы равенства∑

c∈R∗

∑
a∈c+pn−kR

χ
(
(c − a)z

)
= qkf,

∑
c∈R∗

∑
a∈R∗\c+pn−kR

χ
(
(c − a)z

)
=




f2 − qkf, если ‖z‖ = n,

q2(n−1) − qkf, если ‖z‖ = n − 1,

−qkf, если ‖z‖ < n − 1.
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Доказательство. Первое равенство следует из равенств∑
c∈R∗

∑
a∈c+pn−kR

χ
(
(c − a)z

)
=

=
∑

c∈R∗

∑
d∈pn−kR

χ(dz) =
∑

c∈R∗

∑
d∈pn−kR

χ(0) = |R∗| |pn−kR|.

Покажем, что справедливо второе равенство. Используя лемму 2, получаем

∑
c,a∈R∗

χ
(
(c − a)z

)
=

∣∣∣∣ ∑
d∈R∗

χ(dz)
∣∣∣∣
2

=




f2, если ‖z‖ = n,

q2(n−1), если ‖z‖ = n − 1,

0, если ‖z‖ < n − 1.

Теперь для завершения доказательства остаётся заметить, что c + pn−kR ⊂ R∗

при всех c ∈ R∗ и k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, что приводит к равенству∑
c∈R∗

∑
a∈R∗\c+pn−kR

χ
(
(c−a)z

)
=

∑
c,a∈R∗

χ
(
(c−a)z

)− ∑
c∈R∗

∑
a∈c+pn−kR

χ
(
(c−a)z

)
.

Лемма 6 [2]. Пусть F (x) —реверсивный многочлен Галуа степени m над
кольцом R = GR(qn, pn), T (F ) = pνT (F̄ ) = pν(qm − 1)/d, где 0 � ν � n − 1, а
d —делитель числа qm−1. Тогда для каждой ненулевой линейной рекуррентной
последовательности u ∈ LR(F ) выполнено неравенство∣∣∣∣

T (F )−1∑
s=0

χ
(
u(s)

)
+

pν

d

∣∣∣∣ � pν(dpn−‖u‖−1 − 1)
d

qm/2.

Теорема 3. Пусть F (x) —реверсивный многочлен Галуа степени m над коль-
цом R = GR(qn, pn), T (F ) = pνT (F̄ ) = pν(qm − 1)/d, u —ненулевая линейная
рекуррентная последовательность из множества LR(F ), ‖u‖ = k, f = qn−1(q−1),
t = (T (F̄ ), q − 1), z ∈ R, ‖z‖ � k, l � T (F̄ )/t. Тогда∑

v∈P (u)

|τl(z, v)|2 � T (u)lf
qm − 1

(
qm+k − δk(z)l + (lf − qk)(dpn−k−1 − 1)qm/2

)
,

где

δk(z) =




f, если z = 0,

q2(n−1)

f
, если z �= 0, k = n − 1,

0, если z �= 0, k < n − 1.

Доказательство. Так как F (x) —реверсивный многочлен, то u —чисто пе-
риодическая последовательность и P (u) = {v0, v1, . . . , vT (u)−1}, где vk = xku для
всех k � 0. Число T (u) делит число T (F ), поэтому справедливо соотношение

∑
v∈P (u)

|τl(z, v)|2 =
T (u)
T (F )

T (F )−1∑
s=0

|τl(z, vs)|2.
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Имеет место равенство

T (F )−1∑
s=0

|τl(z, vs)|2 =
T (F )−1∑

s=0

τl(z, vs)τl(z, vs),

где черта означает комплексное сопряжение. Тогда

∑
v∈P (u)

|τl(z, v)|2 =
T (u)
T (F )

T (F )−1∑
s=0

∑
a,c∈R∗

χ
(
(c − a)z

) l−1∑
i,j=0

χ
(
avs(i) − cvs(j)

)
. (8)

Разобьём правую часть равенства (8) на две суммы, рассмотрев отдельно случаи,
когда i = j и i �= j: ∑

v∈P (u)

|τl(z, v)|2 = S1 + S2, (9)

где

S1 =
T (u)
T (F )

T (F )−1∑
s=0

∑
a,c∈R∗

χ
(
(c − a)z

) l−1∑
i=0

χ
(
(a − c)vs(i)

)
,

S2 =
T (u)
T (F )

T (F )−1∑
s=0

∑
a,c∈R∗

χ
(
(c − a)z

) ∑
i�=j

χ
(
avs(i) − cvs(j)

)
.

Рассмотрим величину S1. Заметим, что при фиксированном i∈{0, 1, . . . , l−1}
если s пробегает всё множество {0, 1, . . . , T (F )−1}, то величина vs(i) пробегает
все значения u(0), u(1), . . . , u(T (F ) − 1), значит,

S1 =
T (u)l
T (F )

∑
a,c∈R∗

χ
(
(c − a)z

) T (F )−1∑
s=0

χ
(
(a − c)u(s)

)
.

При a, c ∈ R∗ обозначим ua,c последовательность, элементы которой определены
равенствами

ua,c(i) = (a − c)u(i), i � 0.

Выясним, в каких случаях последовательность ua,c является нулевой. Так как
‖u‖ = k, то ‖ua,c‖ = ‖a − c‖ + k. Отсюда получаем, что ua,c —нулевая последо-
вательность тогда и только тогда, когда a − c ∈ pn−kR. Другими словами, при
каждом фиксированном c ∈ R∗, элемент a должен принадлежать множеству
c + pn−kR. Тогда верно равенство

S1 = T (u)l
∑

c∈R∗

∑
a∈c+pn−kR

χ
(
(c − a)z

)
+

+
T (u)l
T (F )

∑
c∈R∗

∑
a∈R∗\c+pn−kR

χ
(
(c − a)z

) T (F )−1∑
s=0

χ
(
ua,c(s)

)
.
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Изменив порядок суммирования и добавив в последнюю сумму слагаемое pν/d,
получим

S1 = S′
1 +

T (u)l
T (F )

∑
c∈R∗

∑
a∈R∗\c+pn−kR

χ
(
(c − a)z

)( T (F )−1∑
s=0

χ
(
ua,c(s)

)
+

pν

d

)
, (10)

где

S′
1 = T (u)l

∑
c∈R∗

( ∑
a∈c+pn−kR

χ
(
(c − a)z

) − 1
qm − 1

∑
a∈R∗\c+pn−kR

χ
(
(c − a)z

))
.

Рассмотрим величину S2. Изменив порядок суммирования в выражении, бу-
дем иметь

S2 =
T (u)
T (F )

∑
a,c∈R∗

χ
(
(c − a)z

) ∑
i�=j

T (F )−1∑
s=0

χ
(
ua,c,i,j(s)

)
,

где для всех a, c ∈ R∗, i, j ∈ {0, 1, . . . , l − 1} последовательность ua,c,i,j опреде-
лена равенствами

ua,c,i,j(s) = avs(i) − cvs(j) = au(i + s) − cu(j + s), s � 0.

Представим линейную рекуррентную последовательность u, используя функцию
следа:

u(i) = TrS
R(bαi), i � 0,

где S = GR(qmn, pn), α —корень многочлена F (x) в кольце S, b —ненулевой
элемент кольца S. Тогда получим

ua,c,i,j(s) = TrS
R(abαi+s − cbαj+s) = TrS

R

(
(aαi − cαj)bαs

)
, s � 0.

Покажем, что элемент aαi − cαj является обратимым элементом кольца S. До-
пустим противное: aαi − cαj ∈ pS. Тогда для образа ᾱ элемента α при дей-
ствии естественного эпиморфизма колец S → S/pS получим ᾱi−j ∈ GF (q).
Данное включение возможно тогда и только тогда, когда T (F̄ )/t делит i−j, что
невозможно при различных i, j из множества {0, 1, . . . , l − 1}, где l � T (F̄ )/t.
Таким образом, последовательность ua,c,i,j является ненулевой линейной рекур-
рентной последовательностью с характеристическим многочленом F (x), причём
‖ua,c,i,j‖ = ‖b‖ = ‖u‖ = k. Возвращаясь к сумме S2, имеем

S2 = S′
2 +

T (u)
T (F )

∑
a,c∈R∗

χ
(
(c − a)z

) ∑
i�=j

( T (F )−1∑
s=0

χ
(
ua,c,i,j(s)

)
+

pν

d

)
, (11)

где

S′
2 = −T (u)l(l − 1)

qm − 1

∑
a,c∈R∗

χ
(
(c − a)z

)
=

= −T (u)l(l − 1)
qm − 1

∑
c∈R∗

( ∑
a∈c+pn−kR

χ
(
(c − a)z

)
+

∑
a∈R∗\c+pn−kR

χ
(
(c − a)z

))
.



Уточнение оценок для числа появлений элементов в рекуррентных последовательностях 109

Используя равенства (9)—(11), получаем∑
v∈P (u)

|τl(z, v)|2 = D1 + D2, (12)

где

D1 = S′
1 + S′

2 =

=
T (u)l
qm − 1

∑
c∈R∗

(
(qm − l)

∑
a∈c+pn−kR

χ
(
(c − a)z

) − l
∑

a∈R∗\c+pn−kR

χ
(
(c − a)z

))
,

D2 =
T (u)
T (F )

(
l

∑
(a,c)∈M1

χ
(
(c − a)z

)( T (F )−1∑
s=0

χ
(
ua,c(s)

)
+

pν

d

)
+

+
∑

(a,c)∈M2

χ
(
(c − a)z

) ∑
i�=j

( T (F )−1∑
s=0

χ
(
ua,c,i,j(s)

)
+

pν

d

))
,

множество M1 состоит из всех пар (a, c), в которых c ∈ R∗, a ∈ R∗ \ c + pn−kR,
M2 = R∗ × R∗. Используя лемму 5, получаем

D1 =




h(qm+kf − lf2), если ‖z‖ = n,

h(qm+kf − lq2(n−1)), если ‖z‖ = n − 1,

hqm+kf, если ‖z‖ < n − 1,

где h = T (u)l/(qm − 1). Таким образом, справедлива оценка

D1 � T (u)lf
qm − 1

(qm+k − δk(z)l). (13)

Применяя лемму 6 и соотношения ‖ua,c‖ � k для всех (a, c) ∈ M1, ‖ua,c,i,j‖ = k
для всех (a, c) ∈ M2, получаем неравенство

D2 � T (u)
T (F )

(
lf(f − qk)

pν

d
(dpn−k−1 − 1)qm/2 + f2l(l − 1)

pν

d
(dpn−k−1 − 1)qm/2

)
,

равносильное неравенству

D2 � T (u)lf
qm − 1

(lf − qk)(dpn−k−1 − 1)qm/2. (14)

Используя соотношения (12)—(14), получаем∑
v∈P (u)

|τl(z, v)|2 � T (u)lf
qm − 1

(qm+k − δk(z)l + (lf − qk)(dpn−k−1 − 1)qm/2).

Непосредственно из теорем 1 и 3 выводится важное следствие.

Следствие 1. Пусть в условиях теоремы 3 l � T (u)/2. Тогда при всех z ∈ R
имеет место оценка

|τl(z, u)| �
(

3T (u)qnlf

2(qm − 1)
(
qm+k − δk(z)l + (lf − qk)(dpn−k−1 − 1)qm/2

))1/3

.
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В случае z = 0 оценку из следствия 1 уточняет следующее следствие теорем 2
и 3.

Следствие 2. Пусть в условиях теоремы 3 l � T (F̄ )/(2t). Тогда

|τl(0, u)| �
(

3T (u)qnlf

2(qm − 1)t
(
qm+k − lf + (lf − qk)(dpn−k−1 − 1)qm/2

))1/3

.

6. Оценки числа появлений наборов
в линейных рекуррентных
последовательностях векторов

Перейдём к исследованию частотных характеристик линейных рекуррентных
последовательностей векторов. Получим оценки числа Nl(z̄, u1, . . . , ur) появле-
ний набора z̄ = (z1, z2, . . . , zr) ∈ Rr среди векторов

(
u1(i), u2(i), . . . , ur(i)

)
, где

i = 0, 1, . . . , l − 1.

Теорема 4. Пусть F (x) —реверсивный многочлен Галуа степени m над коль-
цом R = GR(qn, pn), T (F ) = pνT (F̄ ) = pν(qm − 1)/d, u1, u2, . . . , ur —линейно
независимая система линейных рекуррентных последовательностей из множе-
ства LR(F ), f = qn−1(q − 1), t = (T (F̄ ), q − 1). Тогда для всех z̄ ∈ Rr и всех
l ∈ N, таких что l � min{T (F̄ )/2, T (F̄ )/t}, справедлива оценка∣∣∣∣Nl(z̄, u1, . . . , ur) − l

qnr

∣∣∣∣ �
n−1∑
k=0

(qr − 1)Gl,k(F )
q(k+1)r

, (15)

где

Gl,k(F ) =
(

3pν lq

2(q − 1)df
(
qm+k − δkl + (lf − qk)(dpn−k−1 − 1)qm/2

))1/3

,

δk =




0, если k < n − 1,
qn−1

q − 1
, если k = n − 1.

Доказательство. Достаточно воспользоваться утверждением 1, следстви-
ем 1 и неравенствами

T (F̄ ) � T (u),
T (u)

qm − 1
� pν

d
,

справедливыми для каждой ненулевой линейной рекуррентной последователь-
ности u с характеристическим многочленом F (x).

Следствие 3. Пусть в условиях теоремы 4 дополнительно выполнены соот-
ношения

T (F̄ ) = qm − 1, l � 3κ(q)(qnr − 1)3pn+ν−1qm/2,
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где κ(q) = q/
(
2(q − 1)

)
. Тогда среди векторов

(
u1(i), u2(i), . . . , ur(i)

)
, i =

= 0, 1, . . . , l − 1, появятся все векторы из множества Rr.

Доказательство. Обозначим G правую часть неравенства (15). Из неравен-
ства (15) выводим, что l/qnr − G � Nl(z̄, u1, . . . , ur). Тогда если l/qnr − G > 0,
то вектор z̄ появляется среди первых l элементов линейной рекуррентной по-
следовательности векторов. Это неравенство выполнено при условии

l � (qnr − 1)
(

3pν lκ(q)
f

(
qm+n−1 + lf(pn−1 − 1)qm/2

))1/3

.

Это соотношение при l � qm/2 имеет место, если

l � (qnr − 1)
(

3pν lκ(q)
f

(
qm/2+n−1l + lf(pn−1 − 1)qm/2

))1/3

.

Последнее неравенство равносильно тому, что

l � 3κ(q)(qnr − 1)3pνqm/2

(
1

q − 1
+ pn−1 − 1

)
.

В частности, из доказательства следствия 3 следует, что при выполнении
условия

l � 3κ(q)(qnr − 1)3pn+ν−1qm/2

оценка (15), рассматриваемая в случае, когда d = 1, является нетривиальной.

Следствие 4. Пусть в условиях теоремы 4 дополнительно выполнены соот-
ношения T (F̄ ) = qm − 1, q � 3. Тогда при m � 2(1 + (n− 1) logq p) имеют место
неравенства ∣∣∣∣Nl(z̄, u1, . . . , ur) − l

qnr

∣∣∣∣ � Gl(F ) � κ(q)1/3Sl(F ),

где Sl(F ) и Gl(F ) —правые части неравенств (1) и (15) соответственно.

Доказательство. Достаточно доказать, что при всех k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}
имеет место неравенство

Gl,k(F ) � κ(q)1/3Sl,k(F ),

где величина Sl,k(F ) определена равенством (2). Необходимо проверить, что для
всех k ∈ {0, 1, . . . , n − 1} справедливо неравенство

1
f

(
qm+k + (lf − qk)(pn−k−1 − 1)qm/2

)
� qm − l + (l − 1)(pn−k−1 − 1)qm/2.

Это соотношение выполнено, когда

l � 1
f

(f − qk)
(
qm − (pn−k−1 − 1)qm/2

)
. (16)

При k = n − 1 неравенство (16) имеет вид

l � q − 2
q − 1

qm
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и справедливо при всех l � T (F̄ )/2. При k � n − 2 неравенство (16) выполнено
при

l �
(

1 − 1
q(q − 1)

) (
qm − (pn−1 − 1)qm/2

)
.

Так как при q � 3 величина 1− 1/
(
q(q − 1)

)
не меньше 5/6, то для выполнения

неравенства (16) достаточно выполнения неравенства

l � 5
6
(
qm − (pn−1 − 1)qm/2

)
,

и оно справедливо при всех l � T (F̄ )/2, где m � 2(1 + (n − 1) logq p).

Из следствия 4 вытекает, что при d = 1, q � 3 и некоторых ограничениях
на m оценка (15) точнее оценки (1), причём оценка (15) отличается от оценки (1)
мультипликативным множителем

κ(q)1/3 =
(

q

2(q − 1)

)1/3

.

Этот множитель монотонно уменьшается с ростом q и стремится к величине
1/ 3

√
2 = 0,7937 . . . Приведём таблицу некоторых начальных значений величины

κ(q)1/3 c точностью до четырёх знаков после запятой.

q 3 4 5 7 8 9 11 13 16
κ(q)1/3 0,9086 0,8736 0,8549 0,8356 0,8298 0,8255 0,8193 0,8151 0,8109

Сравним оценки (1) и (15) в случае, когда d = 1 и q = 2. Несложно проверить,
что при n = 1, т. е. когда R = GF (2), рассматриваемые оценки совпадают.
Если же n > 1, то, рассуждая аналогично доказательству следствия 4, нетрудно
показать, что оценка (15) точнее оценки (1) при l < (2m − (2n−1 − 1)2m/2)/2.

7. Оценки для количества нулей
в линейной рекуррентной
последовательности векторов

Уточним оценки из предыдущего раздела для числа Nl(0̄, u1, . . . , ur) по-
явлений набора 0̄ = (0, 0, . . . , 0) ∈ Rr среди векторов

(
u1(i), u2(i), . . . , ur(i)

)
,

i = 0, 1, . . . , l − 1. Непосредственно из утверждения 1 и следствия 2 получим
следующий результат.

Теорема 5. Пусть F (x) —реверсивный многочлен Галуа степени m над коль-
цом R = GR(qn, pn), T (F ) = pνT (F̄ ) = pν(qm − 1)/d, u1, u2, . . . , ur —линейно
независимая система линейных рекуррентных последовательностей из множе-
ства LR(F ), t = (T (F̄ ), q − 1), f = qn−1(q − 1). Тогда для всех l ∈ N, таких что
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l � T (F̄ )/(2t), справедлива оценка∣∣∣∣Nl(0̄, u1, . . . , ur) − l

qnr

∣∣∣∣ �
n−1∑
k=0

(qr − 1)Hl,k(F )
q(k+1)r

, (17)

где

Hl,k(F ) =
(

3pν lq

2(q − 1)dft

(
qm+k − lf + (lf − qk)(dpn−k−1 − 1)qm/2

))1/3

.

Аналогично доказательству следствия 3 несложно получить следующее
утверждение, вытекающее из теоремы 5 и утверждения 2, описывающего свой-
ства абсолютного мультипликатора MR(F ) многочлена F (x).

Следствие 5. Пусть в условиях теоремы 5 дополнительно выполнены соот-
ношения

T (F̄ ) = qm − 1, l � 3h(q)(qnr − 1)3pn+ν−1qm/2,

где h(q) = q/(2(q − 1)2). Тогда среди векторов
(
u1(i), u2(i), . . . , ur(i)

)
, где i =

= 0, 1, . . . , l − 1, появится вектор 0̄ ∈ Rr.

Следствие 5, в частности, показывает, что при выполнении условия

l � 3h(q)(qnr − 1)3pn+ν−1qm/2

оценка (17), рассматриваемая в случае, когда d = 1, нетривиальна.
Сравним при d = 1 оценки (1) и (17). По аналогии с доказательством след-

ствия 4 несложно доказать следующий результат.

Следствие 6. Пусть в условиях теоремы 5 дополнительно выполнено соот-
ношение T (F̄ ) = qm − 1. Тогда при m � 2(n− 1) logq p имеют место неравенства∣∣∣∣Nl(0̄, u1, . . . , ur) − l

qnr

∣∣∣∣ � Hl(F ) � h(q)1/3Sl(F ),

где Sl(F ), Hl(F ) —правые части неравенств (1) и (17) соответственно.

Из следствия 6 следует, что при некоторых ограничениях на m оценка (17)
отличается от оценки (1) мультипликативным множителем

h(q)1/3 =
(

q

2(q − 1)2

)1/3

.

Этот множитель при q � 3 меньше 1 и монотонно стремится к нулю с ростом q.
Таким образом, оценка (17) качественно лучше оценки (1). Приведём таблицу
некоторых начальных значений величины h(q)1/3 c точностью до четырёх знаков
после запятой.

q 3 4 5 7 8 9 11 13 16
h(q)1/3 0,7211 0,6057 0,5386 0,4598 0,4337 0,4127 0,3802 0,356 0,3288
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Несложно проверить, что в случае q = 2, d = 1, n = 1 оценки (17) и (1)
совпадают, а в случае q = 2, d = 1, n > 1 оценка (17) точнее оценки (1) при
m � 2(n − 1).

В заключение заметим, что в случае, когда F (x) —многочлен максимального
периода T (F ) = pn−1(qm − 1) над кольцом R = GR(qn, pn), каждая ненулевая
линейная рекуррентная последовательность u над кольцом R с характеристи-
ческим многочленом F (x) имеет период T (u) = pn−k−1(qm − 1), где ‖u‖ = k
(см. [7, теорема 4.6]). Подставив такое значение T (u) в оценку из следствия 1 и
воспользовавшись утверждением 1, получим уточнение оценки (15). Аналогично
можно несколько улучшить оценку (17).
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