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Аннотация

Рассматривается вопрос определяемости группы её группой автоморфизмов в неко-
торых классах абелевых групп. Получен критерий определяемости блочно жёсткой
группы её группой автоморфизмов в классе вполне разложимых блочно жёстких абе-
левых групп без кручения.

Abstract

V. K. Vildanov, Determinability of a completely decomposable block-rigid tor-
sion-free Abelian group by its automorphism group, Fundamentalnaya i prikladnaya
matematika, vol. 17 (2011/2012), no. 8, pp. 13—19.

In this paper, we consider the question of determinability of an Abelian group by
its automorphism group in the class of completely decomposable block-rigid torsion-free
Abelian groups.

В [1] рассматривается вопрос определяемости вполне разложимой абелевой
группы ранга 2 её группой автоморфизмов. В настоящей работе получен крите-
рий определяемости блочно жёсткой группы её группой автоморфизмов в классе
блочно жёстких вполне разложимых абелевых групп без кручения конечного
ранга.

Определение 1. Будем говорить, что абелева группа A определяется её груп-
пой автоморфизмов в классе групп X, если из того, что AutA ∼= AutB, где
B ∈ X, всегда следует, что A ∼= B.

Введём необходимые обозначения:

Fcd —класс вполне разложимых абелевых групп без кручения,
[yij ]—матрица с элементами yij ,
[a1, a2, . . . , an]—блочно диагональная (диагональная) матрица с элементами ai

на диагонали,
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In— единичная матрица порядка n,
E(A)—кольцо эндоморфизмов абелевой группы A,
End(A)—аддитивная группа эндоморфизмов абелевой группы A,
r(A)—ранг вполне разложимой абелевой группы без кручения A,
τ(A)— тип однородной абелевой группы без кручения A,
Aτ — группа без кручения типа τ ранга 1,
Aτ —однородная компонента группы A типа τ ,
ΩA—множество всех различных типов прямых слагаемых вполне разложимой

абелевой группы без кручения A,
Z(G)—центр группы G,
CG(M)—централизатор множества M в некоторой группе G.

Другие обозначения будут вводиться по ходу изложения.

Определение 2. Группу A ∈ Fcd назовём блочно жёсткой, если типы из ΩA
попарно несравнимы.

Обозначим Fbr класс вполне разложимых блочно жёстких абелевых групп
без кручения конечного ранга.

Пусть A ∈ Fbr. Тогда

AutA ∼=
∏
τ∈ΩA

AutAτ ,

где
AutAτ ∼= GLn(τ)(R), R = E(Aτ ), n(τ) = r(Aτ ).

В дальнейшем, когда это удобно, мы будем отождествлять группу AutA и
группу соответствующих матриц.

Лемма 1. Пусть группы A,B ∈ Fcd конечного ранга и
∏
τ∈ΩA

AutAτ
ϕ∼=

∏
τ∈ΩB

AutBτ .

Тогда

1) r(A) = r(B) = n;
2) |ΩA| = |ΩB | = k;
3) для любого τ ∈ ΩA, r(Aτ ) > 1, найдётся такой ω ∈ ΩB , что

ϕ : Kτ,A → Kω,B и r(Aτ ) = r(Bω), где

Kτ,A =
{
β ∈

∏
τ∈ΩA

AutAτ :

β2 = 1, β = [β1, . . . , βi(τ), . . . , βk], βi(τ) ∈ Z(AutAτ )
}

и Kτ,A состоит из диагональных инволюций.
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Доказательство. 1. Пусть K —множество диагональных инволюций из
AutA. Тогда |K| = 2n, n = r(A) =

∑
τ∈ΩA

r(Aτ ). Известно, что каждый ав-

томорфизм α ∈ AutA продолжается единственным образом до автоморфизма
делимой оболочки D(A) группы A, причём r(A) = r

(
D(A)

)
. Значит,∏

τ∈ΩA

AutAτ < AutD(A) ∼= GLn(Q).

В группе GLn(Q) всякая система коммутирующих инволюций содержит не бо-
лее 2n инволюций [2, с. 72], значит, это верно и для

∏
τ∈ΩA

AutAτ . Так как комму-

тирующие инволюции при изоморфизме сохраняются, то
∏

τ∈ΩB

AutBτ содержит

систему ϕ(K) коммутирующих инволюций порядка 2n. Значит, r(A) � r(B).
Рассматривая систему диагональных инволюций в группе

∏
τ∈ΩB

AutBτ , по-
лучим, что r(A) � r(B). Следовательно, r(A) = r(B).

2. Рассмотрим в группах
∏

τ∈ΩA

AutAτ и
∏

τ∈ΩB

AutBτ системы центральных

инволюций J и J ′. Заметим, что |J | = 2|ΩA|, |J ′| = 2|ΩB |. Так как образ цен-
тральной инволюции при изоморфизме есть центральная инволюция, то |ΩA| =
= |ΩB | = k.

3. На множестве K <
∏

τ∈ΩA

AutAτ диагональных инволюций действует груп-

па перестановок S =
∏

τ∈ΩA

Sn(τ), где Sn(τ) — симметрическая группа степени

n(τ), действующая на множестве диагональных инволюций из AutAτ .
Рассмотрим ϕ(K) <

∏
τ∈ΩB

AutBτ . Пусть β ∈ ϕ(K). Тогда β = [β1, . . . , βk],

β2 = I и, значит, β2
i = 1 для любого i = 1, 2, . . . , k. Из условий 1) и 2) леммы

следует, что множеству ϕ(K) соответствует множество 2r(Bτ ) коммутирующих
инволюций K̄τ ⊂ AutBτ для каждого τ ∈ ΩB . Так как AutBτ < GLr(Bτ )(Q),
то существует матрица gτ ∈ GLr(Bτ )(Q), такая что gτ K̄τg

−1
τ —множество диа-

гональных инволюций.
Таким образом,

∏
τ∈ΩA

AutAτ
ψ∼=

∏
τ∈ΩB

gτ AutBτg−1
τ ,

причём изоморфизм ψ сохраняет диагональный вид инволюции. Тогда на мно-
жестве ψ(K) также действует группа перестановок S.

Пусть τ ′ ∈ ΩA, r(Aτ
′
) > 1 и Kτ ′,A ⊂ K. Покажем, что ϕ : Kτ ′,A → Kω,B.

На множестве Kτ ′,A действует группа перестановок S, причём S∗ < S,
S∗ ∼= Sn(τ ′), действует наKτ,A тождественно, т. е. для любого α ∈ Kτ,A и любого
σ ∈ S∗, σασ−1 = α. На ψ(Kτ ′,A) тривиально действует S∗, значит, для неко-
торого Yτ ′ ⊂ {1, 2, . . . , n} и каждой диагональной инволюции [aij ] ∈ ψ(Kτ ′,A)
имеем axx = ayy = ±1 для всех x �= y, где x, y ∈ Yτ ′ , |Yτ ′ | = n(τ ′). Так как на
элементах ayy (y ∈ Y ) действует группа S∗, то они находятся в одном блоке.



16 В. К. Вильданов

Пусть эти элементы находятся в блоке, соответствующем типу ω ∈ ΩB . Тогда
на ψ(Kτ ′,A) действует группа перестановок, изоморфная

S1 =
∏

τ∈ΩB\{ω}
Sn(τ) × Sn(τ ′) × Sn(ω)−n(τ ′).

Так как S1
∼= S, то n(ω) = n(τ ′). Получили, что gωK̄ωg

−1
ω —множество цен-

тральных инволюций в GLr(Bω)(Q) и r(Aτ
′
) = r(Bω). Тогда K̄ω ⊂ Z(AutBω), и

значит, ϕ : Kτ ′,A → Kω,B.

Лемма 2. Пусть группы A,B ∈ Fcd конечного ранга, 2A = A, 2B = B и
∏
τ∈ΩA

AutAτ
ϕ∼=

∏
τ∈ΩB

AutBτ .

Тогда для любого τ ∈ ΩA, r(Aτ ) > 1, найдётся ω ∈ ΩB , такой что

End(Aτ ) ∼= End(Bω).

Доказательство. Пусть τ ′ ∈ ΩA, r(Aτ
′
) > 1. Обозначим

Γ(A) =
∏
τ∈ΩA

AutAτ , Γ(B) =
∏
τ∈ΩB

AutBτ .

Если Kτ ′,A ⊂ K, то по лемме 1 имеем, что ϕ : Kτ ′,A → Kω,B . Следователь-
но, ϕ : CΓ(A)(Kτ ′,A) → CΓ(A)(Kω,B). Далее вместо CΓ(A)(Kτ ′,A) будем писать
C(Kτ ′,A). Имеем

C(Kτ ′,A) ∼= AutAτ
′ ×

∏
τ∈ΩA\{τ ′}

Pτ , C(Kω,B) ∼= AutBω ×
∏

τ∈ΩB\{ω}
Rτ ,

где Pτ —подгруппа диагональных матриц из AutAτ , Rτ —некоторая ком-
мутативная подгруппа AutBτ (gτRτg−1

τ —подгруппа диагональных матриц
в gτ AutBτg−1

τ ). Таким образом,

C(Kτ ′,A) ∼= C(Kω,B),

C(Kτ ′,A)/Z
(
C(Kτ ′,A)

) ∼= C(Kω,B)/Z
(
C(Kω,B)

)
,

AutAτ
′
/Z(AutAτ

′
) ∼= AutBω/Z(AutBω),

PGLn(τ ′)
(
E(Aτ ′)

) ∼= PGLn(ω)

(
E(Bω)

)
.

Тогда если r(Aτ
′
) > 2, то E(Aτ ′) ∼= E(Bω), n(τ ′) = n(ω) [2]. Следовательно,

End(Aτ ) ∼= End(Bω).
Пусть теперь r(Aτ

′
) = 2 и C(Kτ ′,A) ∼= C(Kω,B). Рассмотрим

γ ∈ C(Kτ ′,A), γ(h) = [γ1, . . . , γj(τ ′), . . . , γk],

γi = In(i) для всех i �= j, γi(τ ′) = T (h) =
(

1 h
0 1

)
,
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δ ∈ C(Kτ ′,A), δ = [δ1, . . . , δj(τ ′), . . . , δk],

δi = In(i) для всех i �= j, δj(τ ′) = M0 =
(

1 0
0 −1

)
.

В [1] показано, что всякую нецентральную инволюцию в группе AutBω мож-
но привести подходящим внутренним автоморфизмом к инволюции вида M0.
Таким образом, мы можем считать, что

ϕ(δ) = [±In(1), . . . ,M0, . . . ,±In(k)].

При таком изоморфизме диагональные матрицы переходят в диагональные.
Имеем следующие уравнения:

(γ(h)δ)2 = I,

γ(h)µγ(h)µ−1 = µγ(h)µ−1γ(h),

где µ—некоторая диагональная матрица. Так как 2A = A, то для любого h ∈
∈ End(Aτ ′) имеем, что h/2 ∈ End(Aτ ′) и γ(h) = γ(h/2)2. Пусть

ϕ
(
γ(h/2)

)
= ν = [ν1, . . . , νj(ω), . . . , νk].

Тогда из того, что
(
νϕ(δ)

)2 = I, получим, что ν2
i = In(i) для всех i �= j.

Следовательно,

ϕ
(
γ(h)

)
= ν2 = [I1, . . . , U, . . . , In(k)], U ∈ AutBω.

Далее можем проводить вычисления только для матриц из AutAτ
′
и AutBω.

Имеем (UM0)2 = I. Пусть

U =
(
x1 x2

x3 x4

)
.

Тогда
x1x2 = x2x4, x3x1 = x4x3, x2

1 − x2x3 = x2
4 − x3x2 = 1.

Из уравнения Uµ′Uµ′−1 = µ′Uµ′−1U для

µ′ =
(

1 0
0 z

)
, z2 �= 1,

получаем, что x2x3 = 0. Если x2 �= 0, x3 = 0, то x1 = x4 = ±1. Таким образом,
U = ±T (h∗). Аналогично если x3 �= 0, x2 = 0, то

U = ±W (h∗) =
(

1 0
h∗ 1

)
.

Если x3 = x2 = 0, то U —диагональная матрица, что невозможно.
Пусть ϕ

(
T (h)

)
= T (s) для некоторого h �= 0. Тогда ϕ

(
T (h′)

)
= ± T (s′) для

любого h′ �= 0. Предположим, что это не так: ϕ
(
T (h′)

)
= ±W (s′). Подействуем

ϕ на обе части равенства T (h)T (h′) = T (h′)T (h). Получим, что T (s)W (s′) =
= W (s′)T (s). Следовательно, ss′ = 0, а значит, ϕ

(
T (h)

)
или ϕ

(
T (h′)

)
—диа-

гональная матрица. Тогда h = 0 или h′ = 0, что невозможно. Таким образом,



18 В. К. Вильданов

ϕ
(
T (h)

)
= ± T (h∗). Если же ϕ

(
T (h)

)
= ± W (h∗), то рассмотрим компози-

цию ϕ с внутренним автоморфизмом группы AutBω, порождённым элементом
λ ∈ AutBω,

λ =
(

0 1
1 0

)
.

Тогда
λϕ

(
T (h)

)
λ−1 = ±T (h∗).

Таким образом, задано некоторое отображение σ : h �→ h∗.
Итак, можно считать, что

ϕ
(
T (x)

)
= χ(x)T

(
σ(x)

)
,

где
σ(x) : E(Aτ ) → E(Bω), χ(x) : E(Aτ ) → {±1}.

Так как T (x)T (y) = T (x+ y), то

χ(x+ y)T
(
σ(x+ y)

)
= χ(x)χ(y)T

(
σ(x)

)
T

(
σ(y)

)
= χ(x)χ(y)T

(
σ(x) + σ(y)

)
.

Получим, что χ(x)χ(y) = χ(x + y) и T
(
σ(x + y)

)
= T

(
σ(x) + σ(y)

)
, а значит,

σ(x+ y) = σ(x) + σ(y).
Так как σ(x) �= 0 при x �= 0, то σ(x)—инъективное отображение. Повторяя

те же рассуждения для ϕ−1, получаем, что σ(x)—изоморфизм групп End(Aτ ′)
и End(Bω). Следовательно, End(Aτ ) ∼= End(Bω).

Теорема. Пусть A ∈ Fbr и 2A = A. Группа A определяется в классе 2-де-
лимых групп из Fbr её группой автоморфизмов тогда и только тогда, когда A
почти делимая и r(Aτ ) > 1 для любого типа τ ∈ ΩA.

Доказательство. Докажем необходимость. Пусть A определяется её груп-
пой автоморфизмов. Предположим, что группа A не почти делимая. Тогда A не
определяется её кольцом эндоморфизмов, а значит, не определяется и группой
автоморфизмов. Пусть теперь A—почти делимая группа и найдётся τ ′ ∈ ΩA,
r(Aτ

′
) = 1. Так как A ∈ Fbr, то

AutA ∼=
∏

τ∈ΩA\{τ ′}
AutAτ × AutAτ

′
.

Пусть

B =
⊕

τ∈ΩA\{τ ′}
Aτ ⊕Bω,

где Bω —почти делимая группа и тип ω не сравним ни с одним типом из ΩA.
Тогда A �∼= B и AutA ∼= AutB, а значит, группа A не определяется своей
группой автоморфизмов.

Достаточность следует из леммы 2 и определяемости почти делимых групп
их группами эндоморфизмов [3].
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