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Аннотация

Найдены условия чистоты кольца эндоморфизмов вполне разложимой абелевой
группы.

Abstract

K. S. Sorokin, Completely decomposable Abelian groups with clean endomor-
phism rings, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 17 (2011/2012), no. 8,
pp. 105—108.

Conditions for cleanness of endomorphism rings of completely decomposable Abelian
groups are established.

В 1977 году В. Николсон предложил следующее определение.
Определение 1 [3]. Кольцо называется чистым, если каждый его элемент

является суммой обратимого и идемпотентного элементов.
Согласно [5, теорема 3.9] кольцо эндоморфизмов непрерывного модуля явля-

ется чистым. Так как абелевы группы являются Z-модулями, то этот результат
справедлив и для них.
Определение 2 [5]. Модуль называется непрерывным, если он удовлетворя-

ет следующим двум условиям:

1) каждый подмодуль модуля— существенный подмодуль в некотором пря-
мом слагаемом модуля;

2) каждый подмодуль модуля, изоморфный прямому слагаемому модуля, сам
является прямым слагаемым модуля.

Делимые абелевы группы являются непрерывными Z-модулями, поэтому их
кольца эндоморфизмов— чистые кольца. Применяя [6, следствие 3], [3, теоре-
ма 21.3], а также [1, теорема 3.11], получаем следующий результат.
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Теорема 3. Группа имеет чистое кольцо эндоморфизмов тогда и только то-
гда, когда её редуцированная часть имеет чистое кольцо эндоморфизмов.

Доказательство. Согласно [3, теорема 21.3] всякая группа A является пря-
мой суммой делимой группы D и редуцированной группы C. Тогда по [1, теоре-
ма 3.11]

End(A) ∼=
(

End(D) Hom(C,D)
Hom(D,C) End(C)

)
=

(
End(D) Hom(C,D)

0 End(C)

)
.

Здесь Hom(D,C) = 0, так как для любого α ∈ Hom(D,C) образ im(α)—де-
лимая подгруппа в C. Поскольку C —редуцированная группа, то im(α) = 0,
т. е. α = 0. Применяя [6, следствие 3], получаем, что End(A)—чистое кольцо
тогда и только тогда, когда End(D) и End(C)—чистые кольца. Кольцо End(D)
является чистым. Тогда End(A)—чистое кольцо тогда и только тогда, когда
End(C)—чистое кольцо.

Определение 4 [4]. Группа без кручения называется вполне разложимой,
если она является прямой суммой групп ранга 1.

Связь между кольцами эндоморфизмов групп без кручения ранга 1 и под-
кольцами поля Q описывает следующее предложение.

Предложение 5 [1]. Пусть A— группа без кручения ранга 1. Тогда кольцо
End(A) изоморфно подкольцу поля Q, порождённому 1 и всеми такими дробями
1/p (p—простое число), что pA = A.

Возникает вопрос, когда подкольцо поля Q является чистым? Полный ответ
на него даёт следующий результат.

Предложение 6. Подкольцо R ⊂ Q—чистое кольцо тогда и только тогда,
когда R = Qp для некоторого простого числа p или R = Q.

Здесь и далее через Qp обозначается группа или кольцо всех рациональных
чисел, знаменатели которых взаимно просты с p.

Докажем теперь основной результат, который даёт полное описание вполне
разложимых групп с чистыми кольцами эндоморфизмов.

Теорема 7. Если B—вполне разложимая группа с редуцированной ча-
стью A, то кольцо эндоморфизмов группы B чистое тогда и только тогда, когда

A =
⊕
p∈Π

( np⊕
i=1

Ap
i

)
,

где Π—некоторое множество простых чисел, Ap
i
∼= Qp (p ∈ Π, i = 1, . . . , np,

np ∈ N).

Доказательство. Достаточность. Для всякого p ∈ Π обозначим через Ap

группу
np⊕
i=1

Ap
i . Тогда для любого p ∈ Π имеем

t(Ap) = t(Qp) = (∞,∞, . . . ,∞, 0,∞,∞, . . .),
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где 0 соответствует простому числу p. Так как Ap —вполне инвариантные под-
группы группы A, то

End(A) ∼=
∏
p∈Π

End(Ap).

Применяя [6, предложение 7], получим, что End(A)—чистое кольцо тогда
и только тогда, когда End(Ap)—чистое кольцо. Так как Ap

i
∼= Qp (p ∈ Π,

i = 1, . . . , np), то из предложения 5 следует, что

End(Ap
i ) ∼= End(Qp) ∼= Qp.

Применяя предложение 6, получим, что End(Ap
i )—чистое кольцо (p ∈ Π, i =

= 1, . . . , np). Тогда по [2, теорема 13.69] End(Ap)—чистое кольцо (p ∈ Π).
Таким образом, End(A)—чистое кольцо. Из теоремы 3 следует, что End(B)—
чистое кольцо.

Необходимость. Пусть {et
i}i∈It, t∈T —ортогональная система идемпотентов,

соответствующая каноническому разложению группы

A =
⊕
t∈T

( ⊕
i∈It

At
i

)

(т. е. At
i = et

iA, i ∈ It, t ∈ T ). Так как At
i (i ∈ It, t ∈ T ) — группы ранга 1, то

et
i —примитивные идемпотенты. Из условия и теоремы 3 следует, что End(A)—
чистое кольцо. Тогда из [6, предложение 1] получаем, что et

i —локальные идем-
потенты, т. е. et

i End(A)et
i —локальное, а значит чистое, кольцо (i ∈ It, t ∈ T ).

Согласно [1, предложение 3.9]

End(At
i) = End(et

iA) ∼= et
i End(A)et

i.

Тогда End(At
i)—чистое кольцо (i ∈ It, t ∈ T ). По предложению 5 End(At

i)—
подкольцо в Q (i ∈ It, t ∈ T ). Применив предложение 6, получим, что End(At

i) ∼=∼= Qpt
для некоторого простого pt (i ∈ It, t ∈ T ). Тогда по предложению 5

получаем, что At
i
∼= Qpt

(i ∈ It, t ∈ T ). Таким образом,

A =
⊕
p∈Π

( ⊕
i∈Ip

Ap
i

)
,

где Ap
i
∼= Qp (i ∈ Ip, p ∈ Π), Π—некоторое множество простых чисел, при-

чём End(A)—чистое кольцо. Согласно доказательству достаточности End(A)—
чистое кольцо тогда и только тогда, когда End(Ap)—чистое кольцо (p ∈ Π),
в нашем случае End(Ap) =

⊕
i∈Ip

Ap
i . Предположим, что Ip —бесконечное множе-

ство. Тогда

EndZ

( ⊕
i∈Ip

Ap
i

)
∼= EndQp

(
Qp

(Ip)
)
—

чистое кольцо. Так как Qp —полулокальное кольцо, применяя [5, теорема 5.1]
(эта теорема верна и в случае card I > card N, где I —индексное множество),
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получаем, что Qp —правое совершенное кольцо. Тогда по [2, теорема 6.48] Qp —
полуартиново кольцо. Но Qp не является полуартиновым (так как содержит бес-
конечно убывающую цепь главных идеалов, порождённых элементами вида pk,
k = 0, 1, . . . ). Таким образом, имеем, что

A =
⊕
p∈Π

( np⊕
i=1

Ap
i

)
,

где Ap
i
∼= Qp (p ∈ Π, i = 1, . . . , np, np ∈ N).
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