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Аннотация

Подгруппа A абелевой группы G называется её абсолютным идеалом, если A
является идеалом в любом кольце на группе G. Абелева группа называется RAI-груп-
пой, если на ней существует кольцо, в котором любой идеал является абсолютным.
Проблема описания RAI-групп сформулирована Л. Фуксом (проблема 93). В настоя-
щей работе описаны абсолютные идеалы периодических абелевых групп и RAI-группы
в классe абелевых периодических групп.

Abstract

Pham Thi Thu Thuy, Torsion Abelian RAI-groups, Fundamentalnaya i prikladnaya
matematika, vol. 17 (2011/2012), no. 8, pp. 109—138.

A subgroup A of an Abelian group G is called its absolute ideal if A is an ideal of any
ring on G. An Abelian group is called an RAI-group if there exists a ring on it in which
every ideal is absolute. The problem of describing RAI-groups was formulated by L. Fuchs
(Problem 93). In this paper, absolute ideals of torsion Abelian groups and torsion Abelian
RAI-groups are described.

Под умножением на абелевой группе G понимается любой гомоморфизм
µ : G⊗G → G. Это умножение будем часто обозначать знаком ×, т. е. g1 × g2 =
= µ(g1 ⊗ g2). Абелева группа G с заданным на ней умножением × называется
кольцом на группе G, обозначим его (G,×). Подгруппа A абелевой группы G
называется её абсолютным идеалом, если A является идеалом в любом коль-
це на G. Абсолютные идеалы изучались, например, в [1, 3—5]. В настоящей
работе описаны абсолютные идеалы периодических абелевых групп и абелевы
периодические RAI-группы.

Все рассматриваемые группы абелевы, и слово «группа» всюду в дальнейшем
означает «абелева группа». Будем использовать следующие обозначения: Z—
множество целых чисел; N0 —множество неотрицательных целых чисел; o(g)—
порядок элемента g в группе G; hp(g)— p-высота элемента g в группе G; h∗

p(g)—
обобщённая p-высота элемента g в группе G; rp(G)— p-ранг группы G (если из
контекста будет ясно, о каком простом числе p идёт речь, то будем писать только
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h(g), h∗(g) и r(G)); G[n] = {g ∈ G | ng = 0}; ω—наименьшее бесконечное
порядковое число; 〈g〉—подгруппа группы G, порождённая элементом g; 〈g〉×—
идеал кольца (G,×), порождённый элементом g. Если n ∈ Z и g ∈ G, то n | g
означает, что существует элемент a ∈ G, такой что g = na.

На делимой периодической группе и на группе без кручения ранга 1 неидем-
потентного типа может быть определено только нулевое умножение, поэтому
любая подгруппа этой группы является её абсолютным идеалом. Таким обра-
зом, делимые периодические группы и группы без кручения ранга 1 неидем-
потентного типа служат тривиальными примерами RAI-групп. Другие примеры
RAI-групп, а также групп, которые не являются RAI-группами, можно получить,
используя описание периодических RAI-групп (теоремы 16, 17 и 26).

Легко убедиться, что имеет место следующее предложение.

Предложение 1. Сумма и пересечение абсолютных идеалов группы G также
являются её абсолютными идеалами.

Наименьший абсолютный идеал группы G, содержащий элемент g, называет-
ся абсолютным идеалом, порождённым элементом g в группе G, и обозначается
через 〈g〉AI. Предложение 1 гарантирует существование такого наименьшего аб-
солютного идеала в группе G, он равен пересечению всех абсолютных идеалов
группы G, содержащих элемент g.

Предложение 2. Для кольца (G,×) на группе G эквивалентны следующие
свойства:
1) все идеалы кольца (G,×) являются абсолютными;
2) 〈g〉×—абсолютный идеал группы G для каждого элемента g ∈ G;
3) 〈g〉× = 〈g〉AI для каждого элемента g ∈ G.

Доказательство. Свойство 2) сразу вытекает из свойства 1).
Пусть теперь g ∈ G и 〈g〉×—абсолютный идеал группы G. Тогда 〈g〉AI ⊆

⊆ 〈g〉×. С другой стороны, по определению 〈g〉AI —идеал кольца (G,×) и по-
этому содержит 〈g〉×. Следовательно, 〈g〉× = 〈g〉AI.

Предположим, что имеет место свойство 3), и пусть A—идеал кольца (G,×).
Тогда

A =
∑
g∈A

〈g〉× =
∑
g∈A

〈g〉AI.

По предложению 1 подгруппа A является абсолютным идеалом группы G.

В классе периодических групп проблема описания абсолютных идеалов и
RAI-групп легко сводится к случаю p-примарных групп.

Предложение 3. Пусть G—периодическая группа. Тогда
1) подгруппа A группы G является её абсолютным идеалом тогда и только
тогда, когда каждая её p-компонента Ap является абсолютным идеалом
соответствующей p-компоненты Gp группы G;

2) G является RAI-группой тогда и только тогда, когда каждая её p-компо-
нента Gp является RAI-группой.
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Доказательство. 1. Пусть A—абсолютный идеал группы G, p—простое
число. Пусть (Gp,×p)—произвольное кольцо на группе Gp. Определим умно-
жение × на группе G следующим образом:∑

p

gp ×
∑

p

g′p =
∑

p

(gp ×p g′p)

для каждого g =
∑
p

gp и g′ =
∑
p

g′p (gp, g
′
p ∈ Gp). Тогда A—идеал кольца (G,×).

Пусть ap ∈ Ap, gp ∈ Gp. Тогда ap ×p gp = ap × gp ∈ A ∩ Gp = Ap, так как
Gp —вполне характеристическая подгруппа группы G. Аналогично gp ×p ap ∈
∈ A ∩ Gp = Ap. Следовательно, Ap —идеал кольца (Gp,×p). Поскольку кольцо
(Gp,×p) произвольно, подгруппа Ap —абсолютный идеал группы Gp.

Пусть теперь Ap —абсолютный идеал группы Gp для каждого простого чис-
ла p, (G,×)—произвольное кольцо на группе G, a =

∑
p

ap ∈ A и g =
∑
q

gq ∈ G.

Пусть ×p — сужение умножения × на Gp для каждого простого числа p. Тогда
Ap —идеал кольца (Gp,×p) для каждого p. Тогда

a × g =
(∑

p

ap

)
×

(∑
q

gq

)
=

∑
p

(ap × gp) =
∑

p

(ap ×p gp) ∈
∑

p

Ap = A.

Аналогично g×a ∈ A. Следовательно, A—идеал кольца (G,×). Так как кольцо
(G,×) произвольно, подгруппа A является абсолютным идеалом группы G.

2. Пусть G—RAI-группа и p—простое число. Тогда существует кольцо
(G,×) на группе G, в котором любой идеал является абсолютным. Так как Gp —
вполне характеристическая подгруппа группы G, то определено кольцо (Gp,×p),
где ×p — сужение умножения × на p-компоненту Gp. Покажем, что любой иде-
ал этого кольца является абсолютным. Пусть Ap —произвольный идеал кольца
(Gp,×p). Легко проверить, что Ap также идеал кольца (G,×) и поэтому аб-
солютным идеал группы G. Из пункта 1 следует, что Ap —абсолютный идеал
группы Gp. Следовательно, Gp —RAI-группа.

Пусть теперь группа Gp является RAI-группой для каждого простого чис-
ла p. Тогда для каждого p существует кольцо (Gp,×p), в котором любой идеал
является абсолютным. Определим умножение × на группе G следующим обра-
зом: ∑

p

gp ×
∑

p

g′p =
∑

p

(gp ×p g′p)

для любых g =
∑
p

gp и g′ =
∑
p

g′p (gp, g
′
p ∈ Gp). Пусть A—произвольный идеал

кольца (G,×). Тогда подгруппа Ap является идеалом кольца (Gp,×p) для каж-
дого простого числа p и поэтому абсолютным идеалом группы Gp. Из пункта 1
следует, что подгруппа A—абсолютный идеал группы G. Следовательно, группа
G—RAI-группа.

В дальнейшем будем рассматривать только p-группы. Для p-группы G бу-
дем использовать следующие обозначения: {ei}i∈I — p-базис группы G (I —
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некоторое множество индексов); B =
⊕
i∈I

〈ei〉—базисная подгруппа группы G;

B∗
m =

⊕
o(ei)�pm

〈ei〉. В исследовании p-колец важное значение имеет следую-

щая теорема [3, теорема 120.1], выявляющая тесную связь между кольцевыми
структурами на группе G и её базисными подгруппами.

Теорема. Умножение × на p-группе G полностью определяется произведени-
ями ei×ej базисных элементов группы G. Более того, при любом выборе aij ∈ G
при единственном условии, чтобы o(aij) � min{o(ei), o(ej)}, где ei, ej пробегают
всё множество базисных элементов группы G, существует такое умножение ×,
что ei × ej = aij для любых i, j.

Пусть u = {σn}n∈N0 — строго возрастающая последовательность порядковых
чисел. Нетрудно проверить, что

если k � n, то σk − k � σn − n. (1)

Будем говорить, что l(u) = m, если σm = ∞ и σn < ∞ для всех n < m. Если
такого индекса m не существует, то l(u) = ∞. Обозначим

G(u) = {g ∈ G | H(g) � u}
[3, § 67] и

Go(u) = {g ∈ G | H(g) � u, o(g) � pl(u)}.
Нетрудно проверить, что подгруппы G(u) и Go(u)—вполне характеристические
подгруппы группы G и поэтому её абсолютные идеалы. Кроме того,

если u � v, то Go(u) ⊇ Go(v). (2)

Для последовательности u = (σn)n∈N обозначаем ū = {σ̄n}n∈N, где

σ̄n =

{
σn, если σn ∈ Z,

∞, если σn � ω.

Пусть g—произвольный элемент p-группы G. Индикатором или ульмовской
последовательностью элемента g в группе G называется последовательность
H(g) = (σ0 σ1 . . . σn . . .), где σn = h∗(png)—обобщённая высота элемента png
в группе G. Так как базисная подгруппа B сервантна в группе G, то индикаторы
в B и в G любого элемента b ∈ B одинаковы и при этом содержат только целые
числа и символы∞. Кроме того, если b =

∑
i∈J

bi, где J —конечное подмножество
множества I и bi ∈ 〈ei〉 (i ∈ J), то

H(bi) � H(b) для всех i ∈ J (3)

и
H(b) =

⋂
i∈J

H(bi), (4)

где ∩ означает взятие покомпонентного минимума индикаторов H(bi), i ∈ J .
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Лемма 4. Пусть G— p-группа. Пусть b—элемент базисной подгруппы B
группы G. Тогда
1) Go

(
H(b)

)
= {g ∈ G | H(g) � H(b), o(g) � o(b)};

2) если группа G редуцированная, то Go
(
H(b)

)
= G

(
H(b)

)
;

3) если b =
∑
i∈J

bi, где bi ∈ 〈ei〉 (J —конечное подмножество множества ин-

дексов I), то Go
(
H(b)

)
=

∑
i∈J

Go
(
H(bi)

)
.

Доказательство. 1. Для доказательства первого утверждения нужно только
показать, что o(b) = pl(H(b)). Пусть o(b) = pn. Тогда h(pnb) = h(0) = ∞, и для
всех s < n имеем h(psb) ∈ Z. Следовательно, l

(
H(b)

)
= n, значит, o(b) = pl(H(b)).

Таким образом, Go
(
H(b)

)
= {g ∈ G | H(g) � H(b), o(g) � o(b)}.

2. Пусть группа G редуцированная. Пусть g ∈ G
(
H(b)

)
, т. е. H(g) � H(b).

Пусть o(b) = pm. Тогда h(pmg) � h(pmb) = h(0) = ∞. Так как группа G
редуцированная, то pmg = 0, что означает, что o(g) � pm = o(b). Следовательно,
g ∈ Go

(
H(b)

)
по пункту 1. Так как элемент g произвольный, имеем G

(
H(b)

) ⊆
⊆ Go

(
H(b)

)
. Так как обратное включение очевидно, то Go

(
H(b)

)
= G

(
H(b)

)
.

3. Пусть b =
∑
i∈J

bi, где bi ∈ 〈ei〉, J ⊆ I. Пусть g ∈ Go
(
H(b)

)
. По пункту 1

H(g) � H(b) и o(g) � o(b). Так как G = C ⊕ D, где C —редуцированная часть,
D—делимая часть группы G, то g = c + d для некоторых элементов c ∈ C,
d ∈ D. Тогда

H(c) � H(g) � H(b) (5)

H(d) = (∞ ∞ . . .) (6)

и

o(c) � o(g) � o(b) (7)

o(d) � o(g) � o(b). (8)

Так как b =
∑
i∈J

bi, то существует такой индекс i0 ∈ J , что o(bi0) = o(b). Тогда

из (8) следует, что o(d) � o(bi0). Кроме того, из (6) вытекает, что H(d) � H(bi0).
Следовательно, d ∈ Go

(
H(bi0)

)
. Поэтому

d ∈
∑
i∈J

Go
(
H(bi)

)
. (9)

Так как b =
∑
i∈J

bi, то H(b) =
⋂

i∈J

H(bi). Из [3, с. 17, Г] следует, что C
(
H(b)

)
=

=
∑
i∈J

C
(
H(bi)

)
. Согласно пункту 2 имеем, что C

(
H(bi)

)
= Co

(
H(bi)

) ⊆
⊆ Go

(
H(bi)

)
, так как любой элемент подгруппы C имеет одинаковые высоты в C

и в G. Следовательно, C
(
H(b)

) ⊆ ∑
i∈J

Go
(
H(bi)

)
. Из (5) имеем, что c ∈ C

(
H(b)

)
,

поэтому
c ∈

∑
i∈J

Go
(
H(bi)

)
. (10)
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Из (9) и (10) следует, что g = c + d ∈ ∑
i∈J

Go
(
H(bi)

)
. Следовательно,

Go
(
H(b)

) ⊆
∑
i∈J

Go
(
H(bi)

)
. (11)

С другой стороны, так как b =
∑
i∈J

bi, то H(bi) � H(b) для каждого i ∈ J .

Поэтому из (2) выводим, что Go
(
H(bi)

) ⊆ Go
(
H(b)

)
для каждого i ∈ J . Следо-

вательно, ∑
i∈J

Go
(
H(bi)

) ⊆ Go
(
H(b)

)
. (12)

Таким образом, из (11) и (12) выводим, что Go
(
H(b)

)
=

∑
i∈J

Go
(
H(bi)

)
.

Лемма 5. Пусть G— p-группа. Тогда

1) если ei —базисный элемент группы G и o(ei) = pmi , то 〈ei〉AI = G[pmi ];
2) если b ∈ B, то 〈b〉AI = Go

(
H(b)

)
.

Доказательство. 1. Пусть a ∈ G[pmi ]. Тогда o(a) � pmi = o(ei). Поэтому
можно определить умножение × на группе G, положив

es × et =

{
g, если s = t = i,

0, если s �= i или t �= i.

Тогда g = ei × ei ∈ 〈ei〉× ⊆ 〈ei〉AI. Следовательно, G[pmi ] ⊆ 〈ei〉AI. С другой
стороны, так как G[pmi ]—абсолютный идеал группы G и ei ∈ G[pmi ], то 〈ei〉AI ⊆
⊆ G[pmi ]. Таким образом, 〈ei〉AI = G[pmi ].

2. Пусть b =
∑
i∈J

kiei, где J —конечное подмножество множества I. Докажем,

что Go
(
H(b)

) ⊆ 〈b〉AI. По лемме 4 имеем Go
(
H(b)

)
=

∑
i∈J

Go
(
H(kiei)

)
. Поэто-

му достаточно доказать, что Go
(
H(kiei)

) ⊆ 〈b〉AI для каждого i ∈ J . Пусть
a ∈ Go

(
H(kiei)

)
. Тогда по лемме 4 имеем

H(g) � H(kiei) (13)

o(g) � o(kiei). (14)

Пусть ki = pri li, где (li, p) = 1. Тогда h(kiei) = ri, и из (13) следует, что
h(g) � ri. Более того, так как (li, p) = 1, то g делится на ki = pri li, т. е.
существует такой элемент c ∈ G, что

g = kic = pri lic. (15)

Пусть o(ei) = pmi . Так как kiei �= 0, то pmi � ki = pri li, т. е. mi > ri. Тогда
pmi−rikiei = pmi liei = 0, т. е. o(kiei) � pmi−ri . Поэтому из (14) следует, что
o(g) � pmi−ri . Согласно (15) имеем 0 = pmi−rig = pmi−ri(pri lic) = pmi lic. Так
как (li, p) = 1, то pmic = 0. Следовательно, o(c) � pmi = o(ei). Поэтому можно
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определить умножение × на группе G, задав произведения базисных элементов
следующим образом:

es × et =

{
c, если s = t = i,

0, если s �= i или t �= i.

Тогда

b × ei =
∑
j∈J

kjej × ei =
∑
j∈J

kj(ej × ei) = ki(ei × ei) = kic = g

в силу (15). Следовательно, g ∈ 〈b〉× ⊆ 〈b〉AI. Поэтому Go
(
H(kiei)

) ⊆ 〈b〉AI для
каждого i ∈ J . Следовательно,

Go
(
H(b)

)
=

∑
i∈J

Go
(
H(kiei)

) ⊆ 〈b〉AI.

С другой стороны, так как Go
(
H(b)

)
—абсолютный идеал группы G и b ∈

∈ Go
(
H(b)

)
, то 〈b〉AI ⊆ Go

(
H(b)

)
. Таким образом, 〈b〉AI = Go

(
H(b)

)
.

Лемма 6. Пусть G— p-группа, g /∈ G1 и l
(
H(g)

)
= n. Пусть m ∈ Z,

m > h(pn−1g). Тогда существует элемент b =
∑
i∈J

kiei (J —некоторое конеч-

ное подмножество множества I) базисной подгруппы B, такой что

1) pm | g − b;
2) H(b) = H̄(g);
3) pm � ki, pnkiei = 0 для всех i ∈ J .

Доказательство. Пусть H(g) = (σ0 . . . σn−1 σn . . .), где σ0, . . . , σn−1 ∈ Z,
σn � ω.

1. Так как группа G/B делима, то существует такой элемент b ∈ B, что

pm | g − b. (16)

При этом если b =
∑
i∈J

kiei, где J —некоторое конечное подмножество множе-

ства I, то элемент b можно выбрать таким образом, чтобы

pm � ki для каждого i ∈ J. (17)

2. Пусть s < n. Тогда σs − s � σs � σn−1 = h(pn−1g) < m по условию.
Следовательно, m + s > σs. Из (16) следует, что pm+s | psg − psb, т. е.
h(psg − psb) � m + s. Следовательно, h(psg − psb) > σs = h(psg). Так как
psb = psg − (psg − psb), то

h(psb) = σs для каждого s � n. (18)

Из (16) следует, что pm+n | png − ∑
i∈J

pnkiei. Следовательно, pm+n | ∑
i∈J

pnkiei,

так как h∗(png) = σn � ω. Так как система {ei | i ∈ J} p-независима, то либо
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pnkiei = 0, либо pm+n | pnki для каждого i ∈ J . Если pm+n | pnki для некоторого
i ∈ J , то pm | ki, что противоречит выбору элемента b. Следовательно,

pnkiei = 0 для всех i ∈ J. (19)

Поэтому pnb =
∑
i∈J

pnkiei = 0, откуда получаем, что h∗(psb) = ∞ для всех s � n.

Тогда из (18) следует, что H(b) = (σ0 . . . σn−1 ∞ . . .) = H̄(g).
3. Утверждение 3) сразу получаются из (17) и (19).

Лемма 7. Пусть G— p-группа, g ∈ G. Тогда 〈g〉AI = 〈g〉 + Go
(
H̄(g)

)
.

Доказательство. Если g ∈ G1, то l
(
H̄(g)

)
= 0, поэтому Go

(
H̄(g)

)
= 0.

С другой стороны, так как G—периодическая группа, то для всех a ∈ G имеем
g×a = a×g = 0 в любом кольце (G,×) на группе G. Следовательно, 〈g〉—абсо-
лютный идеал группы G и, очевидно, наименьший идеал из всех её абсолютных
идеалов, содержащих g. Поэтому 〈g〉AI = 〈g〉 = 〈g〉 + Go

(
H̄(g)

)
.

Пусть теперь g /∈ G1. Докажем, что 〈g〉AI ⊆ 〈g〉 + Go
(
H̄(g)

)
. Для этого

докажем, что 〈g〉 + Go
(
H̄(g)

)
—абсолютный идеал группы G. Пусть (G,×)—

произвольное кольцо на группе G, a ∈ 〈g〉+ Go
(
H̄(g)

)
и x ∈ G. Тогда a = kg + c

для некоторого k ∈ Z и элемента c ∈ Go
(
H̄(g)

)
. Тогда

a × x = kg × x + c × x. (20)

Так как Go
(
H̄(g)

)
—абсолютный идеал группы G и c ∈ Go

(
H̄(g)

)
, то

c × x ∈ Go
(
H̄(g)

)
. (21)

Пусть pm > max{h(pn−1g), o(x)}. По лемме 6 существует элемент b, принад-
лежащий базисной подгруппе B, такой что H(b) = H̄(g) и pm | g − b. Тогда
b ∈ Go

(
H(b)

)
= Go

(
H̄(g)

)
и (g − b)× x = 0, откуда получаем, что g × x = b× x.

Так как Go
(
H̄(g)

)
—вполне характеристическая подгруппа группы G, то b×x ∈

∈ Go
(
H̄(g)

)
. Тогда g × x ∈ Go

(
H̄(g)

)
. Следовательно,

g × x ∈ Go
(
H̄(g)

)
. (22)

Из (20)—(22) следует, что a × x ∈ Go
(
H̄(g)

) ⊆ 〈g〉 + Go
(
H̄(g)

)
. Аналогично

a × x ∈ 〈g〉 + Go
(
H̄(g)

)
. Поэтому 〈g〉 + Go

(
H̄(g)

)
—идеал кольца (G,×). Так

как кольцо (G,×) произвольно, имеем, что 〈g〉+Go
(
H̄(g)

)
—абсолютный идеал

группы G. Следовательно,

〈g〉AI ⊆ 〈g〉 + Go
(
H̄(g)

)
. (23)

Докажем, что 〈g〉+Go
(
H̄(g)

) ⊆ 〈g〉AI. Достаточно доказать, что Go
(
H̄(g)

) ⊆
⊆ 〈g〉AI. Определим умножение × на группе G, задав произведения базисных
элементов следующим образом:

ei × ej =

{
ei, если i = j,

0, если i �= j.
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Пусть m > h(pn−1g). По лемме 6 существует элемент b =
∑
i∈J

kiei ∈ B, такой
что H(b) = H̄(g) и

pm | g − b, (24)

pm � ki для всех i ∈ J. (25)

Докажем, что kiei ∈ 〈g〉AI для всех i ∈ J . Пусть i ∈ J , o(ei) = pmi . Так как
группа G/B делима, то существует элемент b′ =

∑
j∈J′

k′
jej , такой что

pm+mi | g − b − b′. (26)

Из (24) и (26) следует, что pm | b′. Тогда

pm | k′
j для всех j ∈ J ′. (27)

Из (26) следует, что (g − b − b′) × ei = 0, откуда получаем, что

(b + b′) × ei = g × ei ∈ 〈g〉× ⊆ 〈g〉AI.

Имеем
b × ei =

∑
j∈J

kj(ej × ei) = kiei.

Возможны два случая
1. i /∈ J ′. Тогда

b′ × ei =
∑
j∈J′

k′
j(ej × ei) = 0,

откуда получаем, что (b + b′) × ei = kiei. Следовательно, kiei ∈ 〈g〉AI.
2. i ∈ J ′. Тогда

b′ × ei =
∑
j∈J′

k′
j(ej × ei) = k′

iei,

откуда получаем, что (b + b′) × ei = kiei + k′
iei = (ki + k′

i)ei. Следовательно,
(ki + k′

i)ei ∈ 〈g〉AI. Пусть ki = pri li, k′
i = pr′

i l′i, (li, p) = (l′i, p) = 1. Тогда из (25)
и (27) следует, что ri < m � r′i. Значит,

(ki + k′
i)ei = (pri li + pr′

i l′i)ei = pri(li + pr′
i−ri l′i)ei.

Так как (li + pr′
i−ri l′i, p) = (li, p) = 1, то из (ki + k′

i)ei ∈ 〈g〉× следует, что
priei ∈ 〈g〉×. Поэтому kiei = pri liei ∈ 〈g〉×.

Таким образом, kiei ∈ 〈g〉AI для всех i ∈ J . Следовательно,

b =
∑
i∈J

kiei ∈ 〈g〉AI,

откуда получаем, что 〈b〉AI ⊆ 〈g〉AI. По лемме 4 имеем

〈b〉AI = Go
(
H(b)

)
= Go

(
H̄(g)

)
.

Следовательно,
〈g〉 + Go

(
H̄(g)

) ⊆ 〈g〉AI. (28)

Из (23) и (28) следует, что 〈g〉AI = 〈g〉 + Go
(
H̄(g)

)
.
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Следствие 8. Подгруппа A p-группы G является абсолютным идеалом груп-
пы G тогда и только тогда, когда Go

(
H̄(a)

) ⊆ A для каждого элемента a ∈ A.

Доказательство. Пусть A—абсолютный идеал группы G и a—произволь-
ный элемент из A. Тогда 〈a〉AI ⊆ A. По лемме 7 имеем, что 〈a〉AI = 〈a〉 +
+ Go

(
H̄(a)

)
. Следовательно, Go

(
H̄(a)

) ⊆ A.
Пусть теперь Go

(
H̄(a)

) ⊆ A для каждого элемента a ∈ A. Тогда по лемме 7
имеем, что 〈a〉AI = 〈a〉 + Go

(
H̄(a)

) ⊆ A. Следовательно,
∑

a∈A

〈a〉AI ⊆ A. Так как

обратное включение очевидно, то A =
∑

a∈A

〈a〉AI. Из предложения 1 следует, что
A—абсолютный идеал группы G.

Лемма 9. Пусть A—абсолютный идеал p-группы G. Для каждого нату-
рального числа n ∈ N0 обозначим σn = min

a∈A
{h∗(pna)}. Пусть σm ∈ Z. Тогда

существует элемент a ∈ A, такой что h(pna) = σn для каждого n � m.

Доказательство. Индукцией по s докажем, что

для каждого s = 0, . . . ,m найдётся a ∈ A,

такой что h(pna) = σn для любого n ∈ [m − s,m]. (∗)
При s = 0 утверждение (∗) означает, что найдётся элемент a ∈ A, такой что

h(pma) = σm. Это следует из определения σm.
Допустим, что существует элемент a1 ∈ A, такой что h(pna1) = σn для

всех n ∈ [m − s,m]. Если h(pm−s−1a1) = σm−s−1, то a1 —искомый элемент.
Если h(pm−s−1a1) �= σm−s−1, то h(pm−s−1a1) > σm−s−1 в силу минималь-
ности σm−s−1. По определению σm−s−1 существует элемент a2 ∈ A, такой
что h(pm−s−1a2) = σm−s−1 ∈ Z. По лемме 6 существует элемент b ∈ B, та-
кой что H(b) = H̄(a2). Тогда h(pm−s−1b) = h(pm−s−1a2) = σm−s−1. Пусть
b =

∑
i∈J

bi (bi ∈ 〈ei〉). Тогда h(pm−s−1bi0) = h(pm−s−1b) = σm−s−1 для некоторо-

го i0 ∈ J . Так как H(bi0) � H(b) и o(bi0) � o(b) = pl(H(b)), то bi0 ∈ Go
(
H(b)

)
=

= Go(H̄(a2) ⊆ 〈a2〉AI по лемме 7. Так как A—абсолютный идеал группы G и
a2 ∈ A, то bi0 ∈ A. Если pm−sbi0 �= 0, то

h(pm−sbi0) = h(pm−s−1bi0) + 1 =

= σm−s−1 + 1 < h(pm−s−1a1) + 1 � h(pm−sa1) = σm−s,

что противоречит минимальности σm−s. Следовательно, pm−sbi0 = 0. Рассмот-
рим a = a1 + bi0 . Тогда h(pna) = h(pna1) = σi для всех n ∈ [m− s,m]. С другой
стороны, так как h(pm−s−1bi0) = σm−s−1 < h(pm−s−1a1), то h(pm−s−1a) =
= h(pm−s−1a1) = σn. Утверждение (∗) доказано. Из него следует утверждение
леммы.

Теорема 10. Подгруппа A p-группы G является абсолютным идеалом груп-
пы G тогда и только тогда, когда найдётся строго возрастающая последователь-
ность u, такая что Go(ū) ⊆ A ⊆ G(u).
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Доказательство. Пусть Go(ū) ⊆ A ⊆ G(u). Пусть a ∈ A. Тогда H(a) � u,
откуда получаем, что H̄(a) � ū, и поэтому из (2) следует, что Go

(
H̄(a)

) ⊆
⊆ Go(ū) ⊆ A. По следствию 8 подгруппа A является абсолютным идеалом
группы G.

Пусть теперь A—абсолютный идеал группы G. Так как множество порядко-
вых чисел является вполне упорядоченным, то для каждого n ∈ N0 существует
σn = min

a∈A
{h∗(pna)}. Пусть u = (σ0 σ1 . . .). Тогда, очевидно, H(a) � u для

любого элемента a ∈ A. Следовательно, A ⊆ G(u).
Докажем, что Go(ū) ⊆ A. Пусть 0 �= g ∈ Go(ū) и o(g) = pm+1. Тогда pl(ū) �

� o(g) > pm, откуда получаем, что pl(ū) > m, т. е. σm ∈ Z. По лемме 9
существует элемент a ∈ A, такой что h(pna) = σn ∈ Z для каждого n � m.
Поэтому H̄(a) � (σ0 . . . σm ∞ . . .). Следовательно,

pl(H̄(a)) � pm+1 = o(g). (29)

С другой стороны, так как g ∈ Go(ū) ⊆ G(u), то h(png) � σn для всех
n � m. Так как o(g) = pm+1, то h(png) = ∞ для всех n > m. Следователь-
но, H(g) � (σ0 . . . σm ∞ . . .), откуда получаем, что

H(g) � H̄(a). (30)

Из (29) и (30) следует, что g ∈ Go
(
H̄(a)

) ⊆ 〈a〉AI по лемме 7. Так как A—
абсолютный идеал группы G и a ∈ A, то 〈a〉AI ⊆ A. Следовательно, g ∈ A. Так
как элемента g произвольный, имеем, что Go(ū) ⊆ A.

Следствие 11. Пусть A—абсолютный идеал p-группы G. Если pnA � A1 для
всех n ∈ N, то существует строго возрастающая последовательность u, такая
что A = G(u).

Доказательство. По теореме 10 существует такая последовательность u =
= (σ0 . . . σn . . .), что Go(ū) ⊆ A ⊆ G(u). Если σn � ω для некоторого n ∈ N0,
то pnG(ū) ⊆ G1, откуда получаем, что pnA ⊆ G1, что противоречит условию.
Поэтому σn ∈ Z для всех n ∈ N0. Тогда Go(ū) = G(u), и значит, A = G(u).

Предложение 12. Пусть G— p-примарная RAI-группа, A—абсолютный иде-
ал группы G. Тогда фактор-группа G/A также является RAI-группой.

Доказательство. Так как G—RAI-группа, то на ней существует кольцо
(G,×0), в котором любой идеал абсолютный. Так как подгруппа A—абсолют-
ный идеал группы G, то A является идеалом кольца (G,×0). Поэтому опреде-
лено фактор-кольцо (G/A,×0) кольца (G,×0). Покажем, что любой идеал этого
кольца является абсолютным.

Пусть C̄ —произвольный идеал кольца (G/A,×0), и пусть C —прообраз под-
группы C̄ при естественном эпиморфизме π : G → G/A. Тогда C —идеал кольца
(G,×0). Действительно, пусть c и g—произвольные элементы из C и G соот-
ветственно. Так как C̄ —идеал кольца (G/A,×0), то (c + A) ×0 (g + A) ∈ C̄.
Тогда (c ×0 g) + A ∈ C̄, т. е. c ×0 g ∈ C. Аналогично g ×0 c ∈ C. Следовательно,
C —идеал кольца (G,×0), и поэтому C —абсолютный идеал группы G.
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Пусть (G/A, ×̄)—произвольное кольцо на группе G/A. Выберем произволь-
ную систему элементов {aij | i, j ∈ I}, такую что aij (i, j ∈ I) — некоторый
представитель класса (ei + A) ×̄ (ej + A). Определим умножение × на груп-
пе G, положив ei × ej = aij для всех i, j ∈ I. Так как A—абсолютный идеал
группы G, то A—идеал кольца (G,×), и поэтому определено фактор-кольцо
(G/A,×). Нетрудно убедиться, что умножение на группе G/A полностью опре-
деляется произведениями смежных классов, содержащих базисные элементы.
Поэтому фактор-кольцо (G/A,×) совпадает с кольцом (G/A, ×̄). Так как по
доказанному C —абсолютный идеал группы G, то C —идеал кольца (G,×).
Следовательно, C̄ —идеал кольца (G/A,×) = (G/A, ×̄). Так как умножение
×̄ на G/A произвольно, идеал C̄ является абсолютным идеалом группы G/A.
Значит, в кольце (G/A,×0) любой идеал является абсолютным, и значит, G/A
является RAI-группой.

Предложение 13. Прямая сумма конечных циклических групп является
RAI-группой.

Доказательство. По предложению 3 утверждение достаточно доказать для
прямой суммы циклических p-групп. Пусть G =

⊕
i∈I

〈ei〉 и o(ei) = pmi для каж-

дого i ∈ I. Определим умножение × на группе G, задав произведения базисных
элементов следующим образом:

ei × ej =




0, если i = j,

ej , если i �= j и mi � mj ,

pmi−mj ei, если mi < mj .

Пусть g = k1ei1 + . . . + knein
. Докажем индукцией по n, что идеал 〈g〉×—

абсолютный идеал группы G.
Пусть n = 1. Тогда g = k1ei1 . Имеем

G[pmi1 ] =
(⊕

i∈I

〈ei〉
)

[pmi1 ] =

= 〈ei1〉 ⊕
( ⊕

mi�mi1 , i �=i1

〈ei〉
)
⊕

( ⊕
mi>mi1

〈pmi−mi1 ei〉
)

=

= 〈ei1〉 ⊕
(⊕

i∈I

ei1 × ei

)
⊆ 〈ei1〉×.

Следовательно, k1G[pmi1 ] ⊆ 〈k1ei1〉× = 〈g〉×. С другой стороны, так как под-
группа k1G[pmi1 ] является идеалом кольца (G,×) и g = k1ei1 ∈ k1G[pmi1 ], то
〈g〉× ⊆ k1G[pmi1 ]. Следовательно, 〈g〉× = k1G[pmi1 ] и поэтому 〈g〉× является
абсолютным идеалом группы G.

Пусть теперь утверждение выполняется для всех натуральных чисел, не пре-
восходящих n, и пусть g = k1ei1 + . . . + knein

+ kn+1ein+1 . Не теряя общности,
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можно считать, что pmin+1 = max
1�s�n+1

{pmis }. Тогда

ein+1 × g =
n+1∑
s=1

ein+1 × kseis
=

n+1∑
s=1

ks(ein+1 × eis
) =

n∑
s=1

kseis
.

Следовательно,
n∑

s=1

kseis
∈ 〈g〉×

и

kn+1ein+1 = g −
n∑

s=1

kseis
∈ 〈g〉×.

Тогда 〈 n∑
s=1

kseis

〉
×

+ 〈kn+1ein+1〉× ⊆ 〈g〉×.

Так как обратное включение очевидно, то

〈g〉× =
〈 n∑

s=1

kseis

〉
×

+ 〈kn+1ein+1〉×.

По предположению индукции
〈 n∑

s=1
kseis

〉
×
и 〈kn+1ein+1〉×—абсолютные иде-

алы группы G. Следовательно, 〈g〉×—абсолютный идеал группы G. Так как
элемент g произвольный, группа G является RAI-группой по предложению 2.

Рассмотрим те p-группы G, базисные подгруппы B которых являются огра-
ниченными группами. Тогда, так как подгруппа B сервантна в группе G, под-
группа B выделяется в ней прямым слагаемым G = B ⊕ D [2, теорема 27.5],
где D—делимая часть группы G. Заметим, что в группе с ограниченной базис-
ной подгруппой индикатор любого элемента g содержит только целые числа и
символы ∞, откуда получаем, что H(g) = H̄(g) для каждого g ∈ G.

Из [3] известно, что

〈G × G〉 = 〈B × B〉 = 〈ei × ej | i, j ∈ I〉. (31)

Лемма 14. Пусть G— p-группа, pm —максимальный порядок элементов в B
и D �= 0. Пусть (G,×)—кольцо на группе G, в котором любой идеал является
абсолютным. Тогда 〈G × G〉 = G[pm].

Доказательство. Так как из (31) следует, что 〈G × G〉 = 〈B × B〉, и по
условию pmb = 0 для любого элемента b ∈ B, то

〈G × G〉 ⊆ G[pm]. (32)

Существует базисный элемент ei группы G, такой что o(ei) = pm. По лемме 5
имеем

〈ei〉AI = G[pm]. (33)
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Так как по условию делимая часть D группы G ненулевая, то существует эле-
мент d ∈ D, такой что o(d) = p2m. Тогда

Go
(
H(ei)

)
= Go

(
H(ei + d)

)
= Go

(
H̄(ei + d)

) ⊆ 〈ei + d〉AI

согласно лемме 5. Так как ei ∈ Go
(
H(ei)

)
, то

ei ∈ 〈ei + d〉AI. (34)

Рассмотрим подгруппу A = 〈ei +d,G×G〉. Легко убедиться, что подгруппа A—
идеал кольца (G,×). Следовательно, подгруппа A является абсолютным идеалом
группы G. Поэтому 〈ei + d〉AI ⊆ A, так как ei + d ∈ A. Из (34) получаем, что
ei ∈ A = 〈ei+d,G×G〉. Значит, существуют целое число k и элемент a ∈ 〈G×G〉,
такие что

ei = k(ei + d) + a. (35)

Тогда kd = (1−k)ei −a. Так как o(ei) = pm и o(a) � pm (см. (32)), то pmkd = 0.
Так как o(d) = p2m в силу выбора элемента d, то p2m | pmk. Следовательно,
pm | k, и поэтому kei = 0. Тогда из (35) следует, что ei = kd + a. Поэтому
ei − kd = a ∈ 〈G×G〉. Более того, легко убедиться, что 〈G×G〉—идеал кольца
(G,×), поэтому 〈G×G〉 является абсолютным идеалом группы G. Следователь-
но, 〈ei − kd〉AI ⊆ 〈G × G〉, и поэтому

Go
(
H(ei − kd)

)
= Go

(
H̄(ei − kd)

) ⊆ 〈G × G〉
по лемме 7. Так как d ∈ D, то H(ei − kd) = H(ei), и поэтому Go

(
H(ei − kd)

)
=

= Go
(
H(ei)

)  ei. Следовательно, ei ∈ 〈G × G〉. Тогда 〈ei〉AI ⊆ 〈G × G〉. Из (33)
следует, что

G[pm] = 〈ei〉AI ⊆ 〈G × G〉. (36)

Таким образом, из (32) и (36) выводим, что G[pm] = 〈G × G〉.
Лемма 15. Пусть G— p-группа с ненулевой делимой частью D, pm —мак-

симальный порядок элементов в B и Bm =
⊕

o(ei)=pm

〈ei〉. Пусть на группе

A = Bm ⊕ D существует кольцо (A,×A), в котором
1) любой идеал является абсолютным идеалом группы A;
2) ei ×A ej либо равно et (зависящему от i и j), либо принадлежит D для

любых базисных элементов ei, ej ∈ Bm;
3) для каждого ei ∈ Bm существует ej ∈ Bm, такой что ej ×A ei ∈ D.

Тогда группа G является RAI-группой.

Доказательство. Для каждого i ∈ I обозначим o(ei) = pmi . Продолжим
умножение ×A на всю группу G, положив

ei × ej =




ei ×A ej , если mi = mj = m,

0, если i = j, mi = mj < m,

ej , если i �= j, mi = mj < m,

ej , если mi > mj ,

pmj−miej , если mi < mj .
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Сначала докажем, что 〈ei〉×—абсолютный идеал группы G для каждого
ei ∈ Bm. По лемме 5 имеем

〈ei〉AI = G[pm] = D[pm]⊕B = D[pm]⊕Bm⊕
( ⊕

mj<m

〈ej〉
)

= A[pm]⊕
( ⊕

mj<m

〈ej〉
)

.

Так как любой идеал кольца (A,×A) является абсолютным и ei ∈ Bm ⊆ A, то по
предложению 2 подгруппа 〈ei〉×A

совпадает с абсолютным идеалом группы A,
порождённым элементом ei, который равен A[pm] по лемме 5, т. е.

A[pm] = 〈ei〉×A
⊆ 〈ei〉×, (37)

так как ×—продолжение умножения ×A. Для каждого базисного элемента ej ,
такого что o(ej) = pmj < pm = o(ei), имеем, что ej = ei × ej ∈ 〈ei〉×. Поэтому⊕

mj<m

〈ej〉 ⊆ 〈ei〉×. (38)

Следовательно, по (37) и (38) имеем, что

G[pm] = A[pm] ⊕
( ⊕

mj<m

〈ei〉
)

⊆ 〈ei〉×.

С другой стороны, G[pm]—абсолютный идеал группы G, содержащий ei, поэто-
му 〈ei〉× ⊆ G[pm]. Тогда

〈ei〉× = G[pm], если o(ei) = pm. (39)

Пусть теперь o(ei) = pmi < pm. По лемме 5

〈ei〉AI = G[pmi ] = B[pmi ] ⊕ D[pmi ].

Имеем

B[pmi ] = 〈ei〉 ⊕
( ⊕

mj�mi, j �=i

〈ej〉
)
⊕

( ⊕
mj>mi

〈pmj−miej〉
)

=

= 〈ei〉 ⊕
( ⊕

mj�mi, j �=i

〈ei × ej〉
)
⊕

( ⊕
mj>mi

〈ei × ej〉
)

.

Следовательно,
B[pmi ] ⊆ 〈ei〉×. (40)

Докажем, что D[pmi ] ⊆ 〈ei〉×. Пусть ei0 — такой базисный элемент, что
o(ei0) = pm. Тогда pm−miei0 ∈ B[pmi ] ⊆ 〈ei〉× по (40), откуда получа-
ем, что 〈pm−miei0〉× ⊆ 〈ei〉×. Так как o(ei0) = pm, то из (39) следует, что
pm−mi(G[pm]) = 〈pm−miei0〉×, и поэтому

pm−mi(G[pm]) ⊆ 〈ei〉×. (41)

Пусть d ∈ D[pmi ]. Так как D—делимая группа, то существует элемент d1 ∈ D,
такой что d = pm−mid1. Тогда pmid = pmd1 = 0, откуда получаем, что
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d1 ∈ G[pm]. Следовательно, d ∈ pm−mi(G[pm]). Так как элемент d произвольный,
D[pmi ] ⊆ pm−mi(G[pm]). Из этого и (41) следует, что

D[pmi ] ⊆ 〈ei〉×. (42)

Из (40) и (42) получаем, что G[pmi ] = B[pmi ] ⊕ D[pmi ] ⊆ 〈ei〉×. Обратное
включение вытекает из того, что подгруппа G[pmi ]—идеал кольца (G,×) и
ei ∈ G[pmi ]. Следовательно, 〈ei〉× = G[pmi ]. Таким образом, 〈ei〉×—абсолютный
идеал группы G для любого i ∈ I.

Пусть i ∈ I, ki ∈ Z. Имеем 〈kiei〉× = ki〈ei〉×, поэтому по доказанному
〈kiei〉—абсолютный идеал группы G. Следовательно, 〈kiei〉× ⊇ 〈kiei〉AI =
= Go

(
H(kiei)

)
по лемме 5. Так как обратное включение очевидно, то

〈kiei〉× = Go
(
H(kiei)

)
(43)

для каждого i ∈ I и ki ∈ Z.
Пусть g—произвольный элемент группы G. Тогда g = k1ei1 + . . . + knein

+ d
для некоторых i1, . . . , in ∈ I, k1, . . . , kn ∈ Z, d ∈ D. Докажем индукцией по n,
что kseis

∈ 〈g〉× для каждого s = 1, . . . , n.
Пусть n = 1. Тогда g = k1ei1 + d (k1 ∈ Z, d ∈ D). Если o(ei1) = pm,

то g ∈ A = Bm ⊕ D. Тогда 〈g〉×A
—абсолютный идеал группы A и поэтому

содержит абсолютный идеал группы A, порождённый элементом g, который
равен 〈g〉 + Ao

(
H̄(g)

)
по лемме 7. Следовательно,

Ao
(
H(g)

)
= Ao

(
H̄(g)

) ⊆ 〈g〉×A
⊆ 〈g〉×,

так как ×—продолжение умножения ×A на группе G. Так как d ∈ D, то
H(g) = H(g − d) = H(k1ei1), где индикаторы рассматриваются в группе A.
Поэтому k1ei1 ∈ Ao

(
H(k1ei1)

)
= Ao

(
H(g)

)
. Следовательно, ki1ei1 ∈ 〈g〉×. Если

o(ei1) < pm, то возьмём такой базисный элемент ei группы G, что o(ei) = pm.
Тогда

ei × g = ei × (k1ei1 + d) = k1(ei × ei1) = k1ei1 .

Следовательно, k1ei1 ∈ 〈g〉×.
Допустим, что утверждение верно для каждого натурального числа, мень-

шего n, и пусть g = k1ei1 + . . . + knein
+ d (k1, . . . , kn ∈ Z, d ∈ D) и o(ei1) �

� o(ei2) � . . . � o(ein
). Для элементов eis

(s = 1, . . . , n) возможны три случая.
1. o(eis

) < pm для всех s = 1, . . . , n. Тогда

〈g〉×  g × ein
=

n∑
s=1

ks(eis
× ein

) + (d × ein
) =

n−1∑
s=1

kseis
.

По предположению индукции kseis
∈ 〈g × ein

〉× ⊆ 〈g〉× для каждого s =
= 1, . . . , n − 1. Кроме того,

knein
+ d = g −

n−1∑
s=1

kseis
∈ 〈g〉×.

По предположению индукции knein
∈ 〈knein

+ d〉× ⊆ 〈g〉×.
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2. o(eis
) = pm для всех s = 1, . . . , n, т. е. g ∈ A. Тогда по условию 〈g〉×A

является абсолютным идеалом группы A и поэтому содержит абсолютный иде-
ал группы A, порождённый элементом g. По лемме 7 этот идеал равен 〈g〉 +
+ Ao

(
H̄(g)

)
. Следовательно,

Ao
(
H(g)

)
= Ao

(
H̄(g)

) ⊆ 〈g〉×A
. (44)

Так как d ∈ D, то H(g) = H(g − d) = H(k1ei1 + . . . + knein
). Отсюда следует,

что

Ao
(
H(g)

)
= Ao

(
H(k1ei1 + . . . + knein

)
)

=
n∑

s=1

Ao
(
H(kseis

)
)

по лемме 4. Следовательно, в силу (44)

kseis
∈ Ao

(
H(kseis

)
) ⊆ Ao

(
H(g)

) ⊆ 〈g〉×A
⊆ 〈g〉×

для каждого s = 1, . . . , n.
3. o(ei1) � . . . � o(eir

) < pm = o(eir+1) = . . . = o(ein
) для некоторого

числа r, 1 � r < n. По условию существует базисный элемент ej ∈ Bm, такой
что ej ×ein

= d ∈ D. Если s � r, то ej ×eis
= eis

. Если r < s < n, то по условию
элемент ej × eis

= ais
является базисным элементом в Bm или принадлежит

делимой части D. Тогда

g2 = ej × g =
r∑

s=1

kseis
+

n−1∑
s=r+1

ksais
+ d ∈ 〈g〉×. (45)

Ясно, что в разложении (45) количество слагаемых, принадлежащих груп-
пе B, не превосходит n − 1. По предположению индукции каждое из этих
слагаемых принадлежит 〈g2〉× и поэтому принадлежит 〈g〉×. В частности,
k1ei1 , . . . , kreir

∈ 〈g〉×. Следовательно,

kr+1eir+1 + . . . + knein
+ d = g −

r∑
s=1

kseis
∈ 〈g〉×.

По предположению индукции

kr+1eir+1 , . . . , knein
∈ 〈kr+1eir+1 + . . . + knein

+ d〉× ⊆ 〈g〉×.

Таким образом, если g =
n∑

s=1
kseis

+ d, то kseis
∈ 〈g〉× для каждого s =

= 1, . . . , n. Следовательно, по (43) имеем
n∑

s=1

Go
(
H(kseis

)
)

=
n∑

s=1

〈kseis
〉× ⊆ 〈g〉×.

По лемме 4 имеем
n∑

s=1

Go
(
H(kseis

)
)

= Go

(
H

( n∑
s=1

kseis

))
=

= Go
(
H(g − d)

)
= Go

(
H(g)

)
= Go

(
H̄(g)

)
,
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так как d ∈ D. Следовательно, Go
(
H̄(g)

) ⊆ 〈g〉×. По лемме 7 имеем, что 〈g〉AI =
= 〈g〉+Go

(
H̄(g)

)
. Поэтому 〈g〉AI ⊆ 〈g〉×. Так как обратное включение очевидно,

то 〈g〉× = 〈g〉AI для каждого g ∈ G. Следовательно, группа G является RAI-груп-
пой по предложению 2.

Теорема 16. Пусть G— p-группа, D—делимая часть группы G. Пусть pm —
максимальный порядок элементов в B и Bm =

⊕
o(ei)=pm

〈ei〉. Тогда следующие
утверждения равносильны:

1) G—RAI-группа;
2) r(D) � r(Bm)(r(Bm) − 1).

Доказательство. Пусть G—RAI-группа и r(Bm) = n. Так как G[pm−1]—
абсолютный идеал группы G, то по лемме 12 фактор-группа Ḡ = G/G[pm−1]
является AI-группой. Тогда существует кольцо (Ḡ,×) на группе Ḡ, в котором
любой идеал является абсолютным. Так как G = B ⊕ D, то Ḡ ∼= B̄ ⊕ D̄, где
B̄ ∼= B/B[pm−1] и D̄ ∼= D/D[pm−1]. Легко убедиться, что B̄—прямая сумма
циклических групп порядка p, r(B̄) = r(Bm) = n и r(D̄) = r(D). Поэтому

r(Ḡ[p]) = r(Ḡ) = n + r(D). (46)

По лемме 14 имеем, что Ḡ[p] = 〈Ḡ × Ḡ〉 = 〈B̄ × B̄〉. Следовательно,
r(Ḡ[p]) �

(
r(B̄)

)2 = n2. (47)

Из (46) и (47) вытекает, что n + r(D) � n2. Поэтому

r(D) � n(n − 1) = r(Bm)(r(Bm) − 1).

Пусть теперь
r(D) � r(Bm)(r(Bm) − 1) = n(n − 1).

Если n = 1, то r(D) = 0. Тогда группа G—прямая сумма циклических p-групп,
и по лемме 13 группа G является RAI-группой.

Пусть n � 2. Так как D—делимая p-группа, то D ∼= ⊕
J

Z(p∞) для неко-

торого множества индексов J [2, теорема 23.1]. Поэтому D[pm] =
⊕
j∈J

〈dj〉 для
некоторых элементов dj ∈ D, o(dj) = pm (j ∈ J). По условию |J | = r(D) �
� n(n−1). Пусть Bm = 〈ei1〉⊕ . . .⊕〈ein

〉. Тогда мощность множества {(eis
, eit

) |
s, t = 1, . . . , n, s �= t} равна n(n − 1). Поэтому существует сюръективное отоб-
ражение

f : {(eis
, eit

) | s, t = 1, . . . , n, s �= t} → {dj | j ∈ J}.
Рассмотрим подстановку n-й степени, представленную в виде цикла τ =

= (i1 i2 . . . in). Определим умножение ×A на группе A = Bm ⊕ D, задав
произведения базисных элементов следующим образом:

eis
×A eit

=

{
eτ(it), если s = t,

f(eis
, eit

), если s �= t.
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Сначала докажем, что 〈eis
〉×A

= A[pm]—абсолютный идеал группы A для каж-
дого s = 1, . . . , n. Не теряя общности, можно считать, что s = 1. Имеем

A[pm] = Bm ⊕ D[pm] =
( n⊕

s=1

〈eis
〉
)
⊕

( ⊕
j∈J

〈dj〉
)

. (48)

Так как eis
= eis−1 ×A

(
. . . ×A

(
ei2 ×A (ei1 ×A ei1)

)
. . .

)
для любых s = 1, . . . , n,

то
eis

∈ 〈ei1〉×A
для любых s = 1, . . . , n. (49)

Пусть j ∈ J . Так как отображение f сюръективно, то существуют s, t ∈
∈ 1, . . . , n, s �= t, такие что f(eis

, eit
) = dj . Следовательно, eis

×A eit
=

= f(eis
, eit

) = dj . Из (49) выводим, что eis
, eit

∈ 〈ei1〉×A
, поэтому dj ∈ 〈ei1〉×A

.
Таким образом,

dj ∈ 〈ei1〉×A
для каждого j ∈ J. (50)

Из (48)—(50) следует, что A[pm] ⊆ 〈ei1〉×A
. Обратно, так как A[pm]—идеал

кольца (A,×A) и ei ∈ A[pm], то 〈ei1〉×A
⊆ A[pm]. Следовательно, 〈ei1〉×A

=
= A[pm]—абсолютный идеал группы A. Таким образом, 〈eis

〉×A
—абсолютный

идеал группы A для каждого s = 1, . . . , n.
Пусть теперь k—произвольное целое число и s = 1, . . . , n. Тогда по дока-

занному 〈keis
〉×A

= k〈eis
〉×A

—абсолютный идеал группы A. Следовательно,
〈keis

〉AI ⊆ 〈keis
〉×A

. Так как обратное включение очевидно, то

〈keis
〉×A

= 〈keis
〉AI = Go

(
H(keis

)
)

(51)

по лемме 5.
Пусть g ∈ A, g = k1ei1 + . . . + knein

+ d для некоторых is ∈ I, ks ∈ Z
(s = 1, . . . , n) и некоторого элемента d ∈ D. Имеем

ei1 ×A

n∑
s=2

kseis
= d1 ∈ D.

Тогда

eτ(i1) × (ei1 × g) = eτ(i1) ×
(

ei1 ×
( n∑

s=1

kseis
+ d

))
=

= eτ(i1) ×
(
(k1ei1 × ei1) +

n∑
s=2

ks(ei1 × eis
)
)

= eτ(i1) × (k1eτ(i1) + d1) = k1eτ2(i1).

Следовательно, k1eτ2(i1) ∈ 〈g〉×A
. Поэтому по (51) имеем

Go
(
H(k1eτ2(i1))

)
= 〈k1eτ2(i1)〉×A

⊆ 〈g〉×A
.

Так как eτ2(i1) и ei1 —базисные элементы одного и того же порядка pm, то
H(k1eτ2(i1)) = H(k1ei1), и поэтому

Go
(
H(k1ei1)

)
= Go

(
H(k1eτ2(i1))

) ⊆ 〈g〉×A
.
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Аналогично Go
(
H(kseis

)
) ⊆ 〈g〉×A

для каждого s = 2, . . . , n. Следовательно,
так как d ∈ D, то

Go
(
H̄(g)

)
= Go

(
H(g)

)
= Go

(
H(g − d)

)
=

= Go

(
H

( l∑
s=1

kseis

))
=

n∑
s=1

Go
(
H(kseis

)
) ⊆ 〈g〉×A

.

По лемме 7 имеем 〈g〉AI = 〈g〉 + Go
(
H̄(g)

)
. Поэтому 〈g〉AI ⊆ 〈g〉×A

.
Так как обратное включение очевидно, то 〈g〉×A

= 〈g〉AI —абсолютный иде-
ал группы A. Следовательно, группа A = Bm ⊕ D является RAI-группой по
предложению 2. Таким образом, кольцо (A,×A) удовлетворяет условию 1) лем-
мы 15. Второе и третье условия вытекают непосредственно из построения умно-
жения ×A. Поэтому по лемме 15 группа G является RAI-группой.

Теорема 17. Пусть G— p-группа. Пусть pm —максимальный порядок эле-
ментов в B, Bm =

⊕
o(ei)=pm

〈ei〉 и r(Bm) � ℵ0. Тогда следующие утверждение
равносильны:

1) G—RAI-группа;
2) r(D) � r(Bm).

Доказательство. Пусть G—RAI-группа. Так как G[pm−1]—абсолютный
идеал группы G, то по лемме 12 фактор-группа Ḡ = G/G[pm−1] является
RAI-группой. Тогда существует кольцо (Ḡ,×) на группе Ḡ, в котором любой
идеал является абсолютным. Имеем, что Ḡ ∼= B̄ ⊕ D̄, где B̄ ∼= B/B[pm−1].
Нетрудно убедиться, что B̄—прямая сумма циклических групп порядка p и
r(B̄) = r(Bm), r(D̄) = r(D). Поэтому

r(Ḡ[p]) = r(Ḡ) = r(Bm) + r(D). (52)

По лемме 14 имеем Ḡ[p] = 〈Ḡ × Ḡ〉 = 〈B̄ × B̄〉. Следовательно,
r(Ḡ[p]) �

(
r(B̄)

)2 =
(
r(Bm)

)2 = r(Bm), (53)

так как r(Bm) � ℵ0. Из (52) и (53) следует, что r(D) � r(Bm).
Пусть теперь r(D) � r(Bm). Так как D—делимая p-группа, то D∼=⊕

J

Z(p∞).

Поэтому D[pm] =
⊕
j∈J

〈dj〉 для некоторых элементов dj ∈ D, o(dj) = pm (j ∈ J).

Пусть Im = {i ∈ I | o(ei) = pm}. Тогда Bm =
⊕

i∈Im

〈ei〉. Так как по условию
|J | = r(D) � r(Bm) = |Im| и Bm —бесконечная группа, то |J ∪ Im| = |Im| � ℵ0.
Пусть i0 —некоторый фиксированный индекс из Im. Тогда существует биектив-
ное отображение

f :
{
(et | t ∈ Im \ {i0}

} → {dj | j ∈ J} ∪ {(et | t ∈ Im}.
Определим умножение ×A на группе A = Bm⊕D, задав произведения базисных
элементов следующим образом:
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ei ×A et =




ei0 , если t = i0,

f(et), если i = i0, t �= i0,

0, если t = i �= i0,

et, если t �= i �= i0.

Сначала докажем, что 〈ei〉×A
= A[pm]—абсолютный идеал группы A для всех

i ∈ Im. Пусть i ∈ Im. Тогда ei ×A ei0 = ei0 , и поэтому 〈ei0〉×A
⊆ 〈ei〉×A

. Ясно,
что при умножении элемента ei0 справа на все базисные элементы et, t ∈ Im,
получаются все порождающие группы A[pm] в разложении

A[pm] = Bm ⊕ D[pm] =
( ⊕

t∈Im

〈et〉
)
⊕

(⊕
j∈J

〈dj〉
)

.

Следовательно, A[pm] ⊆ 〈ei0〉×A
⊆ 〈ei〉×A

. Обратно, так как A[pm]—идеал коль-
ца (A,×A) и ei ∈ A[pm], то 〈ei〉×A

⊆ A[pm]. Следовательно, 〈ei〉×A
= A[pm],

и значит, 〈ei〉×A
—абсолютный идеал группы A.

Пусть теперь k—произвольное целое число. Тогда 〈kei〉×A
= k〈ei〉×A

—аб-
солютный идеал группы A. Следовательно, 〈kei〉AI ⊆ 〈kei〉×A

. Так как обратное
включение очевидно, то

〈kei〉×A
= 〈kei〉AI = Ao

(
H(kei)

)
(54)

по лемме 5.
Пусть g ∈ A и g = k1ei1 + . . . + knein

+ d для некоторых is ∈ Im, ks ∈ Z
(s = 1, . . . , n) и d ∈ D. Докажем индукцией по n, что 〈g〉×A

—абсолютный идеал
группы A.

Пусть n = 1. Тогда g = k1ei1 + d, где k1 ∈ Z, d ∈ D. Так как

g × ei0 = k1(ei1 × ei0) + (d × ei1) = k1ei0 ,

то k1ei0 ∈ 〈g〉×A
, и поэтому

Go
(
H(k1ei0)

)
= 〈k1ei0〉×A

⊆ 〈g〉×A

по (54). Так как H(k1ei0) = H(k1ei1) = H(g − d) = H(g), то

Go
(
H̄(g)

)
= Go

(
H(g)

)
= Go

(
H(k1ei0)

) ⊆ 〈g〉×A
.

По лемме 7 имеем 〈g〉AI = 〈g〉+Go
(
H̄(g)

)
. Следовательно, 〈g〉AI ⊆ 〈g〉×A

. Так как
обратное включение очевидно, то 〈g〉×A

= 〈g〉AI —абсолютный идеал группы A.
Предположим, что утверждение верно для любого натурального числа, мень-

шего n, и пусть g = k1ei1 + . . . + knein
+ d, где is ∈ Im, ks ∈ Z, d ∈ D. Так

как n � 2, то существует s ∈ 1, . . . , n, такой что is �= i0. Не теряя общности,
можно считать, что s = n. Тогда ein

×A eit
= eit

для всех t = 1, . . . , n − 1 и
ein

×A ein
= 0. Следовательно,

ein
× g =

n∑
t=1

kt(ein
×A eit

) + (ein
×A d) =

n−1∑
t=1

kteit
.
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Тогда 〈 n−1∑
t=1

kteit

〉
×A

⊆ 〈g〉×A
.

Кроме того,

knein
+ d = g −

n−1∑
t=1

kteit
∈ 〈g〉×A

.

Поэтому 〈 n−1∑
t=1

kteit

〉
×A

+ 〈knein
+ d〉×A

⊆ 〈g〉×A
.

Так как

g =
n−1∑
t=1

kteit
+ knein

+ d,

то, очевидно,

〈g〉×A
⊆

〈 n−1∑
t=1

kteit

〉
×A

+ 〈knein
+ d〉×A

.

Следовательно,

〈g〉×A
=

〈 n−1∑
t=1

kteit

〉
×A

+ 〈knein
+ d〉×A

.

По предположению индукции
〈 n−1∑

t=1
kteit

〉
×A

и 〈knein
+ d〉×A

—абсолютные иде-

алы группы A. Следовательно, 〈g〉×A
—абсолютный идеал группы A.

Таким образом, кольцо (A,×A) удовлетворяет условию 1) леммы 15. Вто-
рое и третье условия вытекают непосредственно из построения умножения ×A.
Следовательно, по лемме 15 группа G является RAI-группой.

Рассмотрим теперь периодические RAI-группы с неограниченными базисны-
ми подгруппами.

Лемма 18. Пусть G— p-группа, B— её p-базисная подгруппа. Тогда G[pn] ∼=
∼= (G/B)[pn] ⊕ B[pn] для любого натурального числа n.

Доказательство. Докажем, что B[pn] выделяется прямым слагаемым
в группе G[pn]. Пусть 0 �= pkg ∈ B[pn]. Так как подгруппа B сервантна в G, то
существует элемент b1 ∈ B, такой что pkb1 = pkg. С другой стороны, так как
pkg �= 0, то k < n. Тогда pnb1 = pn−k(pkb1) = pn−k(pkg) = png = 0. Следова-
тельно, b1 ∈ G[pn], откуда получаем, что b1 ∈ B ∩ G[pn] = B[pn]. Следователь-
но, подгруппа B[pn] сервантна в группе G[pn]. Так как B[pn] ограниченная, то
по [3, теорема 27.5] B[pn] выделяется прямым слагаемым в G[n], т. е.

G[pn] ∼= B[pn] ⊕ G[pn]/B[pn]. (55)
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Рассмотрим отображение ϕ : G[pn] → (G/B)[pn], при котором ϕ(g) = g + B.
Легко убедиться, что ϕ— гомоморфизм и Ker ϕ = B[pn]. Докажем, что Im ϕ =
= (G/B)[pn]. Пусть g + B ∈ (G/B)[pn]. Тогда png ∈ B. Так как B сервант-
на в группе G, то существует элемент b ∈ B, такой что pnb = png. Тогда
pn(g − b) = 0. Пусть a = g − b. Тогда a ∈ G[pn] и ϕ(a) = a + B = g + B.
Следовательно, Im ϕ = (G/B)[pn]. Таким образом,

G[pn]/B[pn] ∼= (G/B)[pn]. (56)

Из (55) и (56) следует, что G[pn] ∼= (G/B)[pn] ⊕ B[pn].

Лемма 19. Пусть G— p-группа и её p-базисная подгруппа B =
⊕
i∈I

〈ei〉
неограниченная. Пусть B∗

n =
⊕

o(ei)�pn

〈ei〉. Тогда если группа G является

RAI-группой, то |G/B| � |B∗
n| для любого натурального числа n.

Доказательство. Пусть n ∈ N и o(ei) = pmi (i ∈ I). Так как группа B
неограниченная, то существует индекс i ∈ I, такой что mi � n. Так как G—
RAI-группа, то существует кольцо (G,×) на группе G, в котором любой идеал
является абсолютным. Рассмотрим подгруппу

A = 〈ei, G × G〉 = 〈ei, es × et | s, t ∈ I〉.
Легко убедиться, что A—идеал кольца (G,×). Следовательно, A является аб-
солютным идеалом группы G, и поэтому, 〈ei〉AI ⊆ A. Так как 〈ei〉AI = G[pmi ] по
лемме 5, то

r(A/G[pmi−1]) � r(G[pmi ]/G[pmi−1]). (57)

Пусть Ii = {t ∈ I | o(et) � pmi}. Тогда
A/G[pmi−1] = 〈ei + G[pmi−1], es × et + G[pmi−1] | s, t ∈ Ii〉.

Поэтому r(A/G[pmi−1]) � 1 + |Ii|2. Так как группа B неограниченная, то мно-
жество Ii бесконечно. Поэтому 1 + |Ii|2 = |Ii|. Следовательно,

r(A/G[pmi−1]) � |Ii|. (58)

Из леммы 18 следует, что G[pmi ] = B[pmi ] ⊕ D[pmi ] для некоторой подгруп-
пы D ∼= G/B ∼= ⊕

J

Z(p∞), так как группа G/B—делимая p-группа. Поэтому

D[pm] =
⊕
j∈J

〈dj〉 для некоторых элементов dj ∈ D[pm]. Так как

B[pmi ] =
( ⊕

t∈Ii

〈pmt−miet〉
)
⊕

( ⊕
o(et)<pmi

〈et〉
)

,

то

G[pmi ] =
( ⊕

t∈Ii

〈pmt−miet〉
)
⊕

( ⊕
o(et)<pmi

〈et〉
)
⊕

(⊕
j∈J

〈dj〉
)

. (59)

Следовательно,

G[pmi ]/G[pmi−1] =
( ⊕

t∈Ii

〈pmt−miet〉/〈pmt−mi+1et〉
)
⊕

(⊕
j∈J

〈dj〉/〈pdj〉
)

.
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Поэтому
r(G[pmi ]/G[pmi−1]) � |Ii| + |J |. (60)

Из (57), (58) и (60) следует, что |Ii| � |J |. Так как множество Ii бесконечно,
то |Ii| � ℵ0 · |J | = |G/B|. Так как B∗

m =
⊕

i∈Im

〈ei〉, то |B∗
m| = |Im|. Следователь-

но, |G/B| � |B∗
mi

|. Так как mi � n, то B∗
mi

⊆ B∗
n, и поэтому |B∗

mi
| � |B∗

n|.
Следовательно, |G/B| � |B∗

n| для каждого n ∈ N.

Пусть базисная подгруппа B =
⊕
i∈I

〈ei〉 группы G неограниченная, o(ei) =

= pmi . В терминах предыдущей теоремы пусть, наоборот, |G/B| � |B∗
n| для

любого n ∈ N. Для i ∈ I обозначим I ′i = {t ∈ I | o(et) > pmi}. Так как группа B
неограниченная, то

|I ′i| = |{t ∈ I | o(et) � pmi+1}| = |B∗
mi+1| � |G/B|

по условию. Так как G/B ∼= ⊕
J

Z(p∞), то |G/B| � |J |. Следовательно, |I ′i| � |J |,
и так как множество I ′i бесконечно, то |I ′i ∪ J | = |I ′i|. Поэтому для каждого
индекса i ∈ I существует сюръективное отображение

fi : {et | t ∈ I ′i} → {dj | j ∈ J} ∪ {pmt−miet | t ∈ I ′i},
где

⊕
j∈J

〈dj〉 = D[pm]. Определим умножение ×̄ на группе G, положив

ei ×̄ et =




0, если t = i,

et, если mt � mi и t �= i,

fi(et), если mt > mi.

Лемма 20. 〈ei〉×̄ = G[pmi ] для всех i ∈ I.

Доказательство. По построению умножения ×̄ при умножении элемента ei

справа на базисные элементы et (t ∈ I) группы G получаются все порождающие
группы G[pmi ], которую согласно (59) можно представить в виде

G[pmi ] =
( ⊕

mt�mi

〈et〉
)
⊕

( ⊕
t∈I′

i

〈pmt−miet〉
)
⊕

( ⊕
j∈J

〈dj〉
)

.

Отсюда следует, что G[pmi ] ⊆ 〈ei〉×̄. С другой стороны, так как подгруппа
G[pmi ]—идеал кольца (G, ×̄) и ei ∈ G[pmi ], то 〈ei〉×̄ ⊆ G[pmi ]. Следовательно,
〈ei〉×̄ = G[pmi ]

Лемма 21. Пусть A—идеал кольца (G, ×̄). Если
n∑

s=1
kseis

∈ A, то kseis
∈ A

для всех s = 1, . . . , n.

Доказательство. Докажем утверждение леммы индукцией по n. При n = 1
утверждение очевидно. Допустим теперь, что утверждение верно для n ∈ N, и

пусть
n+1∑
s=1

kseis
∈ A. Не теряя общности, можно считать, что

o(ei1) � o(ei2) � . . . � o(ein+1).
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Тогда

A  ein+1 ×̄
n+1∑
s=1

kseis
=

n+1∑
s=1

ks(ein+1 ×̄ eis
) =

n∑
s=1

kseis
.

По предположению индукции kseis
∈ A для каждого s = 1, . . . , n. Кроме того,

kn+1ein+1 =
n+1∑
s=1

kseis
−

n∑
s=1

kseis
∈ A.

Следствие 22. Пусть b ∈ B. Тогда 〈b〉×̄ = 〈b〉AI = Go
(
H(b)

)
.

Доказательство. Пусть b =
∑
i∈J

kiei (J ⊆ I). Тогда из леммы 21 следует,

что kiei ∈ 〈b〉×̄ для всех i ∈ J . Поэтому 〈kiei〉×̄ ⊆ 〈b〉×̄ для всех i ∈ J , значит,∑
i∈J

〈kiei〉×̄ ⊆ 〈b〉×̄. Так как обратное включение очевидно, то 〈b〉×̄ =
∑
i∈J

〈kiei〉×̄.
Из леммы 20 следует, что 〈kiei〉×̄ = ki〈ei〉×̄ = kiG[pmi ]—абсолютный идеал
группы G. Поэтому 〈b〉×̄ является абсолютным идеалом группы G и, значит,
содержит 〈b〉AI. Обратное включение 〈b〉×̄ ⊆ 〈b〉AI очевидно. Следовательно,
〈b〉×̄ = 〈b〉AI = Go

(
H(b)

)
по лемме 5.

Лемма 23. Пусть A—идеал кольца (G, ×̄). Пусть ξ ∈ I и J —некоторое
конечное подмножество множества I, такое что pmi = o(ei) � o(eξ) = pmξ для
всех i ∈ J . Тогда если pmξ | a − ∑

i∈J

kiei для некоторого элемента a ∈ A, то
kiei ∈ A для всех i ∈ I \ {ξ}.

Доказательство. Так как pmξ | a− ∑
i∈J

kiei, то eξ ×̄
(
a− ∑

i∈J

kiei

)
= 0. Тогда

eξ ×̄ a = eξ ×̄
∑
i∈J

kiei =
∑
i∈J

ki(eξ ×̄ ei) =
∑

i∈I\{ξ}
kiei.

Следовательно,
∑

i∈I\{ξ}
kiei ∈ A. По лемме 21 имеем, что kiei ∈ A для всех

i ∈ I \ {ξ}.
Лемма 24. Пусть A—идеал кольца (G, ×̄). Если 0 �= pkei ∈ pA (k ∈ Z), то

kei ∈ A (i ∈ I).

Доказательство. Пусть 0 �= pkei ∈ pA. Тогда существует элемент a ∈ A,
такой что pkei = pa. Следовательно, p(a − kei) = 0.

Пусть h∗(a− kei) � ω. Тогда поскольку группа B неограниченная, то можно
выбрать такой ξ ∈ I \ {i}, что mξ � mi. Тогда pmξ | a− kei. По лемме 23 имеем,
что kei ∈ A.

Пусть теперь h∗(a − kei) = σ0 ∈ Z. Тогда

H(a − kei) = (σ0 ∞ ∞ . . .).
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Так как группа B неограниченная, то существует такой индекс ξ в I, что ξ �= i
и mξ � max{mi, σ0}. По лемме 6 существует элемент b =

∑
j∈J

kjej ∈ B, такой
что

pmξ | (a − kei) − b = a −
(

kei +
∑
j∈J

kjej

)
, (61)

pmξ � kj для всех j ∈ J, (62)

pkjej = 0 для всех j ∈ J, . (63)

Из (63) следует, что pmj−1 | kj , и поэтому согласно (62) mj − 1 < mξ, т. е.
mj � mξ для всех j ∈ J . Согласно выбору индекса ξ имеем, что

i �= ξ и mj � mξ для всех j ∈ J ∪ {i}. (64)

Если i /∈ J , то из (61), (64) следует, что kei ∈ A по лемме 23. Если i ∈ J ,
то из (61), (64) следует, что (k + ki)ei ∈ A по лемме 23. Тогда пусть k = prv,
ki = privi, где (v, p) = (vi, p) = 1. Из условия pr+1vei = pkei �= 0 и из (63)
выводим, что pri+1viei = 0. Поэтому r < ri. Следовательно, A  (k + ki)eξ =
= (v + pri−rvi)prei. Так как (v + pri−rvp, p) = (v, p) = 1, то prei ∈ A. Следова-
тельно, kei = prvei ∈ A.

Лемма 25. Пусть G— p-группа и её базисная подгруппа B неограниченная.
Пусть |G/B| � |B∗

n| для любого натурального числа n ∈ N. Тогда G является
RAI-группой.

Доказательство. Пусть (G, ×̄)—кольцо, определённое перед леммой 20.
Покажем, что любой идеал кольца (G, ×̄) является абсолютным идеалом груп-
пы G. Согласно предложению 2 достаточно доказать, что 〈g〉× = 〈g〉AI для любо-
го элемента g ∈ G. Пусть g—произвольный элемент группы G. Если h∗(g) � ω,
то g × a = a × g = 0 для всякого элемента a ∈ G в любом кольце (G,×) на
группе G. Поэтому 〈g〉×̄ = 〈g〉 = 〈g〉AI.

Пусть теперь h∗(g) ∈ Z, и пусть

H(g) = (σ0 σ1 . . . σn σn+1 . . .),

где σ0, . . . , σn ∈ Z, σn+1 � ω. Докажем индукцией по n, что 〈g〉×̄ = 〈g〉AI.
Пусть n = 0. Тогда σ0 ∈ Z и σs � ω для всех s � 1. Пусть элемент ξ ∈ I

такой, что
pmξ = o(eξ) > pσ0+1. (65)

По лемме 6 существует элемент b =
∑
i∈J

kiei ∈ B, такой что

pmξ | g − b = g −
∑
i∈J

kiei, (66)

H(b) = (σ0 ∞ . . .), (67)

pmξ � ki для всех i ∈ J, (68)

pkiei = 0 для всех i ∈ J. (69)
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Из (69) следует, что pmi−1 | ki, и поэтому mi − 1 < mξ согласно (68), т. е.
mi � mξ для всех i ∈ J . Поэтому согласно лемме 23, учитывая (66), получаем,
что

kiei ∈ 〈g〉×̄ для всех i ∈ J \ {ξ}. (70)

Так как b =
∑
j∈J

kjej , то согласно (67) существует индекс i0 ∈ J , такой что

h(ki0ei0) = σ0. Из (69) следует, что pki0ei0 = 0. Поэтому

H(ki0ei0) = (σ0 ∞ . . .) = H̄(g) (71)

и, кроме того, σ0 = h(ki0ei0) = mi0 − 1, где pmi0 = o(ei0). Следовательно,
mi0 = σ0 + 1 < mξ согласно (65). Тогда i0 �= ξ. Поэтому из (70) следует, что
ki0ei0 ∈ 〈g〉×̄. Тогда по следствию 22, учитывая (71), имеем, что

Go
(
H̄(g)

)
= Go

(
H(ki0ei0)

)
= 〈ki0ei0〉×̄ ⊆ 〈g〉×̄.

По лемме 7 имеем, что 〈g〉AI = 〈g〉 + Go
(
H̄(g)

)
. Поэтому 〈g〉AI ⊆ 〈g〉×̄. Так как

обратное включение очевидно, то 〈g〉×̄ = 〈g〉AI.
Предположим, что 〈g〉×̄ = 〈g〉AI, если H(g) = (σ0 . . . σs σs+1 . . .) и σs+1 � ω,

s < n. Пусть
H(g) = (σ0 . . . σn σn+1 . . .),

где σ0, . . . , σn ∈ Z и σn+1 � ω. Так как группа B неограниченная, то суще-
ствует индекс ξ ∈ I, такой что mξ > σn + 1. По лемме 6 существует элемент
b =

∑
i∈J

kiei ∈ B, такой что

pmξ | g − b, (72)

H(b) = H̄(g) = (σ0 . . . σn ∞ ∞ . . .),

pmξ � ki, pn+1kiei = 0 для всех i ∈ J. (73)

Тогда

H(pg) = (σ1 . . . σn σn+1 . . .),
H(pb) = H̄(pg) = (σ1 . . . σn ∞ ∞ . . .).

Согласно предположению индукции из леммы 7 получаем, что 〈pg〉×̄ = 〈pg〉AI =
= 〈pg〉 + Go

(
H̄(pg)

)
. Следовательно,∑

i∈J

pkiei = pb ∈ Go
(
H(pb)

)
= Go

(
H̄(pg)

) ⊆ 〈pg〉×̄ = p〈g〉×̄.

По лемме 21 имеем, что pkiei ∈ p〈g〉×̄ для каждого i ∈ J . Согласно лемме 24
получаем, что

kiei ∈ 〈g〉×̄, если i ∈ J и pkiei �= 0. (74)

Пусть i ∈ J и pkiei = 0. Тогда pmi−1 | ki, где pmi = o(ei). Поэтому из (73)
следует, что mi − 1 < mξ, т. е.

mi � mξ, если i ∈ J и pkiei = 0. (75)
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Так как b =
∑
i∈J

kiei, то из (72) следует, что

pmξ |
(

g −
∑

pkiei �=0

kiei

)
−

∑
pkiei=0

kiei. (76)

Из (74) следует, что g− ∑
pkiei �=0

kiei ∈ 〈g〉×̄. Поэтому по лемме 23, учитывая (76)
и (75), получаем, что

kiei ∈ 〈g〉×̄, если i ∈ J \ {ξ} и pkiei = 0. (77)

Если ξ /∈ {i ∈ J | pkiei = 0}, то из (74) и (77) следует, что b ∈ 〈g〉×̄. Тогда по
следствию 22 получаем, что

Go
(
H̄(g)

)
= Go

(
H(b)

)
= 〈b〉×̄ ⊆ 〈g〉×̄.

Если ξ ∈ {i ∈ J | pkiei = 0}, то из (74) и (77) следует, что b − kξeξ ∈ 〈g〉×̄.
С учётом выбора индекса ξ имеем, что mξ > σn + 1 � σ0 + 1. Кроме того, так
как pkξeξ = 0, то h(kξeξ) = mξ − 1. Поэтому

H(kξeξ) = (mξ − 1 ∞ ∞ . . .) > (σ0 . . . σn+1 ∞ . . .) = H(b).

Следовательно, H(b − kξeξ) = H(b). Тогда из следствия 22 получаем, что

Go
(
H̄(g)

)
= Go

(
H(b)

)
= Go

(
H(b − kξeξ)

)
= 〈b − kξeξ〉×̄ ⊆ 〈g〉×̄.

Таким образом, в любом случае Go
(
H̄(g)

) ⊆ 〈g〉×̄. Имеем, что 〈g〉AI = 〈g〉 +
+ Go

(
H̄(g)

)
по лемме 7. Следовательно, 〈g〉AI ⊆ 〈g〉×̄. Так как обратное вклю-

чение очевидно, то 〈g〉AI = 〈g〉×̄ для всех элементов g ∈ G. Следовательно,
G является RAI-группой по предложению 2.

Леммы 19 и 25 вместе дают описание RAI-группы в классе p-примарных
групп с неограниченными базисными подгруппами.

Теорема 26. Пусть G— p-группа, B =
⊕
i∈I

〈eI〉— её базисная подгруппа,

B∗
n =

⊕
o(ei)�pn

〈eI〉. Пусть B неограниченная. Группа G является RAI-группой

тогда и только тогда, когда |G/B| � |B∗
n| для любого натурального числа n.

Следствие 27.

1. Редуцированная p-группа G является RAI-группой тогда и только тогда,
когда |G/B| � |B∗

n| для любого натурального числа n.
2. Счётная редуцированная p-группа является RAI-группой.

Доказательство. 1. Пусть G—редуцированная p-группа.
Если базисная подгруппа B группы G ограниченная, то G = B ⊕ D, где

D ∼= G/B—делимая часть группы G. Из редуцированности группы G сле-
дует, что D = 0, и поэтому G = B—прямая сумма циклических p групп.
Поэтому по предложению 13 группа G является RAI-группой. Таким образом,
любая редуцированная группа с ограниченными базисными подгруппами явля-
ется RAI-группой и для неё |G/B| = 0 � |B∗

n| для всех n.
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Если базисная подгруппа B неограниченная, то по теореме 26 группа G
является RAI-группой тогда и только тогда, когда |G/B| � |B∗

n| для любого
натурального числа n.

2. Пусть G— счётная редуцированная p-группа. Если её базисная подгруп-
па B ограниченная, то G является прямой суммой циклических p-групп. Тогда
G—RAI-группа по предложению 13. Если подгруппа B неограниченная, то груп-
па B∗

n счётная для любого натурального числа n. Так как группа G счётная, то
|G/B| � ℵ0. Следовательно, |G/B| � |B∗

n| для любого натурального числа n. По
теореме 26 группа G—RAI-группа.

В заключение приведём пример редуцированной p-группы, не являющейся
RAI-группой. Пусть B =

⊕
i∈I

〈ei〉—прямая сумма циклических p-групп, поряд-

ки pmi которых не ограничены в совокупности. Пусть G—периодическая часть
группы B̄ =

∏
i∈I

〈ei〉. Группа B является базисной подгруппой группы G [2, след-

ствие 33.3]. Ясно, что |B| = |I|. Так как G[p] = 〈pmi−1ei | i ∈ I〉, то |G[p]| =
= p|I| > |I| = |B|. Поэтому |G| � |G[p]| > |B|. Так как |G| = |G/B| · |B| и
|B| � ℵ0, то |G| = max{|G/B|, |B|}. Следовательно, |G/B| = |G| > |B| � |B∗

n|
для любого натурального числа n. Из теоремы 10 следует, что группа G не
является RAI-группой.

Таким образом, соединив теоремы 16, 17 и 26, можно описать RAI-группы
в классе p-групп.

Теорема. Пусть G— p-группа, B =
⊕
i∈I

〈ei〉— её базисная подгруппа и
B∗

n =
⊕

o(ei)�pn

〈ei〉 для каждого n ∈ N.

1. Если подгруппа B ограниченная и pm —максимальный порядок элементов
группы B, то группа G является RAI-группой тогда и только тогда, когда

r(G/B) � r(B∗
m)(r(B∗

m) − 1), если r(B∗
m) ∈ Z;

r(G/B) � r(Bm), если r(B∗
m) � ℵ0.

2. Если базисная подгруппа B неограниченная, то группа G является
RAI-группой тогда и только тогда, когда |G/B| � |B∗

n| для любого на-
турального числа n.

Эта теорема вместе с предложением 3 даёт описание RAI-групп в классе
периодических групп.

Литература

[1] Компанцева Е. И. Кольца без кручения // Фундамент. и прикл. мат. — 2009. — Т. 15,
вып. 8. — С. 95—143.

[2] Фукс Л. Бесконечные абелевы группы. Т. 1. —М.: Мир, 1977.
[3] Фукс Л. Бесконечные абелевы группы. Т. 2. —М.: Мир, 1977.
[4] Чехлов А. Р. Об абелевых группах, все подгруппы которых являются идеалами //

Вестн. Томск. гос. ун-та. Мат. и мех. — 2009. —№ 3.—С. 64—67.



138 Фам Тхи Тху Тхюи

[5] Fried E. On the subgroups of Abelian groups that are ideals in every ring // Proc.
Colloq. Abelian Groups. Budapest, 1964. — P. 51—55.


