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Аннотация

Для p-локальных абелевых групп без кручения конечного ранга получено пред-
ставление в виде гомоморфизмов p-адических модулей конечного ранга с фиксирован-
ными базисами.

Abstract

V. Kh. Farukshin, Local Abelian torsion-free groups, Fundamentalnaya i prikladnaya
matematika, vol. 17 (2011/2012), no. 8, pp. 147—152.

A representation for p-local Abelian torsion-free groups of finite rank is obtained in
terms of homomorphisms of p-adic modules of finite rank with fixed basis.

В настоящее время есть несколько известных описаний абелевых групп без
кручения конечного ранга (А. Г. Курош, М. Кампбелл, Г. Секереш, Д. Дерри,
А. И. Мальцев и др.) В работе получено представление p-локальных абелевых
групп без кручения конечного ранга в виде гомоморфизмов p-адических модулей
данного ранга с фиксированным базисом.

Группа G называется p-локальной (p—простое число), если qG = G для
всякого простого q �= p. Если обозначить через Zp локализацию кольца це-
лых чисел Z относительно простого p, то p-локальную группу будем называть
Zp-группой, так как она является естественным модулем над неполным кольцом
дискретного нормирования Zp. Обозначим через Ẑp кольцо целых p-адических
чисел, через Q̂p —поле p-адических чисел. Если X = {x1, . . . , xn}, то ZpX =

=
n⊕

i=1

Zpxi; 〈X〉—Zp-подгруппа Zp-группы G; 〈X〉G∗ — сервантная подгруппа

Zp-группы G; [X]— столбец элементов x1, . . . , xn. Если Q—поле рациональ-
ных чисел, то QG = Q⊗Zp

G; ẐpG = Ẑp ⊗Zp
G. Группа G канонически вложена

в p-адическое пополнение Ĝ = ẐpX, где X = {x1, . . . , xn}— p-базис группы G.
Ранг группы G (r(G)) — это Q-размерность пространства QG, p-ранг группы G
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(rp(G)) — это Fp-размерность пространства G/pG, где Fp —поле из p-элементов.
Остальные понятия и обозначения можно найти в [1,3].

Показано, что Zp-группа без кручения при выборе максимальной линейно
независимой системы элементов W = X ∪ Y с p-базисом X однозначно опре-
деляет и однозначно определяется Zp-модульным гомоморфизмом Φ свободного
Ẑp-модуля M ранга r(M) = r(G)−rp(G) в свободный Ẑp-модуль N ранга r(N) =
= rp(G).

Везде, если не оговорено противное, группы являются абелевыми p-локаль-
ными без кручения конечного ранга.

Пусть p-локальная абелева группа без кручения G (далее Zp-группа) имеет
ранг m + n, где n— p-ранг группы G, и пусть W = {x1, . . . , xn, y1, . . . , ym}—
некоторая максимальная Q-независимая система элементов этой группы с p-ба-
зисом X = {x1, . . . , xn}. При каноническом вложении группы G в качестве
сервантной подгруппы в p-адическое пополнение Ĝ = ẐpX элементы из Y =
= {y1, . . . , ym} имеют единственное разложение по базису X группы Ĝ:

yi = ai1x1 + . . . + ainxn,

где i = 1,m, aij ∈ Ẑp. В матричной форме [Y ] = A[X]. Матрица A называется
p-адической матрицей группы G относительно W = X ∪ Y .

Определение 1 [2]. Строки (столбцы) p-адической матрицы A называются
зависимыми по модулю Q, если существует их нетривиальная линейная ком-
бинация с рациональными коэффициентами, являющаяся строкой (столбцом)
с рациональными элементами. В противном случае будем называть их незави-
симыми по модулю Q.

Заметим, что линейно зависимая по модулю Q система p-адических векторов
может быть линейно независимой над полем Q.

Предложение 1 [2].

1. Каждая конечная система n-мерных p-адических векторов имеет макси-
мальную независимую по модулю Q подсистему векторов.

2. Любые две максимальные независимые по модулю Q подсистемы векторов
данной конечной системы p-адических векторов имеют одинаковое число
векторов.

3. Максимальное число независимых по модулю Q строк (столбцов) p-адиче-
ской матрицы A группы G не меняется при переходе к новой p-адической
матрице A1 группы G относительно новой максимальной линейно незави-
симой системы элементов W1 = X1 ∪ Y1 с новым p-базисом X1 группы G.

Определение 2. Строчечным (столбцовым) рангом группы G назовём макси-
мальное число независимых по модулю Q строк (столбцов) любой p-адической
матрицы группы G. Строчечный ранг группы G обозначим через rr(G), а столб-
цовый ранг через cr(G).

Определение 3 [3]. Группа называется редуцированной, если она не имеет
ненулевых делимых подгрупп.
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Определение 4 [6]. Группа называется коредуцированной, если она не име-
ет ненулевых свободных прямых слагаемых.

Определение 5 [2]. Назовём группу вполне редуцированной, если она ре-
дуцированная и коредуцированная.

Предложение 2 [2]. Для Zp-группы без кручения G конечного ранга имеют
место следующие утверждения.

1. r(G) = rp(G) тогда и только тогда, когда G— свободная Zp-группа.
2. rp(G) = 0 тогда и только тогда, когда G—делимая Zp-группа.
3. r(G) = rp(G) + rr(G) тогда и только тогда, когда G—редуцированная

Zp-группа.
4. rp(G) = cr(G) тогда и только тогда, когда G—коредуцированная группа.
5. r(G) = rr(G) + cr(G) тогда и только тогда, когда G—вполне редуцирован-

ная группа.
6. rr(G) = 0 тогда и только тогда, когда cr(G) = 0, что эквивалентно тому,

что G = G1 ⊕ G2, где G1 — свободная Zp-группа, G2 —делимая группа.
7. r

(
R(G)

)
= rp(G) + rr(G), где R(G)—редуцированная часть группы G.

Рассмотрим свободный Ẑp-модуль без кручения M ранга m с базисом Y1 =
= {ȳ1, . . . , ȳm}, свободный Ẑp-модуль N ранга n с базисом X1 = {x̄1, . . . , x̄n} и
определим отображение Φ: M → N по правилу

[Φ(Y1)] = A · [X1], (∗)
где A— p-адическая матрица группы G относительно W = X ∪ Y . Φ един-
ственным образом продолжается до Ẑp-гомоморфизма Φ: M → N . Определим
Zp-группу без кручения GΦ следующим образом:

GΦ = Q K̃er Φ ⊕ 〈Φ(ZpY1) + ZpX1〉N∗ ,

где K̃er Φ = {m ∈ ZpY1 | Φ(m) ∈ ZpX1}, Q K̃er Φ = Q ⊗Zp
K̃er Φ.

Предложение 3. Для Zp-группы без кручения G с p-адической матрицей A
относительно W = X ∪ Y следующие условия эквивалентны:

а) K̃er Φ �= 0;
б) G не является редуцированной;
в) rr(G) + rp(G) < r(G).

Доказательство. Эквивалентность б) ⇐⇒ в) доказана в [2, предложение
1.2 с)]. Условие в) эквивалентно тому, что строки p-адической матрицы A зави-
симы по модулю Q.

Докажем импликацию в) =⇒ а). Если
m∑

i=1

αiAi —нетривиальная линейная

комбинация строк Ai матрицы A, дающая рациональную строку, то

Φ
( m∑

i=1

αiȳi

)
=

m∑
i=1

αiΦ(ȳi) =
m∑

i=1

αi

( n∑
j=1

aij x̄j

)
=

n∑
j=1

( m∑
i=1

αiaij

)
x̄j ∈ ZpX1.



150 В. Х. Фарукшин

Так как
m∑

i=1

αiȳi �= 0,

то K̃er Φ �= 0.
Докажем импликацию а) =⇒ в). Пусть y′ ∈ ZpY1, y′ �= 0 и Φ(y′) ∈ ZpX1.

Тогда

y′ =
m∑

i=1

αiȳi.

Поэтому

Φ(y′) =
m∑

i=1

αiΦ(ȳi) =
m∑

i=1

αi

( n∑
j=1

aij x̄j

)
=

n∑
j=1

( m∑
i=1

αiaij

)
x̄j ∈ ZpX1.

Следовательно,
m∑

i=1

αiaij ∈ Zp

для каждого j, т. е. строки матрицы A зависимы по модулю Q.

Теорема 1. Любой гомоморфизм Φ свободного Ẑp-модуля без кручения M

ранга m с базисом Y1 в свободный Ẑp-модуль без кручения N ранга n с бази-
сом X1 однозначно определяет Zp-группу без кручения GΦ ранга m+n p-ранга n:

GΦ = Q K̃er Φ ⊕ 〈Φ(ZpY1) + ZpX1〉N∗ ,

где K̃er Φ = {m ∈ ZpY1 | Φ(m) ∈ ZpX1}.
Любая Zp-группа без кручения G ранга m + n p-ранга n с максимальной

линейно независимой системой W = X∪Y и p-базисом X однозначно определяет
Ẑp-модульный гомоморфизм Φ свободного Ẑp-модуля без кручения M ранга m

с базисом Y1 в свободный Ẑp-модуль без кручения N ранга n с базисом X1, при
котором группа G изоморфна группе GΦ, определённой выше.

Доказательство. Если Φ: M → N — гомоморфизм Ẑp-модулей, заданный
равенством (∗), то по определению GΦ —Zp-группа без кручения, причём

rp(GΦ) = rp(〈Φ(ZpY1) + ZpX1〉N∗ ) = |X1| = n, r(GΦ) = r(N) + r(M) = n + m.

Пусть G—произвольная Zp-группа без кручения ранга m+n с W = X∪Y и
p-базисом X, содержащим n элементов, и p-адической матрицей A относитель-
но W , [Y ] = A · [X]. Для свободных Ẑp-модулей M = ẐpY1 и N = ẐpX1 рангов
m и n соответственно определим гомоморфизм Φ: M → N по (∗). Этот гомомор-
физм определяет Zp-группу без кручения GΦ = Q K̃er Φ ⊕ 〈Φ(ZpY1) + ZpX1〉N∗ .
Редуцированные части групп G и GΦ изоморфны:

R(G) = 〈Y,X〉Ĝ∗ ∼= 〈Φ(Y1),X1〉N∗ = 〈Φ(ZpY1) + ZpX1〉N∗ = R(GΦ).



Локальные абелевы группы без кручения 151

По пункту 3 предложения 1 rr(G) является инвариантом группы G, следователь-
но, r(G) − rp(G) − rr(G) также инвариант и согласно пункту 7 предложения 2
это ранг делимой части группы G. Так как R(G) ∼= R(GΦ), то

r
(
R(G)

)
= r

(
R(GΦ)

)
= rp(GΦ) + rr(GΦ).

Так как r(G) = r(GΦ), то

r
(
D(G)

)
= r(G) − rp(G) − rr(G) = r(GΦ) − rp(GΦ) − rr(GΦ) = r(Q K̃er Φ).

Следовательно, D(G) ∼= Q K̃er Φ. В итоге G ∼= GΦ.

Определение 6. Для системы элементов Y ⊂ ẐpX минимальную подсисте-
му X1 в X (X1 ⊂ X) назовём p-адическим базисом, если ẐpY ⊂ ẐpX1.

Следствие 1. Для Zp-группы GΦ как в теореме 1 имеем прямое разложение

GΦ = Q K̃er Φ ⊕ 〈Φ(ZpY1) + ZpX1〉N∗ ⊕ ZpX2,

где X1 ∪ X2 = X, X1 — p-адический базис для Y1 в ẐpX1.

Предложение 4. Для Zp-группы без кручения G с p-адической матрицей A
относительно W = X ∪ Y с p-базисом X следующие условия эквивалентны:

а) G—коредуцированная группа;
б) X является p-адическим базисом для Y ⊂ ẐpX = Ĝ;
в) rp(G) = cr(G);
г) столбцы A независимы по модулю Q.

Доказательство. Эквивалентность а) ⇐⇒ в) доказана в [2, предложе-
ние 3.3] (пункт 4 предложения 2).

Докажем эквивалентность а) ⇐⇒ б). По теореме 1 G ∼= GΦ. По следствию 1
GΦ —коредуцированная группа тогда и только тогда, когда X2 �= ∅, а последнее
равносильно тому, что p-адический базис элементов Y1 равен X1 = X.

Докажем в) ⇐⇒ г). Количество столбцов в A равно rp(G), все они незави-
симы по модулю Q тогда и только тогда, когда rp(G) = cr(G).

Следствие 2. Zp-группа без кручения G является вполне редуцированной
в том и только том случае, когда строки и столбцы p-адической матрицы A
группы G относительно любой максимальной линейно независимой системы
W = X ∪ Y с p-базисом X независимы по модулю Q.

Доказательство. Утверждение следует из пунктов 5 и 4 предложения 2 и
предложений 3 и 4. Вполне редуцированность группы G эквивалентна условию
r(G) = rr(G) + cr(G).

Следствие 3. Для Zp-группы без кручения G имеют место следующие утвер-
ждения.

1. Группа G делима в том и только том случае, когда Ẑp-модуль N в опреде-
лении группы GΦ

∼= G равен нулю.
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2. Группа G является свободной Zp-группой в том и только том случае, когда
Ẑp-модуль M в определении группы GΦ

∼= G равен нулю.
3. p-адическая матрица A группы G является нулевой в том и только том

случае, когда Zp-группа G не содержит вполне редуцированной части,
т. е. G является прямой суммой свободной и делимой Zp-групп.
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