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Аннотация

Данная работа предлагает конструкцию априорного распределения гиперпарамет-
ра, которая может использоваться в задаче байесовского выбора модели. Конструкция
основывается на идее несмещённой оценки риска в методе максимума правдоподобия
с регуляризацией. Главный результат работы показывает одностороннюю концентра-
цию апостериорного распределения гиперпараметра: апостериорная масса концентри-
руется в области моделей сложности ниже, чем сложность модели, соответствующей
сложности оракульной модели.

Abstract

N. P. Baldin, V. G. Spokoiny, Bayesian model selection and the concentration of the
posterior of hyperparameters, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 18 (2013),
no. 2, pp. 13—34.

The present paper offers a construction of a hyperprior that can be used for Bayesian
model selection. This construction is inspired by the idea of the unbiased model selection in
a penalized maximum likelihood approach. The main result shows a one-sided contraction
of the posterior: the posterior mass is allocated on models of lower complexity than the
oracle one.
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1. Введение

1.1. Основные определения и обозначения

Пусть наблюдения Y определены на некотором вероятностном пространстве
и описываются некоторой мерой Pf . Параметрическое предположение состоит
в том, что данная мера принадлежит семейству (Pθ, θ ∈ Θ ⊆ R

p) с домини-
рующей мерой µ0. Принцип максимума правдоподобия предлагает оценивать
вектор θ, параметризующий истинную меру, максимизируя функцию правдопо-

добия L(θ) = L(Y ,θ) def= log dPθ

dµ0
(Y ):

θ̃
def= argmax

θ∈Θ
L(θ).

Параметрические предположение может оказаться неверным: Pf /∈ Pθ. В этом
случае θ̃ оценивает лучшую аппроксимацию истинной меры мерой параметриче-
ского семейства. Вектор, определяющий лучшую аппроксимацию, определяется
как

θ∗ def= argmax
θ∈Θ

EfL(θ).

Математическое ожидание во всей работе берётся по истинной мере Pf . Для
простоты будем писать E вместо Ef . Некоторые полезные свойства оценки мак-
симума правдоподобия можно найти, например, в [11].

Для повышения устойчивости оценки θ̃ в модель искусственно вводится
регуляризация, которую можно рассмотреть как штраф за сложность модели.
Зафиксируем некоторое семейство функций pen(θ, κ) для κ ∈ K и K ⊆ R, ко-
торые выполняют роль штрафа. Тогда логарифмическая функция правдоподобия
со штрафом описывает κ-модель

Lκ(θ) def= L(θ) − pen(θ, κ).

Для κ-модели оценка θ̃κ и величина θ∗
κ
, которую оценивает оценка, могут быть

определены следующим образом:

θ̃κ

def= argmax
θ∈Θ

Lκ(θ), θ∗
κ

def= argmax
θ∈Θ

ELκ(θ).

В данной работе рассматривается специальный случай квадратичной пена-
лизации. Соответствующая функция штрафа есть pen(θ, κ) = κ‖Gθ‖2/2 с ев-
клидовой нормой, где G2 —некоторая диагональная матрица с элементами на
диагонали 0 < g2

1 � g2
2 � . . . � g2

p. Частный случай такой регуляризации при
G2 = Ip есть регуляризация Тихонова, изученная, например, в [7]. Там же
исследованы различные методы регуляризации в обратных задачах. Главный во-
прос после выбора фиксированного семейства функций штрафа pen(θ, κ), какую
модель выбрать или, что эквивалентно, как выбрать параметр κ.

Регуляризация вектора θ, как правило, эквивалентна предположению, что
параметр θ есть случайный элемент на некотором вероятностном пространстве
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с мерой Πκ, которая имитирует структуру штрафа. Распределение данных опи-
сывается как

Y | ϑ ∼ p(y | θ) = exp L(θ), ϑ ∼ Πκ(·).
Объект изучения— это апостериорная мера, которая описывает условное рас-
пределение ϑ при данных Y . Используя формулу Байеса, получаем

ϑ | Y ∝ exp{L(θ)}Πκ(dθ).

Объект зависит от распределения Πκ, но при асимптотическом анализе зависи-
мость несущественна. Априорное распределение Πκ(·) параметризуется другим
вектором κ ∈ K ⊆ R. Наиболее изучены два способа выбора значения κ:

— оценить κ;
— предполагать некоторое распределение κ с плотностью π(·), которое в ко-

нечном итоге будет зависеть от параметров, влияние которых на анализ
мало.

В данной работе изучаются оба метода и исследуется их эквивалентность.
Основной объект изучения в работе есть

P (θ ∈ A, κ ∈ B | Y ) ∝
∫

A

exp
(
L(θ)

) ∫

B

π(κ)Πκ(dθ) dκ,

где A ⊆ Θ и B ⊆ K.

1.2. Обзор известных результатов

В литературе встречаются несколько способов выбора функции pen(θ, κ).
Информационный критерий Акаике, изученный в [1], использует удвоенное ко-
личество параметров модели как функцию штрафа. Другой популярный метод,
предложенный в [12], основан на идее несмещённой оценки риска Штайна. Этот
метод был изучен подробно в [5, 6] среди многих других. В этом случае функ-
ция pen(θ, κ) зависит от гладкости целевого параметра и дисперсии шума. Ещё
один популярный метод основан на сглаживающих сплайнах (см. [8]).

К сожалению, методы, основанные на идее несмещённой оценки риска, на
практике обнаруживают существенные недостатки. В частности, такие мето-
ды теряют устойчивость в задачах с плохой обусловленностью или с большим
количеством различных моделей для выбора. Как следствие, подобные мето-
ды теряют концентрационные и оракульные свойства. Таким образом, выбор
семейства функций регуляризации и выбор конкретной функции из рассмат-
риваемого семейства являются главными вопросами в задачах регуляризации
модели. Выбор подходящей функции штрафа в гауссовских моделях был изучен
в [2, 3]. Эффективный метод для линейных гауссовских обратных задач был
изучен в [4].
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2. Выбор лучшей модели

Далее рассматривается конкретная модель Y = f + ε ∈ R
p, где ε ∼

∼ N(0, σ2Ip), и функция штрафа pen(θ, κ) = κ‖Gθ‖2/2.

2.1. Выбор модели,
основанный на несмещённой оценке риска

Оценка θ̃κ внутри κ-модели получается максимизацией Lκ(θ):

θ̃κ = argmax
θ

Lκ(θ) = argmin
θ

{σ−2‖Y − θ‖2 + κ‖Gθ‖2} =

= σ−2(σ−2Ip + κG2)−1Y = σ−2D−2
κ

Y ,

где D2
κ

= σ−2Ip + κG2. Величина, которую оценивает оценка θ̃κ внутри κ-мо-
дели, есть

θ∗
κ

= argmax
θ

ELκ(θ) = σ−2(σ−2Ip + κG2)−1
EY = σ−2D−2

κ
f ,

где f
def= EY . Разложение Тейлора Lκ(θ) при фиксированном κ ведёт к понятию

эксцесс: Xκ

def= Lκ(θ̃κ) − Lκ(θ∗
κ
),

Xκ = Lκ(θ̃κ) − Lκ(θ∗
κ
) =

1
2
‖Dκ(θ̃κ − θ∗

κ
)‖2 =

1
2
‖σ−2D−1

κ
(Y − f)‖2.

Качество оценивания внутри κ-модели может быть измерено как математиче-
ское ожидание эксцесса

EXκ =
1

2σ2
tr(D−2

κ
) =

1
2

p∑
j=1

1
1 + σ2κg2

j

.

Для линейных моделей математическое ожидание эксцесса внутри κ-модели
не зависит от истинного вектора f и может быть вычислено, если известна
дисперсия шума. Заметим, что качество оценки определяется именно в терми-
нах значения функции правдоподобия Lκ в точках θ̃κ и θ∗

κ
, а не расстоянием

E‖θ̃κ − θ∗
κ
‖2.

Смещение bκ фиксированной κ-модели может быть определено через рассто-
яние Кульбака—Лейблера

KL(Pθ∗
κ

, Pf ) = −EL(θ∗
κ
) =

1
2σ2

‖f − θ∗
κ
‖2.

Геометрический смысл заключается в том, что расстояние между мерой, па-
раметризованной θ∗

κ
, и истинной мерой не должно быть слишком большим.

Альтернативно можно определить модельное смещение величиной −ELκ(θ∗
κ
),

которая отличается от расстояния Кульбака—Лейблера на величину pen(θ∗
κ
, κ):

bκ

def= −ELκ(θ∗
κ
) = KL(Pθ∗

κ

, Pf ) − pen(θ∗
κ
, κ).
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Общий риск оценивания Rκ можно определить как сумму математического ожи-
дания эксцесса и смещения между моделями:

Rκ = EXκ + bκ .

Естественно определить оракульный выбор κ
◦ как минимум риска Rκ :

κ
◦ = argmin

κ∈K
Rκ .

Заметим, что предлагаемый метод существенно отличается от широко распро-
странённого метода оценивания E‖θ̃κ − f‖2 как раз из-за того, что рассмат-
риваются значения функций правдоподобия. То есть идея состоит в исследова-
нии искусственно созданных κ-моделей, когда EL(θ∗

κ
) не сильно отличается от

EL(f).
Иначе можно определять лучшую точку κ через оптимизацию математиче-

ского ожидания правдоподобия ELκ(θ) по обоим параметрам как

κ
∗ = argmax

κ∈K
max
θ∈Θ

ELκ(θ) = argmax
κ∈K

ELκ(θ∗
κ
)

К сожалению, данная величина никак не учитывает «положительный эффект»
от регуляризации внутри κ-модели. Но если получится как-то внести в модель
эту информацию и рассматривать ELκ(θ∗

κ
) − EXκ как правдоподобие модели,

то очевидно, что κ
∗ = κ

◦, и тогда можно использовать все хорошо известные
свойства оценки максимума правдоподобия.

2.2. Байесовский выбор модели

В байесовском выборе модели предполагается, что параметр θ случайный.
Рассматриваемая регуляризация эквивалентна гауссовскому распределению θ.
Модель задаётся следующим распределением:

Y | ϑ ∼ exp
(
L(θ)

)
, ϑ | κ ∼ Πκ(·).

Для апостериорного распределения ϑ при условии данных Y имеем

P(ϑ ∈ A | Y ) ∝
∫

A

exp{L(θ)}Πκ(dθ) =
∫

A

exp{L(θ)}πκ(θ) dθ. (2.1)

Неизвестный параметр κ можно выбирать, максимизируя данное выражение
относительно κ:

κ̂ = argmax
κ∈K

∫

A

exp{L(θ)}πκ(θ) dθ.

Данный метод называется методом максимума апостериорной вероятности и
изучался, например, в [9], где были рассмотрены асимптотические свойства
апостериорного распределения, в том числе его концентрация вокруг истинного
значения θ∗.
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Другой метод основан на максимизации по κ максимального значения по
параметру θ подынтегрального выражения в (2.1):

κ̂ = argmax
κ∈K

max
θ

{L(θ) + log πκ(θ)}.

Видно, что данная оценка κ̂ совпадает с

argmax
κ∈K

max
θ

Lκ(θ)

при
pen(θ, κ) = − log πκ(θ).

При полном байесовском подходе предполагается, что κ тоже случайный
элемент, определённый на некотором вероятностном пространстве, из некоторо-
го распределения с плотностью π(·), которое в конечном итоге будет зависеть от
параметров, влияние которых мало на анализ. Для такой модели апостериорное
распределение есть

P(ϑ ∈ A, κ ∈ B | Y ) ∝
∫

A

exp{L(θ)}
∫

B

πκ(θ)π(κ) dθ dκ =

=
∫

A

∫

B

exp{L(θ) + log πκ(θ) + log π(κ)} dθ dκ. (2.2)

Для гауссовской модели

Y | ϑ ∼ N(θ, σ2Ip),

ϑ | κ ∼ N(0, κ−1G−2),
κ ∼ π(dκ)

подынтегральное выражение в (2.2) — это совместная плотность (Y ,ϑ, κ):

(Y ,ϑ, κ) ∼ exp
(
− 1

2σ2
‖Y − θ‖2 − κ

2
‖Gθ‖2 − 1

2
log det(κ−1G−2) + log π(κ)

)
,

(2.3)
где член (1/2) log det(κ−1G−2)—нормализация плотности πκ(θ).

Далее в работе показывается, что апостериорное распределение (2.2) при
A = Θ концентрируется вокруг эмпирической версии оракульной оценки при
подходящем априорном распределении π(κ). Как было отмечено, оценка макси-
мума правдоподобия совпадает с оракульной оценкой, если сделать небольшую
коррекцию функции правдоподобия. Естественным представляется использова-
ние байесовского подхода и осуществление данной коррекции путём предполо-
жения соответствующего априорного распределения.

3. Основные результаты

Исследуется априорное распределение π(κ), которое имитирует идею ора-
кульного оценивания.
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3.1. Построение априорного распределения

Рассмотрим распределение

π0(κ) = κ
−p/2 exp(−EXκ).

Очевидно, что соответствующая логарифмическая плотность (2.3) равна Lκ(θ)
без учёта постоянного члена с матрицей G2. К сожалению, данное распределе-
ние не влечёт концентрации, что будет показано далее. Ниже рассматривается
несколько модифицированное распределение

π(dκ) ∝ π0(κ) exp(−εEXκ + c log κ) dκ,

где ε и c —некоторые положительные константы. Априорное распределение с па-
раметрами c = ε = 0 не является достаточным для концентрации. Существует
«худший» случай, когда риск становится «плоским». Для любой модели из рас-
сматриваемого класса существует сигнал fi = σ, который влечёт Rκ = p/2
независимо от κ.

3.2. Односторонняя концентрация
апостериорного распределения κ

В этом разделе описывается главный результат для апостериорного распреде-
ления κ. Обозначим Ω(x) случайное событие с вероятностью P(Ω(x)) � 1−Ce−x.
Удобно ввести функцию

L(θ, κ) def= L(θ) + log πκ(θ) + log π(κ)

из (2.2). Также будем использовать обозначение ν = (θ, κ) для простоты изло-
жения. Таким образом, будем писать L(ν) вместо L(θ, κ), если нет необходи-
мости выделять компоненты вектора ν. Также введём обозначение

D2
0 = −∇2

EL(ν�),

где
ν� = (θ∗, κ∗) = argmax

θ,κ
EL(θ, κ),

и зададим локальную окрестность точки κ
∗:

K◦(r)
def= {κ : ‖(ν − ν�)�D2

0(ν − ν�)‖ � r}.
Для удобства обозначим границы множества K◦(r0) через κ1 и κ2, κ1 < κ2, и
введём множества K1 = {κ ∈ R+ : κ � κ1} и K2 = {κ ∈ R+ : κ � κ2}. Далее
предполагается, что локальный радиус r0 зафиксирован определённым образом.
Условия на выбор r0 будут указаны ниже в разделе D. Удобно рассмотреть
матрицу D2

0 в блочном виде:

D2
0 =

(
D2

0 A
A� H2

0

)
,
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где D2
0 = D2

κ∗ = σ−2Ip + κ
∗G2. Обозначим d2

0 = H2
0 − A�D−2

0 A, и пусть
ξ = d−1

0 ∇̆κ, где ∇̆κ = −D−2
0 A∇θ и ∇θ = ∇θL(ν�).

Определим

κε
def= Ēκ, S2 def= Cov(κ) def= Ē(κ − κε)2,

где Ē —условное математическое ожидание:

Ēµ
def= E[µ | Y , κ ∈ K1 ∪ K◦(r0)]

для случайной величины η. Обе величины зависят от данных и могут быть
вычислены.

Далее формулируется результат в неасимптотической постановке, который
утверждает, что κε близко к оценке κ̃, S2 примерно равно обратной диспер-
сии d−2

0 оценки κ̃ и S−1(κε−κ̃) при условии данных имеет примерно стандартно
нормальное распределение. Под константой C будем подразумевать абсолютную
константу, не обязательно одну и ту же во всех результатах.

Теорема 3.1. При условии (L0) на множестве K◦(r0) (см. раздел A) на мно-
жестве доминирующей вероятности Ω(x) с δ(r0) > 0 из условия (L0) выполня-
ется

d2
0(κε − κ̃)2 � C δ(p + 1 + x), |1 − d2

0S
2| � C δ(p + 1 + x).

Более того, для любого λ ∈ R с λ2 � x

| log Ē[exp{λd0(κ − κ̃)}] − λ2/2| � C δ(p + 1 + x).

Для любого измеримого множества A ⊂ R и q = 1 + |ξ|2

P
(
d0(κ − κ̃) ∈ A | Y , κ ∈ K1 ∪ K◦(r0)

)
�

� exp
(−C δ(p + 1 + x)

){P(γ ∈ A) − Cδq1/2} − Ce−x,

P
(
d0(κ − κ̃) ∈ A | Y , κ ∈ K1 ∪ K◦(r0)

)
�

� exp
(
C δ(p + 1 + x)

){P(γ ∈ A) + Cδ q1/2} + Ce−x.

Полученный результат описывает апостериорное распределение κ в зоне
κ < κ

∗. Согласно последнему утверждению теоремы это распределение ма-
жорируется сверху и снизу двумя нормальными распределениями, что можно
рассматривать как одностороннюю теорему Бернштейна—фон Мизеса (см. [13]).

A. Общий подход

Приложение содержит условия и доказательства основной теоремы и вспо-
могательных утверждений. Напомним, что

L(θ, κ) def= L(θ) + log πκ(θ) + log π(κ) (A.1)

из (2.2).
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Рассмотрим разложение процесса L(ν) ( ν = (θ, κ)) как сумму его ма-
тематического ожидания и стохастической компоненты L(ν) = EL(ν) + ζ(ν).
Обозначим L(ν,ν�) = L(ν) − L(ν�), где

ν� = (θ∗, κ∗) = argmax
θ,κ

EL(θ, κ).

Разложение вблизи истинной точки ν� Тейлора даёт

EL(ν,ν�) ≈ −1
2
(ν − ν�)�D2

0(ν − ν�), (A.2)

где используется, что ∇EL(ν�) = 0 и D2
0 = −∇2

EL(ν�). Введём

ν̃ = (θ̃, κ̃) = argmax
θ,κ

L(θ, κ).

Член log πκ(θ) + log π(κ) в (A.1) детерминированный, поэтому стохастиче-
ская компонента ζ(ν) функции L(ν) совпадает со стохастической компонентой
процесса L(θ) и не зависит от κ. Более того, для гауссовской модели (2.3)
стохастическая компонента линейная:

ζ(ν) − ζ(ν�) = (ν − ν�)�∇ζ(ν�), ∇ζ(ν�) =
(

σ−2(Y − f)
0

)
. (A.3)

Матрица D2
0 — гессиан со знаком минус математического ожидания EL(ν)

в точке (ν�). Для гауссовской модели она имеет вид

D2
0 =

(
σ−2Ip + κ

∗G2 σ−2G2(σ2Ip + κ
∗G2)−1f

(σ−2G2(σ−2Ip + κ
∗G2)−1

f)
�

(2κ
∗2)−2p − d2

dκ2 log π(κ)

)
.

Для дальнейшего анализа удобно использовать более компактную запись

D2
0 =

(
D2

0 A
A� H2

0

)

где D2
0 = D2

κ∗ = σ−2Ip + κ
∗G2.

Используя (A.2) и (A.3), можно разложить процесс L(ν), введя ν�
κ

= (θ∗
κ
, κ):

EL(ν) − EL(ν�) = EL(ν) − EL(ν�
κ
) + EL(ν�

κ
) − EL(ν�),

EL(ν) − EL(ν�
κ
) = −1

2
(θ − θ∗

κ
)�D2

κ
(θ − θ∗

κ
), (A.4)

EL(ν�
κ
) − EL(ν�) ≈ −1

2
(ν�

κ
− ν�)�D2

0(ν
�
κ
− ν�), (A.5)

где для EL(ν) − EL(ν�
κ
) использовано, что процесс гауссовский при фиксиро-

ванном κ.
Подход [10] предполагает выполнение нескольких достаточных условий. Для

гауссовской модели условия существенно упрощаются. Локальная окрестность
K◦(r) лучшей точки κ

∗ зависит только от параметра κ. Введём Υ◦(r) =
= Θ × K◦(r). Локальное условие описывает свойства процесса L(ν) для
κ ∈ K◦(r0) при некотором фиксированном значении r0.
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B. Локальное условие
(L0) для любого r � r0 найдутся δ(r) � 1/2 и положительно определённая

матрица D2
0, такие что для любого κ ∈ K◦(r) справедливо∣∣∣∣ −2EL(ν,ν�)

(ν − ν�)�D2
0(ν − ν�)

− 1
∣∣∣∣ � δ(r). (B.1)

Локальное условие нужно, чтобы контролировать ошибку в разложении Тейло-
ра (A.2) вблизи окрестности точки ν�.

C. Локальный брэкетинг и большие уклонения

Основной шаг в подходе [10] — это локальный брэкетинг, или зажатие про-
цесса L(ν) в локальной окрестности точки ν� двумя квадратичными функция-
ми:

Lε(ν,ν�) � L(ν,ν�) � Lε(ν,ν�), ν ∈ Υ◦(r), (C.1)

где

Lε(ν,ν�) def= (ν − ν�)�∇ζ(ν) − 1
2
(ν − ν�)�D2

ε(ν − ν�), (C.2)

D2
ε = (1 − δ)D2

0. Разложение напрямую следует из условия (L0). Аналогично
для ε = −ε.

Матрицу D2
ε можно диагонализировать. Используя замену переменных

γ = θ − θ∗ + D−2
0 A(κ − κ

∗), запишем (C.2) как

Lε(ν,ν�) = (γ−γ∗)�∇θζ− 1
2
(γ−γ∗)�D2

ε(γ−γ∗)+(κ−κ
∗)∇̆κζ− 1

2
(κ−κ

∗)2d2
ε,

где ∇̆κ = −D−2
0 A∇θ, d2

ε = (1 − δ)d2
0, d2

0 = H2
0 − A�D−2

0 A и D2
ε = (1 − δ)D2

0.
Обозначим D̆2

ε диагонализированную матрицу D2
ε. Переобозначив ν = (γ, κ),

можно переписать Lε(ν,ν�) в более компактном виде:

Lε(ν,ν�) = (ν − ν�)�D̆εξε −
1
2
(ν − ν�)�D̆2

ε(ν − ν�), (C.3)

где ξε = D̆−1
ε ∇ζ и ξ∗ = d−1

ε ∇̆κ . Аналогично для ε = −ε.
Далее покажем, что распределение dε

(
κ−κε

)
при данных Y и при условии,

что κ ∈ K1 ∪ K◦(r0), примерно стандартное нормальное, где

κε = κ
∗ + d−1

ε ξ∗.

Вместе с разложением dε

(
κ̃ − κ

∗)− ξ∗ ≈ 0 это показывает, что dε

(
κ̃ − κε

) ≈ 0,
и теорема утверждает, что распределение dε

(
κ − κ̃

)
примерно стандартное нор-

мальное при условии данных Y и при условии κ ∈ K1 ∪ K◦(r0).
Для неотрицательной функции f локальный брэкетинг (C.1) даёт∫

Υ◦(r0)

exp{L(ν,ν�)}f(
dε(κ − κε)

)
dν �

∫

Υ◦(r0)

exp{Lε(ν,ν�)}f(
dε(κ − κε)

)
dν.
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Аналогично для κε = κ
∗ + d−1

ε ξε∫

Υ◦(r0)

exp{L(ν,ν�)}f(
dε(κ − κε)

)
dν �

∫

Υ◦(r0)

exp{Lε(ν,ν�)}f(
dε(κ − κε)

)
dν.

Основной смысл данного брэкетинга в том, что Lε(ν,ν�) и Lε(ν,ν�)—квадра-
тичные функции по ν и, значит, соответствуют некоторым гауссовским распре-
делениям.

Напомним, что Ω(x) обозначает случайное событие с вероятностью
P
(
Ω(x)

)
� 1 − Ce−x.

Теорема C.1. Для любого δ � δ(r0) при условии (L0) на K◦ для неотри-
цательной функции f(·) на R на множестве доминирующей вероятности Ω(x)
выполняется

E
[
f
(
dε(κ − κε)

)
I{κ ∈ K◦(r0)} | Y

]
� exp{∆+

ε (r0)}Ef(γ), (C.4)

где

∆+
ε (r0) = ∆ε(r0) +

p + 1
2

log
1 + δ

1 − δ
+ τε(r0)

с ∆ε(r0)
def= ‖ξε‖2/2 − ‖ξε‖2/2, и для γ ∼ N(0, 1)

τε(r0)
def= − log P(|γ + ξε| � r0 | Y ). (C.5)

Более того, на Ω(x) выполняется ∆+
ε (r0) � C δ (p + 1 + x).

Доказательство. Определим

mε(ξε)
def= −‖ξε‖2

2
+ log(det D̆ε) − (p + 1) log(

√
2π). (C.6)

Тогда с учётом (C.3) имеем

mε(ξε)+Lε(ν,ν�) = −‖D̆ε{ν − ν�} − ξε‖2

2
+log(det D̆ε)−(p+1) log(

√
2π), (C.7)

что есть логарифмическая плотность нормального распределения со средним
νε = D̆−1

ε ξε + ν� и матрицей ковариации D̆−2
ε . Используя замену переменных

u = dε(κ − κ
∗) − ξ∗ и (C.7), получаем для любой неотрицательной функции f

∫

Υ◦

exp{L(ν,ν�) + mε(ξε)}f
(
dε(κ − κε)

)
dν �

�
∫

exp{Lε(ν,ν�) + mε(ξε)}f
(
dε(κ − κε)

)
dν =

∫
φ(u)f(u) du = Ef(γ).

(C.8)

Аналогично если mε(ξε) определена в (C.6) с ε вместо ε, то значение
mε(ξε) + Lε(ν,ν�) при условии данных есть плотность нормального закона
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со средним νε = D̆−1
ε ξε + ν� и ковариационной матрицей D̆−2

ε . Для любой
неотрицательной функции f

∫

Υ◦(r0)

exp{L(ν,ν�)}f(
dε(κ − κε)

)
dν �

� exp{−mε(ξε)}
∫

φ(u)f(u)I{d−1
ε (u + ξε) ∈ K◦(r0)} du. (C.9)

Используя d2
ε � d2

0 и |ξε| � |ξ|, получаем
{d−1

ε (u + ξε) ∈ K◦(r0)} = {|d0d
−1
ε (u + ξε)| � r0} ⊃ {|u + ξ| � r0}.

Специальный случай (C.9) при f(u) ≡ 1 по определению τε даёт∫

Υ◦

exp{L(ν,ν�)} dν � exp{−mε(ξε) − τε}. (C.10)

При (C.8) и (C.10) получаем
∫

Υ◦(r0)

exp{L(ν,ν�)}f(
dε(κ − κ

∗
ε)

)
dν

∫
exp{L(ν,ν�)} dν

� exp{mε(ξε) − mε(ξε) + τε(r0)}Ef(γ) =

= exp
{

∆ε(r0) +
p + 1

2
log

1 + δ

1 − δ
+ τε(r0)

}
Ef(γ),

что доказывает (C.4).

Далее покажем, что члены ∆ε(r0), (p + 1) log
(
(1 + δ)/(1 − δ)

)
и τε(r0) малы

с большой вероятностью при выполнении локального условия. Важно, что если
забыть о них, приравнять матрицы D̆ε и D̆ε и векторы ξε и ξε, то теорема

говорит о примерно стандартном нормальном распределении для D̆ε(ν−ν�)−ξε

при условии данных Y . Значение

κε
def= (p + 1) log

1 + δ

1 − δ

может быть ограничено 1,1(p+1)δ, если δ � 0,5. По определению d2
εd

−2
0 � 1+ δ.

Тогда для γ ∼ N(0, 1) и r2
0 � C

τε(r0) = − log P(|d0d
−1
ε (γ + ξε)| � r0 | Y ) � − log P(γ2 � 1 + Cx) � e−x.

В [10] было доказано в чуть более общей формулировке, что ξ2
ε � Cδ(p + 1 + x)

на Ω(x). Суммируя, можно получить

∆+
ε (r0) � Cδ(p + 1 + x).

Нижняя граница находится с помощью нескольких вспомогательных утвер-
ждений о концах апостериорного распределения. В конечном итоге будет ис-
пользован специальный случай этой границы с f(u) = exp(λu) при фикси-
рованном векторе λ ∈ R. Удобно ввести локальное условное математическое
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ожидание: для случайной величины η определим

E
◦η def= E[ηI{κ ∈ K◦(r0)} | Y ].

Тогда границу (C.4) можно записать как

E
◦f

(
λdε(κ − κε)

)
� exp{∆+

ε (r0)}Ef(γ).

В следующем результате рассмотрен специальный случай с f(u) = exp(λu) и
f(u) = I(u ∈ A) для измеримого множества A ⊂ R.

Следствие C.2. Для любого λ ∈ R

log E
◦ exp{λdε(κ − κε)} � λ2

2
+ ∆+

ε (r0). (C.11)

Более того, для λ2 � x и для κ̆ = κ
∗ + d−2

0 ∇̆κL(ν�)

log E
◦ exp{λd0(κ − κ̆)} � λ2

2
+ ∆⊕

ε (r0), (C.12)

где
∆⊕

ε (r0)
def= ∆+

ε (r0) + δ + 2δ|ξ|.
На множестве Ω(x) выполняется ∆⊕

ε (r0) � C δ(p + 1 + x).

Доказательство. Первое утверждение есть прямое следствие теоремы с учё-
том того, что

E exp(λu) =
λ2

2
для u ∼ N(0, 1).

Для доказательства второго утверждения воспользуемся тем, что

exp{λd0(κ − κ̆)} = exp{λ1dε(κ − κε)} exp{λd0(κε − κ̆)}, (C.13)

где λ1 = (1 − δ)−1/2λ. Так как λ2 � 1, имеем

λ2
1 = (1 − δ)−1λ2 � (1 + 2δ)λ2 � λ2 + 2δ.

Осталось ограничить λd0(κε − κ̆) для κ̆ = κ
∗ + d−2

0 ∇̆κL(ν�) = κ
∗ + d−1

0 ξ и
κε = κ

∗ + d−1
ε ξ∗. По определению dε при δ � 1/2

|d0(κε − κ̆)| = |d0d
−1
ε ξ∗ − ξ| = |(d2

0d
−2
ε − 1)ξ| �

(
1

1 − δ
− 1

)
|ξ| � 2δ|ξ|. (C.14)

Это вместе с (C.11) и (C.13) в случае λ2 � 1 доказывает второе утверждение.

Аналогично предыдущему результату условие δ → 0 влечёт малость ∆+
ε (r0)

в (C.11) и ∆⊕
ε (r0) в (C.12).

Следствие C.3. Для любого измеримого множества A ⊂ R на множестве Ωx

с δε
def= d0(κε − κ̆), где κ̆ = κ

∗ + d−2
0 ∇̆κL(ν�) и q = 1 + |ξ|2, выполняется

P
◦(d0(κ − κ̆) ∈ A) � exp{∆+

ε (r0)}P(d0d
−1
ε γ + δε ∈ A) (C.15)

� exp{∆+
ε (r0)}

{
P(γ ∈ A) + Cδq1/2

}
. (C.16)
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Доказательство. Первое утверждение (C.15) следует из теоремы при
f(u) = I(d0d

−1
ε u + δε ∈ A). По определению при δ � 1/2

δε � 2δ|ξ|. (C.17)

Для доказательства (C.16) используем неравенство Пинскера для расстояния
Кульбака—Лейблера между двумя нормальными распределениями. Пусть γ —
стандартная нормальная случайная величина на R из распределения P0.

Случайная величина d0d
−1
ε γ + δε нормальная со средним δε и дисперсией

b−1
ε

def= d2
0d

−2
ε . Обозначим это распределение Pε. Очевидно, что bε = d−2

0 d2
ε =

= (1 − δ). Используем следующую техническую лемму.

Лемма C.4. Пусть |bε − 1| � δ � 1/2. Тогда

2K(P0, Pε) = −2E0 log
dPε

dP0
(γ) � (bε − 1)2 + (1 + δ)|δε|2 = δ2 + (1 + δ)|δε|2.

По определению

2 log
dPε

dP0
(γ) = − log bε − (γ − δε)2bε + |γ|2.

Далее,

2K(P0, Pε) = −2E0 log
dPε

dP0
(γ) = log(bε) + (bε − 1)2 + δ2

εbε � δ2 + (1 + δ)|δε|2.

Используя данную лемму, (C.17) и неравенство Пинскера, получаем

‖P0 − Pε‖TV �
√

1
2
K(P0, Pε) � Cδ

√
1 + |ξ|2 � Cδ q1/2,

где q = 1 + |ξ|2. Эквивалентно для любого измеримого множества A

P(d0d
−1
ε γ + δε ∈ A | Y ) � P(γ ∈ A) + Cε q1/2.

Следующее утверждение описывает локальные концентрационные свойства
апостериорного распределения. А именно, центрированный и скалированный

вектор η
def= dε(κ − κε) концентрируется на множестве

{
u : |u2 − 1| �

√
2x

}
с вероятностью P

◦ порядка 1 − 2e−x/4.

Следствие C.5. Пусть x � 1/2. Тогда

P
◦(|dε(κ − κε)|2 − 1 >

√
2x

)
� exp

(
−x

4
+ ∆+

ε (r0)
)

, (C.18)

P
◦(|dε(κ − κε)|2 − 1 > −

√
2x

)
� exp

(
−x

2
+ ∆+

ε (r0)
)

. (C.19)

Доказательство. Обозначим ηε
def= dε(κ − κε). Используя экспоненциаль-

ное неравенство Чебышёва для положительного λ � 1/2, с учётом того, что
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− log(1 − λ) � λ + λ2, получаем

P
◦(η2

ε > 1 +
√

2x
)

� exp
{
−λ

2
(
1 +

√
2x

)}
E
◦ exp

(
λ

2
η2

ε

)
�

� exp
{
−λ

2
(
1 +

√
2x

)
+ ∆+

ε (r0)
}

E exp
(

λ

2
γ2

)
=

= exp
{
−λ

2
(
1 +

√
2x

) − 1
2

log(1 − λ) + ∆+
ε (r0)

}
�

� exp
{
−λ

√
x

2
+

λ2

2
+ ∆+

ε (r0)
}

.

Выбор λ =
√
x/2 даёт (C.18). Аналогично

P
(
η2

ε − 1 < −
√

2x
)

� exp
{
−λ

2
(√

2x− 1
)}

E exp
(
−λ

2
η2

ε

)
�

� exp
{
−λ

2
(√

2x− 1
)

+ ∆+
ε (r0)

}
E exp

(
−λ

2
γ2

)
=

= exp
{
−λ

2
(√

2x− 1
) − 1

2
log(1 + λ) + ∆+

ε (r0)
}

�

� exp
{
−λ

√
x

2
+

λ2

4
+ ∆+

ε (r0)
}

.

В данном случае выбор λ =
√

2x влечёт результат.

D. «Хвосты» апостериорного распределения

Следующий основной шаг в анализе— показать, что апостериорное распре-
деление концентрируется в локальной окрестности истинной точки.

Напомним, что мы ввели множества K1 = {κ ∈ R+ : κ � κ1} и K2 =
= {κ ∈ R+ : κ � κ2}. Рассмотрим случайную величину

ρ(r0)
def=

∫
Θ

∫
K1∪K2

exp{L(ν,ν�)} dν

∫
Υ◦

exp{L(ν,ν�)} dν
=

2∑
i=1

∫
Υi

exp{L(ν,ν�)} dν

∫
Υ◦

exp{L(ν,ν�)} dν
= ρ1(r0) + ρ2(r0),

(D.1)
где Υi = Θ × Ki. Ясно, что P{κ /∈ K◦ | Y } � ρ(r0). Представляется естествен-
ным оценить отдельно ρ1(r0) и ρ2(r0) из-за несимметричности процесса по κ.
Используем (A.4) и (A.5) для доказательства следующего утверждения.

Теорема D.1. Пусть

6
√
x + c1(p + 1) � r0(1 + ε)
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с некоторой константой c1, такой что x + c1p � 2,5. Тогда на множестве Ω(x)
выполняется

ρ1(r0) � exp
(

τε(r0) +
σ2

2
‖∇θζ‖2

)
(1 + δ)p+1 d0√

2π
β(r0), (D.2)

где τε(r0) из (C.5) и

β(r0) =
2

(p + 2)

(
κ1

κ∗
)p/2

κ1.

Доказательство. Для интеграла в числителе в (D.1) для любой неотрица-
тельной функции f на множестве Ω(x) выполняется∫

Υ1

exp
{
L

(
(θ, κ), (θ∗, κ∗)

)}
f(κ) dθ dκ =

=
∫

K1

exp{L(ν�
κ
,ν�)}f(κ)

∫

Θ

exp{L(ν,ν�
κ
)} dθ dκ =

=
∫

K1

exp{L(ν�
κ
,ν�)}f(κ) exp

(
− log(det Dκ)+p log(

√
2π)+

1
2
‖D−1

κ
∇θζ‖2

)
dκ,

(D.3)

Мы использовали, что

∇θL = ∇θζ + ∇θEL = ∇θζ

в точке (θ∗
κ
, κ). Между двумя κ-моделями используется стандартное разложе-

ние

L(ν�
κ
,ν�) = ζ(ν�

κ
,ν�) + EL(ν�

κ
,ν�) =

= (1 + ε)(EXκ∗ − EXκ) − bκ + bκ∗ + c log
κ

κ∗ +
ε�

σ2
(θ∗

κ
− θ∗).

Используем следствие 4.2 из [10] для того, чтобы подавить стохастическую
компоненту квадратичной функцией −b‖θ∗

κ
−θ∗‖2, где константа b должна удо-

влетворять условию 6
√
x + c1(p + 1) � r0b.

Заметим, что из Rκ � Rκ∗ следует, что

EXκ∗ − EXκ � bκ − bκ∗ ,

и по определению смещения bκ

bκ − bκ∗ = −ELκ(θ∗
κ
) + ELκ∗(θ∗

κ∗) �
� −ELκ(θ∗

κ
) + ELκ(θ∗

κ∗) = −‖Dκ(θ∗
κ
− θ∗

κ∗)‖2.

Используя это и следствие 4.2 из [10] при условии 6
√

x + c1(p + 1) � r0(1 + ε),
получаем, что можно выбрать

u(ν) =
(1 + ε)‖(θ∗

κ
− θ∗

κ∗)‖2

2
.
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Тогда при c = 0

EL(ν�
κ
,ν�) + u(ν�

κ
) � − (1 + ε)‖(θ∗

κ
− θ∗

κ∗)‖2

2
.

Далее используем следствие, в котором вместо b(r) стоит (1 + ε)/2. Этот ре-
зультат показывает, что L(ν,ν�) можно ограничить u(ν) при c = 0 с большой
вероятностью.

Соотношение (C.10) для локального интеграла∫

Υ◦

exp{L(ν,ν�)} dν

даёт

ρ1(r0) � exp{τε(r0) + mε(ξε)} ×

×
∫

K1

exp
(

c log
κ

κ∗ − log det Dκ + p log
√

2π +
1
2
‖D−1

κ
∇θζ‖2

)
f(κ) dκ.

Далее, используя

exp{mε(ξε)} = exp

(
−‖ξε‖2

2

)
(2π)−(p+1)/2 det(D̆ε) � (2π)−(p+1)/2 det(D̆ε),

получаем

ρ1(r0) � exp
(

τε(r0) +
σ2

2
‖∇θζ‖2

)
×

× (1 + δ)p+1d0

∫

K1

exp
(

c log
κ

κ∗ + log
(

det Dκ∗

det Dκ

))
f(κ) dκ.

Для последнего члена в интеграле имеем

log
(

det Dκ∗

detDκ

)
=

1
2

p∑
i=1

log
(

1 + κ
∗σ2g2

i

1 + κσ2g2
i

)
� p

2
log

(
1 + κ

∗σ2g2
p

1 + κσ2g2
p

)
� c

2
log

κ
∗

κ

с достаточным c � p. Таким образом, справедливо (D.2) с

β(r0) =
2

(p + 2)

(
κ1

κ∗
)p/2

κ1.

Предыдущее утверждение предоставляет достаточное условие на значе-
ние r0, влекущее концентрацию апостериорного распределения на K◦(r0).

Для следующего утверждения удобно ввести обозначения: для случайной
величины µ определим

Êµ
def= E[µI{κ ∈ K◦(r0)} | Y , κ ∈ K◦(r0) ∪ K1].
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Теорема D.2. Для любой неотрицательной функции f(·) на R на множестве
Ω(x) выполняется

Êf
(
dε(κ − κε)

)
� exp

{−∆−
ε (r0)

}
E{f(γ)I(|γ| � Cr0)}, (D.4)

где

∆−
ε (r0) = ∆ε(r0) +

p + 1
2

log
1 + δ

1 − δ
+ ρ1(r0).

На Ω(x) также выполняется ∆−
ε (r0) � C δ (p + 1 + x).

Доказательство. Из соотношения (C.8) с функцией f(·) ≡ 1 и (D.3) следует,
что на множестве Ω(x)∫

Υ\Υ2

exp{L(ν,ν�)} dν =
∫

Υ◦

exp{L(ν,ν�)} dν +
∫

Υ1

exp{L(ν,ν�)} dν �

� {1 + ρ1(r0)}
∫

Υ◦

exp{L(ν,ν�)} dν �

� {1 + ρ1(r0)} exp{−mε(ξε) + τε(r0)} � exp{−mε(ξε) + τε(r0) + ρ1(r0)}.
Используя соотношение (C.9), получаем∫

Υ◦(r0)

exp{L(ν,ν�)}f(
dε(κ − κε)

)
dν

∫
Υ\Υ2

exp{L(ν,ν�)} dν
�

�
exp{−mε(ξε)}

∫
φ(u)f(u)I{u ∈ Bε(r0)} du

exp{−mε(ξε) + τε(r0) + ρ1(r0)} �

� exp{−∆−
ε (r0)}E[f(γ)I{γ ∈ Bε(r0)}],

где
Bε(r0)

def= {u ∈ R : |d0d
−1
ε (u + ξε)| � r0}.

Используя |ξε|2 = (1 + δ)−1‖ξ‖2, d2
ε = (1 + δ)d2

0, получаем

Bε(r0) ⊇ {u ∈ R : |u| � Cr0}. (D.5)

Это доказывает (D.4).

В качестве следствия сформулируем утверждение о производящей функции
моментов dε(κ −κε), соответствующей экспоненциальной функции f . Потребу-
ется дополнительное условие, что r2

0 � C для достаточно большой C.

Следствие D.3. Пусть r2
0 � C. Для λ ∈ R, λ2 � x,

log Ê exp
(
λdε(κ − κε)

)
� λ2

2
− ∆�

ε ∆�
ε

def= ∆−
ε (r0) + e−x.

Более того, при λ2 � 1

log Ê exp{λd0(κ − κ̆)} � λ2

2
− ∆�

ε (r0).
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На множестве Ω(x) выполняется ∆�
ε (r0) � C δ (p+1+x). Для любого измеримого

A ⊂ R на множестве Ωx при δε = d0(κε − κ̆) выполняется

P
◦(d0(κ − κ̆) ∈ A) � exp{∆−

ε (r0)}P(d0d
−1
ε γ + δε ∈ A) − e−x �

� exp{∆−
ε (r0)}{P(γ ∈ A) − Cδ q1/2} − e−x

для q = 1 + |ξ|2.
Первое утверждение следует из теоремы D.2. Единственный важный допол-

нительный шаг— вычисление интеграла E{exp(λγ)I(|γ| � r)}.
Лемма D.4. Пусть γ ∼ N(0, 1) и µ ∈ (0, 1). Тогда для любого λ ∈ R, λ2 � x,

log E{exp(λγ)I(|γ| > r)} � −1 − µ

2
r2 +

1
2µ

λ2 +
1
2

log
(

1
µ

)
. (D.6)

Доказательство. Так как для µ < 1

E{exp(λγ)I(|γ| > r)} � e−(1−µ)r2/2
E exp

{
λγ +

(1 − µ)γ2

2

}
,

то

E exp
{

λγ +
(1 − µ)γ2

2

}
=

= (2π)−1/2

∫
exp

{
λγ − µγ2

2

}
dγ = µ−1/2 exp

(
µ−1λ2

2

)
.

Следовательно, справедливо (D.6).

Далее используем утверждение с µ = 1/2.

Лемма D.5. Пусть γ ∼ N(0, 1) и r2 � 4(1 + x). Тогда для λ ∈ R, λ2 � x,

E{exp(λγ)I(|γ| � r)} � eλ2/2(1 − e−x). (D.7)

Доказательство. Из соотношения (D.6) при µ = 1/2 с учётом того, что
E exp(λγ) = eλ2/2, λ2 � x и 1 + log(2) < 2, получаем, что

e−λ2/2
E{exp(λγ)I(|γ| � r)} � 1 − exp

(
−r2

4
+ 1 +

1
2

log(2)
)

� 1 − exp(−x).

Следовательно, верно (D.7).

Последняя оценка доказывает следствие D.3. Второе утверждение доказы-
вается аналогично следствию C.2, последнее утверждение— аналогично след-
ствию C.3.

E. Доказательство теоремы 3.1

Удобно представить случайную величину κ в виде

κ = κI{κ ∈ K◦(r0)} + κI{κ ∈ K1} + κI{κ ∈ K2} = κ
◦ + κ

c
1 + κ

c
2.
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Результат о больших уклонениях показывает, что апостериорная масса κ
c
1 мала

при соответствующем выборе r0. Далее покажем, что распределение κ
◦ пример-

но нормальное, и придём к главному результату. Определим

κ̄
def= Êκ, S2

◦
def= Cov(κ̄) def= Ê(κ − κ̄)2.

Достаточно показать, что на Ω(x) выполняются соотношения
(
dε(κ̄ − κε)

)2 � 2∆∗
ε|1 − d2

εS
2
◦| � 2∆∗

ε,

и для λ ∈ R, λ2 � x, справедливо∣∣∣∣log Ê exp{λS−1
◦ (κ − κε)} − λ2

2

∣∣∣∣ � C∆∗
ε. (E.1)

Рассмотрим η
def= dε(κ − κε). Следствия C.2 и D.3 утверждают для λ ∈ R,

λ2 � x, что

λ2 exp{−∆−} � Ê(λ�η)2 � λ2 exp{∆+}, (E.2)

λ2

2
− ∆− � log Ê exp(λη) � λ2

2
+ ∆+, (E.3)

где ∆− = ∆�
ε и ∆+ = ∆⊕

ε .
Определим первые два момента η:

η̄
def= Êη, S2

◦
def= Ê(η − η̄)2 = d2

εS
2
◦.

Воспользуемся следующим техническим утверждением.

Лемма E.1. Предположим, что верно (E.2). Тогда при ∆∗ = max{∆+,∆−}
|η̄| �

√
2∆∗, |S2

◦ − 1| � 2∆∗. (E.4)

Доказательство. Пусть u = 1 . При λ = u для Ê(uη)2 = Ê(λη)2 из (E.2)
получаем, что

Ê(uη)2 � exp{∆+}, Ê(uη)2 � exp{−∆−}.
Заметим, что

Ê(uη)2 = u2S2
◦ + (uη̄)2,

и поэтому
exp{−∆−} � u2S2

◦ + (uη̄)2 � exp{∆+}. (E.5)

Аналогично для u = η̄/|η̄|
Ê

(
u(η − η̄)

)2 � exp{−∆−}E(
u(γ − η̄)

)2 = (1 + η̄2) exp{−∆−},
откуда следует

u2S2
◦ � (1 + η̄2) exp{−∆−}.

Данное неравенство противоречит (E.5), если η̄2 > 2∆∗. Таким образом, спра-
ведливо (E.4).
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Граница для первого момента при κ̄ = Êκ даёт

|dε(κ̄ − κε)| �
√

2∆∗. (E.6)

Используя границу для второго момента и S2
◦ = Ê(κ − κ̄)2, получаем

|d2
εS

2
◦ − 1| � 2∆∗. (E.7)

Далее рассмотрим производящую функцию моментов для η◦ def= S−1
◦ (κ − κε).

Воспользуемся соотношениями

λη◦ = λ1dε(κ − κε) + λ1dε(κε − κε) = λ1η + λ�
1 dε(κε − κε)

при λ1 = d−1
ε S−1

◦ λ. Таким образом,

| log Ê exp{λη◦} − log Ê exp{λ1η}| � |λS−1
◦ (κε − κε)|. (E.8)

Используя (E.7), для λ2
1 = λ2d−2

ε S−2
◦ получаем

(1 − ∆∗)λ2 � λ2d−2
ε S−2

◦ � (1 − ∆∗)−1λ2.

Это неравенство, (E.6), (E.8) и (E.3) влекут∣∣∣∣log Ê exp{λη◦} − λ2

2

∣∣∣∣ � C∆∗.

Таким образом, справедливо (E.1).
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