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Аннотация

Многочлены без свободных членов образуют идеал R как в алгебре Bn много-
членов от n переменных над полем F , так и в свободной ассоциативной алгебре An

ранга n над F —алгебре многочленов от некоммутирующих переменных. Известные
понятия диких автоморфизмов алгебр An и Bn переносятся на R; их изучение в статье
сводится к моническим автоморфизмам алгебры R, т. е. автоморфизмам, тождествен-
ным на всех факторах Rk/Rk+1. В частности, это позволяет исследовать детальнее
свойства известных автоморфизмов Аника и Нагаты. При n = 3 исследуется гипоте-
за: верно ли, что при любом k > 1 автоморфизм Аника действует по модулю Rk как
ручной автоморфизм?

Abstract

C. K. Gupta, V. M. Levchuk, Yu. Yu. Ushakov, On tame and wild automorphisms
of algebras, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 18 (2013), no. 4, pp. 79—88.

Let Bn be a polynomial algebra of n variables over a field F . Considering a free
associative algebra An of rank n over F as a polynomial algebra of noncommuting
variables, we choose the ideal R of all polynomials with a zero absolute term in Bn

and An. The well-known concept of wild automorphisms of the algebras An and Bn is
transferred to R; the study of wild automorphisms is reduced to monic automorphisms of
the algebra R, i.e., those identical on each factor Rk/Rk+1. In particular, this enables
us to study the properties of the known Nagata and Anik automorphisms in detail. For
n = 3 we investigate the hypothesis that the Anik automorphism is tame modulo Rk for
every given integer k > 1.
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Введение

Традиционно для различных алгебраических систем естественно выделяют
«стандартные» автоморфизмы и изучают вопросы существования и описания
нестандартных автоморфизмов. Это иллюстрируют известные исследования ав-
томорфизмов классических линейных групп, алгебр и групп Шевалле [1, 3, 19],
свободных и относительно свободных нильпотентных алгебр Ли над полями
нулевой характеристики [13,15], а в связи с [4, вопрос 3.3] — свободной ассоци-
ативной алгебры An (с единицей) ранга n над полем.
Для алгебры An естественно определяются элементарные автоморфизмы; по-

рождённые ими автоморфизмы называют ручными, а остальные автоморфиз-
мы— дикими. Трудным оказывается даже вопрос, когда группа AutAn совпада-
ет с подгруппой всех ручных автоморфизмов An. Как правило, исследования ис-
пользуют метод свободных дифференцирований Фокса и матрицы Якоби [5,17].
Критерии обратимости эндоморфизма алгебры An исследовались в [8, 14, 21].
С другой стороны, П. М. Кон [13] доказал, что ручными являются все авто-
морфизмы свободной алгебры Ли над полем характеристики 0 с m свободными
порождающими.
Проблему нахождения минимального порождающего множества группы ав-

томорфизмов относительно свободной нильпотентной ступени c � 2 алгебры Ли
с m � c свободными порождающими над полем характеристики 0 исследовали
В. Дренский и Ч. К. Гупта [15] (см. также [2]).
Ещё к началу 1970-х годов А. Г. Чернякевич доказала [11], что все авто-

морфизмы алгебры A2 ручные; (см. также случай основного поля комплексных
чисел [7]). В эти же годы для алгебр An (n � 3) выявился первый «подозритель-
ный» автоморфизм, называемый в [12] автоморфизмом Аника. Лишь в начале
2000-х годов И. П. Шестаков и У. У. Умирбаев доказали, что он дикий, ко-
гда n = 3 и основное поле F характеристики 0 (см. [9, 22]); его естественные
продолжения на алгебры An ранга n > 3 оказались ручными [23].
В статье мы исследуем новый подход к изучению автоморфизмов алгебры An,

рассматривая её как алгебру многочленов F 〈x1, x2, . . . , xn〉 от некоммутативных
переменных; алгебру многочленов F [x1, x2, . . . , xn] от тех же, но коммутиру-
ющих переменных обозначают через Bn. Многочлены с нулевым свободным
членом образуют идеал, обозначаемый через R. Ограничения на R автоморфиз-
мов Аника и Нагаты [20] при n = 3 дают дикие автоморфизмы; они являются
моническими автоморфизмами (см. раздел 2.
Переход к R позволяет исследовать детальнее свойства автоморфизмов Ани-

ка и Нагаты. В разделе 2 подробнее рассматривается автоморфизм Аника. Ясно,
что степени Rk (k > 1) являются характеристическими идеалами в R. В тер-
минах элементарных автоморфизмов (по аналогии с алгеброй An) определяются
ручные и дикие автоморфизмы идеала R, его степеней и фактор-алгебр R/Rk.
Лемма 1 сводит вопрос 3.3 из [4] к аналогичному вопросу для R и пока-

зывает, что все автоморфизмы алгебры R ручные по модулю R2. При условии
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квадратичной замкнутости основного поля теорема 1 разделяет ручные и дикие
автоморфизмы фактор-алгебры R/R4.
Высказанная гипотеза о том, что дикий автоморфизм Аника совпадает с руч-

ным автоморфизмом по модулю Rk для любого наперёд заданного натурального
числа k > 1, подтверждается для k � 17 (предложение 1).

1. Редукция вопроса о диких автоморфизмах

Пусть An— свободная ассоциативная алгебра над полем F со свобод-
ными порождающими x1, x2, . . . , xn. Любой её эндоморфизм характеризуется
действием на свободных порождающих. Если эндоморфизм ϕ переводит xi

в fi = fi(x1, x2, . . . , xn) при всех i, то пишем ϕ = (f1, f2, . . . , fn). Автомор-
физмы вида

(x1, . . . , xs−1, αxs + f(x1, . . . , xs−1, xs+1, . . . , xn), xs+1, . . . , xn) (1)

для фиксированных (произвольно) α ∈ F \ {0} и 1 � s � n называют эле-
ментарными. Все элементарные автоморфизмы порождают в AutAn подгруппу,
обозначаемую через TAutAn; все её элементы называют ручными автоморфиз-
мами. Остальные автоморфизмы называют дикими.
Оказывается, изучение группы автоморфизмов AutAn сводится к изучению

AutR. Заметим, что каждый автоморфизм ϕ алгебры An однозначно определяет
константы ci ∈ F , такие что

ϕ(xi) = ci mod R, i = 1, 2, . . . , n.

С другой стороны, константы ci ∈ F определяют автоморфизм

(x1 − c1, x2 − c2, . . . , xn − cn),

его назовём автоморфизмом-сдвигом алгебры An. Умножая на него ϕ, получа-
ем автоморфизм, индуцирующий автоморфизм ϕ̄ идеала R. Следующая лемма,
получаемая стандартными средствами, сводит вопрос 3.3 к аналогичному вопро-
су для R.

Лемма 1. Автоморфизм ϕ алгебры An является диким тогда и только тогда,
когда диким является автоморфизм ϕ̄ идеала R. Автоморфизм ϕ с точностью до
умножения на ручной автоморфизм действует тождественно по модулю R2. Ав-
томорфизм идеала R дикий, если он индуцирует дикий автоморфизм какой-либо
фактор-алгебры R/Rk (k > 1). Кроме того,

AutAn = AutR,
∞⋂

k=1

Rk = 0.

Доказательство. Первое утверждение следует из замечания перед теоре-
мой. Любой автоморфизм ϕ алгебры An умножением на однозначно опреде-
лённый ручной автоморфизм-сдвиг переводится в автоморфизм, индуцирующий
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автоморфизм ϕ̄ идеала R. Поскольку алгебру An порождают идеал R и едини-
ца, то любой автоморфизм идеала R однозначно продолжается до автоморфизма
всей алгебры An. Ясно, что пересечение степеней идеала R нулевое.
Алгебра R/R2 как линейное пространство имеет базис x1, x2, . . . , xn, следо-

вательно, все её автоморфизмы представляют собой невырожденные линейные
преобразования: AutR/R2 � GLn(F ). Любая матрица раскладывается в произ-
ведение элементарных и диагональных матриц, которые при этом изоморфизме
соответствуют элементарным автоморфизмам. Любой автоморфизм алгебры An

домножением на сдвиг переводится в автоморфизм, сохраняющий идеал R, а
тот в свою очередь домножением на линейные автоморфизмы переводится в ав-
томорфизм, действующий тождественно по модулю R2. Отсюда получаем, что

TAutR/R2 = AutR/R2 � GLn(F )

(см. также [18, предложение 1])
Как следует из определений, элементарные автоморфизмы алгебры R/Rk ин-

дуцируются элементарными автоморфизмами идеала R. Следовательно, каждый
ручной автоморфизм алгебры R/Rk индуцируется ручным автоморфизмом иде-
ала R и, наоборот, автоморфизм идеала R, индуцирующий дикий автоморфизм
идеала R/Rk, сам является диким.

Доказанная лемма сводит изучение вопроса о диких автоморфизмах алге-
бры An к изучению аналогичных вопросов для алгебр R и R/Rk и показывает,
что фактор-алгебра R/R2 не имеет диких автоморфизмов.
Исследуем подробнее автоморфизмы свободных нильпотентных алгебр R/Rk

при k = 3, 4. Выделим эндоморфизмы алгебры R вида
(
x1 +

n∑
i,j=2

(αijx1xixj + βijxix1xj + γijxixjx1),

x2 +
n∑

i=3

(αix1x2xi + α′
ix2x1xi + βix1xix2 + β′

ix2xix1 + γixix1x2 + γ′ixix2x1)

+ δ1x
2
1x2 + δ2x1x2x1 + δ3x2x

2
1,

x3 + αx1x2x3 + α′x1x3x2 + βx2x1x3 + β′x2x3x1 + γx3x1x2 + γ′x3x2x1,

x4, . . . , xn

)
, (2)

(
x1 +

n∑
i=2

(αix1xi + βixix1), x2 + αx2x1 + βx1x2, x3, . . . , xn

)
(3)

для произвольных констант

αij , αi, α
′
i, βij , βi, β

′
i, γij , γi, γ

′
i, δi, α, α

′, β, β′, γ, γ′ ∈ F. (4)

Теорема 1. Всякий автоморфизм алгебры R с точностью до умножения на
ручной автоморфизм совпадает по модулю R3 с эндоморфизмом вида (3). Когда
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из любого элемента поля F извлекается квадратный корень, всякий автомор-
физм ϕ алгебры R, тождественный по модулю R3, с точностью до умножения
на ручной автоморфизм совпадает по модулю R4 с эндоморфизмом вида (2).

Для доказательства потребуются некоторые замечания и лемма.
Пусть Gs при 1 < s < k есть подгруппа в Aut(R/Rk) автоморфизмов, тож-

дественных по модулю Rs/Rk. Каждый фактор Gs/Gs+1 есть коммутативная
группа. Это позволяет определить на факторах операцию сложения как инду-
цированную умножением. Как и в [18], когда в F возможно извлечение корней
степени s − 1, для любого a ∈ F определим на Gs преобразование λa, индуци-
рующее операцию умножения на константу на факторе Gs/Gs+1. В этом слу-
чае множество Gs/Gs+1 относительно введённых операций является векторным
пространством. Обозначая его через Vs, получаем индуцированное отображение
πs : Gs → Vs. Множество πs(TAut(R/Rk) ∩Gs) образует в Vs подпространство,
которое обозначаем через TVs.
Выберем подмножества Ωs в Gs, и пусть Ω =

k−1⋃
i=2

Ωs. Далее используем вве-

дённый в [18] (подробнее см. [10]) алгоритм преобразования любого автомор-
физма ϕ алгебры R/Rk; его назовём k-Ω-алгоритмом. Алгоритм умножает ϕ на
ручные автоморфизмы λa(ω), a ∈ F , ω ∈ Ω и либо приводит ϕ к тождественному
автоморфизму, либо останавливается. При этом k-Ω-алгоритм приводит любой
ручной автоморфизм к тождественному, если πs(Ωs)—база в TVs для всех s.
В следующей лемме, используемой для построения баз подпространств

TVs, через Ω обозначаем подмножество в TAut(R/Rk), содержащее эле-
ментарные автоморфизмы (x1 + m,x2, . . . , xn) для всевозможных мономов m
с коэффициентом 1 степени не выше k от переменных x2, . . . , xn, при-
чём автоморфизмы t−1ϕt, λr(ϕ) · ϕ и [λr(ϕ), ψ] редуцируются k-Ω-алгорит-
мом до тождественных для любых ϕ,ψ ∈ Ω и элементарного автоморфизма
t = (x1, . . . , xi−1, xi + rxj , xi+1, . . . , xn) с r ∈ F .

Лемма 2. Если корни степеней s = 2, 3, . . . , k − 2 извлекаются из любо-
го элемента основного поля F , то всякий ручной автоморфизм алгебры R/Rk

редуцируется k-Ω-алгоритмом к тождественному автоморфизму.

Доказательство леммы приводится в [10, лемма 1.1.1].

Доказательство теоремы 1. Выберем следующие ручные автоморфизмы
алгебры R/R4:

t1 = (x1, x2 + x1, x3, . . . , xn), t2 = (x3, x2 + x3, x1 + x3, x4, . . . , xn),

ϕ1 = (x1 + x2
2, x2, . . . , xn), ϕ2 = (x1 + x2x3, x2, . . . , xn),

ϕ3 = (x1 − x1x3 + x2x3, x2 + x2x3 − x1x3, x3, . . . , xn) = t−1
1 ϕ2t1,

ϕ̃3 = (x1 − x3x1 + x3x2, x2 + x3x2 − x3x1, x3, . . . , xn),

ϕ4 = (x1 − x2x1 − x2x3 − x3x1 − x2
3, x2 − x2x1 − x2x3 − x3x1 − x2

3,

x3 + x2x1 + x2x3 + x3x1 + x2
3, x4, . . . , xn) = t−1

2 ϕ2t2.
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Множество Ω2 составляем из автоморфизмов, сопряжённых с ϕi или ϕ̃3 пере-
становкой переменных:

— n(n− 1) автоморфизмов, сопряжённых с ϕ1;
— n(n− 1)(n− 2) автоморфизмов, сопряжённых с ϕ2;
— 2n(n− 2) автоморфизмов, сопряжённых с ϕ3 или с ϕ̃3;
— n автоморфизмов, сопряжённых с ϕ4.

Так, n(n− 2) автоморфизмов ϕ, сопряжённых с ϕ3, получаем по правилу

ϕ(xk) = xk − xkxi − xjxi, ϕ(xj) = xj + xkxi + xjxi, ϕ(xl) = xl (l �= k, j),

где 1 � i � n, k = 1 при i > 1 и k = 2 при i = 1, 1 � j � n, j �= i, k. Все n
автоморфизмов ϕ, сопряжённых с ϕ4, получаем перестановками x1 и xi.
Все выбранные n3−3n автоморфизмов индуцируют в пространстве V2 линей-

но независимое множество. В самом деле, мономы x2
i содержатся в i-х компо-

нентах только сопряжённых с ϕ4 автоморфизмов. Мономы xixj содержатся в k-х
компонентах (k �= i, j) только сопряжённых с ϕ1, ϕ2 автоморфизмов. Наконец,
мономы xixj , j �= i, содержатся в i-х компонентах автоморфизмов, сопряжённых
с ϕ3. Нетрудно показать, что любой автоморфизм, сопряжённый с ϕ3 или ϕ4

с помощью произвольной подстановки переменных, совпадает по модулю G3

с произведением перечисленных автоморфизмов.
Для построения множества Ω3 полагаем

σ1 = (x1 + x2x2x2, x2, . . . , xn), σ2 = (x1 + x2x3x3, x2, . . . , xn),
σ3 = (x1 + x2x3x4, x2, . . . , xn), t3 = (x1, x2 + x1, x3 + x1, x4 + x1, . . . , xn),

σ4 = t−1
1 σ2t1, σ5 = t−1

1 σ3t1, σ6 = t−1
2 σ3t2, σ7 = t−1

3 σ3t3.

Заменой в σi мономов xixjxk на xkxixj и на xjxkxi получаем автоморфизмы σ′
i

и σ′′
i . В частности,

σ′
2 = (x1 + x3x2x3, x2, . . . , xn), σ′′

2 = (x1 + x3x3x2, x2, . . . , xn).

Множество Ω3 при n > 3 составляют автоморфизмы, сопряжённые (как и
выше) с σi, σ′

i или σ
′′
i перестановкой второго порядка на переменных:

— n(n− 1)3 автоморфизмов, сопряжённых с σ1, σ2, σ′
2, σ

′′
2 , σ3;

— 3n(n− 2) автоморфизмов, сопряжённых с σ4, σ′
4, σ

′′
4 ;

— 3n(n− 1)(n− 3) автоморфизмов, сопряжённых с σ5, σ′
5, σ

′′
5 ;

— 3n(n− 1) автоморфизмов, сопряжённых с σ6, σ′
6, σ

′′
6 ;

— n автоморфизмов, сопряжённых с σ7.

Автоморфизмы, сопряжённые подстановкой τ с σ5, определяются индекса-
ми i, j, k, l по формуле τ−1σ5τ для xi = τ(x1), xj = τ(x2), xk = τ(x3),
xl = τ(x4) (остальные переменные остаются на месте). Здесь 1 � i, j � n,
k �= i — минимальное число из множества {1, 2, 3} и 1 � l � n, l �= i, j, k.
Автоморфизмы, сопряжённые с σ6, определяются двумя индексами 1 � i �=

�= j � n по формуле τ−1σ6τ для τ(x3) = xi, τ(x4) = xj (остальные элементы
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остаются на месте). Автоморфизмы, отличные от σ7, сопряжённые с σ7, опреде-
ляются формулой τ−1σ7τ для циклической подстановки τ = (x1, xi), 1 < i � n.
При n = 3 множество Ω3 состоит из 54 элементов. По определению его

составляют

1) 9 элементов, сопряжённых подстановкой переменных с σ4, σ′
4, σ

′′
4 ;

2) 24 автоморфизма, сопряжённых подстановками с σ1, σ2, σ′
2, σ

′′
2 ;

3) по 3 элемента, сопряжённых подстановками с автоморфизмами

σ8 = (x1, x2 − x1, x3)(x1 + x2x2x3, x2, x3)(x1, x2 + x1, x3), σ′
8, σ′′

8 ;

4) любые 12 автоморфизмов вида [ω1, ω2], где ω1, ω2 ∈ Ω2, ω1 сопряжён с ϕ1 и
ω2 сопряжён с ϕ3 или ϕ4, выбираемые так, чтобы множество π3(Ω3) было
линейно независимым.

Аналогично случаю Ω2, нетрудно показать, что в V3 автоморфизмы из Ω3

индуцируют линейно независимое подмножество, а автоморфизмы, сопряжённые
с помощью произвольной подстановки переменных с

σ1, σ2, σ
′
2, σ

′′
2 , σ3, σ4, σ

′
4, σ

′′
4 , σ5, σ

′
5, σ

′′
5 , σ6, σ

′
6, σ

′′
6 , σ7,

совпадают с произведением автоморфизмов из Ω3.
Оказывается, доказательство того, что π2(Ω2)—это база в TV2 и π3(Ω3)—

база в TV3, сводится к проверке условия леммы 2 при n � 8. В самом деле,
каждый из выбранных выше автоморфизмов вместе со своим обратным ав-
томорфизмом действуют нетождественно не более чем на четырёх элементах.
Поэтому автоморфизмы t−1ϕt, λr(ϕ) ·ϕ и [λr(ϕ), ψ] из леммы 1 могут быть пре-
образованы с помощью сопряжения подстановкой так, чтобы они действовали
только на переменных xi, 1 � i � 8.
Пусть n � 8. Коэффициенты ci при мономах второй и третьей степени на-

званных автоморфизмов из леммы 2 являются многочленами от параметра r
с целыми коэффициентами. Это позволяет осуществить проверку условий лем-
мы 2 с помощью системы компьютерной алгебры.
По лемме 1 каждый автоморфизм алгебры R редуцируется к автоморфиз-

му ϕ, тождественному по модулю R2. Умножением на подходящие автоморфиз-
мы, сопряжённые подстановкой переменных с λa(ϕ4) (a ∈ F ), в автоморфизме ϕ
удаётся исключить мономы x2

i , входящие в i-е компоненты автоморфизма. Умно-
жением на автоморфизмы, сопряжённые подстановкой с λa(ϕ3), мономы xixj

в i-х компонентах автоморфизма переводятся в аналогичные мономы в первой
и второй компоненте автоморфизма. Таким образом приходим к автоморфизму,
действующему по модулю R3 так же, как эндоморфизм вида (3). Аналогич-
но автоморфизм, тождественный по модулю R3, редуцируется к автоморфизму,
действующему по модулю R4 как эндоморфизм вида (2). Теорема доказана.

Следствие 1. Эндоморфизмы (3) и (2) индуцируют дикие автоморфизмы сво-
бодных нильпотентных алгебр R/R3 и R/R4 соответственно, если хотя бы одна
из входящих в них констант (4) не равна нулю.
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Доказательство. ПустьW2 иW3—подпространства в V2 и вW3, натянутые
на образы под действием π2 и π3 всех эндоморфизмов (3) и (2) соответственно
при всех возможных значениях констант. Из теоремы 1 следует, что простран-
ства V2 и V3 разложимы в прямые суммы:

V2 = W2 ⊕ TV2, V3 = W3 ⊕ TV3.

Тем самым доказательство следствия завершено.

2. Автоморфизмы Аника и Нагаты,
монические автоморфизмы

Отметим, что также хорошо известен вопрос о диких автоморфизмах алге-
бры Bn многочленов над полем F от коммутирующих переменных x1, x2, . . . , xn;
её ручные автоморфизмы определяют по аналогии с алгеброй An.
М. Нагата [20] выявил для алгебры B3 подозрительный автоморфизм

σ = (x+ (x2 − yz)z, y + 2(x2 − yz)x+ (x2 − yz)2z, z).

Автоморфизмом Аника алгебры A3 называют [12] её автоморфизм

δ = (x+ z(xz − zy), y + (xz − zy)z, z).

Лишь в начале 2000-х годов было окончательно доказано, что автоморфизмы
Нагаты и Аника являются дикими [9,22].
Заметим, что эти автоморфизмы могут естественным образом рассматри-

ваться как автоморфизмы алгебр An и Bn соответственно при n � 3. Однако
при добавлении новых переменных xj (j > 3) автоморфизмы Нагаты и Аника
(с тривиальным действием δ(xj) = xj и σ(xj) = xj) становятся ручными [23].
Поэтому они являются стабильно ручными в терминологии [23].
Идеал R в алгебрах An и Bn инвариантен относительно автоморфизмов

Аника и Нагаты соответственно. Это позволяет сохранять для их ограничений
на R обозначения и термины. Переход к R позволяет более детально исследовать
некоторые свойства автоморфизмов Аника и Нагаты; при n = 3 они являются
дикими автоморфизмами алгебры R по лемме 1 и [9,22].
Автоморфизмы Аника и Нагаты идеала R являются моническими автомор-

физмами в смысле определения Р. Дюбиша и С. Перлиса [16]: автоморфизм (ана-
логично эндоморфизм) ассоциативного кольца или алгебры A называется мони-
ческим, если он индуцирует тождественное отображение на каждом факторе
Am/Am+1. Такие автоморфизмы наряду со стандартными они использовали при
описании автоморфизмов нильпотентной алгебры NT(n, F ) всех (n× n)-матриц
над полем F с нулями на главной диагонали и над ней. Это понятие естественно
переносится с помощью факторов нижнего центрального ряда на кольца Ли и
группы и применялось, в частности, к присоединённой группе кольца NT(n, F )
(она изоморфна унитреугольной группе UT(n, F )) и к его ассоциированному
кольцу Ли.
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Автоморфизм алгебры Ли или группы A называется гиперцентральным
высоты m, если он действует тождественного по модулю m-го гиперцентра
Zm(A) �= A, а по модулю (m − 1)-го гиперцентра не является даже внутрен-
ним. В [6] показано, что если A—унипотентная подгруппа группы Шевалле, то
гиперцентральные автоморфизмы небольших высот, в сущности, исчерпывают
основные нестандартные автоморфизмы A; они порождают всю группу авто-
морфизмов вместе со стандартными автоморфизмами. Аналогичное описание
автоморфизмов допускает ниль-подалгебра алгебры Шевалле.
Для автоморфизма Аника авторы исследуют следующую гипотезу: для лю-

бого k > 1 автоморфизм Аника идеала R алгебры A3 совпадает с ручным авто-
морфизмом по модулю Rk.
Частичное подтверждение гипотезы даёт следующее утверждение.

Предложение 1. Автоморфизм Аника с точностью до умножения на ручной
автоморфизм действует в R тождественно по модулю R17.

Доказательство. Следующие автоморфизмы δk, k = 5, 7, . . . , 17,

δ3 = δ,

δ5 = δ3t
−1
2 (x− zyz, y, z)t2(x+ zyz + z2y, y, z)(x, y − xz2 − zxz, z),

δ7 = δ5t
−1
2 (x+ z2yz2 + z3yz, y, z)t2(x, y + zxz3 + 2z2xz2 + z3xz, z),

δ9 = δ7t
−1
2 (x− z2yz4 − 2z3yz3 − z4yz2, y, z)t2,

δ11 = δ9t
−1
2 (x− z3yz5 − 3z4yz4 − 3z5yz3 − z6yz2, y, z)t2 ×

× (x− z3yz5 + 3z4yz4 + 3z5yz3 + z6yz2, y, z) ×
× (x, y − z2xz6 − 3z3xz5 − 3z4xz4 − z5xz3, z),

δ13 = δ11(x− z4yz6 − 4z5yz5 − 6z6yz4 − 4z7yz3 − z8yz2, y, z)×
× (x, y + z3xz7 + 4z4xz6 + 6z5xz5 + 4z6xz4 + z7xz3), z),

δ15 = δ13t
−1
2 (x+ z4yz8 + 4z5yz7 + 6z6yz6 + 4z7yz5 + z8yz4, y, z)t2 ×

× (x, y + z4xz8 + 5z5xz7 + 10z6xz6 + 10z7x5 + 5z8xz4 + z9xz3, z),

δ17 = δ15t
−1
2 (x− z6yz8 − 5z7yz7 − 10z8yz6 − 10z9yz5 −

− 5z10yz4 − z11yz3, y, z)t2(x, y + z4xz10 + 5z5xz9 +

+ 9z6xz8 + 5z7xz7 + 5z8xz6 + 9z9xz5 + 5z10xz4 + z11xz3, z),

действующие тождественно по модулю Rk, очевидно, получаются из δ умноже-
нием на ручной автоморфизм.
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