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Аннотация

Получены оценки порядка роста последовательностей прямоугольных частичных
сумм кратных тригонометрических рядов Фурье функций, интегрируемых на d-мерном
торе [−π, π]d.

Abstract

N. Yu. Antonov, Estimates for the growth order of sequences of multiple rectangu-
lar Fourier sums of integrable functions, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika,
vol. 18 (2013), no. 5, pp. 3—15.

Estimates on the growth order of sequences of rectangular partial sums of multiple
Fourier series of functions integrable on the d-dimensional torus [−π, π]d are obtained.

1. Введение

Пусть N, Z, R—множества натуральных, целых и действительных чисел
соответственно, d ∈ N, T

d = [−π, π)d — d-мерный тор, ϕ : [0,+∞) → [0,+∞)—
неубывающая функция. Обозначим через ϕ(L)(Td) множество всех определён-
ных на T

d измеримых по Лебегу вещественнозначных функций f , удовлетворя-
ющих условию ∫

Td

ϕ(|f(t)|) dt <∞.

Пусть f ∈ L(Td), k = (k1, k2, . . . , kd) ∈ Z
d, x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ R

d, kx =
= k1x1 + k2x2 + . . . + kdxd,

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Программы государственной поддержки веду-
щих научных школ (грант НШ-4538.2014.1) и Программы государственной поддержки ведущих
университетов РФ (соглашение № 02.A03.21.0006 от 27.08.2013).

Фундаментальная и прикладная математика, 2013, том 18, № 5, с. 3—15.
c© 2013 Центр новых информационных технологий МГУ,

Издательский дом «Открытые системы»



4 Н. Ю. Антонов∑
k∈Zd

ake
ikx — (1)

кратный тригонометрический ряд Фурье функции f . Пусть n=(n1, n2, . . . , nd)—
вектор с неотрицательными целочисленными координатами. Обозначим через
Sn(f,x) значение n-й прямоугольной частичной суммы ряда (1)

Sn(f,x) =
∑

k=(k1,...,kd) : |kj |�nj , 1�j�d

ake
ikx.

Будем обозначать через Dn(t), n ∈ N, t ∈ T, ядро Дирихле порядка n:

Dn(t) =
sin(n+ 1/2)t

2 sin(t/2)
,

через Dn(t), n = (n1, . . . , nd) ∈ N
d, t = (t1, . . . , td) ∈ T

d, — d-мерное прямо-
угольное ядро Дирихле порядка n:

Dn(t) = Dn1(t1) · . . . ·Dnd(td).

Положим ln+ u = ln(u+ e), u � 0.
В случае d = 1 хорошо известно [8], что для произвольной функции f ∈ L(T)

для почти всех x ∈ T справедлива оценка

Sn(f, x) = o(lnn). (2)

К. И. Осколков [6] обобщил соотношение (2) на случай произвольной подпосле-
довательности последовательности сумм Фурье: для любой последовательности
натуральных чисел {nk}∞k=1 и любой функции f ∈ L(T)

Snk
(f, x) = o(ln k) п. в. (3)

В случае d = 2 Г. А. Карагулян [5] получил следующий двумерный аналог
оценки (3): для произвольной последовательности {nk}∞k=1, nk = (n1

k, n
2
k), k ∈ N,

и для каждой функции f ∈ L ln+ L(T2)

Snk
(f,x) = o(ln2 k) п. в. (4)

В [3] получено обобщение оценки (4) на классы ϕ(L)(T2), промежуточ-
ные между L ln+ L(T2) и L(ln+ L)2(T2): пусть {nk}∞k=1 —произвольная по-
следовательность двумерных векторов с натуральными координатами, функция
ψ : [0,+∞) → (0,+∞) не убывает, функция lnu/ψ(u) также не убывает при
достаточно больших u; тогда для любой функции f из класса L(ln+ L)ψ(L)(T2)
справедлива оценка

Snk
(f,x) = o

(
ln2 k

ψ(k)

)
п. в.

В [4] результат [3] обобщён со случая d = 2 на случай произвольного d � 2.
Пусть последовательность {nk}∞k=1, nk = (n1

k, n
2
k, . . . , n

d
k), представима в ви-

де
nj

k = αjmk +O(1), k ∈ N, 1 � j � d, (5)
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где α1, . . . , αd —положительные вещественные числа, {mk}∞k=1 —последова-
тельность натуральных чисел. Тогда [2] для любой функции f из класса
L(ln+ L)d−1(Td) при почти всех x ∈ T

d справедлива оценка

Snk
(f,x) = o(ln k). (6)

В настоящей работе получены аналоги оценок (4) и (6) для случая, когда
ϕ(L) = L.

Теорема 1. Пусть d � 2, {nk}∞k=1 —последовательность d-мерных векто-
ров, удовлетворяющих условию (5), {λm}∞m=1 —неубывающая последователь-
ность положительных чисел, такая что ряд

∞∑
m=2

(lnm)d−2

mλm
(7)

сходится. Тогда для любой функции f ∈ L(Td) для почти всех x ∈ T
d справед-

лива оценка
Snk

(f,x) = o(λmk
ln k).

В частности (при λm = (lnm)d−1(ln lnm)1+ε, ε > 0),

Snk
(f,x) = o

(
(lnmk)d−1(ln lnmk)1+ε ln k

)
п. в.

Если d = 2, то теорему 1 можно распространить со случая, когда после-
довательность {nk}∞k=1 удовлетворяет условию (5), на произвольный случай
следующим образом.

Теорема 2. Пусть {nk}∞k=1 —последовательность двумерных векторов с на-
туральными координатами, nk = (n1

k, n
2
k), lim

k→∞
min{n1

k, n
2
k} = ∞, ψ : [0,+∞) →

→ [0,+∞)—неубывающая функция, такая что функция u/ψ(u) не убывает и
∞∑

k=1

1
kψ(k)

<∞.

Тогда для любой функции f ∈ L(T2)

Snk
(f,x) = o

(
ψ
(
min{n1

k, n
2
k}
)
ln k
)

п. в. (8)

2. Доказательство теоремы 1

Для d-мерного вектора u = (u1, u2, . . . , ud) обозначим

‖u‖ = max{|u1|, |u2|, . . . , |ud|},
для u > 0 через [u] обозначим целую часть числа u.

Положим ak = 22k

, k = 0, 1, 2, . . . . Тогда если ряд (7) сходится, то
∞∑

k=1

(ln ak)d−1

λak

<∞. (9)
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В самом деле,

∞∑
m=2

(lnm)d−2

mλm
=

∞∑
k=1

ak−1∑
m=ak−1

(lnm)d−2

mλm
�

∞∑
k=1

1
λak

ak∫
ak−1

(lnu)d−2du

u
=

=
1

d− 1

∞∑
k=1

1
λak

(
(ln ak)d−1 − (ln ak−1)d−1

)
� 1

2(d− 1)

∞∑
k=1

(ln ak)d−1

λak

,

и (9) доказано.
Далее мы будем использовать идею работы К. Тандори [10]. В процессе до-

казательства через C1, C2, C3, . . . будем обозначать положительные константы,

зависящие только от размерности d, а также от величин
∞∑

k=1

λ−1
ak

и

sup
k∈N

(
max

{
‖nk‖
mk

,
mk

min{nj
k : 1 � j � d}

})
,

порождаемых последовательностями {λm}∞m=1 и {nk}∞k=1 соответственно.
Предположим от противного, что заключение теоремы не выполняется, т. е.

для некоторой последовательности {λm}, такой что ряд (7) сходится, и для
некоторой функции f ∈ L(Td)

Snk
(f,x) �= o(λmk

ln k)

для всех x из некоторого множества E положительной меры. Слегка изменив
последовательность {λm}, можно добиться того, чтобы для неё ряд (7) всё ещё
сходился и чтобы для всех x ∈ E

sup
k∈N\{1}

|Snk
(f,x)|

λmk
ln k

= +∞.

Отсюда согласно теореме Стейна [9, теорема 1] вытекает существование функ-
ции g ∈ L(Td), такой что

sup
k∈N\{1}

|Snk
(g,x)|

λmk
ln k

= +∞ п. в. на T
d. (10)

Не ограничивая общности, можно считать, что∫
Td

|g(x)| dx = 1.

Зафиксируем достаточно большое положительное число M > 0. Положим

Ei =
{
x ∈ T

d : max
k : ai−1<mk�ai

|Snk
(g,x)|

λmk
ln k

> 2M
}
, i ∈ N;

α̃ = sup
k∈N

‖nk‖ + 1
mk

.
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Пусть i ∈ N. Определим функцию fi следующим образом. Обозначим
N = Ni = [d(α̃ai)d+1] + 1; для s = (s1, . . . , sd) ∈ N

d, ‖s‖ � N , положим

Δs =
{
x = (x1, . . . , xd) :

2π(sj − 1)
N

< xj � 2πsj

N
, 1 � j � d

}
,

обозначим через cs центр d-мерного куба Δs. Для x ∈ Δs положим⎧⎪⎨⎪⎩
fi(x) = As, если x = cs,

fi(x) = 0, если x принадлежит ∂Δs (границе куба Δs),

fi(x) линейная на отрезке [cs,x] для каждой точки x ∈ ∂Δs,

при этом коэффициенты As определяются из соотношения∫
Δs

fi(x) dx =
∫
Δs

g(x) dx. (11)

Мы определили функцию fi на каждом кубе Δs. Поскольку T
d =

⋃
s

Δs, то fi

определена на всём торе T
d.

Перечислим нужные нам свойства функций fi. Из (11) и того, что на каж-
дом Δs функция fi сохраняет знак, выводим, что∫

Td

|fi(x)| dx =
∑

s∈Nd : ‖s‖�N

∫
Δs

|fi(x)| dx =
∑

s∈Nd : ‖s‖�N

∣∣∣∣ ∫
Δs

fi(x) dx
∣∣∣∣ =

=
∑

s∈Nd : ‖s‖�N

∣∣∣∣ ∫
Δs

g(x) dx
∣∣∣∣ � ∫

Td

|g(x)| dx � 1, i ∈ N. (12)

Значение интеграла от функции fi по множеству Δs равно 2dAs/
(
(d+1)Nd

)
.

Отсюда с учётом (12) получаем

2d|As|
(d+ 1)Nd

=
∣∣∣∣ ∫
Δs

fi(x) dx
∣∣∣∣ � ∫

Td

|fi(x)| dx � 1.

Следовательно,

max
x∈Td

|fi(x)| � max
s∈Nd : ‖s‖�N

|As| � 2−d(d+ 1)Nd � C1ai
d(d+1). (13)

Пусть номер k такой, что
mk � ai. (14)

Тогда

|Snk
(fi,x) − Snk

(g,x)| = |Snk
(fi − g,x)| =

∣∣∣∣ 1
πd

∫
Td

Dnk
(t − x)

(
fi(t) − g(t)

)
dt
∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣ ∑
s∈Nd : ‖s‖�N

1
πd

∫
Δs

Dnk
(t − x)

(
fi(t) − g(t)

)
dt
∣∣∣∣ =
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=
∣∣∣∣ ∑
s∈Nd : ‖s‖�N

1
πd

∫
Δs

Dnk
(cs − x)

(
fi(t) − g(t)

)
dt +

+
∑

s∈Nd : ‖s‖�N

1
πd

∫
Δs

(
Dnk

(t − x) − Dnk
(cs − x)

)(
fi(t) − g(t)

)
dt
∣∣∣∣.

Каждый из интегралов в первой сумме правой части последнего равенства в си-
лу (11) равен нулю. Оценим интегралы во второй сумме. Так как

|Dnk
(u1) − Dnk

(u2)| � (d− 1)(‖nk‖ + 1)d+1‖u1 − u2‖ � N‖u1 − u2‖
для любых u1,u2 ∈ T

d и ‖t − cs‖ � π/N для t ∈ Δs, то∣∣∣∣ 1
πd

∫
Δs

(
Dnk

(t − x) − Dnk
(cs − x)

)(
fi(t) − g(t)

)
dt
∣∣∣∣ �

� 1
πd−1

∫
Δs

|fi(t) − g(t)| dt � 2
πd−1

∫
Δs

|g(t)| dt.

Таким образом, если mk и i связаны соотношением (14), то

|Snk
(fi,x) − Snk

(g,x)| < 1. (15)

Как нетрудно убедиться, функция fi, i ∈ N, является липшицевой, точнее,
удовлетворяет неравенству

|fi(x1) − fi(x2)| � K‖x1 − x2‖, x1,x2 ∈ T
d,

с константой
K = Ki = max

x∈Td
|fi(x)|Nπ−1.

Поэтому для любых x ∈ T
d и k ∈ N

|Snk
(fi,x) − fi(x)| � C2K(ln ‖nk‖)d

min{nj
k : 1 � j � d}

(см. [7, теорема 1]). Оценим сверху правую часть последнего неравенства более
удобным для нас выражением. Используя (13), имеем

K � (d+ 1)Nd+1

2dπ
� C3ai

(d+1)2 .

Кроме того,

(ln ‖nk‖)d

min{nj
k : 1 � j � d} � C4

√‖nk‖
min{nj

k : 1 � j � d} � C4√
mk

sup
k∈N

√‖nk‖mk

min{nj
k : 1 � j � d} .

Таким образом,

|Snk
(fi,x) − fi(x)| � C5ai

(d+1)2

√
mk

. (16)
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Положим

β =
[
(d+ 1)2 + 4

2

]
+ 1. (17)

В силу (10)

mes
( ∞⋂

q=1

∞⋃
i=q

Ei

)
= mes(Td).

Следовательно, найдётся такой номер γ, 0 � γ < β, что

mes
( ∞⋂

q=1

∞⋃
i=q

Eβi+γ

)
� mes(Td)

β
> 0.

Для такого γ обозначим

Ē = lim
i→∞

Eβi+γ =
∞⋂

q=1

∞⋃
i=q

Eβi+γ . (18)

Положим

F (x) =
∑

{l=βi+γ : i∈N}

fl(x)
λal

, F̄ (x) =
∑

{l=βi+γ : i∈N}

|fl(x)|
λal

.

Используя выпуклость функции ϕd(u) = u(ln+ u)d−1, (13), (12) и (9), имеем∫
Td

ϕ(|F (x)|) dx �
∫
Td

ϕ
(
F̄ (x)

)
dx =

∫
Td

ϕ

( ∑
{l=βi+γ : i∈N}

|fl(x)|
λal

)
dx �

� C6

∑
{l=βi+γ : i∈N}

∫
Td

ϕ(|fl(x)|)
λal

dx �

� C6

∑
{l=βi+γ : i∈N}

∫
Td

|fl(x)|(ln(C1al
d(d+1) + e))d−1

λal

dx �

� C7

∫
Td

|g(x)| dx
∑

{l=βi+γ : i∈N}

(ln al)d−1

λal

< +∞,

т. е.
F, F̄ ∈ ϕd(L)(Td) = L(ln+ L)d−1(Td).

Покажем, что частичные суммы ряда Фурье функции F не удовлетворяют
оценке (6) на множестве, с точностью до множества меры нуль совпадающем
с определённым равенством (18) множеством Ē; тем самым придём к противо-
речию с результатом работы [2] и теорема будет доказана.

Пусть x ∈ Ē. Тогда x принадлежит бесконечному числу множеств El, где
номер l имеет вид l = βi + γ, i ∈ N. Зафиксируем какой-нибудь такой номер l.
Обозначим его l̄. Пусть номер k̄ � 2 такой, что

|Snk̄
(g,x)|

λmk̄
ln k̄

= max
k : al̄−1<mk�al̄

|Snk
(g,x)|

λmk
ln k

.
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Согласно определению функции F

Snk̄
(F,x) =

∑
{l=βi+γ : i∈N}

Snk̄
(fl,x)
λal

,

откуда следует, что

|Snk̄
(F,x)|
ln k̄

�
∣∣∣∣ ∑
{l=βi+γ : i∈N; l�l̄}

Snk̄
(fl,x)

λal
ln k̄

∣∣∣∣− ∣∣∣∣ ∑
{l=βi+γ : i∈N; l<l̄}

Snk̄
(fl,x)

λal
ln k̄

∣∣∣∣. (19)
Оценим каждую из сумм в правой части неравенства (19). Если l � l̄, то

mk̄ � l. Тогда из условия x ∈ El̄ и неравенства (15) получаем

|Snk̄
(fl,x)| � |Snk̄

(g,x)| − |Snk̄
(fl,x) − Snk̄

(g,x)| � 2Mλmk̄
ln k̄ − 1.

Кроме того, можно утверждать, что

signSnk̄
(fl,x) = signSnk̄

(g,x).

Таким образом,∣∣∣∣ ∑
{l=βi+γ : i∈N; l�l̄}

Snk̄
(fl,x)

λal
ln k̄

∣∣∣∣ = ∑
{l=βi+γ : i∈N; l�l̄}

|Snk̄
(fl,x)|

λal
ln k̄

� |Snk̄
(fl̄,x)|

λal̄
ln k̄

�

� 2Mλmk̄
ln k̄ − 1

λal̄
ln k̄

�
2Mλal̄−1

λal̄

− 1
λal̄

ln k̄
� M − 1

λa1 ln k̄
. (20)

Оценим вторую сумму из правой части (19). Используя (16), имеем∣∣∣∣ ∑
{l=βi+γ : i∈N; l<l̄}

Snk̄
(fl,x)

λal
ln k̄

∣∣∣∣ � ∑
{l=βi+γ : i∈N; l<l̄}

|Snk̄
(fl,x)|

λal
ln k̄

�

�
∑

{l=βi+γ : i∈N; l<l̄}

|Snk̄
(fl,x) − fl(x)|
λal

ln k̄
+

∑
{l=βi+γ : i∈N; l<l̄}

|fl(x)|
λal

ln k̄
�

� C8

ln k̄
max

{l=βi+γ : i∈N; l<l̄}
|Snk̄

(fl,x) − fl(x)| + F̄ (x)
ln k̄

�

� C9

ln k̄
max

{l=βi+γ : i∈N; l<l̄}
al

(d+1)2

√
mk̄

+
F̄ (x)
ln k̄

. (21)

Если l ∈ {l = βi+ γ : i ∈ N; l < l̄}, то l � l̄ − β. Тогда mk̄ � λal̄−1
� λal+β−1 .

Учитывая, что последовательность {al} обладает свойством ai+1 = ai
2, i ∈ N, а

также (17), имеем

al
(d+1)2

√
mk̄

� al
(d+1)2

√
al̄−1

=
al

(d+1)2

al̄−2

� al
(d+1)2

al+β−2
=
al

(d+1)2

al
2(β−2)

� 1.

Отсюда и из (21) получаем∣∣∣∣ ∑
{l=βi+γ : i∈N; l<l̄}

Snk̄
(fl,x)

λal
ln k̄

∣∣∣∣ � C9

ln k̄
+
F̄ (x)
ln k̄

. (22)
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Объединяя (19), (20) и (22), заключаем, что

|Snk̄
(F,x)|
ln k̄

� M − 1
λa1 ln k̄

− C9

ln k̄
− F̄ (x)

ln k̄
. (23)

Так как k̄ может быть сколь угодно большим, а значение F̄ (x) конечно для по-
чти всех x ∈ T

d, то верхняя грань по k̄ правой части (23) равна M почти всюду
на Ē. Значит, последовательность {Snk

(F,x)/ ln k}∞k=2 не стремится к нулю на
множестве, с точностью до множества нулевой меры совпадающем с Ē. Теорема
доказана.

3. Доказательство теоремы 2

Пусть f ∈ L(T2). Рассмотрим сначала случай, когда векторы nk = (n1
k, n

2
k)

такие, что
n1

k � n2
k, k ∈ N.

В этом случае получаемая оценка (8) будет иметь вид

Snk
(f,x) = o(ψ(n2

k) ln k) п. в. (24)

Для произвольных n1, n2 ∈ N, x = (x1, x2) ∈ T
2 имеем

S(n1,n2)(f,x) =
1
π2

∫
T

∫
T

Dn1(u1 − x1)Dn2(u2 − x2)f(u1, u2) du1 du2 =

=
1
π

∫
T

sin(n1 + 1/2)(u1 − x1)
2 sin((u1 − x1)/2)

(
1
π

∫
T

Dn2(u2 − x2)f(u1, u2) du2

)
du1.

Отсюда, используя тригонометрическое тождество

sin(n+ 1/2)(u− x)
2 sin((u− x)/2)

=

=
1
2

ctg
u− x

2
(sinnu cosnx− cosnu sinnx) +

1
2

cosn(u− x),

получаем

S(n1,n2)(f,x) =

= cosn1x1 · 1
2π

∫
T

ctg
u1 − x1

2
sinn1u1

(
1
π

∫
T

Dn2(u2 − x2)f(u1, u2) du2

)
du1 −

− sinn1x · 1
2π

∫
T

ctg
u1 − x1

2
cosn1u1

(
1
π

∫
T

Dn2(u2 − x2)f(u1, u2) du2

)
du1 +

+
1
2π

∫
T

cosn1(u1 − x1)
(

1
π

∫
T

Dn2(u2 − x2)f(u1, u2) du2

)
du1 =
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= cosn1x1 · 1
2π

∫
T

ctg
u1 − x1

2
sinn1u1 Sn2(f(u1, ·), x2) du1 −

− sinn1x1 · 1
2π

∫
T

ctg
u1 − x1

2
cosn1u1 Sn2(f(u1, ·), x2) du1 +

+
1
2π

∫
T

cosn1(u1 − x1)Sn2(f(u1, ·), x2) du1, (25)

где внешние интегралы понимаются в смысле главного значения, т. е. как предел
при ε→ +0 интеграла по множеству T \ (x1 − ε, x1 + ε), а Sn2(f(u1, ·), x2)—это
значение в точке x2 n2-й частичной суммы (однократного) ряда Фурье функции
f(u1, ·) как функции одного переменного при фиксированном u1.

Из (25) выводим, что для произвольной точки x = (x1, x2) ∈ T
2

sup
k∈N

|S(n1
k,n2

k)(f,x)|
ψ(n2

k) ln(k + 1)
� sup

k∈N

∣∣∣∣ 1
2π

∫
T

ctg
u1 − x1

2

sinn1
ku

1 Sn2
k
(f(u1, ·), x2)

ψ(n2
k)

du1

∣∣∣∣
ln(k + 1)

+

+ sup
k∈N

∣∣∣∣ 1
2π

∫
T

ctg
u1 − x1

2

cosn1
ku

1 Sn2
k
(f(u1, ·), x2)

ψ(n2
k)

du1

∣∣∣∣
ln(k + 1)

+

+ sup
k∈N

1
2π

∫
T

|Sn2
k
(f(u1, ·), x2)|
ψ(n2

k)
du1

ln(k + 1)
. (26)

Покажем, что каждое из слагаемых в правой части (26) конечно для почти всех
x ∈ T

2.
Рассмотрим первое слагаемое. Обозначим

Fk(u1, x2) =
sinn1

ku
1 Sn2

k
(f(u1, ·), x2)

ψ(n2
k)

, F (u1, x2) = sup
k∈N

|Sn2
k
(f(u1, ·), x2)|
ψ(n2

k)
.

Лемма A [1, теорема 2]. Пусть неубывающая последовательность положи-
тельных чисел {λk}∞k=1 такая, что последовательность {k/λk}∞k=1 не убывает
и ∞∑

k=1

1
kλk

<∞.

Тогда для любой g ∈ L(T)∫
T

sup
k∈N

|Sk(g, x)|
λk

dx � C

∫
T

|g(x)| dx,

где C = C0

∞∑
k=1

(kλk)−1, C0 —абсолютная константа.
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Зафиксируем u1 ∈ T. Применяя лемму A при λk = ψ(k), g = f(u1, ·), имеем∫
T

F (u1, x2) dx2 =
∫
T

sup
k∈N

|Sn2
k
(f(u1, ·), x2)|
ψ(n2

k)
dx2 �

�
∫
T

sup
k∈N

|Sk(f(u1, ·), x2)|
ψ(k)

dx2 � C

∫
T

|f(u1, x2)| dx2. (27)

Интегрируя (27) по u1 ∈ T, получаем∫∫
T2

F (u1, x2) dx2 du1 �
∫∫
T2

|f(u1, x2)| dx2 du1. (28)

Так как f ∈ L(T2), то правый, а следовательно, и левый интегралы в послед-
нем неравенстве конечны. Отсюда согласно теореме Фубини получаем, что для
почти всех x2 ∈ T ∫

T

F (u1, x2) du1 < +∞. (29)

Лемма B [6, доказательство теоремы 1]. Пусть h ∈ L(T), {hk}∞k=1 —по-
следовательность определённых на периоде T измеримых функций, таких что
|hk(x)| � |h(x)|,

h̃k(x) = − 1
2π

∫
T

ctg
u− x

2
hk(u) du, k ∈ N, —

функции, тригонометрически сопряжённые к функциям hk. Тогда функция

H(x) = H({hk}, x) = sup
k∈N

|h̃k(x)|
ln(k + 1)

конечна для почти всех x ∈ T.

Зафиксируем точку x2 ∈ T, удовлетворяющую условию (29). Применим лем-
му B к функциям hk = Fk(·, x2), k ∈ N, и h = F (·, x2). Получим

H({Fk(·, x2)}, x1) = sup
k∈N

|F̃k(x1, x2)|
ln(k + 1)

=

= sup
k∈N

∣∣∣∣ 1
2π

∫
T

ctg
u1 − x1

2

sinn1
ku

1 · Sn2
k
(f(u1, ·), x2) du1

ψ(n2
k)

∣∣∣∣
ln(k + 1)

<∞ п. в.

Отсюда, учитывая, что (29) выполняется для почти всех x2 ∈ T, заключаем,
что первое слагаемое в правой части (26) конечно для почти всех (x1, x2) ∈ T

2.
Конечность почти всюду второго слагаемого в правой части (26) доказывается
аналогично.
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Рассмотрим третье слагаемое из правой части (26). Заметим, что оно не
зависит от x1. Из неравенства

sup
k∈N

1
2π

∫
T

|Sn2
k
(f(u1, ·), x2)| du1

ψ(n2
k)

ln(k + 1)
�

� 1
π

∫
T

sup
k∈N

|Sn2
k
(f(u1, ·), x2)|
ψ(n2

k)
du1 =

1
π

∫
T

F (u1, x2) du1

и оценки (29) получаем, что третье слагаемое в правой части (26) конечно при
почти всех x2 ∈ T.

Таким образом, все три слагаемые в правой части (26) конечны почти всюду
на T

2. Следовательно, левая часть (26) также конечна при почти всех (x1, x2) ∈
∈ T

2, т. е.

Snk
(f,x) = O(ψ(n2

k) ln k) п. в.

Для того чтобы завершить доказательство (24), нам осталось показать, что
O большое в последней оценке можно заменить на o малое. Для этого можно
вместо функции ψ рассмотреть функцию ψ̃, удовлетворяющую условиям тео-
ремы и такую, что ψ̃(u) = o

(
ψ(u)

)
при u → ∞. Применяя к функции ψ̃ уже

доказанную часть теоремы, получаем для почти всех x ∈ T
2, что

Snk
(f,x) = O(ψ̃(n2

k) ln k) = O(ψ(n2
k) ln k)

ψ̃(n2
k)

ψ(n2
k)

= o(ψ(n2
k) ln k)

при u→ ∞, и (24) доказано.
Рассмотрим теперь общий случай. Пусть {nk}—произвольная последова-

тельность, удовлетворяющая условиям теоремы. Тогда последовательность на-
туральных чисел N можно разбить на две подпоследовательности {ki}∞i=1 и
{lj}∞j=1, такие что

{ki}∞i=1 ∪ {lj}∞j=1 = N

и

n1
ki

� n2
ki
, i ∈ N; n1

lj < n2
lj , j ∈ N.

Тогда, используя (24), получаем

0 � lim
i→∞

|Snki
(f,x)|

ψ(n1
ki

) ln ki
� lim

i→∞
|Snki

(f,x)|
ψ(n1

ki
) ln i

= 0 п. в., (30)

0 � lim
j→∞

|Snlj
(f,x)|

ψ(n2
lj

) ln lj
� lim

j→∞

|Snlj
(f,x)|

ψ(n2
lj

) ln j
= 0 п. в. (31)

Из (30) и (31) вытекает (8). Теорема 2 доказана.
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